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前 言

本书是国防工业出版社出版的《数学建模算法与应用（第3版）》的配套

书籍。《数学建模算法与应用（第3版）》的前8章和后3章可以作为选修课

的讲授内容，其余部分可以作为数学建模竞赛的培训内容。本书对第2版中

的错误进行了修正，由于软件升级，对第2版中的全部程序进行了更新。

习题是消化领会教材和巩固所学知识的重要环节，是学习掌握数学建模

理论和方法不可或缺的手段。学习数学建模的有效方法之一是实例研究，实

例研究需要亲自动手，认真做一些题目，包括构造模型、设计算法、上机编程求

解模型。本书提供了全部习题的程序。因而读者不仅可以从中学到解题的方

法，还可以将这些程序直接作为工具箱来使用。

对于数学建模的一些综合性题目，本书提供的解答可以作为参考，因为这

类题目的解答是不唯一的。读者应该努力开发自己的想象力和创造力，争取

构造有特色的模型。作者希望学习数学建模的读者，对于这部分综合性题目

不要先看本书给出的解答，可以等自己作出来之后，再与本书解答比对。
由于编著者水平有限，书中难免存在不妥或错误之处，恳请广大读者批评

指正。
最后，编著者十分感谢国防工业出版社对本书出版所给予的大力支持，尤

其是责任编辑丁福志的热情支持和帮助。

需要本书源程序电子文档的读者，可以用电子邮件联系索取。Email;

896369667@gg.com，sishoukui@163.com。也可到国防工业出版社网站"资源

下载"栏目下搜索下载。

编著者
2020年10月
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第1章 线性规划习题解答

1.1 求解下列线性规划问题;
maX z=3xy-Fa一π;，
?+z,≤11
-4x+x2+2x;≥3,

9t.-2,*z=1,
民1，"，x;≥0.

解 求得
书=4，w2=1，勾=9，z=2.

（1）基于求解器求解的 Matlab 程序;
cle, cler
E=[3,-1,-1];
a=(,-2,1;4,-1,~2];b=[11,-3]';
aeq= [-2,0.1]; beg=1;
x,y]=linprog(-c,a,b,aeq,be,zero8(3,1))
y=-γ $换算到目标函数最大化
2）基于问题求解的 Matlab程序;
clc, clear, c=[3,-1,-1];
a=[1,-2,1;4,-1,-21; b=[L1,-3]?
prob= optimproblem('objectiveSense','maxs');
x= optinvaz'x,3,'LowerBound',0);
prob.Objective = c *x;
prob,ConatraintB,con1 = a*x<=b;
prob,Constraints.con2=-2*x(1)+X(3)==l;
[sol,fval, flag,out]= solve tprob)
xc= 8ol，x 名显示决策交量的值
1.2 求解下列规划问题∶

minz=|*|+2|x2|+3|xs|+4|=4I,
x1-X2-xst*,=0,
年1-z+xz-3*。=1，a。t
言山乌产当户小中

解 求得
?.25，为=0，z=0，好=-0.25，z=1.25.

1



（1）先把摸型做变量替换，化成线性规划模型。

基于求解器求解的 Matlab 程序如下∶
clc,eleaz
c=1:4; c=[e,e]'?
aeq=[-1-11;1-11-3,1-1-2 3];
beq= [01 -1/2]:
aeq= [aeq,-Eeql;
[uv,va]=linprog (e,[1,[],aeg,beg,zezoe(8,1))
x=uvF (;4)-uv (5:end)

（2）把问题看成是一个非线性规划问题，基于问题的 Malab 求解程序如下;
clc,clear,c=1:4;
aeq=[1 -1-1111-11~3;1-1-2 3];
beq= [0 1-1/2]':
x=optimv&r'x,4); prob=optimproblem;
obifun=8 (t)c*abs (t);

prob.0bjective=fcn2optimexpr(objfun,x)

prob.Constrainta.cons=aeq *x= =beq;
x0.x*rand(1,4);

[eol,fval,flag,out]=solve (prob,x0)
D0X= s01.X
1.3 某厂生产三种产品Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ。每种产品要经过A、B两道工序加工。设该厂有

两种规格的设备能完成A工序，以A，、A2表示;有三种规格的设备能完成B 工序，它们以
B，、B，、B，表示。产品Ⅰ可在A、B任何一种规格设备上加工。产品Ⅱ可在任何规格的A
设备上加工，但完成B工序时，只能在B，设备上加工;产品Ⅲ只能在A。与B，设备上加
工。已知在各种机床设备的单件工时，原材料费，产品销售价格.各种设备有效台时以及
满负荷操作时机床设备的费用如表1.1 所示，求安排最优的生产计划，使该厂利润最大。

表1.1 生产的相关数据
品产 消负荷时的设 备 设备有效台时叫自 贝 设备贵用/元

A, n 390岩 600o “”
A ？ 12 32110000的

白B 250400售’
即， 四 700011 783

？B, 4000 200
原料费/（元/件） 0.500.350.25
单价/（元/件） 1.25 2.802.00
解 对产品I来说，设以A、AA完成A工序的产品分别为z、z，件，转人B工序时，

以B、B，、B.完成B工序的产品分别为z式4、每z件;对产品Ⅱ来说，设以A、A.完成A工“



序的产品分别为z、为，件，转人B工序时，以B、完成B工序的产品为玉件;对产品Ⅲ来
说，设以A，完成A工序的产品为z。件，则以B，完成B工序的产品也为z。件。由上述条
件可得

名十范2=街，+汽。+x3，对。+x，=%g
由题目所给的数据可建立如下的线性规划模型;

max z=（1.25-0.25）（x年+z2）+（2-0.35）*+（2.8-0.5）??
300, 321(7n,+9,+12)(5x+10?100006000

撼言己艺”250 200*7;6,+8za)0 4000，
4000 r0

[5x+10x ≤6000
Tz,+9x,+12s。≤10000,
6×x,+8x。≤4000
4xz,+11x, ≤7000,

B.t话，7*,≤4000,
到+zq=x+坊4t窝。，
*+z，二不会，
{;≥0,i=1,2,⋯,9.

该题实际上应该为整数规划问题。对应整数规划的最优解为
x:=1200,x=230,z,=0,?59,

x=571,*=0,?500,*g=500,xg=324.
最优值为z=1146.4142元。

基于问题求解的 Matlab 程序如下∶
clo, clear,format long g
x=optimvar('x',9,'Type','integer','LowerBound',0);
prob=optimproblem （'ObjectiveSen多e'，'max'）;
prob.Objective-x【）+x【（2）+1.65*x8）+2.3*x9）-0.05*（5*x作1）+10*x（6）}-.

0.0321*作*xt2）+9*x（7）+12*x9））-25/400*（5*x（3）+8*x【8））-..
783 /7000*(4*x(4)+11*×9))-0.35*x(5);

con1=[5*x(1)+10*x(6)<=6000
7*x(2)+9 *x(7)+12*x(9)<=10000,
6*X(3)+8 * x(8)<=4000
4*x(4)+11*x(9)<=7000
7*x(5)<=4000];

con2=[x()+x(2)==x(3}+x(4)+x(5},x(6)+x(7)==x[8)];
prob,Constraints.con1 =conl;
prob.Constraints,con2 =con2;
t8ol,FvaL,flag]=8olve (prob),
sol.x,format
1.4 一架货机有三个货舱;前舱、中仓和后舱。三个货舱所能装载的货物的最大质e



量和体积有限制如表1.2所示。为了飞机的平衡，三个货舱装载的货物质量必须与其最
大的容许量成比例。

表1.2 货舱数据
前 能 中 仓 调禁

重量限制/L 1610 8
体积限制/m2 6800 53008700

现有四类货物用该货机进行装运，货物的规格以及装运后获得的利润如表1.3所示。
表1.3 货物规格及利润表

质量/1 空间/（■2/） 利润/（元/t）
贷物1 18 480 3100
贷物2 15 650 3800
货物3 23 380 300

比货物4 390 2850
假设∶
（1）每种货物可以无限细分;
（2）每种货物可以分布在一个或者多个货舱内;
（3）不同的货物可以放在同一个货舱内，并且可以保证不留空隙。
问应如何装运，使货机飞行利润最大。

解 用i=1，2，3，4分别表示货物1、货物2、货物3和货物4si=1，2，3分别表示前舱、
中舱和后舱。设??i=1，2，3，4j=1，2，3）表示第i种货物装在第j个货舱内的质量，";少
（j=1，2，3）分别表示第个舱的质量限制和体积限制，a，6;c（i=1，2，3，4）分别表示可以
运输的第i种货物的质量，单位质量所占的空间和单位货物的利润。

（1）目标函数。

响泳占沁寸沁才心z =62 V色
电

（2）约束条件。
四种货物的重量约束

E可≤a，i=1，2，3，4.
三个货舱的质量限制

二*x≤的j=1，2，3.
三个货舱的体积限制

之b≤明=1，2，3.
三个货舱装人货物的平衡限制

4
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综上所述，再加决策变量的非负性约束，建立如下线性规划模型;

气？maxX zn s ,j=1=1

x≤a,i=1,2,34,

点*≤即，j=1，2，3，

区b≤号，j=1，23，即

等夕tn啡：将平 处“”
816’？，10

断y≥0，i=1，2，3，4i=1，2，3.
求得运输 4种货物的吨数分别为0、15t、15.9474t、3.0526t，总利润为1.2152×

10元。
（3）基于求解器求解的 Matlab 程序。
使用 Matlab 基于求解器的求解方法求解，需要做变量替换，把二维决策变量化成一

维决策变量，很不方便。

clc,clear
c= [3100;3800;3500;2850];
c=C*ones(1,3);
。日工”
al=zero8 (4,12);

for i=1:4
a1(i,i:4 :12}=1;

end
b1=[18;15;23;12];
a2=zeros(3,12);
for生=1;3

a2法，4*i-3∶4*l）=1∶

end
b2=[10 16 8]';
bb=[480;650;5B0;390];
a3=zeros(3,12);
for j=1:3

3(j,4*5-3:4*}=bb;
enc ”



b3 = [6800 8700 5300]";
a=[al ra2;a3];b= [bl;b2;b3];
ae=zero8 (2,12);

aeq(1,1:4)=1/10;

aeq(1.5:8}=-1/16;

aeq (2,5:8)=L/16:

aeq亿2，9∶12）=-1/8;

beq=zeros (2,1);
[x,y]=1inprog (-c,a,b,aeg,heq,zeros (2,1));
x=reshape (x, [4,3]>;
x=8um(x'),y=-y
（4）基于问题求解的 Matlab 程序。
cl,clear
a= [18 15 23 12]'; b=[480 650 580 390];
c=[3100 3800 3500 2850];w=[10 16B]'
vz【6800 8700 5300】';号注意区分向量的写法与决策向量的匹配
prob=optimproblam ('ObjectiveSense','nax');

X=optimvar 'x',4,3,'LowezBound',0);

prob.Objective=c * sum(x,2);
conl=[8um(x,2)<=&;aum (x}'<=w;(b*x}'<=v];
con2= [eum(x(:,1))/10==8um(x(:,2))/16

um(x(;,2)J/16==sum x(:,3)]/8];
prob.Con台traint8.con1=conl;
prob,ConaraintB.con2=con2;
[eol,fval,flag]=solve (prob)

Bol.x，y=sum（8ol.x，2〉皂输出四种货曲的数量
1.5 某部门在今后五年内考虑给下列项目投资，已知∶
项目A，从第一年到第四年每年年初需要投资，并于次年末回收本利115%;
项目B，从第三年初需要投资，到第五年末能回收本利125??但规定最大投资额不超

过4万元;
项目C，第二年初需要投资，到第五年末能回收本利140??但规定最大投资额不超过

3万元;
项目D，五年内每年初可购买公债，于当年末归还，并加利息6??
该部门现有资金10万元，问它应如何确定给这些项目每年的投资额，使到第五年年

末拥有的资金的本利总额最大。

解 用j=1，2，3，4分别表示项目A、B、C、D，用xa（i=1，2，3，4，5）分别表示第i年年
初给项目A、B、C、D的投资额。根据给定的条件，对于项目 A存在变量xu，2z，对x，*;对
于项目B存在变量 xa;对于项目C存在变量 xa;对于项目D存在变量xa，xz，*y，
量豆室。

该部门每年应把资金全部投出去，手中不应当有剩余的呆滞资金。
第一年的资金分配为

6



 +zu = 100000.
第二年年初部门拥有的资金是项目D在第一年末回收的本利，于是第二年的资金分

配为
Z2 +x2∶十*a=1.06xp

第三年年初部门拥有的资金是项目A第一年投资及项目D第二年投资中回收的本
利总和。于是第三年的资金分配为

zy+*z+xu=1.15x+1.06xz
类似地可得第四年的资金分配为

Z，十xa= 1.15xas+1.06xgs.
第五年的资金分配为

xy =.15x,+1.06x
此外，项目B、C的投资额限制，即

xy,≤40000,x2 ≤30000.
问题是要求在第五年年末该部门手中拥有的资金额达到最大，目标函数可表示为

max z=1.15xu+1.40xzn+1.25xz+1.06xy
综上所述，数学模型为

max z=1.15x+1.40x2+1.25xy+1.06xa,
x1 +*a=10000,
*n1+t*2a+xx=1.06*w,
xytza+xs =1.15x+1.06|

B.t.《*au+zu=1,15x2+1.06xy,
* = 1,15*u+1.06aa,
z2 ≤4000,*x≤30000,
*y≥0,i=1,2,3,4,5sj=1,2,3,4.

利用 Matlab求得
5=34782.63，1=65217.39;z=39130.43，T2=30000;*x=40000;g=45000;其他

*.=0.
目标函数的最大值为143750元。
基于问题求解的 Matab程序如下
clc,clear
prob=optimproblem{'ObjectiveSense','max')
x=optimvar (×',5,4.,'LowerBound',0)
prob.Objective=1.15*x(4,1)+1.4*x(2,3)+1.25*x(3,2)+1.06*x(5,4);
con1=[x(.,1)+x (1,4)=100000
x(2,1)+x(2.3)+x(2,4)==1.06*×(1,4}
x(3,1)+x(3,2}+x(3,4)==1,15*x{,1}+1.06*x(2,4)
x(4,1)*x(4,4)==1.15*x(2,1)+1.06*x(3,4)
x(5,4}==1.15*x(3,1)+1.06*x4,4)];
con2= [x(3,2)<=40000;x(2,3)<=30000]; 7



prob,Constraints.conl=con1;
prob,Con8traints.con2=con2:
[sol,Eval,flag]*golve{prob),8ol.x

1.6 食品厂用三种原料生产两种糖果，糖果的成分要求和销售价见表1.4。

表1.4 糖果有关数据

原料B原料A 原料C 价格/（元/tk）
高级奶糖 ≤10%*25%≥30% 24
水果糖 ≥15%气40%40% 15

各种原料的可供量和成本见表1.5。

表1.5 各种原料数据

原 料 可供量/Lg 成本/ 元/kg》
A 500 20
四 750 12c 自625

该厂根据订单至少需要生产600kg高级奶糖、800kg 水果糖，为求最大利润，试建立
线性规划模型并求解。

解 用i1，2分别表示高级奶糖和水果糖，用j=1，2，3分别表示原料A、B、C。设xg
《i=1，2ij=1，2，3）表示生产第i种糖用的第种原料的量，a;表示第∶种糖果的需求量，，，
表示第种原料的可供量。

总利润为销售总收入与原料总成本之差，总利润为
z=24（x十*经t3）+15（xn*xa+a）-20（xta）-12（xn*xa）-8（;a）
= 4xu+12xip+16xy-5xn+3x2+7??

因而建立如下的线性规划模型∶
max z=4z+12jn+162;3~5xat+3*2+7xa,

≥中.i1.
时≤b，j=1，2，3，

*u≥ 50?a+x:+xp),
邓1≥25??xn∶+*2+*1，即中”
写≤10??写1+zn+*s），
T≤40?+*2+xn),
2≤40?a＋x2+*),
*a≥15?a+xa+z),
例≥0，=1，2i=1，2，3.
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求得生产高级奶糖1175kg，水果糖800kg，最大利润为14200元。

基于问题求解的 Matab 程序如下∶

cle,clear
prob=optimproblem('ObjectiveSense','max')

x=optimvaz(x',2,3,'LowerBound',0)
a=[600,800]':b= [600;750;625];

c= [4,12,16;-5,3,7];
prob.Objective=aum (sum(c,*x);
con=[a<=sumx,2);(sum(x}}'<=b

0.5* sum(x{,;})<=x(1,1)

0.25*Bum{x(1,:)}<=x(1,2)

x(,3)<=0.1*sum(x 1,:))
x(2,1)<=0.4* 8sum(x(2,:}l

x(2,2)<=0.4*gum(Cx(2,:))

0.15*图um（x（2，;））<*x（2，3）】
prob.Constraint3.con = con;
[sol,fval]=solve (prob),sol.x
sx = sum（Bol.x，2） 8计算两种糖的生产量
1.7 求解下列线性规划问题，其中矩阵A=（as）mum中的元素a;为【0，10】上的随

机整数。 mar v,
apt，≥时，j=1，2⋯，，130，
四。B. E=r100,
z≥0,i=1,2,⋯,100.

解 下述程序求得目标函数的最优值为 485.1882。
clc,clear
rng （0） 名进行一致性比较，生成相同的随机数
A = randi{[0,10],100,150);
prob=optimproblem('ObjectiveSenae','max')
X=optimvar(x',100,'LowerBound',0);
v=optimvar(v');prob.Objective=v;

prob,Constraints.con1 =A'*x>=v
prob.Co就traLnts.con2= sum（x））==100;
[eol,Eval,flag1=solve(prob),sol.x
1.8 求解例1.9中的模型二。

解 设≈=maxlq*}，则模型二可以线性化为
9



min Z,+1,
qr≤zi=1,2,⋯,n,

公“巴子”雪。(
节。寸：

三（1+p）x=M，
???0,i=01,⋯,.

取材=1，代入已知数据得到下面的模型∶
min X,,

0.025x,-;≤0,
0.015x2~*g≤0,
0.055x,-z≤0,
0.026x,-*g≤0,s.t
-0.05x-0.27x1-0.19?0.185xy-0.185z,≤-k,
?.01s,+1.022+1.045xg+1.065?1,
0;≥0,i=0,1,⋯,5.

将在赋值为0.05，以0.005步长迭代，收益O与风险V的关系见图1.1，从图中可以
看到收益在0.21之后，风脸增长率较大，所以为了规避风险，将收益定在0.21。

当收益Q=0.2055时，xo=0，x=0.3089，=0.5148，x=0.1404，x4=0.0152;最小风
险为0.0077。

0.025[

02

0.015
V

0.01

0.005

空樟 50150.1 0250.2 0.3
忙

恩1.1 收益与风险的关系图

clc,clear,clo8e all,prob= optimpzoblem;
x= optimvar'x,6,'LowerBound',0);
r=[0.05,0.28,0.21,0.23,0.25]; 号收益率
p=[0,0.01.0.02,0.045,0.065]; 告交揭费率
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8 风险损失率q=[0.025,0.015,0.055,0.026]';
prob.0bjective=x(6);k=0.05;
乙”宁” 风险初始化

。口” 舍净收益初值化

X= [1; 名 最优解的初始化

while k<0.26
prob.Constraints.con1 = [q.*x(2:5)<=x(6)

(p-z)*x(1:end-1)<=-k];
prob.Constraints.con2=(1+p)*x(;end-1)==1;
[s0l,fval}= Blve (prob);xx=8ol.x;
V=[V,max<.·xx(2:end-1))]:X=[X; xx';

Q=[Q,(r-p)*xx<;end-1)];k=k+0.001;
end
plot(Q,V,'*r')
xlabel($Q$','Interpreter',/'Latex')
ylabel($v$','Interpzeter','Latex',rotation',0).
ind = fina Q>=0.21,1);
gx= X(ind,1;end-1),V=V{ind)

11



第 2章 整数规划习题解答

2.1 试将下述非线性的0-1规划问题转换成线性的0-1规划问题∶

tmAY z=*+，年2*3，
-2,+3z2+x,≤3,s.t.;=0或1，j=1，2，3.

解 做变量替换y=z年，则有如下关系∶
Z十h2-1≤y≤%j
年十z2-1≤y≤粉，

从而可以得到如下的线性0-1规划∶

maX z=**y-X3,
皆己当熬叫。
z，+r2-1≤y≤知;，
?x2-1≤y≤年，，8t

y=0或1，j=1，2，3，
U=0或1.

2.2 某市为方便小学生上学，拟在新建的8个居民小区A，，A，⋯，A，增设若干所小
学，经过论证知备选校址有B，B，，⋯，，B。，它们能够覆盖的居民小区如表2.1所示。

表2.1 校址选择数据

剪B B。81备游校业 b。B。
于产产A;43,Az 产产Ai,As,A 产产些工又产硬置的磨民小区

试建立一个数学模型，确定出最小个数的建校地址，使其能覆盖所有的居民小区。
解 令

在备选校址 B;建学校，（1，在= 在备选校址B，不建学校，0.

（1）小区A，可以被备选校址B、B2、B，处所建的学校额盖，则有约束条件
断t*2*;≥1.

（2）小区A，可以被备选校址B，、B，处所建的学校覆盖，则有约束条件
好2+x。≥1.

（3）小区A，可以被备选校址 B、、B，处所建的学校覆盖，则有约束条件

z2*,≥1.
（4）小区A。可以被备选校址 B、B。处所建的学校覆盖，则有约束条件

12



+zg≥1.
（5）小区A。可以被备选校址B、B，、B，处所建的学校覆盖，则有约束条件

x*2十*，21.
（6）小区A。可以被备选校址B、B。处所建的学校覆盖，则有约束条件

雪才留
（7）小区A，可以被备选校址B 处所建的学校覆盖，则有约束条件

2≥1.
（8）小区A，可以被备选校址B，、BB。处所建的学校覆盖，则有约束条件

2+x+xg≥1.
综上所述，建立如下的0-1整数规划模型;

如产min
x专*at*z≥1.
言；曾”
窝t*;≥1，
于才艺曾。- L_ x,+*,≥1,
如≥1，
言言立矿曾一
【x=0或1，i=1，2，⋯，8.

求得在备选校址 B、B，、B;处建小学。
基于何题求解的 Matlab 程序如下;

cle,elear
x=optimvar('x',6,'Type',integer','LowerBound',0,UpperBound',1)
prob=optimproblem; prob.0bjective=sum (x};
come=[x()+x(2)+x(3)>=1;x()+x()>=1;x(31+x(5)>=1

x[4)+x(6)>=1;x(5)+x(6)>=1;x(1>=1
x (2)+x(4)+x (6)>=1];

prob,Constraints.cons=cons;
[sol,rval,flag]=so1ve{prob),sol,x
2.3 某公司新购置了某种设备6台，欲分配给下属的4个企业，每个企业至少获订

一台设备，已知各企业获得这种设备后年创利润如表2.2所示，单位为千万元。问应如何
分配这些设备能使年创总利润最大，最大利润是多少?

单位∶干万元表2.2 各企业获得设备的年创利润数

代企业 两司 丫设备
e\ +e4-

台夕小6e
13



（续）
企业 四甲 丁。设备 e6？多 ”

色8B？4
存95 br f· e10

解 用j=1，2.3，4分别表示甲、乙、丙、丁4个企业，c表示第i（i=1，2，⋯，6）台设备
分配给第j个企业创造的利润，引进0-1变量

 1，第i台设备分配给第j个企业，
史” i=1,2,⋯,6;j=1,2,3,4.0， 第i台设备不分配给第j个企业，

则问题的数学模型为

品点mear
*≥1,j=1,2,3,4,

8.t 考=1，i= 12，⋯，6，
育■1

（ry=0或1，i=1，2，⋯，6i=1，2，3，4.
求得xy=Z。=年y=xag=*生=*g=1，其他xp=0。最大利润为44。
基于问题求解的Matlab 程序如下∶
clc, clear, e=load (aata2_3.txt'};

x=optimvar('×,5,4,'TYype',integer',LowerBound',0,'UpperBound',1)
prob=optimproblem('ObjectiveSenBe','max')

prob.Objective*eum(8um {c,*x));
prob.Constraints, conB1=gum (x,1)>=1;

prob,Constraint8.cone2=sum (x,2)==1

[Bol,fval,flag]=golve {prob),8ol.x

2.4 有一场由4个项目《高低杠、平衡木、跳马、自由体操）组成的女子体操团体赛，
赛程规定∶每个队最多允许10名运动员参赛，每一个项目可以有6名选手参加。每个选
手参赛的成绩评分从高到低依次为10、9.9、9.8、⋯、0.1、0。每个代表队的总分是参赛选
手所得总分之和.总分最多的代队为优胜者。此外，还规定每个运动员只能裁加全能比

赛（4项全鑫加）与单项比赛这两类中的一类，鑫加单项比赛的每个运动员至多只能参加
3个单项。每个队应有4人参加全能比赛，其余运动员参加单项比赛。

现某代表队的教练已经对其所带领的10名运动员参加各个项目的成绩进行了大量
测试，教练发现每个运动员在每个单项上的成绩稳定在4个得分上（表2.3}，她们得到
这些成绩的相应概率也由统计得出《见表中第二个数据。例如 8.4~0.15表示取得8.4
分的概率为0.15）。试解答以下问题∶
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表2.3 运动员各项目得分及概率分布表

运动员 n4多2-项目
8.4~0 158.4~0.15 81-0.B.4~0.19.3-0.1
9.5-0.59.5~0.5 9.1~0.588-0.29.5~0.1高低杠 9.2-0.259.3~0.39.6-0.69.2-0.25 9.0~0.
9.4~0.19.4~0.1 9.5-0.19.8-0.2 t0~0
9.0~0.18.4-0.15 8.7~0.18.1-0.18.4~0.1 9.2~0.1B.9-0.29.1-0.58.8~0.2 9.0-0.5平衡木 9.4-0.69.1-0.69.3~039.2-0.259.0-0.6

9.9-0.1 9.7-0.29.5~0.19.4-D.110-0.L
9.0~0.1 83~0.19.1-0.1 8.4-0.158.4~0.1

87~0.19.4~0.19.5-0.388~0.29.3~0.!既马 8.9-0.69.5~0.592-0.259.0~0.69.3-0,6
9.7~0.3 9.3-0.29,4~0.1f0~a.19.8~0.2

9.4~0.18.4~0.19.5-0.18.9-0.18.7~01
9.6~0.!9.7~0.1 88~0.29.1-0.1B.9~0.2自由体燥 9.7~0.69.0-0.69.8-0.69.L-0.6 9.3~0.6

10-0.1 9.9-020-0.29.9-0.1 9.6-0.2
【运动员 ， 。6 10

项目
9.0~018.4~0.159.5-0.19.4-0.1 8.4-0.1
9.2~0.19.5~a.588~0.29.7-0.19.6-0.1高低杠 9.4~0.69.2-0.259.3-0.69.8~0.69.7~0.6 9.7~0.29.4-0.110~.2 10-0.19.9~0.2
8.L-0.1&4-0.!8.8~0.058.4-0.18.7-0.1 9.1~0.58.8~0.19.2~0.058.8~0.28.9~0.2平衡木 9.3~0.39,2-0.69.8-0.59.0-0.69.1-0.6 9.5-0.19.8-0.210-0 10-0.49.9~0.1
8.2-0.18.7~0.18.3~0.1 8.4~0.18.5~0.1 9.2-0.58.8~0.28.7~0.1 89~0.2B.7~0.1

脆马 94-0.39.0~0.69.1-0.68.9~068.9-0.5 9.6~0.110-0.19.9-0.193-0.29.1-0.3
9.1-0.19.3~0.18.2~0.84~0.184~0.15 9.3-0.1.9.5~0.19.3-0.58.8~0.19.5-0.5自由体操 9.5~0.693-0.59.2-0.6 9.5~0.39.2~0.25 9.8"0.29.9-0.39.8-0.19.8-0.29.4-0.1

（1）每个选手的各单项得分按最悲观估算，在此前提下，请为该队排出一个出场阵
容，使该队团体总分尽可能高;每个选手的各单项得分按均值估算，在此前提下，请为该队
排出一个出场阵容，使该队团体总分尽可能高。

（2）若对以往的资料及近期各种信息进行分析得到;本次夺冠的团体总分估计不少
于236.2分，该队为了夺冠应排出怎样的阵容?以该阵容出战。其夺冠的前景如何?得分
前景（即期望值）又如何?它有90??把握战胜怎样水平的对手?

解 （1）记i=1，2，3，4分别表示高低杠、平衡木、跳马、自由体操4项运动。引进决
策变量
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（1，第j个人参加第i个项目， i=1,2,3,4;j=1,2,⋯,10.*=0，第j个人不参加第i个项目，

c，表示在某种情形下第j个人参加第i个项目的得分。
建立如下的非线性整数规划模型

响茎max
j=。

泳。“己“产
8.L- s、 [*=4.

下面我们巧妙地引进0-1变量

1，第j人参加全能比赛，“ j=1,2,⋯,10,0，第j人不参加全能比赛，
把上述非线性整数规划模型线性化为如下0-1 整数线性规划模型;

如。作mAx"、
》,*=6,i=1,2,3,4,

少下≤3+y,j=12,⋯,10,音肉心酵叶.y,=4.
利用Matlab软件求得，在最悲观情形下最后的总得分为212.3 分;在均值情形下最

后的总得分为225.1分。
使用 Matlab进行计算时，首先把原始的4个项目，10个人的数据放在纯文件 dat22_

4_1.txt 中，其中把分数和概率之间的符号"~"替换成空格。
计算的 Matlab 程序如下∶
clc,clear,a=load (Gata2_4.Ext')/
fen=a(:,[1;2:20]); gai=a〈;, [2:2:20]);
for i=1:4

for j=1:10
1low(i,j)=fen(4*i-3,j); 授出最低分
zhun(,j)=fen(4*1-3:4*i,i}'*gai (*1-3:4·i,j); 计算均分

end
end
x=optimvar('x,4,10,'Type','integer',owerBound',0,'UpparBound',1);
y=optlmvar(y',10,'Type','integer','LewerBound',0,UpperBound',1);
prob1=optimproblem(ObjectiveSense',hax');
prob1.Object1ve=gum(aun(low,*x));
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con1={sumx,2)==6;um ty)==4];

con2=[4*y<=sum (x,1)';sum(x,1)'<=3+y];

prob1.Constraints.con1=con1;prob1.Constraints.con2=con2;
[Boll,fval1,flag1]=golve (pzob1).
prob2 =optimproblem"ObjectiveSense','max');
prob2.Objective=sum(8um(zhun.*X)l;

prob2.Conetraints.con1-con1; prob2.Constraints.con2=con2;
[sol2,fval2,flag2]=solve (prob2)
（2）我们把团体总分236.2作为一个约束条件，得分的概率作为目标函数，建立0-1

整数规划模型。用k=1，2，3，4记运动员参加项目得到了第k种得分，α一和bm分别表示
第j个运动员参加第i个项目得到的第k种得分值及概率。记p，为运动员j参加第i个项
目的某种得分的概率。

引进0-1变量
运动员j参加项目i得到 a分，（1，主

量” 运动员j参加i项目没得到a分，0， 宗

建立如下的整数规划模型∶

ay具点 ，
点·=6，i=1，2.34.
≤点x≤3+为，j=12，，10，
邻,=4,入3T

P-点oai=1，2，3，4j=12，10
s t.

a平法，=1，2，3，4订=1，2，⋯，10，否儿

碎沁子曾嵩少
 ≤1=1,2,3.4=12⋯,10,
民v=2i=1,2,3,4s=1,2,⋯,10.

rln（pa）;把p等价地改写为 max“证 。？为便于Lingo求解，把目标函数 max

约束条件修改为

17



讼才”。“”凶
4V雪“。 ≤3*y,j=12,⋯,10,，

呼！
小tpo=2，oew，i=1，2，3.4=1，2⋯，10，

oain,=1,2,3,4=1,⋯,10,c=
俱义”“岁少。，沁

证= 1，= 1，2，3，4i=1，2，⋯，10.

可得目标函数的最大值为P=6.912×10-9，说明该队无论以什么阵容出场，获得冠军
几乎是不可能的。根据每个运动员参加每个项目的得分均值，可以得到以该阵容出场时
得分的数学期望为222.9。

记C。为第j个人参加第i个项目的得分的随机变量，总得分随机变量

曲下8-2: i*c,下严1

我们假设总得分S服从正态分布，类似地可以求得最乐观情形下，该队的总得分为
236.9。所以S=【212.3，236.9】。

易知各个C均为相互独立的随机变量，所以总分的期望值

E(8)-。2汹汹更匀
总分的方差为

文号叉色”
上面已求出E（S）=222.9，计算得

D(8)- (E( C)-(E( C;))=2.309.

要求出以上述阵容出场有90??握德到的分数，就是求s，满足P{S≥s=0.9。由中
心极限定理得

S-E(8) 二E（S） ！史。1-o( 下日严PISa:=P 留D(ST DS) √D(S
根据标准正态分布表可得
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s-E(S)。=-1.29,s=216.02.DS
提出得分和概率数据的 Matlab 程序如下∶
clc,clear,=load'data2_4.txt');
fen=a(:,[1:2:20);p=a(:,[2::20]);
fid1=fopen('fen.txt','');
fid2=fopen (gai.txt','w);

for i=1;4
for j=1;10

for k=1:4
fprintf（fid1，'舍f回'，fen（4*（i-1）+k，））;
fprintf（Eid2，'至n'，p（4*i-1）+k，j）;

end
end

end
fclose(fidl);fclose{Eid2);
求解非线性整数规划的Lingo 程序如下∶
mode1:
set学∶
Xm/1..4/?
yd/1..10/:y;
pm/1..4/;
link (xm,yd):C,X,D;

11nk2(xm,yd,pm)ta,z,b;
endgets
daE在∶
a=@file('fen,txt');
b=总file（'gai.txt'）;
etext (shuchu.txt)=x?

enddata
max=eexp(em(1ink:x*8Log(p)));
!参赛约束;
@for bxm(1);esumtyd(i):xi,j)})=6);
0for tyd（j）∶保8um（xm（i）∶x（i，3））>4*y（j））;
for tyd(j):8eum (xm(1):x《i,1))<3+y ()};
gum tyd:y)=4;
!夺冠约束;
esum (Link:c*x)>=236.2;
for（xm{1）∶8for（yd《）∶p（iL，j）=sum作pm你k}∶b（1，j，k）*z（i，j，k））;
efor5xn（i）∶@fortya（j）∶c（i，j）=最aum（pm（k）∶ai，，k）*z（ld，k））;
afor(xm():@for (d():@gum(pm(k):z(i,j,k}}=1));
afor tyd:8bin ty)); 19



@for (link:@bin (x)};:
③Eor (link2:@bin(z)1);

end
2.5 某单位需要加工制作100套钢架，每套用长为2.9m、2.1m 利lm 的圆钢各一

根。已知原料长6.9m。（1）如何下料，使用的原材料最省?（2）若下料方式不超过三种，
则应如何下料，使用的原材料最省?

解（1）最简单的做法是，在每一根原材料上截取2.9m、2.1m和1m 的圆钢各一根
组成一套，每根原材料剩下料头0.9m。为了做100套钢架，需用原材料100根，有90m料
头。若改为套栽，可能节省原料，可行的套戴方案是剩余的料头少于1m，可以用枚举法列
出所有可行的套裁方案如表2.4所示。

表2.4 几种可能的套截方案
A B G ”” e e

2 。2.9 ” 0 mo? ，0 o21 ~ -” o一 。 44 -6
合计 69 68 63 6.2 6 66.1
料头 0.1 0.70.6 0.90.8 0.9，。’
实际中，为了保证完成100套钢架，使所用原材料最省，可以混合使用各种下料方案。
设按方案A、B、C、D、E、F、G下料的原材料根数分别为x（（i=1，2，⋯，7），根据表2.4

的数据建立如下的线性规划模型∶

6（入？minf■
x,+2z2+txr,≥100,
3xz+2a。+xg十，≥100，8.t.4xtx,+2x。+4xz+6w,+x,≥100,
x ≥0且为整数，i=1，2，⋯，7.

求得最优解z，=14，无=43，为=33，x，=1，最优值为x=91，即按方案A下料14根，按方案
B下料43根，按方案C下料33根，按方案G下料1根，共需原材料91根就可以制作完成
100套钢架。

求解的 Matlab程序如下∶
clc, clear,g=[];
for i=0:2

for j=0:3
for k=0:6

if2.9*i+2.1*j+k>5.9品2.9*1+2.1*j+k<=6，9
g=[a,[i,j,k,6.9-2.9*i+2.1*j+kJJ;

end
20



end
end

end
【as，ina】=Bort （8（4，;））;??料头按从小到大排序
s=8<;，ind）， a=名（【1∶3】，∶）;
prob=optimgroblem;
x=optimvar('x',7,'Type','integer',LowerBound',0);
prob,Objective=sum (x);
prob.Constraints,con =a * x>=100;
[sol,fval,flag,out]=solve (prob),sol.x
8ave （aata2_5.mat'，'a'）8保存数据供下面使用
（2）用i=1，2，⋯，，7分别表示套载方案A、B、C、D、E、F、G，引进0-1变量

（1，采用第i种套裁方案，
y.={c（0，不采用第i种套裁方案.

设x;（i=1，2，⋯，，7）表示采用第i种套裁方案下料的原材料根数。建立如下的整数规划
模型∶

小咨？min:
m1

x、+2+x,≥100
 3xz+ 2x4+ *;+z,≥100
4xy+年2+2x。＋4xz+6x。+x，≥100，
民;≥0且为整数，i=1，2，⋯，7，B t.药??My，i=1，2⋯，7、

=3,：
y =0或1，i=1，2，⋯，7.

式中;M为一个充分大的正实数。
求得最优解z，=14，为=44，z，=34，最优值为z=92，即按方案A下料14根，按方案B

下料44根，按方案C下料34根，共需原材料92根就可以制作完成100套钢架。
clc,clear,load('data25,mat');
prob=optimproblem;
x=optimvar(x',7,'Type','integer','LowerBound',0};
y=optimvarty',7,'Type','integer','LowerBound',0,'UpperBound',1);
prob. Objective=8um (x);
prob.Constraints.conl=[00<=a*x;x<=10000*y]
pzob,Con8traints.con2*sum ty)==3;
[al,Eval,flag,out]=solve (prob)
XX=日ol.X，Yy=8ol.y
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2.6 求解整数线性规划问题

min z=20x,+90+80x,+70*。+30x,
*x1+x2+好s≥30，

z、tz,≥30
8.t. 3x;+2*,≤120,

 3xq+2xtxs≤48,
zr≥0且为整数，j=1，2，⋯，5.

解 把上述线性规划问题改写为
min z=c r,

(Ax≤bo ty≥0且为整数，j=1，2⋯，5.
其中

习 [20

密瘙言了。 -30]90
\es 80值c= ，70，，，。？ 48当

求得最优解x，=30，如=6，=24，x=业，=0;目标函数最优值=2760。
clc,clear,prob=optimproblem;
c= [20,90,80,70,30];b={-30;-30;120;4B];
a=[-1,-1,0,0,-1;0,0,-1,-2,0

3,0,2,0,0;0,3,0,2,1];
x=optimvar ('x',5,'Type' ,'integer','LowerBound',0);
prob.0bjective=C *×;
prob.Constraints.con=a* X<=b;
[8ol,fval,flag,out]=solvelprob),sol,x

2.7 美佳公司计划制造Ⅰ、Ⅱ两种家电产品。已知各制造一件家电时分别占用的设
备A和设备 B的台时，调试工序时间，每天可用于这两种家电的能力，各销售一件家电的
获利情况，如表2.5 所示。问该公司应制造两种家电各多少件，使获取的利润为最大。

表2.5 产品生产数据

(项 目 旦 每天可用能力。 ‘设备A/L 15
设备B/h 24。6-调试工序/ - 夕
剩润/元 一判

解 设x;为 分别表示美佳公司每天制造家电Ⅰ、Ⅱ的产量，建立如下整数规划
模型∶
22



maX z=2× +项2
[5S4,≤15,
6x+2,≤24,

卸中：产古肉少。
（r;，高2≥0且为整数.

求得最优解为x=3，z2=2;目标函数的最优值为z=8。
cle, clear
prob=optimproblem(ObjectiveSense',/max')
c= [2,1];b=[15;24:5];
8= [0,5;6,2;1,1];
x=optimvar('x',2,'mype','integer','LowerBound',0);
prob.Objective=g*x;
prob,Constrainte.con=a*x<=b;
[so1,fval,flag,out]=aolvelprob),sol.x
2.8 求解标准的指派问题，其中指派矩阵

6

8 11I 12。， 吨叠，
与 6片卢

9 8 7 6有异

解 记C=（cg）ee，引进0-1变量
（1，第i人干第j项工作， ij=1,2,⋯,6.?0，第i人不干第j项工作，

指派问题的0-1数学模型为

-WG*:串””。>i1

,x=1,i=1,2.⋯,6,
&.t。 }2=1j=12,⋯,6,

l*x=0或1，i=12，⋯，6.
求得的最优解为

*0=xa=*业=光g=*=zu=1，其他的x=0，
目标函数的最优值为z=30。

clc,clear,prob=optimproblem;
c=[6.7,5,8,9,10:6.3,7,9,3,8;8,11,12,6.7.9
9,75,4,7.6;5,8,9.6,10.7;9,8,7,6.5,9)
x=optimvar('x',6,6,'Type','integer','LowerBound',0,UpperBound',1); 23



prob.0bjective=Bum sum (c、*x));
prob.Constraint8,con=[eum(x,2)==1;gum (x,1)'==1]
[so1,fval,flag,out]=solve(prob),sol,x
2.9 已知某物资有8个配送中心可以供货，有15个部队用户需要该物资，配送中心

和部队用户之间单位物资的运费、15个部队用户的物资需求量和8个配送中心的物资储
备量数据见表2.6。

表2.6 配送中心和部队用户之间单位物资的运费和物资需求量、储备量数据
单位物资的运费部队

需求最用户 3 65 矿2 年 ，’
390.6 5.2“产”442553618.5~ 101n比冲心 3000e 636 25.644370.8 401.8 31001724113.1 84.5。 1098.6 779.8876.3 90347.6 2900103.3 907.2 40.1‘ 103774S.4 445.7305.9 725.7 31001376.4531.4 768、1
1.5制 624.7354.6 290.7238 269.4 993.2 3100974
200.2 173.4691.5242 560 3400661.8589.7 85.7，。’

F 205.5235 326.6801.5 47? 3500111296.443.6
8 541.5517 249.5219338.4 3200701.8335 937.3
夕 321542 1104 576 728.3896.8 30008678.4 1243

4276S10 827 523.2 725.2 31062.2813.8 284
991 709.385S.1 916.5 30015.s1067 380617

12 1083798852.2 Im.4 216.8714.6 320088.240.8
口 602 51.78406L4 9527899.6 3300m272.4
14 903 612.510925 790 9324 152.31034.9 2900“

52215 60.7 710 726.6448 81.8 3100563 426.8
储备量 18600 I710019600 2n5018900 19100I7000 17200

1）根据题目给定的数据，求最小运费调用计划。
（2）若每个配送中心，可以对某个用户配送物资，也可以不对某个用户配送物资;若

配送物资，配送量要大于等于1000且小于等于2000，求此时的费用最小调用计划。
解 用i=1，2，⋯，15分别表示部队用户编号j=1，2，⋯，8表示配送中心编号;a;表

示第i个部队用户的需求量，b，表示第j个配送中心的物资储备量，c表示第j个配送中心
到第i个部队用户之间的单位物资运费，决策变量如，为第j个配送中心对第i个部队用户
的物资配送量。

（1）总费用为

"[A参。z= e*=计
约束条件包含如下两类∶
①储备量约束

1
}而≤b，i=12⋯，8.
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②每个部队用户的需求量约束

ay=a;,i=1,2,⋯,15.
综上所述，建立如下的线性规划模型;

目“”一 eie,乙.e1

沁才“少“门己了。
8.t ，考=a;，i=1，2，⋯，15，

??0,i=1,2,15 j=1,2,⋯,8.
求得的调运方案见表2.7;总的运输成本为9244730。

表2.7 调运方案

制运数量部队 ·6n用户 e m1 7唯
00句。0 03000’ 。”3100”。e？ O合 ：。‘ 口DO 2900？ os o 一。夕e。矿 句 31000

少 O中00。合 3100 、O 。0一？ 00。自 3400
0凸”OOo？ 350 o
OOODOe 3200e ，图 q,心OOD0” 3000o e 3100。O。夕 0”10 e。0 530。e“ 0 、0 。e 52000 ODo 。o O夕。O e。 301 D Do. 。 290”0eG 、o 0 31000。e015 O O

（2）建立如下的非线性规划模型∶

min t= ”义a

和≤by，j= 1，2，8，
骨寸  g=a;,i=1,2,⋯,15,

1000≤气≤200或xy=0，i=1，2⋯，15i=1，2⋯，8.
25



为了把模型线性化，我们巧妙地引进0-1变量

1， 第j个配送中心供应第;个用户，

ye=（6，第j个配送中心不供应第i个用户，
把非线性规划中的第3个约束条件，线性化为如下约束条件∶

1000y,≤x≤2000y,i=1,2,⋯,15i=1,2⋯,8.
因而，建立如下的混合整数线性规划模型;

沁沁号min ;

>r顺b，j=1，2⋯，8，
看对=a，i=12，⋯，15，身中

1000yg≤x≤2000y,i=1,2,⋯,15y=1,2,⋯,8,
【e=0或1，i=1，2，⋯，15g=1，2，⋯，8.

求得的调运方案见表2.8;总的运输成本为1.268275×107。

表2.8 调运方案

部队 调运散量
用户 自 叫” 6 号”5，龟。日- 0 。 。。H000 2000 。2 oo oo 。1100200e o oo 自10 19o，图’o。。 日 。。 o20m 1o0s 。 e0 。e2000 100o。色 句 ” 。1400 岩名 o 。
？ 。 。o200150 。oo
多 o自自 句 o12m02000。

夕9 2010 o。 。o、？
自0 。。 。号占 200o

？ ooo 句“ 。 13002000oo售 。12 o。1200 200
夕O13 。 句1300 2000 。。。 0 e10014 1900oo 。。 。o 夕。15 。“弓 2000

clc,clear, d=load(data291,txt'};
a=a([1;end-1].end);b=d{end,[1;end-1]);
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c=d([1:end-1],[1:end-1]);

x=optimvar('x',15,8,'LowerBound',0);
prob1 =opt1mgroblem;
prob1.Objecttex8um(s1um(.*x));

prob1.Constraints,con1=sum (x)<*bi
prob1,Constraints.con2=sum (x,2)= =a;

[sol1,fval1,flag1,out1]=solve (prob1},sol1.x

writermatrix(sol1.x,'data2_9_2.xlsx'}

prab2=prob1;
y=optimvar(y',15,8,'Typet','integer','LowerBound',0,'UpperBound',1);
prob2.Constraints.con3=[1000*y<=x;x<=2000*y];
[aol2,fval2,flag2,out2]=solve (prob2),sol2.x
writematrix (gol2.x,'data2_9_2.xlsx','Sheet',2)
2.10 有4名同学到一家公司参加3个阶段的面试;公司要求每个同学都必须首先

找公司秘书初试，然后到部门主管处复试，最后到经理处参加面试，并且不允许插队（即
在任何一个阶段4名同学的顺序是一样的）。由于4名同学的专业背景不同，所以每人在
3个阶段的面试时间也不同，如表2.9所示。这4名同学约定他们全部面试完以后一起
离开公司。假定现在时间是早晨8;00，请问他们最早何时能离开公司?

表2.9 面试时间要求

主管复试 经理面试秘书初试

2116同擎甲 14
同学Z 1719 40

1215同学丙 10。 13同学丁 Y2

解 实际上，这个问题就是要安排4名同学的面试顺序，使完成全部面试所花费的时
间最少。

记t为第i名同学参加第j阶段面试需要的时间，令z，表示第i名同学参加第j阶段
面试的开始时间（不妨记早上8∶00面试开始为0时刻）（i=1，2，3，4;j=1，2，3），T为完成
全部面试所花费的时间。引进0-1变量

1，第i名同学在第k名同学前面面试，“不“气”0，第k名同学在第i名同学前面面试，
优化目标为

(2.1)min FP=1Imarx（x∶十。）}.
约束条件∶
（1）每名同学只有参加完前一阶段的面试后才能进人下一阶段，因而有时间先后次

序约束∶
(2.2)而y+;≤?A1，i=1，2，3，4;j=1，2.
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（2）第i名同学和第k名同学面试的先后次序约束，
当第i名同学在第k名同学前面面试时，有约束条件

(2.3)x+≤发，1≤i<k≤4;j=1，2，3.
当第k名同学在第i名同学前面面试时，有约束条件

(2.4)Zyty≤xg,1≤i<h≤4;j=1,2,3.
约束条件式（2.3）和式（2.4）是相互排斥的约束条件，两者有且仅有一个成立，利用

0-1变量y，我们可以把相互排斥的约束条件式（2.3）和式（2.4）改写为
(2.5)xy+6g≤?M(1-ya),1≤ih≤4;j=1,2,3,
(2.6)年+ty≤xg+Mya，1≤ih≤4;ij=1，2，3，

式中∶M是一个充分大的正实数，这里不妨取M=10000。
另外，可以将非线性的优化目标式（2.1）改写为如下线性优化目标;

(2.7) min 7,
(2.8)8 t. T≥x。+t,i=1,2,3,4.

综上所述，建立如下的混合整数规划模型∶

min T,
[T≥x:+ts,i=1,2,3,4,
**≤*1H],in1,2,3,4zj=1,2,

s，t.{;+，≤年时+10000（1→ya），1≤ik≤4;=1，2，3，
ryty ≤xy+1000ya,1≤ik≤4sj=1,2,3,
ly。=0或1，1≤ick≤4.

利用Matlab 软件求得，所有面试完成至少需要82min，面试顺序为4-1-3-2（丁-甲-
丙-乙）。早上8∶00面试开始，最早9∶22面试可以全部结束。

clc, clear
t=[14,16,21;19,17,10;10,15,12;9,12,13];
X=optimvar ('x',4,3,'LowerBound',0);

y=optimvar (y,4.4,'Type','integer','LowerBound',0,'UpperBoumd',1);
T=optimvar (T'》;pzob=optimproblem;
prob.0bjective=T;
prob.Conetraints,conl=x(:,3)+t(:,3)<=T;
con2=optimconstr(8}; con3-optimcon8tr(36);
k1=0;k2=0;
fori=1:4

for j=1;2
k1=k1*1; con2 （k1）=x（，）*住，j）<=x（，j+1};

end
end
prob.Conatraint8.con2=con2r
for i=1:3

for j=1:3
for k=i+1:4
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1k2=k2+1;
con3(2*k2-1)=x(i,)+(,j}=xtk,)+10000*(-y(i,k));
con3亿*k2）=x（k，j）+（k，j）<=x（，j）+1000*y（i，k）;

end
eand

end
prob.Congtraints.con3=con3;
[8ol,fval,flag,cut]=salve(prob)
K=8ol.X, Yy =so1.y
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第 3章 非线性规划习题解答

e. x,
，求二次型fx1，第2，如g）=x'Ax 在单位球面

好+z3+z2=1上的最小值。
解 理论上可以证明二次型尺x，为，）=xAx在单位球面x+x+z=1的最小值为

矩阵A的最小特征值-3.6687。
也可以把上述问题归结为如下的非线性规划问题∶

min x'hx,
比点式”广。?R,i=1,2,3.

cle,clear
a= [1.4.54,2,6:5,6,3];

号求所有的特征值val=eig(a)
minv=min （v&l） 8 求最小特征值
Drob=optimproblem;x=optimvar ('x',3);
prob.0bjective=x'*a* x;
prob.Constrantg,con=su(x.^2)==1;
x0.光=rand （3，1）;
[8oL,fval,flag,out]=solve (prob,x0),sol.x
3.2 一个塑料大筐里装满了鸡蛋，两个两个地数，余1个鸡蛋;三个三个地数，正好 

数完;四个四个地数，余1个鸡蛋;五个五个地数，余4个鸡蛋;六个六个地数，余3个鸡
蛋;七个七个地数，余4个鸡蛋;八个八个地数，余1个鸡蛋;九个九个地数，正好数完。建
立数学规划模型求大筐中鸡蛋个数的最小值是多少。

解 设大筐中鸡蛋个数的最小值为z。根据题目中的条件建立如下非线性规划模型;
min x,

xmod 2=1,
x mod 3=0,
x mod 4=1,
x mod 5=4,
x mod 6=3,8..

x mod 7=4,
s mod 8=1,
z mod 9=0,
w≥0且为整数.
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其中约束条件中的x mod 2表示x除以2的余数。
上述模型是非线性整数规划模型，只能使用 Lingo 软件求解，必须把求解器设置为全

局求解器，且求解速度很慢。我们引进8个辅助变量.把上述模型线性化.得到如下的整

数线性规划模型;
min %,
(g-2y,=1,
x-3y.=O,
*-4z,=1,
如-5y，=4，

8.L j在-6y，=3，
p-7。=4,
×-8,=1,
*-9,=0,
x≥0，y≥0，i=12，⋯，8;且x和y;都为整数、

求得鸡蛋个数的最小值为 1089。

cle, clear
a=[2:9]';b=[1.,0,1,4,3,4,1,0]';
prob=optimproblem;
x=opti.var(x','Type','integer','LowerBound',0);
y=optimvar(y',8,'Type','integer','LowerBound',0);
prob.ObJective=x'
prob.Conetraints.con = x-a.*y==b;
[sol,fval,flag,out]=golve ipzob}
XOX=so1,X
3.3 求解下列非线性整数规划问题;

max z=g+v2+3x3+42+2ng-&x,-2x,"3x;-*4-2×,
0≤多≤99，且z;为整数（i=1，2，⋯，5），

x;t年2+xz+x，+;≤400
s.L {?z，+2x;十g+6es≤800，

2*tz+6xs ≤200,
3+*4+5x,≤200

解 Manlab 无法直接求解非线性整数规划，必须借助一些第三方工具箱，如 cvx 工具
箱，或者使用遗传算法求解非线性整数规划。

而 Lingo 软件是可以直接求解非线性鳌数规划的。
利用 Lingo软件求得的最优解为

新=50，对2=99，z=0，，=99，高;=20，
目标函数的最大值为z=51568。

计算的 Lingo 程序如下;
31



model:
get8;
num/1..5/∶C1，c2，x;4al为目标面数二次项的系数，c2一次项的系数;

row/1，，4/;b;!b为约束条件右边的常数项列;

link(roW,mum);&;
endsets
ata:
c1=1342;
c2--日-2 -3-1 -2;
a=11111 12 215 21600 00115;
b=400 800 200 200;
endldata
max=8aum(num(j};cl ()*x()^2+c2(j)*x(3));
for（row《）∶gum（mum（付>;a（i，j）*x（j）}<=b（i））;
@for(num(j):Qbnd{0,x(),99};@gin (x()});
end
使用遗传算法用 Matlab 求解的程序如下∶
clc, clear
cl=[,1,3,4,2];c2=[-8,-2,-3,-1,-2];
obj=@（x）-8um（c1。*x.^2+c2，*x）; 名x为行向量
a=[1,1,1,1.171,2,2,1,6

2,1,6,0,0:0,0,1,1,5];
b= [400,800,200,200]';
[x,f,flag,out]=ga(obj,S,a,b,[,[,zeros(,5),99*ones(15),[],[1:5])
3.4 求解下列非线性规划问题∶

，必a命。max名
快

fr;≤ 10,
下苜扇岂。
工1 +2*3z、≤30，

t+ 2x2+ 3x;+ 42≤40,
0.
(101-i)z;E1000

≥0，论=1，2，⋯，100
解 每次求得的局部最优解都是变化的，这里我们就不给出所求得的局部最优解了。
clc, clear
prob=optimproblem (ObjectiveSenee','max');
x=optimvar ('x',100,'LowerBound',0);
prob.Objective = aum（gr亡t （x}）;
Con=optimconBtr (5);
for L=1:4
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con(i)= [1:]*x([1:i])<=10*i;
and
con(5)=[100:-1:1]* x<=1000;
prob.Constraints,con = con;
x0,x=100*rand(100,1);
[8ol,fvaL,flag,out]=aolve(prob,x0),(eol.x}'
3.5 求解下列非线性规划问题;

max f（x）=2*+32+3x2+2+z，
(x+2x{+z2+2x2+*z,≤10,
所+zt年，+w2-x，≤50，
2x,+z;+2Zx2+x,≤40,
式‘“
fr,*2≥1,
x ≥0，??，z、不约束、

解 求得最优解x;=2.3333，z2=0.1667，z=-3.4445;最优值为18.0833。
clc,clear
prob=optimproblen(ObjectiveSense','max'};
x=optimvar ('x',3);
prob.0bjective=2*x(1)+3*x()"2+3*x(2)+x(2)2+x(3);
conl=[x()+2*x()~2+x(2)+2*x(2)~2+x3)<=10

x(1)+x(1)~2+x(2]+x()~2-x(3)<=50
2*x(1)+x()~2+2*x(2}+x(3)<=40
1<=x(1)+2*x(2); 0<=x(1)]

prob.Constraints.con1=conl;
prob.Conetraints,con2=x(1)~2*x(3)==2;
x0.2x=-rand(3,1);
[sol,fva1,flag,out]=solve(prob,x0},so1.x
3.6 用罚函数法求解飞行管理问题的模型二。
解 构造增广目标函数

六盏了盏。了逐”汹工岩飞十式跟它：
i+1-听6

则问题归结为求

入盏丫十传偶乏。
9

0i f(△6,Aa,⋯,A0。,M)=> 】编（S-30≤AS;一630 。叠点不146
式中;M为一个充分大的正实数。

罚函数方法的求解精度很差，我们这里就不给出计算结果了。
cle, clear
t=optimvar（E'，6，LowerBound'，-5，UpperBound'，5）;号为提高精度，缩小取值范围
prob = optimproblem;
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obj= fen2optimexpr(fun3_6,t);
prob.0bjective=obj;
T0.t=rand 16，1）;8初始值

[so1,fval,flag,out]=8olve(prob,00),sol.t

function zf= fun3_6 (t);
M=10000;
t0= [243 236 220,5 159 230 52]';

x0=[150 85 150 145 130 0]';
y0=[14085 155 50 150 0]';
f=gum(t.^2); th=t0+t;k=1;

for 1=1:5
for j=i+1:6

aij=4*(sind((th(i)-th(j))/2))"2;
bij=2*（tx0 f）-x0（））*（cosd（th巨）-coBd（th（j）+...

ty0(4)-y0{5))*(sind(ch(i))~sind(th()));
eij=(x0(i)-x0tj)~2+ty0()-y0(j))~2-64;
g(k)=b1j"2-4· ai* ciJ
k口k+l;

end
end
zf=E+M*max((g,0]);

end
3.7 组合投资问题

现有50万元基金用于投资三种股票 A、B、C。A每股年期望收益为5元（标准差2
元），目前市价 20元;B每股年期望收益8元（标准差6元），目前市价 25元;C每股年期
望收益为 10元（标准差10元），目前市价30元;股票A、B收益的相关系数为 5/24.股票
A、C收益的相关系数为-0.5，股票 B、C收益的相关系数为-0.25。假设基金不一定要用
完（不计利息或贬值》，风险通常用收益的方差或标准差衡量。

（1）期望今年得到至少 20??投资回报，应如何投资?
（2）投资回报率与风险的关系如何?

解 记股票A、B、C收益的标准差分别为a、σ2、ga，股票 A、B收益的相关系数为
Pe，股票A、C收益的相关系数为ps，股票B、C收益的相关系数为pn，则股票 A、B、C收
益的协方差矩阵为 “

鸣运沁哔
Pn0102 P130 [0;

R=Pna7i0:
Pn3010:P3020; ，，

记每手（100股）股票A、B、C的年期望收益分别为c1、c、e，则c，=5<百元），c2=8
（百元），eg=10（百元）。每手股票A、B、C的价格分别为b、b2、b，则61=20（百元），b2=
25（百元），b，=30（百元）。
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设购买股票A、B、C 的数量分别为x、为2、zg手，购买般票的风险用方差度量，记x=

【z，，】，风险z=r'Rr，收益z=5x;+8x，+10z。我们使用的单位是百元，资金50万
元，即5000（百元）。

（1）期望今年得到至少20??投资回报，建立如下的整数规划模型;
min xRr,

[5x,+8x,+10rz≥1000,
s.L 20x,+25x2+30x, ≤5000,

*，，2，x，≥0且为整数.
求得的最优解为zj=132，z=15，对x=22;目标函数的最小值为68116。
clc,clear
R=(4,2.5,-10;2.5,36,-15;-10,-15,100];

号x为行向量ob =8(x)x*R*x';
a=[-5,-8,-10;20,25,301:b=[-1000;5000];
[x,f,flag,out]=ga(obj,3,a,b,[],[],zeros(,3),[,U1,[1:3J
注3.Ⅰ 解是不稳定的，需要多运行几次，取最好的解。
（2）略。
3.8 生产计划问题
某厂向用户提供发动机，合同规定，第一、二、三季度末分别交货 40台、60台、80台，

每季度的生产费用为f（x）=ax+bx气（元），其中x是该季度生产的发动机台数。若交货后
有剩余，可用于下季度交货，但需支付存储费，每台每季度c元。

已知工厂每季度最大生产能力为100台，第一季度开始时无存货，设a=50，b=0.2，
c=4

（1）工厂应如何安排生产计划，才能既满足合同要求，又使总费用最低?
（2）讨论a、b、e 的变化对计划的影响，并做出合理的解释。
解 设第一、二、三季度的生产数量分别为x、z2、z3台。
对于第一季度，x，≥40，费用为

f=axz,+bx.
对于第二季度，z+，≥100，第二季度的费用包括生产和存储两部分，第二季度的费

用为
f=ax2a+bx2+e(xq-40),

对于第三季度，x★x，*、=180，第三季度的费用
,=ax,+buz+e(x,tz-100).

三个季度的总费用为
f=f坯=b（x+z+z）+（a+2e）x+（a+e）x2tax，-140。.

综上所述，建立如下的非线性规划模型
min f=b(xtz2+z3)+(a+20)*+(a+e)z,+axs-140,

(240,
**z2≥100,s.L亨产古步门四怨。
（4，对，≥0.
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（1）当a=50，b=0.2，c=4时，求得最优解为=50，效 =60，x3=70，最小费用
f=11280。

（2）当a从40 以等步长2变化到60时，费用曲线变化如图3.1（a）所示，费用的变
化是线性的。

当b从0.15以等步长0.01变化到0.25时，费用曲线变化如图3.1（b）所示，费用的
变化不是线性的，但接近线性变化。

当c从3以等步长0.1变化到5时，费用曲线变化如图3.1（c）所示，费用的变化不是
线性的，但接近线性变化。

×10* ×10* 乙乍4.35 j 1.13;1.2
13 1.295“品
12 “战“u2 1.125s5

“又“ 1.12s
112s“之 12

1Los 1.127l“
1.13’

“篇0.95 L.125 
02 1.125sl106运40 6 0.2502B vn吆？

含准斗 仓样计（b）关于b

围 3.1 费用曲线变化情况

clc,clear,close all,prob=optlmproblem;
x=optimvar('x',3LowerBound',0);
con1=[x()>*40;x()*x12)>=1003;
prob.Constraints.conl=con1;
prob.Constraintg,con2 =gum《x}==180;
prob2=prob prob3=prob; prob4=prob;  更敏度分析用
obj=fen2optimexgpr((x)fun(x,50,0.2,4),x);
prob.Objectiva=obj;
x0x=rand (3,1);
[8ol,Fva1,flag,out]=aolve(prob,x01,gol.x

81=[];92=[];S3=[];
a0-40;;60;b0=0.15:0.01:0.25;c0=3:0.1:5;
for a = a0

prob2.0bjective=fcn2optimexpr(fx)fun(x,a,0.2.4),x);
[s,f]=8olve (prob2,x0);S1=[91,F];
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end
subplot (131];plot(a0,s1), ds1=diff (Sl)

for b= b0
prob3.0bjective=fcn2opt1mexpr( (x)fun(x,50,b,4),x);
[s,E]=solve prob3,x0);S2=[s2,f];

end
subplot [132);plot (b0,s2), ds2=diff(92)
for e = c0

prob4.Objeetive=fcn2optimexpr(e(x)funtx,50,0.2,c),x);
[s,f]=solve(prob4,x0);S3=[S3,f];

end
subplot (133); plot tc0,83), DS3=diff(83)

function f =fun (x,a,b,e)
f=b*8um（x.~2）+【+2*c）*x（1）+（a+c）*x亿2）+a*x（3）-140*c;
end
3.9 用 Matlab 软件求解;

max tret0,
(-1≤+zgx。≤1,
-3≤x，十x，+z、+x。≤2，骨寸
×，为2，好，年。E|-1，1}.

式中;e=【6，8，4，2】7;=【x，，，为，4】T;Q是三对角线矩阵，主对角线上元素全为-1，两
条次对角线上元素全为2。

解 求得全局最优解x=z2=x，=1，=-1，对应的目标函数最大值为z=16。
clc, clear,a=-one8(1,4); b=2*ones(1,3);

8构造三对角线矩阵QQ=diag (a)+diag (b,1}+diag (b,-1)
c=[6,8,4;2];
p=optimproblen((ObjectiveSanse','max');
X=optimvar('x',4,'LowerBound',-1,'UpperBound',l
p.0bjective=c*x+0.5*X'*Q*x;
p.Conatzaints.con1=x.~2-1==0;
p.Constrainta.con2=[-1<*x()*x(2)+x(3)*x(4)

x(1]*x(2)+x(3)*x(4)<=1
-3<=sum (x>;gum(x)<=2];

x0.x=rand(4,1);?
【8，fv，flag，out】=golve 柜p，x0），s.x
注3.2 上述Matlab 程序很难求得全局最优解，需要多运行几次。

37



第 4章 图与网络模型及方法习题解答

4.1 用Matlab分别画出下列图形（图4.1）;
%; ，它 %,V

内n 寸
乡,“下身 儿 3色 乏吸 12/ 的“唯* ‘？ 。 wo

到 a
a非权图 （b）载权图 （c）有陶图

图4.1 三种围

clc,clear, close all
al=zeros(6);a1(1,[24])=1;al(2,[3,6])=1;
aL(3,4)=1; al(4,5)=1; a1 (5,6)=1;
g=celistr(atrcat (v',int28tr([1:6]))l;
Gl * graph (a1,8,'upper');
plot (G1,'Layout','circle','NodeFontSize',12)

a2=zero8 6); a2(1,[2:4])= [7,3,12];
a2(2,[3,6])=1;a2 (3,4)=8;a24,5)=9;a2(5,6)=3;
G2 = graph(a2,8,'upper');figure
plot (G2,'Layout','eircle','EdgeLabel',G2.Edges.Weight}

a3=zeros(6);a3(1,3)=3;a3(2,[1,3])=[7,1];
a3(3,4)=8: a3(4,1)=12;a3(5,[[4,6])*[9,3];a3(6,2)=1;
G3 = digraph(a3,8); figure
plot(G3,'Edgetabel',G3.Bdges.Weight,'Layout''eircle)
4.2 在图4.2中，用点表示城市，现有A、B，、B、C，、C2、C、D共7个城市。点与点

之间的连线表示城市间有道路相连。连线旁的数字表示道路的长度。现计划从城市 A
到城市 D铺设一条沿道路的天然气管道，请设计出最小长度管道铺设方案。

方试善 1“
C2 气 ≥D

B, "3 G3.

图4.2 7个城市间的连线图38



解 可以使用Dijkstra 标号求A到D的最短路径和最短距离。求得的最短路径为
A→B→C1→D,

最短铺设长度为6。
clc, clear, close all
L=('A','B1',2;A','B2',4;'B1',"C1',3

'B1','C2',3'B1','c3',1;'B2','C1',2
'B2',"C2',3'B2','C3',1;'CI',D',1
'c2','D',3;'c3','D'.4);

G=digraph(L(:,11,L(:,2),cel12mat(L(:,3))l;
plot (G),[Dp,d]=shortestpath (G,'A','D')
4.3 求图4.3 所示赋权图的最小生成树。

V
60 30s 20 汁？
18 3so2520

-15唑 15 ‘’ ，名。

图4.3 赋权无向图

解 我们使用Pim算法求最小生成树，最小生成树的长度为78。
clc, clear,close all, a=zeros (6);
a任l，【2，5】）=【20，15】;a2，【3∶5】）=【20，60，251∶
a(3,[4,51)=(30,18];at4,5,6])=[35,10];a(5,6)=15;
g=cellstr(8tzcat ('v',int2gtr([1;6])));
G=graph (a,s,'upper')?
p=plot (G,'FageLabel',G,Bdges.Weight};
T=minspantzee (G),L=sum(T,Edges.Weight)
highiight (,T)
4.4 在图4.3中求从 v，到v。的最短路径和最短距高。
解 我们使用 Dijkatra标号算法求σ到 v。的最短路径和最短距离，求得的最短路

径为
V→s→→,

求得的最短距离为40。
clc,clear,close all, a=zerog (6);
a(1,[2,51)=[20,15];a(2,[3:5]= [20,60,25l;
a(3,t4.5]/=[30,18];a(4,[5,6])=[35,10];a(5,6)=15;
g=cellstr(strcat (v',Int28tr([1:6]')});
G=graph (a,s,'upper');
p=plot (G,'PageLabel',G.Edges.Weight);
[path,d]=shortestpath (③,1,4)
highlight tp,path,'Linestyle,'--','Linewideh',2)

39



4.5 图4.4给出了6支球队的比赛结果，即1队战胜2、4、5、6队，而输给了3队;5
队战胜3、6队，而输给1、2、4队等。

2

图4.4 球队的比赛结果

（1）利用竞赛图的适当方法，给出6支球队的一个排名顺序;
（2）利用PageRank 算法，再次给出6支球队的排名顺序。
解（1）若胜一场记1分，则6支球队的比赛得分情况见表4.1。

表4.1 6支球队的比赛得分情况
2 f球队 5 色、 ，” O ” -,)” 自 。 v一 ；3 -- O o，、

4 日 ？自。 ： ；
夕 o o D ；
6 0 ” 1 e 0

通常的方法是计算各队的得分，从高到低排名次，如前面6支球队的得分是
8;=[4,3,3,2,2,1]7.

按得分计算，球队1排名第一，球队2、3并列第二，⋯。
这种方法有两个缺点;一是不能区分球队2与球队3的高低（因为不计算小分）;二

是没有考虑所打败对手的强弱，因为不论你战胜的是强队还是弱队，都得1分。那么，如
何确定一种方法，使排名更合理呢?

如何考虑对手的强弱，首先要回答一个问题——用什么指标表征对手的强弱?从直
观上讲，对手强就是对手战胜的队多，对手弱就是对手战胜的队少，那么可以将对手的得
分也记录到自己队的得分中，即所谓的二级得分。这样考虑问题比直接考虑得分更合理，
这里计算一下二级得分∶

路，=【8，5，9，3，4，3】T，
按这种计算方法，球队3排名第一，球队1排名第二，⋯⋯。

这看起来是合理的，但所说的问题并没有根本解决。因为这里只考康每个队的对手
的得分，而没有考虑每个队的对手的对手的得分，也就是说，评判对手强弱的计算公式不
合理。为了合理地解决这个问题，需要考虑每个队的对手的对手的得分，，即三级得分。那
么同样的问题，还有四级得分、五级得分⋯⋯。看一下各队各级的得分∶
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s,=[15,10,16,7,12,9]",
8g=[38,28,32,21,25,16]7,
8,=[90,62,87,41,48,32],
sg=[ 183,121,193,80,119,87]T.

看来各队名次的排列有波动，例如球队3 和球队1竞争第一名的情况就是这样。如
何确定他们的名次呢?再对各队的得分进行分析。将各队比赛的得分情况构造成矩阵

0
电 I
0

0 0 1 0
10 0 0

同时构造列向量e=【1，1，1，1，1，1】T，它可以看成各队的实力，比赛前，认为6个队是相同
的。那么第一级得分为

81=Ae,
s，也可以被看成各队的实力，比赛以后就不同了。而二级以后的得分如下∶

82=A5 =4'o,
=A32=43x,=A'e,
84=AS-=⋯=A4e,

最合理的惰况应考虑极限情况，即

了
式中;λ是矩阵A的最大特征值;s是对应λ的特征向量。可以证明在满足一定的条件
下，上述极限是存在的。

因此，名次排列问题就转化为求得分矩阵的最大特征值和对应的特征向量。对于前
面的问题，其最大特征值为λ=2.2324，相应的特征向量为

s=[0.2379,0.1643,0.2310,0.1135,0.1498,0.1035]T,
即第一名到第六名的名次排列为球队1、球队3、球队2、球队5、球队 4、球队6。

（2）构造图4.4对应的赋权有向图D=（V，A，W），，其中顶点集合V={v1，好2，⋯，，v。l，
这里v，，⋯，v。分别表示6支球队，A为弧的集合，W=（w。）w为邻接矩阵，这里

1，第i队输给了第j队，
身0，否则，

即第i队输给了第j队，则第;队就给第j队投一票。显然W等于（1）中得分矩阵A的转
置矩阵。

记矩阵W的行和为

。”沁言“”己了。
41



它表示第i队投给其他队的票数。
定义矩阵P=（P;）如下∶

I1-d,"” ,ij=1,2,⋯,6,” r
式中∶d是模型参数，通常取d=0.85;P是马尔可夫链的转移概率矩阵，P.表示第i队投票
给第j队的概率。根据马尔可夫链的基本性质，对于正则马尔可夫链，存在平稳分布x=
号占：二文十善证

Pr点前=1，
x表示在极限状态（转移次数趋于无限）下各个队被投票的概率分布，Google 将它定义为
各顶点的PageRank 值。假设x已经得到，则它按分量满足方程

14.点"·点.-14. 若琛头

顶点v的PageRank 值是x，它发出的弧有r个，于是顶点v.将它的PageRank值分成r
份，分别"投票"给它链出的顶点。x.为顶点v。的 PageRank 值，即网络上所有顶点"投
票"给顶点v，的最终值。

根据马尔可夫链的基本性质还可以得到，平稳分布（即 PageRank 值）是转移概率矩
阵P的转置矩阵PT的最大特征值（=1）所对应的归一化特征向量。

计算得到该马尔可夫链的平稳分布为

x=[0.1876 0.1316 0.2695 0.1026 0.1692 0.1395]T.
这就是6个顶点的PageRank 值，其柱状图如图4.5所示。即第一名到第六名的名次排列
为球队3、球队1、球队5、球队6、球队2、球队4。

记”
0.25
0.2 一0.15
0.1
0.05
o 54 6

图4.5 PageRank值的柱状图

clc, clear, close al1
a=load（'data4_5.txt'};表格数据中的'-'替换成0，保存到文件data4_5.Ext中
e=one8 (6,1);s(:,1)=a*e;
for i=2:6

8(:,i)=a*s(:,i-1); 各级得分保存在矩阵的各列
end
8 显示各级得分矩阵
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8求最大值及对应的特征向量[vec,val] =efgs [a,1)

vac2xvec /9um (vec) 特征肉量归一化

8画柱状图bar (vecZ)

求行和w=a':I=sum (w,2);

n=size (w,1); d=0,05;

P= (1-d)/n+d*w./z:

[vec3,val3]=eigs(P',1)

vec4=vec3 /sum (vec3)

figure, bar (vec4)
4.6 已知95个目标点的数据见Excel文件 data4.6.xmx第1列是这95个点的编

号，第2、3列分别是这95个点的zy坐标，第4列是这些点的重要性分类，标明"1"的是

第一类重要目标点，标明"2"的是第二类重要目标点，未标明类别的是一般目标点，第5、

6、7列标明了这些点的连接关系。如第 3行的数据
C -1160 587.5 D F

表示顶点C的坐标为（-1160，587.5），它是一般目标点，C点和D点相连，C点也和F点
相连。

研究如下问题∶
（1）画出上面的无向图，一类重要目标点用"☆"画出，二类重要点用"＋"画出，一般

目标点用"."画出。
要求必须画出无向图的度量图，顶点的位置坐标必须准确，不要画出无向图的拓

扑图。
（2）当权重为距离时，求上面无向图的最小生成树，并画出最小生成树。
（3）求顶点L到顶点 R3 的最短距离及最短路径，并画出最短路径。
解（1）画出的无向图如图4.6所示。

1000
首药

乞一
60 r.

400
20 P2。

52-200 星
400. Ke;
-600

-1500 -1000 -500 500100 15000
图4.6 目标点位置图

（2）构造赋权图G=（V，E，W），其中顶点集V={;题，⋯，u，，，⋯，分别表示
顶点B，C.，⋯，R3;迟为边集，W=（w）西g为邻接矩阵，这里
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【u与v间的距高，v，与v相连时，
mos=/ ij=1,,⋯,95., v与v，不相连时，

我们可以使用Krukal算法求G的最小生成树。具体算法如下;
①选e， e E，使得e是权值最小的边。
②若e，;色，⋯，e;已选好，则从E-{e;，e，，⋯，e;中选取ec，使得{e1，，⋯，e，"，}中

无圈，且e，是E-{e;，e，，⋯，e|中权值最小的边。

③直到选得 e。为止。
利用上述的 Kruskal算法求得的最小生成树的权重为 1.4219×10*，生成的最小生成

树如图4.7所示。

1000
800
o0

g时 站：
多一 1

弟200l $ Moes
羲o 甘 ,p

苹。s ，心-20ol ，
片营删杨、400 lct2.A

-600:
-1500 -1000 -500 50 100 15000

图4.? 生成的最小生威树

（3）求顶点L到顶点R3的最短距离，就是在C中求顶点s到如的最短距离，可以

使用Dijkgtra标号算法求解。

记K（砂）为顶点。的标号值，Dijketra标号算法的计算步骤为;
①令引（z）=0，对o≠vu，令（s）=四，S={r}，i=0。
②对每个veS（（S，=V-S》，用

mini(J),l(x)+w(uam)}

代替4（砂），这里训（w）表示顶点z和v之间边的权值。计算min{（少）}，把达到这个最小
◆●S

值的一个顶点记为w，令S=S;U{uta}。
③若i=94，则停止;若i<94，则用计1代替i，转步骤②。

利用 Matab软件，求得的L到R3的最短距离为2795.5。最短路径如图4.8所示。
readcell读数据文件的 Matlab 程序∶
clc, clear,cloge all
a=readcell('data4_6.xlsx','Range','A2:G96');
g=a(:,1): 号提出顶点名称的字符串细胞数组

8提出坐标数据xy=cel12mat (a(;,[2,3]));

b=a(:,4);ind3find(cellfun(0igmisging,b}}
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把缺失值替换为3b(indl3)={[3]);
号找第一类点的编号ind1=find (cell2mat (b)==1);
号找第二类点的编号ind2*find (cell2mat (b)=-2);

plot fy(ind1,1),xy(ind1,2),'Pk','Markersize',10),hold on
plot(xy(ind2,1),xy(ind2,2),'*k','MarkerSize',10)
plot (xy(ind3,1),x (ina3,2),'.x')

g邻接矩阵的初始值c=zeros (95)r
for i*1:95

ind=a(i,[5:7]);ind=ind(cellfun(ischar,ind));
nb=fina{gmember（s，1nd））; 号找当前顶点的相邻顶点编号
m= Length (nb);
for j =1:mm

c（，nb（））=norm如y（，;）-x （nb《），∶>）;8计算邻接矩阵的上三角元素
end

end
G*graph {,3'upper');
plot (G,'XData',w(:,/1),'YData',x(:,2),'LineMidth',1.5)
T=minepantree (G,'Method','aparse'),L=sum(T.Edges.Weight}
figure，plot 性，XData'，xy（;，1），YData'，xy（∶，2），'Linewidth'，1.5）
[path,d]=shortestpath (G,'L','R3'
figuze, hold on
H=plot（G，xData'，对（∶，1），'YData'，xy{1，2），'EageColor'，'）;
highlight困，path，'LineMidh'，2，'pagecolor'，'r'}
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图4.8 最须路径

tlaread 读数据文件的 Matlab 程序∶
cle, clear, close all
[a,b]=xlsread(data4 6.xlsx','A2;G96');

名提出顶点名称的字符串细胞数组e=b(:,1);
告提出坐标数据xy =a(:,[1,2])) 45



?找第一二类点的编号ind1=find(a(:,3)==1); ind2=find(a(:,3)==2);1
名找一般点的绩号ind3=find(Lenan (a(:,3)));

plot(x(ind1,1),x(ind1,2),'pk','MarkerSize',10),hold on
plot(xy(ind2,1),xy(ind2,2),'*k','MarkerSize',10)
plot(xy (ind3,1),2y(nd3,2),'. k'}

舍邻接矩阵的初始值C=zaros(9S);

for i=1:95
ind=b(i,[5:7]);
nb=find（igmember （s，ind>}; 号找当前顶点的相邻顶点编号

m*length (nb);
for j=1xm

e（L.nb（}}=nozm（xy（，∶-xy（mb《）.;}l; 虽计算邻接矩阵的上三角元素
end

end
G=graph{c,s,'upper');

plot (G,'XData',xy(;,1},'YData',xy (:,2),'LineWidth',1.5)
T=minspantree (G,'Method','sparse'),L=3m{T,Edges.Welght)
figure,plot(T,'XData',xy(:,1),'YData',x{:,2),LineNLdth',1.5)
ipath,d] =shortestpath {G,'I''R3')
figure, hold on
H=plot (G,'XData',x{:,1),'YData',x(:,2),'EdgeColor','k');
hdghlight (E,path,'Linewidth',2,'EdgeColor','r')
4.7 已知有6个村庄，各村的小学生人数如表4.2所示，各村庄间的距离如

图4.9所示。现在计划建造一所医院和一所小学，则医院建在哪个村庄才能使最远
村庄的人到医院看病所走的路最短?小学建在哪个村庄使得所有学生上学走的总路
程最短?

表4.2 各村小学生人数·村庄 略由 占 肉 印

小学生 50 40 之7020 90印

业响e 6
圣 警 “"y 你查

图4.9 各村庄示意图

解 构造对应的赋权图G=（V，E，W），其中顶点集合V={v，"，⋯，}，E为边的集
合;邻接矩阵为

46



09还W=

可以使用 Dikatra标号算法求所有顶点对之间的最短距离，利用 Matlab 软件求得所

有顶点对两两之间的最短距离短阵D={da），.见表4.3。

表 4.3 所有顶点对之间的最短距离及逐列最大值

的?身 P日 身当
160 e o当
9。占。 4言 、？
546 o n吗
40 --rvA o ⋯2 。18芽 o
0多“日日 夕当

8白？ 工亚列最大值 11 P
（1）D的第j列值表示其他各村到第j村的距离，第j列的最大值表示离第j村最远

的村到该村的距离，其中第3列的最大值6最小，所以医院可以建在第3村vi。
（2）D矩阵的第j列各元素表示其他各村到第j村的距离，记c;（i=1，2，⋯，6）表示第

村的小学生人数。若到第j村上学，则所有小学生走的路程和为

‘乙。”“ ,c,0J

若s，=min}s}，则学校应建在第品村。求得s（j=1，2，⋯，6）的数值如表4.4所示。
从表4.4可以看出，学校建在第4村，所有学生上学走的总路程最短。

表4，4 小学生在各村上学走的路程和

占 教*53482“ 1500405010401070167O2130
cle,clear,w=zero8(6);
w(1,[2.3])=[2,7];w(2,[3:5=[4,6,8]7
w(3,[4,5)=[1,3];w(4,(5,6])=[,6);
w(5,6)=3; Q-gr&phw,'Upper');

用 Dijkstra算法求所有顶点对的距高d =digtancee (G)
8求各别的最大值md=maxX ()

c=[50 40 60 20 70 90];
舍计算学生上学走的路程和s-c*
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舍求最小值及对应的编号，[ms,ind]=min(s}

writematrix（【d;md;s】，'data47.xlsx'}舍计算结果写入Excel表
4.8 在10个顶点的无向图中，每对顶点之间以概率0.6存在一条权重为【1，10】上

随机整数的边，首先生成该图。然后求解下列问题;
1》求该图的最小生成树。
（2）求顶点 v，到顶点 2的最短距离及最短路径。
（3）求所有顶点对之间的最短距离。
解 计算及画图的 Matlab 程序如下;

clc, clear,clo8e all
鲁截取下三角元素a=rand(L0}; a=tril (a,-1);

w=randi,([1,10],10): 号生成10×10的瞳机整数矩阵

舍生成赋权图邻接矩阵的下三角部分thx= (a>=0.4],*w;

8构造赋权无肉图G=graph (wx,'Lower'>;
T=ninspantree (G,'Method','aparee') 舍使用 Kruskal 算法求量小生岚树
gubplot (121),plot(T,'Edgelabel',Y.Bdges.Weight>
[path,d1]=ghortestpath (G,1,10〉 告求顶点1到10的最短路

subplot (122),h=plot (G,'EdgeLabel',d.Edge8.Weight}
highlight th,path,'EdgeColor','r','Linewidth',2)
d2=dintances (G) 求所有顶点对之间的最短距高

4.9 5个人参加某场特殊考试，为了公平，要求任何两个认识的人不能分在同一
个考场。5个人总共有8种认识关系如表4.5所示，求至少需要分几个考场才能满足
条件。

表4.5 5个人的8种认识关系

身e B6“认识关系 ”4：： ； ； 2？su 多~ 句e 3一 “售网 n·
解 构造赋权图G=（V，E，W），这里顶点集合V={，"⋯，vsl，其中v，2⋯，也表

示5个人，E 为边集，邻接矩阵W=（w），这里

1 0

11 0

我们把该问题归结为图C的顶点着色。这里顶点个数n=5，顶点的最大度A=4。引
人0-1变量∶

1，当v，着第太种颜色时，z=7 i=1,2,⋯,n;k=1,2,⋯,A+1.亏。时儡
设颜色总数为y，建立如下整数线性规划模型 
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min y,
*=1,i=12⋯,n,

"十*≤1，（u∶y）eE，k=1，2，⋯，A+1，
。中

k, i= 12⋯,m,y≥上1

zra=0或1，i=1，2，⋯，n，k=1，2，⋯，4＋1.
求得y=4，即需要4个考场才能满足条件。
clc, clear,close all
a=load(data4_9.txt');G=graph;
G=addedge(G,a(1,:,a(2,:)l;plot (G}

 导出宪整的邻搂矩阵w=full(adjacency (G))
舍计算各顶点的度deg= sum (w)
 求最大度数K=max(eg)
号顶点个数n=gize(w,1);

prob = optimproblem;
x= optimvar(x',n,K+1,'Type','integer',/LowezBound',0,UpperBound',1);
Y= optinvar ('y');prob.0bjective = y;
prob.Constraints.con1 = gum(x,2)==17
prob.Constraint8.con2= x(a(1,:),:)+x(a (2,:),:)<=1;
prob.Con8traints.com3 = X*[:K+1]'<=y;
[sol,fva1,flag,out]= Eolve(prob)
[i,k]=find(sol.x);
fprintf（'顶点和腹色的对应关系如下;\n'）
ik=[1';k']
4.10 有4 个公司来某重点高校招聘企业管理（A）、国际贸易（B}、管理信息系统

（C）、工业工程（D）、市场营销（E）专业的本科毕业生。经本人报名和两轮筛选，最后可供
选择的各专业毕业生人数分别为4、3、3、2、4人。若公司①想招聘A、B、C、D、E各专业毕
业生各1人;公司②拟招聘4人，其中C、D专业各1人，A、B、E专业可从任两个专业中各
选1人;公司③招聘4人，其中B、C、E专业各1人，再从A或D专业中选1人;公司④招
聘3人，其中须有E专业1人，其余2人可从余下A、B、C、D专业中任选其中两个专业各
1人。何上述4个公司是否都能招聘到各自需要的专业人才，并将此问题归结为求网络
最大流问题。

解一 有向图的最大流算法是针对单源和单汇的，而本题是多源多汇的，需要添加一
个虚拟的源点。和一个虚拟的汇点t，构造如图4.10所示的网络图，图中各弧旁数字为容
量。求网络的从s到∶的最大流。

利用 Matab 求得最大流的流量为 16，即各公司都能招聘到所需人才。
clc, clear, cloBe a11
a=zerog (14);a(1,[2:6])=[4 3 32 4];
a(2,[7:10))=1;a(3,[? 9 10 121)=1;
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a(4,[9:12])=2;a(5,[8:12])=1
a(6,t 10 12 13])=1;a(7,11)=21
a(8,12)=1;a19,13)=2;
a{[10:13],14)=[5 443];
s=cellstr{int2gtr([1;14]');G=digraph(a,s);
[M,F]=maxflcw (G,1,14)

h=plot (G,'Layout','force','BdgeLabe1',G.Edges.Weight};
highlight 伍h，P，'Edgecolor'，'r'，'LineWAdth'，1.5）;

。存

具？”2.
(Q

③
的9) el

侈
图4.10 最大流网络

解二 我们也可以用0~1整数规划模型求解该问题，用i=1，2，3，4分别表示4个公
司j=1，2，⋯，5分别表示5个专业A，B，C，D，E，记第;个专业可供选择的毕业生人数为
a，引进0-1变量

 1， 第i个公司招聘第j个专业的毕业生1名，i=1,2,3,4j=1,2.⋯,5.当”l0， 第i个公司不招聘第j个专业的毕业生，
建立如下的0-1整数规划模型

>"max w响、

二x≤Gj=12.⋯，3，
 n+*2+*2≤2,，*su+*≤1,
F4+x+*g+x≤2.
*=0或1，=1，2，3，4j=1，2，⋯，5.

求得的最优解为
4=年n=邓y=年1=*1=I，所a=知g=?z=1，

写1=*p=33=*y=1，Fg=xg=??=1，
目标函数的最优值为 16。
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clc, clear
a=[4,3.3.2,4];
prob = optimproblem (ObjectiveSense','max');
xx optimvar(tx',4,5,'Type','integer','LowerBound',0,'UpperBound,1);
prob,Objective = aum (sum(x));
prob.Constraints.con = [sum(x)<=a,sum(x(2,[1,2,5]})<=2,

x(3,1)+x(3,4)<=1,sum(x(4,1:end-1))<=2];
[8ol,fval,Elag, out]= solve(prob)

名显示决策向置的取值XoX = 名ol.X
4.11 求图4.11所示网络的最小费用最大流，弧上的第1个数字为单位流的费用，

第2个数字为弧的容量。

4.50) 诊V

(62)4-5力 f24)
合岁 410 v飞
图4.11 最小费用最大流的网撼图

解 求最大流的算法和最小费用的数学规划模型就不赘述了。
求得的最大流为11，求得的最小费用为 55。
clc, clear
L=tvs',v1,4,10;'ve',v2',1.8;'v1',v3',6,2

'v1',vt',1,7/v2',v1',2,5/v2',v3',3,10
v3','vt',2,4}

G1=digraph(L(:,1),L{:,2),cel12mat((:,3));
G2=digraph(L(;,1),L(:,2),cell2mat(L{,4)}};
M,F]=maxflow (G2,'vs','vt'))

8导出费用邻接矩阵b=full{adjacency (G1,'weighted'))
8导出容量邻接矩阵c=ful1 (adjacency (G2,'welghted'))

f= optimvar('f',5,5,'LowerBound',0)
prob=optimproblem; prob.Objectivex sum(aum(,*f));
con1 = [eum(f (1L,:})==M

sum{f(:,[2;end~1]))'==eum(f<[2:end-11,s),2)
Bum{f{:,end))==M];

prob,Conatrainte.conl = conl;
prob.Conatralnta.con2 = f<=c;
[aol,fval,flag, out]* aolve (prob}
ff = gol.f 为显示最小费用最大流对应的姐阵
4.12 某公司计划推出一种新型产品，需要完成的作业由表4.6所示。
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表4.6 计算网络图的相关数据
作业名称 紧赏作业计划完成时间/周 最短完成时同/周 璃组1周的费用/元。A设汁产品 00” eB市场调查 60

人“ -C 原材料订货 300”D原材斜收购 - 600
3E建立产品设计规范 麦4,D ’e BF产品广告宣传 - 300

鸟 乙G建文产品生产基地 200，色
乙 G,FH产品运输刻库 200,

（1）画出产品的计划网络图。

（2）求完成新产品的最短时间，列出各项作业的最早开始时间、最迟开始时间和计划
网络的关键路线。

（3）假定公司计划在17周内推出该产品，各项作业的最短时间和缩短1周的费用如
表4.6所示，求产品在17周内上市的最小费用。

（4如果各项作业的完成时间并不能完全确定，而是根据以往的经验估计出来的，其
估计值如表4.7所示。试计算出产品在21 周内上市的概率和以95??概率完成新产品
上市所需的周数。

表4.7 作业数据
作 业 cB4A E ”D 涵C“ 乙中 2-最乐观的信计 -o

叫了最可能的估计 e 引 4 乙6,
4 e色最磨观的估计 “ 身10 46

解 （1）产品的计划网络图如图4.12所示。

O ⑥
(①,2 人含专(C,3)
3)

仓 7)3
(Ht,2)

宇
(F,2) 食

① (B.5) O.
图4.12 产品的计划网络困

（2）分别用x;z表示第认（i=1，2⋯，8）个事件的最早时间和最迟时间，专表示作业
（i的计划时间，e，女，分别表示作业（i，的最早开工时间，最迟开工时间。对应作业
的最早开工时间与最迟开工时间相同，就得到项目的关健路径。
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为了求事件的最早开工时间x（i=1，2⋯，8），建立如下的线性规划模型 
、&min的’ (4.1)产x∶ti，（ij）ea，刻

即土 i=1,2,⋯,8.x,≥0,
式中;λ是所有作业的集合。

然后用下面的递推公式求其他指标。

扩出潜。
(4.2)z;=minlz-!,i=7,6,⋯,1,(ij)eA
(4.3)。门、“飞。叫
(4.4)b,=z-y,(ij)EX,

使用式（4.3）和式（4.4）可以得到所有作业的最早开工时间和最迟开工时间，如
表4.8所示，方括号中第1个数字是最早开工时间，第2个数字是最迟开工时间。

表4.8 作业数据
G“ BB 令’A 、O

[18,18](111 [5,16] [L4.14][9,91([6,6[0.11[0.0]

从表4.8可以看出，当最早开工时间与最迟开工时间相同时，对应的作业在关键路线
上。关键路线为1→2-*4→5-→+6→7→8，关键路径的长度是 20周。

（3）设x;是事件i的开始时间，t.是作业（i）的计划时间，m，是完成作业<i）的最
短时间，，yg是作业（i、）可能减少的时间，c;是作业（i，）缩短一天增加的费用，因此有

x*;≥6-y，且0≤y≤ig-m·
17周是要求完成全部作业的天数，1为最初事件，8为最终事件，所以有sA-x≤17。

而问题的总目标是使额外增加的费用最小，即目标函数为min Z cgy。 由此得到相应
(iD·

的数学规划问题∶
认它mit

(1J).

驴！出十之出雪一。以
，中‘当。肉。

0≤y≤车-mg，（ij）e X.
求得作业C可以缩短一周，作业G可以缩短2周，额外支付的费用为700元。
（4）设t，4，e，b，分别是完成作业（ii）的实际时间（是一随机变量），最乐观时间，

最可能时间，最悲观时间，通常用下面的方法计算相应的数学期望和方差∶
o*thegtb (4.5)贮己” 6
6-4,) (4.6)va(t)=36
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设T为实际工期，即·

(4.7)yT= 针，
六吗泓芹都蔬

由中心极限定理，可以假设T服从正态分布，并且期望值和方差满足
叫”贮岂”。 二 E（t）， (4.8)

《i）e关德路验

82:Var(T)= F. Var(tg): (4.9)
i.）细需线

设规定的工期为d，则在规定的工期内完成整个项目的概率为

巳善乓沁： (4. 10)
式中;④（x）为标准正态分布的分布函数。

对于这个问题采用最长路的方法。先按式（4.5）计算出各作业的期望值，引进0-1
变量

j1，作业（i）位于关键路径上，
台\0，否则.

建立如下求关键路径的数学规划模型∶

二（t）*，max一“，
_v=1,

下名电

例：J=0,i=2,3⋯,7,句。
B.t.<E(i{〕 eA J:G,Dm~

Z·-1,今？

y=0或1， (ij)e2
求解上述数学规划模型即可得到关键路径和完成整个项目的时间，再由式（4.6）计算

出关键路线上各作业方差的估计值，最后利用式（4.10）即可计算出完成作业的概率。
计算得到关健路线的时间期望为20.1667天，标准差为1.7717，产品在21周上市的

概率为68.1??以95??概率完成新产品上市所需的周数为23.0808周。
clc, clear
L=[,2,6,4,800,2,6,10;1,3,5,3,600,4,5,6

2,4,3,1,300,2,3,4:3,7,2,1,300,3,4.5
4,5,2,1,600,1,2,3:5,6,3,1,400,1,3,5
6,7,4,2,200,2,4,6;7.8,2,2,200,1,2,4];

p1=optimproblem;n=8;N=gize(L,1);
x=opEimvar('x',n,'LowerBound',0);
p1.Objeetive=aumk); con1=optimconstr(N);
for k=1:N

con1 tk）=x杠（k，2）}>=x（L（k，1）}+L（k，3）;
end
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p1.Constraints,con1=con1;
[81,f1]=golve (p1), xx=81.x,z(n)=xx(n);
for k=n-1;-1;1

ind*find(L(:,1)= =k);
z(k)*min(z(L《ind,2)}-L(ind,3)');

enA
els= [];
for i = 1:N

els=tels;【Lt，1），L（i，2），xxL（i，1）.2（住i，20-L（i，3）】;
end

8显示作业的最早和最晚开工时间elL8

p2= optimproblem;ob32=0;
y= optimvar(y,n, n,'Type','inceger','LowerBound',0);
con2 = optimconstr(2*N+1);con2(l)=x(n)-x(l)<=17;
for k=1:N

obj2=obj2+L(k,5)*y(Lk,1),L(k,2)l;
con2 2*k）=L（k，3）<=x（L（k，2））-x（（k，1幢（L（k，1），L（k，2））;
con2 2*k+1）=y（L（k，1），L（k，2））<=L你k，31-L（k，4）;

end
p2.Objective = obj2;p2.Constraintg,con2 = con2;
[s2,f2]=golve(p2);xox2 = s2.x, yy= s2.y
[i,j]=findty);ij2= [1';j"]

8计算均筐et=(L(:,6)+4*L(;,7)+L{:,8))/6;
皆计算方整dt=(L(:,8)-L{(:,6)).~2/36;

p3 = optimproblem('ObjectiveSense','Tax');
obj3=0; con3=optimuconstr (n);
x3s optimvar(x3',n,n,'Type','integer','LtowerBound',0,UoperBound',1);
for k=1:N

obj3=obj3+x3(L(k,1),L0k,2))*et(k);
end
indl*find(L(:,1)==1);con3()=sumtx3(1,L{nd1,2)))==1
for l=2:n-1

out=find(L(:,1)==i);in=find(L(:,2)*=1);
con3()=8um(x3(,L(out,2)))==sum(x3(L《in,1},i});

enG
inan=findL(:,2)==n);con3(n)=sum(x3 (L(indn,1),n==1;
p3.Constraints.con3* con3; p3.Objective=obj3;
[63,E3]= aolve ip3),xx3 = 83.x3
[i,3]= find(xx3);ij3 =[i,j]

号方差的初值82=0;
for 欠=1∶size（1j3，1） 55



s2=s2+dt(find{ismember{L(:,[1,2]),ij3(0k,;),'rowe'))li
end
s=scrt （82}，p=noZmcdf （21，f3，s）名计算标准差和概率
n = norminV (0.95)* s+f3

补充 习 题

4.13 Voronoi 图。Voronoi 图最早应用在气象学中，荷兰气候学家Thiesen A.H.利
用它研究降雨量的问题。

设S='|p?，P2⋯，p。{为二维欧几里得空间上的点集，将由
V（p?）=门 {p|d《p，P;）<d（p，p）}，i=1，2，⋯，n

所给出的对平面的剖分，称为以p;为生成元的Voronoi 图，简称为V图。图中的顶点和边
分别称为Voronoi 点和Voronoi边，V（P;）称为点p;的Voronoi 区域（多边形），其中d（P，p）
为点p和点p; 之间的欧几里得距离。

Voronoi 图将相邻两个生成元相连接，并且作出连接线段的垂直平分线，这些垂直平
分线之间的交线就形成一些多边形，这样就把整个平面剖分成一些分区域，一个分区域只
含有一个生成元。分区域内生成元的属性可以代替此分区域的属性，而且可以根据分区城
的面积作为权重推测出该区域中生成元的平均水平。

若两个生成元p;p; 的Voronoi区域有公共边，就连接这两个点，以此类推遍历这n个
生成元，可以得到一个连接点集S的唯一确定的网络，称为Delaumay 三角网格，图4.13是
Matlab 软件画出的10平面点的Voronoi 图及对偶Delaunay 三角网格图。

Voronoj 图具有下列重要性质.
（1）Voronoi 图与 Delaunay 三角网格图对偶;
（2）Voronoi 图具有局城动态性，即增加和删除一个生成元只影响相邻生成元的

Vronoi 区域;
（3）如果点p在区域Vp;）中，则p到各生成元的距离中，到生成元p;的距离最小;
（4）两个相邻 Voronoi 区域的公共边上任意一点到这两个区域的生成元距离相等;
（5）Voronoi 区域的顶点到邻近的生成元的距离相等，即与这个顶点有关的 Voronoi

区域的生成元共圆，称这个圆为最大空圆。
画出表4.9中数据对应的10个点的Voronoi 图及其对偶 Delauny 三角网格图。

表4.9 数据点横坐标与纵坐标数据
计” 0.23110.9501 a.6068 0.486 0.7210.913 a.0185 0.8240.4565 0.4447“ 0.9528 0.95390.704L a.44280.84070.982 夕它出0.51870.8368 0.3759
解 画图的Matlab程序如下∶
cle, clear, close all
x=[0.95010.23110.60680.48600.89130.76210.45650.01850.82140.4447);
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y=[0.95280.70410.95390.59820.84070.44280.8358 0.51870.0222 0.37591:
告直接高Voronol图subplot (131),voronof (x,y);

cLtle （'Voronoi 图'）
subplot (132),plot{x,Y,'.'), hold on

8生成 delaunay 三角剖分，每行是一个三角形的顶点序号索引tri=delaunay (x,y)
∶面 delaunay 三角形trlplot (tri,x,y,'k-');

title（'delaunay 三角形'）
$生成Voronoi图顶点的横坐标和纵坐标[vx,vy]=voronoi (x,y);

ubplot《133），plot（x，y，'kP'，vx，，vy，'k-'）;虽根据顶点坐标画Voronoi 图
号 服制x 轴和y 轴的范围xlim([0 1]), ylim([0 1])
高 delaunay 三角形hold on,triplet(txi,x,y,'k-);

tAtle（'对比图'）
对比图Voronoi图 delaunay三角形

I

0.90909
乙 CRl

0.T0.7e)
0Q.6o °
言8

·osl 宁

osl
心 它”豆

oal 己一oul
自8 o么。0.5 0.50.5

图4.13 Voronoi图及其对偶 Delauny 三角网格图

4.14 画出向量【0，1，2，2，4，4，4，1，8，8，10，10】索引关系对应的树，其中第1个分量
为0，表示节点1的父节点为0，即节点1为根节点，第2个分量为1，表示节点2的父节点
为节点1，依次类推。

解 画出的树图如图 4.14所示。，
0980.7 e0.6e3 气乡业 61202} 、工
e)

仕？ 0.1 07 03 0405 06 07 08 09
hight=3

图4.14 画出的树困
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clc, clear,close al1
nodes=[012 24441881010];
treapglot(nodes,ok','k),n = length(nodes);
[x,y] = trzeelayout (node8}
g=celletr (mum2str((1:n)'))
text(x+0.008,y,s,'FontSAze',10,'color'k')
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第5章 插值与拟合习题解答

5.1 在区间上【0，10】上等间距取1000个点z（i=1，2，⋯，1000），计算在这些点x
(3x2+4x+6)sinu,的函数值y利用观测点（x，y）（i=1，2，⋯，1000），求三次处函数g（x）= 22+8x+6

和"言（z）d。心文艺户当二样条插值函数（z），画出插值函数g（x））的图形，并求积分

解 所画出的插值函数（x）的图形如图5.1 所示，求得积分

容（x）dr =2.2430.,g(x): =2.2430.[
1.5t
1.0
0.5。
占

-10 
6g9夕长？0 10342

图5.1 播值函数g（z）的图形

clc,clear
x=linspace (0,10,1000);
gx=@(x)(3*x.~2+4*x+61.*3in(x}./x.^2+B*x+5);

g计算函数值y=gx(x):
pp=csape (x,y); 售求三次样条播值，返旧的是 pp结构

号写出三次样条播值的匿名函数gh=2 (x)fnval (p.x);号

fplot{gh,[0,10])
Il=integral(gx,0,10),I2 =integral(gh,0,10)
5.2 附件1;区城高程数据.xlax 给出了某区域43.65×58.2（km2）的高程数据，用双

三次样条插信求该区域地表面积的近似值。

解 已知给出的是 50×50 网格节点上的数据，我们首先利用双三次样条插值，把数

据加密成 10×10 网格节点上的数据，然后把地表面积近似地看成一些三角形面积的和，，

已知空间中三点（g;、b;、c）{i=1，2，3），由两点间的距离公式，可以求得兰个边的长度L、

L2、L，记
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p=(L,+L2+L,)/2,
则三角形的面积为

S=√p(p-L,)(p-L(p-L2.
利用 Matlab 软件，把所有三角形的面积累加起来，得地表面积的近似值为2.5768×

10'm'。
cle, clear

读入高程数据z0=readmatrl（附件1∶区城高程数据.xlsx'，'Range'，'A1∶ARU874'）;

[m0,n0] =gize (z0)
x0=0:50:(mO-1)*50;y0=0:50:(n0-1)*50;

x=0:10:max(x0);y=0:10:max (y0);
8双三次样条插值pp=csape([x0,y0),z0);

z= fnval (pp.{x,y)};
m=length (x); n=length ty); g=0;
for 生=1∶m-1

for 」=1:-1
p1=[x(i>,yGj),z(i.3)l:

p2=(x(i+1),y(j),z(i+1.j)]:
p3=[x(i+1),y(j+1),z(+1,3+1)];
p4=x(i),yGj+1),z(i.3*1)];
p12=normfp1-p2);p23=normtp3-p2);p13=norm(p3~p1);

p14=normtp4-p1); p34 =norm(p4-p3);
z1=（p12+p23+p13）/2;81=sqrt（z1*（z1-p12）*亿z1-p23>*{zl-p13））;

z2=p13+pl4+p34)/2;82=sqrt(z2*(z2-p13)*(z2-p14)*(z2-p34)l;
容=8+BL+s2;

and
end
9显示面积的计算值
5.3 已知当温度为T=【700.720，740，760，7801时，过热蒸汽体积的变化为 V=

【0.0977，0.1218，0.1406，0.1551，0.1664】，分别采用线性插值和三次样条插值求解T=
750，770时的体积变化，并在一个图形界面中画出线性插值函数和三次样条插值函数的
图形。

解 线性插值时，T=750，770时的体积变化分别为θ.1478，0.1608。
三次样条插值时，T=750，770 时的体积变化分别为0.1483，0.1611。
线性插值函数和三次样条插值函数的图形如图5.2所示。
clc, clear, close all
t=700:20:780;v=0.0977,0.1218,0.1406,0.15510.1664];

含计算线性插值的值v1=interp2(t,V,[750,770])

pp=C8ape (t,v);
v2= fnval fpp. [750,77011 计算三次样条推值的值

plot(t,v,'·-') 8画线性插值的图形

hold on, fplot(8(t)fnval(pp,t),[700,780]) 号画三次样条曲线
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七一线性播值0.16
*三次禅条量值

0.15
a.14
a.13
012
0.11
夕
700 710 720 730 740 750 760 770 73
图5.2 战性插值函数和三次样条插值画教图形

5.4 某种合金的含铅量百分比为p<??，其熔解温度为6（℃），由实验测得p与θ的
数据如表5.1所示，试用最小二乘法建立θ与p之间的经验公式θ=ap+b。

表5.1 θ与p的观测数据
36.92 87.584.077.863.746.7“ 292283270235197181

解 记p和θ的观测值分别为p，8（i=1，2，⋯，6）。拟合参数a，6的准则是最小二
乘准则，即求a，b，使得

(a,)-”国“”飞
达到最小值，由极值的必要条件，得

[a8 （p∶+b-θ）P.=0，“”,aa
西响=2(+b-0)=0,予”

化简，得到正规方程组

-产m时+b）乍易

宁：套巾沁予e
解之，得a，b的估计值分别为

(p,-D)(0,-0)计à=

点0-那
6-6-ap,
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星门部罗“沁θ;分别为 p的均值和θ的均值。

利用给定的观测值和 Mealab 软件，求得a，b的估计值为企=2.2337，δ=95.3524。
clc, clear
p=[36.9 46.7 63.7 77.8 84.0 87.5]';
y=[181 197 235 270 283 292]';
pb=mean (p); yb=mean {y);

舍求a的估计值ah=8u((p-pb),* ty-yb)}/sum((p-pb).^21
8求b的估计值bh=yb-ah*pb
名解规定线性方程组mat= [p.ones (6,1)]; ab=mat \y

5.5 多项式f（x）=a，x+az2+ax+a。取a、=8，0=5，a，=2，0=-1，在【-6，6】上等
步长取100个点作为x的观测值，计算对应的函数值作为y的观测值;把得到的观测值记

作（x少;），话=1，，⋯·，100。
（1）利用观测值（xz，y），=1，2，⋯，100，拟合三次多项式。
（2）把每个y加上白噪声，即加上一个服从标准正态分布的随机数、把得到的数据

记作y，（i=1，2，⋯，100），利用（x;，y），i=1，2⋯，100，拟合三次多项式。
解 （1）拟合的三次多项式为争，=8x2+5x2+2x-1。

（2）拟合的三次多项式为92=8.003x2+4.991x2+1，957z22-1.008。
飞为了一致性比较，取确定的随机数种于elc, clear, rng (2)

p=[852-1];x=Linspace(-6,6)
y=polyval（p，x）;yh=y+normrnd（0，1，aize（y）;告生成噪声数据
p1=fit (x',y','poly3') 8用无噪声数据截合三次多项式

p2nflt (x',yh','poly3') 8用噪声数据拟合三次多项式

10o5.6 函数g（x）=106+（a-10b）em，取a=I.1，6=0.01，计算x=1，2，20时，
g（z）对应的函数值，把这样得到的数据作为模拟观测值，记作（x，yx），i=1，2，⋯，20。利
用（x，y;），i=1，2，⋯，20求解如下问题∶

（1）用Llgqcuveft拟合函数名（x）;

（2）用fitype 和 fit 拟合函数g，（x）。
解 求得的拟合函数还是原来的函数。

cle, clear
gx=e (a,b,x)10*a./(10* b+(a-10*b)*exp{-a* ain (x))
x0=[1:20]';y0=gx(1.1,0.01,x0);
gkn=⑧(t,x)10*t(1)./(10*t(2)+((1-10*t(2))*exp(-t()*sinfx));

ab1=lsqcurvefit {gxm,rand (1,2),x0,y0

f=fittype {gx) 转换为fLL需要的函数类
ab2=fft (x0,y0,f,'StartPoint',rand(1,2))

5.7 对于函数f（*，y>=axg/（1+bsin（x）），取模拟数据x=linspace（-6，6，30）;y=
linspace（-6，6，40）;【x，y】=meshgrid（x，y）;取a=2，b=3，计算对应的函数值z;利用上

述得到的数据（x，y，z），反过来拟合函数f（x，y）=aey/（1+bein（x））。
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解 由于是非线性拟合，解是不稳定的。
clc, clear
fxy=目{a，b，x，y）a*x.*y./（*b*sin（x））; 号定义匿名函数

x=-6:0,5:6;y=-6:0,4:6;[x,y]=meshgrid(,y);
z=fx9y 亿，3，x，y）;x=x（∶）;y=y{）;z=2（∶）;

fh=fittype(fx,'independent',tx,'y,'dependent','z')
f=fit([x,y],z,fh,'StartPoint',zand(1,2))

5.8 已知一组观测数据，如表5.2 所示。

表5.2 观测数据

-0.2-0.5-0.8-1.1-.4-2 0.1~17当

0.177ss 0.16620.15660.13160102s9 0.133夕 0.448
2.52.2身 1.9l.6.30.70.4 ，
011220.12660.14020.16300.1710.1785 0.15260.1764诗
4.94.64.33.73.43.1 42.8而
0.0240.0291“ 0.03730.035 0.04790.05880.07020.097

（1）试用插值方法绘制出xe【-2，4.9】区间内的曲线，并比较各种插值算法的优劣。
（2）试用最小二乘多项式拟合方法拟合表中数据。选择一个能较好拟合数据点的多

项式的阶次，给出相应多项式的系数和剩余标准差。
1听悲，试用最小二乘非线性拟（3）若表中数据满足正态分布密度函数y（x）=√2πo

合方法求出分布参数μ，σ 值，并利用所求参数值绘制拟合曲线，观察拟合效果。
解 （1）画出的三种插值结果如图5.3所示。三次样条插值效果最好，曲线是光滑

的。分段线性插值的曲线不光滑。拉格朗日插值发生振荡，效果最差。
三次样条插值分段线性撕值拉格朗日 输值 0.18 0.18r，

占塔一 夕

夕o1as 夕己 otz
eror
oos}oaso oo6oos
oo.04
0.020022-0.5 力

图5.3 三种插值结果对比

（2）拟合一般不用高次多项式，最高不超过4次。这里我们分别使用1、2、3、4次多
项式拟合，通过剩余标准差这个指标，最终选择4次多项式，4次多项式为
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p（x）=0.0003x'+0.0001z2-0.0152x2+0.0091x+0.1751.
（3）求得μ，σ的拟合值分别为=0.3483，合=2.2349。拟合的正态分布密度函数曲

线如图5.4所示。
拟食的正老分布密度函数拟合的4次多项式

0.18 J 0.18)

0a160.16 一0.14
0.12 o12z
0.2 1
0.08 少区一
0.206 006
a.04 004
092 夕名 0 色D 下体书窄

图5.4 拟合的4次多项式和正态分布蜜度函数曲烧

clc,clear,cloee all,a=load(data5_8,txt');
x0=a([L:2;end],:)';x0=x0<:);
y0=a([2:2:end],;}';y0=y0(:}

舍插值节点x=linspace (-2,4.9,100);

y1=lagrange (x0,y0,x)
subplot（131），plot（x，y1），title（拉格朗日播值'）

yx2=griddedInterpolant {x0,y0) 8分段线性折值

y2=yx2（x），subplot 【132），plotx，y2），title（分段线性折值'））
yx3=griddednterpolant （x0，y0，'mp1ine'）管三次样条折值
y3=yx3保），subplat（33），plot仅x，y3}，title（三次样条插值）

for i = 1:4
Eprintf代拟合舍日次多项式∶'，int28tr（）>

g= [poly',int2Btr(1)] 舍拼接字符串
【fx，st】=至it （x0， y0，6）

end
figture,suibpIot (121)

plot （x，fx（x）1，title（拟合的4次多项式'

E=fittype(1/[sqrt 2·pi)*8)*exp(-(x-mu)~2/(2*8~2))'
[f,8t]= fit(x0,y0,ft,'StartPoint',rand(1,2)}
x8 =coeffvalueB (f》 显示报合的参数
subplat (122), plot (x,f (x))
title（'飘合的正态分布密度函数'}

function y=lagrange (x0,y0,x);
64



n=length (x0);m=length (x);
for i.=1:m

z=x{i〕;8=0.0;
for km1:n
D=1.0;
for =1:n
if j~=k

p=p*(z-x0Gj))/tx0 [k)-x0(j));
end

end
B=p*y0(k)+8;

end
y(i)*&;

end
end
5.9（水箱水流量问题） 许多供水单位由于没有测量流入或流出水箱流量的设备，

而只能测量水箱中的水位。试通过测得的某时刻水箱中水位的数据，估计在任意时刻
（包括水泵灌水期间）;流出水箱的流量 f（t）。

给出原始数据表5.3，其中长度单位为E（1E=30.24cm）。水箱为圆柱体，其直径为57E。
假设∶
（1）影响水箱流量的唯一因素是该区公众对水的普通需要;
（2）水泵的灌水速度为常数;
（3）从水箱中流出水的最大流速小于水泵的灌水速度;
（4）每天的用水量分布都是相似的;
（5）水箱的流水速度可用光滑曲线来近似。

表5.3 水位数据表
水位/10-*E时间/∶水位/10E时网/。
330o 端3175
32603110 49953316
53167593630546635
3087294 53725410619 3901260574[29471397 2927645s4289217921
28426853528502240
27672795 7185423223
2697“艺”2854 2752
策水2697 792543284
系水泵水 8264935932
3475聚水 8S9683932
3397350 8995339435
33409327034443318
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解 要估计在任意时刻（包括水泵灌水期间）∶流出水箱的流量ft），分如下两步。
（1）水塔中水的体积的计算。计算水的流量，首先需要计算出水塔中水的体积

C正Dh，V=-4
式中∶D为水塔的直径;h为水塔中的水位高度。

（2）水塔中水流速度的估计。水流速度应该是水塔中水的体积对时间的导数.但由

于没有每一时刻水体积的具体数学表达式，因此只能用差商近似导数。
由于在两个时段，水泵向水塔供水，无法确定水位的高度，因此在计算水塔中水流速

度时要分三段计算。第一段为0-322843，第二段为39435~750213，第三段为85968～
93270s

上面计算仅给出流速的离散值，如果想得到流速的连续型曲线，则需要作插值处理，
这里可以使用三次样条插值。

如果要计算 24h 的用水量，则需要对水流速度做积分，由于没有给出流速的表达式，
因此可以采用数值积分的方法计算。

画出的流速图如图5.5所示。求得的日用水总量为1358.4m3。

一考

120
100

80

60
40

初” O 2015低 325
困5.5 流速的散点图和祥条插值画数图

用Matilab 软件计算时，首先把原始数据保存到纯文本文件 data5_9.tt 中，并且把"泵
水"替换为数值-1。计算的Matlab程序如下;

clc, clear,close all
a=load(data5_9,txt')7
c0=a{r,[1,3]);tO=t0(:); 。提出时间数据，并展开脱列肉量
h0=a{:,[2.4]); h0=h0(±);  提出高度数据，并展开成列向量
hs=0.3024; 8单位换算微据
D=S7*hs:  水塔直径，单位为m
h=h0 /100 ha ; 舍高度数据，单位换算成m
t=t0/3600;  时间单位化属小时
V=pi/d*D^2·h; 。计算各时刻的体职

dv=gzadient (V,t) 计算各时刻的数值导数（导数近似值）
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飞找出原始无放数据的地址no1=Ffind(h0==-1)
no2=【no1（1）-1∶no1亿2）+1，no1（3）-1∶no14）+1】舍找出导数数据的无效地址

司名删除导数数据无效地址对应的时间tt=t;tt (no2)=[];
a 给出各时刻的流速dv2=-dv; dv2 (no2)= [);
老 画出流速的散点图plot (tE,dv2,'*'
8对流速进行插值pp=csape (tt,dv2)
给出播值点tt0=0:0.1:tt (end);
8计算各插值点的流速值fav= fmval (pp,tt0):
高出插值曲线hold on, plot {tt0,fav}
s计算24h内总流量的数值积分I=trapz化t0任∶241），fav（∶241）}
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第6章 微分方程习题解答

6.1 求下列微分方程的符号解，其中的初值y（0）分别等于1、2、3、4时，在同一窗口
画出-2≤x≤4时的四条积分曲线。

”图寻
解 所画出的图形如图6.1所示。

250r
—y0一 1

◆-.y(0j=2
200 .（粉j=3

e严4

150
传

100

50

1*eFa 》
图6.1 解曲线

cle, clear, close all,8yms y(x)
gtr*{'-p','--o',':*','-.d'); hold on
for k=1:4

s=dsolve (diffty)-y-sin(x),(0)==k);
fplot(s,[-2.4],str{k};

end
legend<{Sy(0)=13,'$y0}=23'.'$y0)=3$',$y(0)=4$'..

'Location','northwest','interpreter','Latex')
xlabal($x$', 'Tnterpreter','latex')
ylabel(Sy$','Tnterpreter','latex','Rotation',0)
6.2 求下列微分方程符号解和数值解，并画出解的图形。

+Y*w+（4*2）=0，（）=2，/（）∶ -Te（贝塞尔方程，取n=白夕5
解 求得的符号解为

yrA
求得的符号解和数值解的图形如图6.2所示，可见符号解和数值解吻合得很好。
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图6.2 符号解和数值解的对比

clc, clear, close all,syms y{x)
号为了赋初值，定义一阶导数Dy =aff ty);

y=dgolvex~2*diff(,2)+*difft)+(x"2-1/4)*Y,y(eym'pi)/2)==2..
Dy (8ym(pi)/2)==-2/sym(pi))

fplot (y),hold on
; 8定义微分方程组的右端项a=（x，）位亿2）;（/4/x~2-1）*y（1）-y（2}/x】;

电调用求数值解的命令[x,y]=ode45(ay,lpi/2,81,[2,-2/pil)
8西数值解的图形plot(x,y(:,1),'*')
8对围形进行注legrend "'将号解"'，"数值解'）

xlabel （等x$'，'Interpreter'，'1atex'}
ylabel($y$','Interpreter','latex','Rotation',0)
6.3 求微分方程组的数值解。

【x'=-82-y，x（0）=1， 0≤t≤30.
ly'=x-y3， r（0）=0.5，

要求画出x（t，y（t）的解曲线图形，在相平面上画出轨线。
解 所画的图形如图6.3 所示。

0.7)， 益略

0.6y(0]。
疗一

05) 0.4
03。 o2
产

赣驾
( 。。 ”轨觇-02

少华-0.4
6 05一日 302010 辛

（b）相平面图（2））解如线图
图6.3 解曲线禹及相平面困
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clc, clear, close all
eq=θ（，z}【-z（1）^3-z（2）;zf1）-z（2）^3】;舍z（1）=x，z（2）=y
s=ode4S (eg,[0,30J,[1;0.5))

8ubplot(21),fplot(e(t)deval(,t,1),[0,301,'-','Linenidth',1.2)
hold an,fplot (()deval(s,t,2),[0,30},'LineMidth',1.2)
legend{f$x{)$',3$y{t)$'),'Location','beat','Interpreter','Latex')
xlabel"$t$', 'Tnterpreter', 'latex'}

subplot(122),fplot(e(t)deval(s,t,1),@(t)deval(,,2),[0,30],'k'
xlabel（等$x$'，'Interpreter'， 'latex'）
ylabel (sy$','Tnterpreter','latex','Rotation',0)
6.4 求微分方程组（竖直加热板的自然对流）的数值解。

性：d 使尊 ““夕-2ai 皂’ dn)
dr, 诗，·产+2.1】“到”呼
降低， dr-0.-1已知当n=0时f=0， =-0.5。要求在区间【0，10】上，画出台。 'dn'dop 'dng

fn），T（m）的解曲线。
解 引进变量

94.品出，为，习，为-"; 亡”dn) dn"
把高阶徽分方程组化成一阶徽分方程组; 

亨， y,(0)=0,日讼当‘
d,

y,(0)=0,=ys,an
]dy,

-3y,+2-,y,(0)=0.68,an
dyx,

y,(0)=1,=y,n
dy:=-2.1ys, y,(0)=-0.5.dn

所画出的解曲线图形如图6.4所示。
clc, clear,cloBe all
f=8(t,y)t(2)y(3);-3·y()*y(3)+2*y(2)~2-y(4)y(5);-2.1*y(1)*y(5;
y0=[0;0;0.68;1;-0.5];t,s]=ode451f,[[0,10],y0)
plot（E，s（∶，1），'*一'，t，8（∶，4），--p'）
1egend((f$',/$T$','Tnterpreter','Latex'>
xlabel 1$\eta$','Tnterpreter','latex')
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图6.4 解的线围

6.5 有高为1m 的半球形容器，水从它的底部小孔流出。小孔横截面积为1cm2。开
始时容器内馨满了水.求水从小孔流出过程中容器里水面的高度h《水面与孔口中心的距
离）随时间∶变化的规律。

尘解 如图6.5所示，以底部中心为坐标原点0，垂直 m
向上为坐标轴的正向建立坐标系。由能量守恒原理得 萨“

-ie (6.1)皂、门 t+d
解得护=√2gh。 o

设在微小时间间隔【t，t+ds】内，水面高度由λ 降到 图6.5 半球形容要及坐标系
h+dh（这里 dh 为负值），由物质守恒原理得

(6.2)S(-dh)= Soudt,
式中;S。为底部小孔的横截面面积;S为水面所在的截面面积，有

(6.3)S=mr=π【12-（1-h）2】=π（2h-h），
把v=√，S，=0.0001和式（6.3）代入式（6.2），化简得

10000r（是量-2h5）dh.ds=g
再考虑到初始条件，得到如下的徽分方程模型

(d _1000r,（点-2h），、g书

l(1)=0.
利用分离变量法，可以求得微分方程的解为

2000Z工，【（3是∶-10Mi+7）.3、g卜夕
上式表达了水从小孔流出的过程中容器内水面高度h与时间;之间的关系。

定义符号常量和变量clc, clear, ayms g t (h)
t=dgolve(diff(t)*=10000*pi/sqrt[2*g)*(h^(3/2)-2*h"(/2),t1)==0>71



6.6 在交通十宇路口，都会设置红绿灯。为了让那些正行驶在交叉路口或高交叉路
口太近而无法停下的车辆通过路口，红绿灯转换中间还要亮起一段时间的黄灯。黄灯亮
起时，对于一位驶近交叉路口的驾驶员来说，要安全停车则离路口太近，要想在红灯亮之
前通过路口又觉太远。那么，黄灯应亮多长时间才最为合理呢?

解 假定行车速度为如，交叉路口的宽度为a，典型的车身长度为b。考虑到车通过

路口实际上指的是车的尾部必须通过路口，因此，通过路口的时间为4*虑
些体严

现在计算刹车距离。设w为汽车重量，μ为摩擦系数。显然，地面对汽车的摩擦力为
pao，其方向与运动方向相反。汽车在停车过程中，行驶的距离z与时间;的关系可由下面
的微分方程求得

四么 (6.4)130,“”g
式中;g是重力加速度。

给出式（6.4）的初始条件∶

号弓唑e90 (6.5)
于是，刹车距离就是直到速度 p=0时汽车驶过的距离。

首先，求解二阶微分方程（6.4），对式（6.4）从0~积分，再利用初始条件学到o，得
dx。=pg8+2叫 (6.6)

在..。=0的条件下对式（6.6）从0~!积分，得
-I兴gt'+o“”’ (6.7)2"

为鲜，在式（6.6）中令' =0，得到剩车所用的时间为勒
；告扩”μg'

从而得到

土艺叫么他2μg
计算黄灯状态的时间为

_r()ta+b+T,自
身

式中∶7是驾驶员的反应时间。于是

, a+6,20吐下” →+F24g》0

假设7=1，a=10m，b=4.5m，另外，选取具有代表性的μ=0.2，当场=30km/h，=
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50km/h 以及=70km/h时，黄灯时间如表6.1所示。y与号的关系如图6.6所示。
表6.1 交通信号灯时间对照表

705030r/Lm/h)
6.70694.8659 5.5671y/

7.51

月
6.5。y
业
心
455 12 201810 16 2t6B ：

图6.6 黄灯周期与速度的关系

clc, clear
T=1;a=10;b=4.5;mu=0.2;g=9.8;

8速度单位换算，化成m/sv0= [3050 70]*1000/3600;
yQ=v0/2./mu/g+[a+b),/v0+T

暑速度单位挽算，化成m/sv= [L0:75]*1000/3600
Y=v/2/mL/g+(a+b)./v*T;plot (v,y)
xlabel"$v_0$', 'Interpreter', 'latex')
ylabel($y$, 'Interpreter','latex','Rotation',0)
6.7 我们知道现在的香烟都有过滤嘴，而且有的过滤嘴还很长，据说过滤嘴可以减

少毒物进入体内。你认为过滤嘴的作用到底有多大? 与使用的材料和这滤嘴的长度有无
关系?请你建立一个描述吸烟过程的数学模型，分析人体吸入的毒物量与哪些因素有关，
以及它们之间的数量表达式。

解 （1）模型的假设。
①烟草和过滤嘴的长度分别为L和L，香烟总长t=L+L，毒物M（mg）均匀分布在烟

草中，密度为wg=M/L。
②点燃处毒物随烟雾进入空气和沿香烟穿行的数量比例是 a';a，a'+a=1。
③未点燃的烟草和过滤嘴对随烟雾穿行的毒物的吸收率（单位时间内毒物被吸收的

比例）分别是常数b和β。
④烟雾沿香烟穿行的速度是常数v，香烟燃烧速度是常数u，且p≥u。
（2）模型分析。
将一支烟吸完后毒物进入人体的总量（不考虑从空气的烟雾中吸入的）记作Q，在建

立模型以得到Q的数量表达式之前，先根据常识分析一下Q应与哪些因素有关，采取什
么办法可以降低Q。 73



首先，提高过滤嘴吸收率β、增加过滤嘴长度L，、减少烟草中毒物的初始含量 M，显然
可以降低吸人毒物量O。其次，当毒物随烟雾沿香烟穿行的比例a和烟雾速度。减少时，
预料Q也会降低。至于在假设条件中涉及的其他因素，如烟草对毒物的吸收率b、烟草长
度1、香烟燃烧速度u，对 Q 的影响就不容易估计了。

下面通过建模对这些定性分析和提出的问题作出定量的验证和回答。
（3）模型建立。
以香烟所在的一端作为坐标原点，以香烟所在的级段作为x 轴的正半轴，建立坐标

系。设t=0时在多=0处点燃香烟，吸入毒物量O由毒物穿过香烟的流量确定，后者又与
毒物在烟草中的密度有关，为研究这些关系，定义两个蕃本函数∶

毒物流量 g（x，t）表示时刻∶单位时间内通过香烟截面x处（0≤z≤l）的毒物量;
毒物密度如（x，t）表示时刻∶截面x处单位烟草中的毒物含量（0≤x≤L，）。由假设

①,w(x,0)= m2。
如果知道了流量函数g（x，t），则吸人毒物量Q就是x=2处的流量在吸一支烟时间内

的总和。注意到关于烟草长度和香烟燃烧速度的假设，我们得到

Q=],q(l,)d,T=H/A. (6.8)
下面分4步计算Q。

①求;=0瞬间由烟雾携带的毒物单位时间内通过x处的数量g（x，0）。由假设④中
关于v≥u的假定，可以认为香烟点燃处s=0静止不动。

为简单起见，记q（z，0）=q（x），考察（x，x+△x）一段香烟，毒物通过x和x+Ax处的流
量分别是q（x）和φ《x+Ax），根据守恒定律这两个流量之差应该等于这一段未点燃的烟草
或过滤嘴对毒物的吸收量，于是由假设②、④有

[bq(x)Ar,0≤x≤L,Ai-eq(x)-g(x+△x)=;Bg（x）Ar，l晒x≤l，
式中;△r是烟雾穿过 △x所需时间。令 Ar-+0得到徽分方程

b火。凸量质宁。g.、 (6.9)论dx
(x),l,≤x≤l.6

在z=0处点燃的烟草单位时间内放出的毒物量记作H。，根据假设①、③、④可以写出
方程（6.9）的初始条件为

q(0)= aH。,H=120 (6.10)
求解式（6.9）、式（6.10）时先解出g（x）（0≤x≤1），再利用q（x）在x={处的连续性

确定g（x）{l旺z≤1）。其结果为

0≤??,Ja.。3,尖” (6.11)宽气中l≤*安L.

②在香烟燃烧过程的任意时刻t，求毒物单位时间内通过w=L的数量g（4，i）。
因为在时刻z香烟燃至z=m处，记此时点燃的烟草单位时间放出的毒物量为
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H（2），则
(6.12)H(t)= nme(x,f),

根据与第①步完全相同的分析和计算可得

a（）。一， 长点草肉：Y6.)=" (6.13)豆它户记 l年写x≤L
实际上，在式（6.11）中将坐标原点平移至x=u处即可得到式（6.13）。由式（6.12）、

式（6.13）能够直接写出
、

(6.14)g(,E)= auaw(u,t)。-2。e
③确定w《u，t）。因为在吸烟过程中未点燃的烟草不断地吸收烟雾中的毒物，所以

毒物在烟草中的密度w（x.）由初始值w.逐渐增加。考察烟草截面。处 △t时间内毒物

密度的增量（x，+As）-w（z，t），根据守恒定律应该等于单位长度烟雾中的毒物被吸收的
部分，按照假设③、④有

享纤子之支宁己”贮它字
物

令A-0并将式（6.12）和式（6.13）代入上式，得
(31_aby砂（u，4）e知a2， (6.15)at付
w(x,0)=*0

方程（6.15）的解为

+。F-中7lLC20)m" 。吟一式a (6.16)
["(x,)"(1-0)

式中∶a'=1-0。
④计算Q。将式（6.16）代人式（6.4），得

。与-ae气， (6.17)之亡”博斗品
最后将式（6.17）代人式（6.8）并作积分，得

，华。秘。若气 (6.18)仑“之亡乌”a'6
为便于下面的分析，将上式化作

(6.19)Q=ame.1-e4a'bv
记

8. (6.20)4 (o-.r= ”v
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则式（6.19）可写作

(6.21)Q=aMe -(r).
式（6.20）和式（6.21）是我们得到的最终结果，表示了吸入毒物量Q与a、M、B、↓、v、

b、等因素之间的数量关系。

（4）结果分析。
①Q与烟草毒物量 M、毒物随烟雾沿香烟穿行比例α成正比<因为φ（r）起的作用较

小，这里忽略φ（r>）中的a'（=1-a））。设想将毒物M集中在z=L处，则吸人量为aM。

②因子。一体现了过滤嘴减少毒物进入人体的作用，提高过滤嘴吸收率β和增加长
度L 能够对Q起到负指数衰减的效果，并且β和L。在数量上增加一定比例时起的作用相
同。降低烟雾穿行速度v也可减少Q。设想将毒物M集中在x=L，处，利用上述建模方法

不难证明，吸人毒物量为 aMe兽。
③因子φ（r）表示由于未点燃烟草对毒物的吸收而起到的减少Q的作用。虽然被吸

收的毒物还要被点燃，随烟雾沿香烟穿行而部分地进入人体，但是因为烟草中毒物密度
w（x，t）越来越高，所以按照固定比例跑到空气中的毒物增多，相应地减少了进入人体的

毒物量。

a'b.,<1，式（6.20）中的e"取泰勒展开式的前3项可得φ（r）≈根据实际资料r=?
他

1-r/2，于是式（6.21）为

Q=aMe"(r). (6.22)
可知，提高烟草吸收率b和增加长度{〈毒物量 M不变）对减少Q的作用是线性的，

与β和l，的负指数衰减作用相比，效果要小得多。
④ 为了更清楚地了解过滤嘴的作用，不妨比较两支香烟，一支是上述模型讨论的，另

一支长度为1，不带过滤嘴，参数、b、a、v与第一支相同，并且吸到x=l处就扔掉。
吸第一支和第二支烟进人人体的毒物量分别记作Q，和Q，Q，当然可由式（6.18）给

出，Q。也不必重新计算，只需把第二支烟设想成吸收率为6（与烟草相同》的假过滤嘴香
烟就行了，这样由式（6.18）可以直接写出

气（1-"，Q2=害节气子

(6.23)a'b
与式（6.18）给出的Q，相比，得

唱Q (6.24)-=e，Q。
所以只要β>b就有Q<Q，过滤嘴是起作用的。并且，提高吸收率之差β-b与加长过滤嘴
长度 L，对于降低比例Q，/Q。的效果相同。不过提高β需要研制新材料，将更困难一些。

6.8 根据经验当一种新商品投入市场后，随着人们对它的拥有量的增加，其销售量
s（t）下降的速度与s（t）成正比。广告宣传可给销量添加一个增长速度，它与广告费 a（纱
成正比，但广告只能影响这种商品在市场上尚未饱和的部分（设饱和量为M）。建立一个
销售s（t）的模型。若广告宣传只进行有限时间r，且广告费为常数a，问s（t）如何变化。
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解 设A（λ>0为常数）为销售量衰减因子，则根据上述假设建立如下模型∶

结告-eiof-8）noa0， (6.25)

式中;p为响应系数，即 a（t）对s（t）的影响力，p为常数。

由式（6.25）可以看出，当s=M时，或当a（（z）=0时，有

快。 (6.26)=-A8.a
假设选择如下广告策略;

(a/r,0cter,(2)= (6.27)37.0,
将其代人式（6.25）有

ds, 置’气 窝欠台： (6.28)目小尊ds k

令
&海 悼叶储中”亡式 t

这时，式（6.28）可写为

ds (6.29)+bor=ce,d'
若令s（0）=5，则式（6.29）的解为

（）=号（1-*）+e. (6.30)

当∶≥r时，根据式（6.27），式（6.25）化为式（6.26），其解为s（b）=s（r）e~t），故

6(1-8")+。e*,0<1E?,()=？
ts(r)e4-) 卖7。

6.9 一只小船渡过宽为d的河流，目标是起点A正对着的另一岸B点。已知河水
流速 v与船在静水中的速度 v之比为正。

（1）建立小船航线的方程，求其解析解。
（2）设d=100m，，=1m/s，少，=2m/s，用数值解法求渡河所需时间、任意时刻小船的

位置及航行曲线，作图，并与解析解比较。
y解 （1）以B为坐标原点，BA所在的缓段为z

轴的正半轴，建立如图 6.7所示的坐标系。
设小船航迹为了=y（x），由运动力学知，小船实

际速度=v，+r，，设小船与 B点连线与》轴正方向夹
分角为0，则

立的
叫v=-iv,coe6+j(v-2,sin0), ’ 尾

即 图6.7 波河示意图
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d。dr”占子盖。 = -zsin.欲d
设小船∶时刻位于点（（x，y）处，显然有

体乐， inf=-勾径叶，
2号 人也

即
伊 ④“ y们量” =动判 丛式/sz-+y

所以

于宁‘专，安、/dx.
dde/d

于是初值问题

丝： 已 肯=-" 0~<x<d, (6.31)叶针 ·
Ur(4)=0,

即为小船航迹应满足的数学模型，它是一阶齐次徽分方程。

d。吃令工=a，则y00 认下面进行模型求解，令 +u，把它们代人式（6.31），整理得针’序 阶

咯=-a√1+, (6.32)当dz
对式（6.32）分离变量并积分，可得

arahuz=ln（u+√1+证Z）=-n（Ine+hnC），

代人初始条件x=d，双=0，得C=-“墨
ha（a+/TW）=-如?"号），

从而

-*a")-r8)-a]
代回x=二，得a
丫尝0≤x≤d. (6.33)

（2）小船航线的参数方程为
24食， x(0)=d,a 人已
2d。 y(0)=0.=1-部 /R好
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通过数值解求出小船渡河的时间为66.658，解析解和数值解的对照图如图6.8所示。

蓉笋蜜管。
16 数值解●
旦S
9，
，善

色，e。 5040 80 90603010 10020200

图6.8 解析解和教值解的对顺图

cle, clear, cloae all
d=100;v1=1; V2=2: k=v1/v2;
y=8x）/2*【bx/d），"（1-k}-（x/d）.^（1+k））;*定义解析解的僵名函数

8画解析解的曲线fplot t,[0,100])
dxy=@(t,xy)[-2* xy ()/8grt (k ()~2+0y (2)~2)

定义微分方程的右婚项1-2* xy (2)/sqrt (xy [1)"2+xy (2)"2)];:
8 求数值解，时间区间要逐步试验给出[t,x]=ode45 (dbxy,[0,66.65], [100;0])
8画数值解hold on, plot (xy{:,1),xy(:,2),'*r'}

legend（'解析解'，'数值解'），xlabel （$x$'，'Interpreter'，'latex'）
ylabel(Sy$','Interpreter','latex','Rotatlon',0)

补 充 习 题

6.10 隐式徽分方程求解
隐式微分方程就是不能转换成显式常徽分方程组的徽分方程，Malab 提供了直接求

解隐式微分方程的函数 ode15i。若隐式微分方程的形式如下;
F（x，x（t），站（t））=0，

给定初始条件xt。）=xa，主（to）=主。，则可以编写函数描述该隐式徽分方程，然后调用如下
命令

sol*ode15i(fun,[t0,tn],x0,xp0,options)
就可以求解该隐式微分方程。其中，funm 为 Matlab 函数或匿名函数描述隐式微分方程，
【t0，】为徽分方程的求解区间;x0为z（）的初始值，xp0为s（t）的初始值。

但是隐式微分方程不同于一般的显式微分方程，求解之前，除了给定x（;）的初始值，
还需要效（t）的初始值，站（z）的初始值不能任意赋值，必须满足微分方程的相容性条件，否
则将可能出现矛盾的初始值。通常使用函数 decic 求出这些未完全定义的初值条件，函7



数decic 的使用格式为
[x0mod,xp0mod]=decic(fun,E0,x0,fixed_x0,xp0,fLxed_xp0)

其中x0是给定的x（z）的初始值，xp0是任意给定的∶（s）的初始值，fxed_x0和 fixed_xp0
是与xpo同维数的列向量，其分量为1表示需要保留的初值，为0表示需要求解的初始
值。若fxed_x0和 fxed_xp0等于空矩阵【，表示允许所有的初值分量可以发生变化。

分别用显式和隐式解法求下列微分方程的数值解;

永，=-4x+1新2，*（0）=2，
ti。=x,4:-2,*(0)=1.

clc, clear, cloBe all
dx=@（，x）【-4*x（l）+（}*x（2）;x（）*x（2）-x【2）~2】; 各定义微分方程组右墙项
x0=[2;1];[t,x]=ode23 {dx,[0,10],x0)?
subplot （121）; plot {代t，x（∶，1），'-P'）

hold on， plot（，x（∶，2），'-*'}，tile（显式数值解'>
1egend({$x_1$','$x2$'},'Tnterpreter','latax')

abxfunxete,x,dx)[-dx()-4*x(1)+x()*x();-dx(2)+x()*x(2)-x()~2];
x0=[-6;1];[t,x]=ode15i (dxfun, [0,10],x0,xp0);
8ubplot {122), plot {t,x(:,1),'-P')
hold on， plot（t，x（t，2），'-*'}，tile'牌式数值解'}
legand(($x_1$','$x_2$'},'Tnterpreter', 'latex')
6.11 微分代数方程的求解

微分代数方程是指在徽分方程中，某些变量间满足一些代数方程的约束，其一般形
式为

M(t,x)=f(t,x),
式中∶M（t，x）矩阵通常是奇异矩阵。在 Matiab 语言提供了 ode158来求解。

求解如下微分代数方程组∶

i，=-z;-*;为*∶2g
门皆当善号‘品。
(r;+2:2+z;~1=0,

其中初始值为z（0）=1，，z2（0）=0.5，x，（0）=-1。
解 显然，最后一个方程为代数方程，可以看作3个变量之间的约束关系。将该方程

组写成矩阵的形式

318) 
一*-Xj等2十粥2年g

0 x，+22，十x、-1

求得的数值解如图 6.9所示。
clc, clear, cloe all
dxfun3=e(t,x}[-x()-x()*x()+*x(2)*x(3)

2*x(1)*x(2)-x(2)*x()-x(2)~2
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名定义标准型右谱项的瞪名函敷x(1)+2*x (2)+x(3)-1]:
M=[1.0,0;0,1,0;0,0,0];×0*[,0.5.-13;

名定义 options 参数的取值opxodeset 'Ma6E',M);
[t,x]=de15s (dxfun3,[0,30],x0,op);
plot(,x<:,1),'.',E,x(:,2},'<-',tx(:,3),'P-')
l1egend({x_1$','$x2$','$x_3$'),'Tnterpreter','latex','Location',best'

L.5 -
0.5。
-0.5~
-1-5o 10 2515 30吆’“？

图 6.9 微分代微方程的数值解图

6.12 时滞徼分方程的求解
许多动力系统随时间的演化不仅依赖于系统当前的状态.而且依赖于系统过去某一

时刻或若干个时刻的状态，这样的系统被称作时滞动力系统。时滞非线性动力系统有着
比用常徽分方程所播述的动力系统更加丰富的动力学行为，如一阶的自治时滞非线性系
统就可能出现混沌运动。时滞微分方程的一般形式为

快入自沁严”义了中“
式中∶7≥0为时滞常数。

在 Matlab中提供了命令 dde23来直接求解时滞微分方程。其调用格式为
so1=dde23 (ddefun,lags,history,tspan,options),

其中，ddfmm 为描述时滞微分方程的函数，lags为时滞常数向量，higtory 为描述 t≤t。时的
状态变量值的函数，tspan 为求解的时间区间，options8 为求解器的参数设置。该函数的返
回值sol是结构体数据，其中成员变量eol.x为时间向量t.成员变量 sol.y为各个时刻的
状态向量构成的矩阵，其每—行对应着一个状态变量的取值。

求解如下时滞微分方程组∶
(ie(t)= -x,(2):,(8-1)+x((t-10),
喜（t）=x，（t）x（t-1）-xz（e），
i、,(t)=z,(t)-*,(t-10),

已知;在t≤0时，，x（t）=5，xo（4）=0.1，z，（t）=1，试求该方程组在【0，40】上的数值解。
解 本方程可以定义两个时滞常数r=1，Tr2=10，求得的数值解如图6.10所示。
cle, clear, close all
dx=e(t,y,z)[-y(1>*z (2,1)+z t2,2)
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y(1)*z(2,1)-y(2)
y(2)-z(2,2)];

his=@(t)[5;0.1;1];sol=dde23 (dx,[1,10],his,[0,40])
plot(sol.x,8ol.y(1,:),'-o',sol.x,sol.y(2,:)),-~,sol.x,sol.y(3,:),'-P
legend(($x_1$','$x_2$','$x_3$'),'Interpreter','latex')
xlabel ($t$','Interpreter','latex'>

C
色
in

H-3000e0-时

曹

20 25 30 35 4010 15 25
t

图6.10 时滞微分方程的时间状态图

6.13 求解如下具有混沌状态的时滞微分方程
2x(t-2)空”“史了湍矽人：

已知∶在t≤0时，x（t）=0.5，试求该方程在【0，200】的相位图。
解 本方程只有一个时滞常数T=2，求得的数值解如图6.11所示。

“产

12-
(Z-2r0.8
0.6
0.4-
02 0.6 1.20.804 1.41吗 X0)

图6.11 时滞微分方程的相位图

clc, clear, close all
dx=@(ty,z)2*z/(1+z~9.65)-y;
sol=dde23 (dx,2,0.5,[0,200]);
t=1inspace（2，100，1000）;告在区间【2，100】上取1000个点
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舍计算对应t 的状态变量x的取值x=deval [sol,t}
xlag=deval{8ol,t-2);

plot(x,xlag} 号高出相位图，显示混沌现象

xlabel(Sx(t)$','nterpreter','latex')
ylabel（$x化t-2）$'，'Interpreter'，'latex'）
6.14 常微分方程两点边值的求解。

求解区间【0，4】上的边值问题

2皆y(*)= 创已占。2'(x)-1+%

边界条件为y（0）=1.25和r（4）=-0.95。
解 首先做变量替换把二阶方程化成一阶方程组，令y（x）=yx），为（x）=y'（x），得

到一阶方程组∶

[yY=y?,
2皆。下” 21+1.202-“1+z2

电，求得的数值解如初始猜测解是任意取的，这里取7（x）=1.25+，yr（（x）=1.25x+le
图6.12所示。

“品一
分-

0.5"
0飞

占以一

-1

.5605 3.51.3 ”

图 6.12 两点边值问题的敏值解

clc, clear, cloBe all
yp=@（x，y）【（2）;2*x/（+x~2）*y（2）-2/（+x~）*Y（）+1;鲁定义方程组的匿名面数

$定义边界条件的匮名函数bc=@ta,yb)bva()-1.25;yb(1)+0.95];
卷 给出初值猜测解guess=@(x}[1.25+x;1.25*x+x^2/2];

solinit=bvpinit(1inepace(0.4,50),gues8);
sol=bvp4c (yp,bc,solinit);
plot(8l.x,sal.y(1,:),'o-,so1.x.sol.y(2,:),'·-)
xlabe1 ($x$','Interpreter','latex')
ylabel($y$'Interpreter','latex','Rotation',0)
1legend({y1 $','Sy2$'》,'Tnterpreter','latex')
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第7章 数理统计习题解答

7.1 从一批灯泡中随机地取5只作寿命试验，测得寿命（单位∶h）为
1050 1100 1120 1250 1280

设灯泡寿命服从正态分布。求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90 的置信区间。

解 灯泡寿命平均值μ的一个置信水平为1-的置信区间为压主e（n-1），这里
1-α=0.9，α/2=0.05，n-1=4，与。（4）=2.1318，由给出的数据算得元=1160，s=99.7497。
计算得总体均值μ的置信水平为0.90的置信区间为（1064.9，1255.1）。

clc, clear
x0= 【1050 1100 1120 1250 1280】'; 等必须列向量
n = length (x0); alpha = 0.10;
Ta= tinv(1-alpha/2,n-1) 8计算上 alpha/2分位数
pd = fitdLBt (×0,'Normal') ?飘合正态分布参数
ci = paramci (pa, 'Alpha', alpha] ci的第一列是均值的置信区间

7.2 某车间生产滚珠，随机地抽出了50粒，测得它们的直径为（单位;mm）∶
15.0 15.8 15.2 15.1 15,914.7 14.8 15.5 15.6 15.3
15.1 15.3 15.0 15.6 15.7 14.8 14.5 14.214.914.9
15.2 15.015.315.6 15.1 14.914.2 14.6 15.8 15,2
15.9 15.2 15.0 14.9 14.8 14.515.1 15.5 15.5 15.1
15.1 15.0 15.3 14.7 14.5 15.515.0 14.7 14.6 14.2

经过计算知样本均值z=15.0780，样本标准差s=0.4325，试问滚珠直径是否服从正
态分布N（15.0780，0.43251）（α=0.05）?

解 检验假设H;滚珠直径X~N（15.0780，0.43252）。
将区间（-四 ，+9）分成7段，计算结果如表7.1所列。

表7.1 X检验法计算过程的数据
频数那;区间 概率P

-) (-*,14.71) 0.197421
乙 一多一[4.7,L4.8) 0.1261
3 [14.88,15.05) 10 0.1506
卓 [15.06,15.22) 乙 0.1545
多 守[152.15.39) 11360

[15.2,1.39) 4 0.1028、0、” 8【15.39，四） 0.1325
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计算得统计量X=5.0318，查X分布表，α=0.05，自由度k-r-1=7-2-1=4，得临界

值X。（4}=9.4877，因x=5.0318<9.4877，所以 H。成立，即滚珠直径服从正态分
布N（15.0780，0.43252）。

clc, clear
a = readtmatrix('data7_2.txt');x=a{;);
pd = Fitdist (x, 'Normal')

[h, p1,et]= chi2gof (x,'cdf',pd,'Nparam',2)
ed = at.edges; ed (1)=-inf;ed{end)= inf;

兔计算各个区间的概率D2 = diFf (cf tpd,ed))
t计算上 alpha 分位数k2= chi2inv （0，95，就.af）

7.3（续7.1）按分位数法求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90的 Bootstrup 置信
区间。

解 相继地、独立地自原始样本数据用放回抽样的方法，得到 B=10000个容量均为
5的 Bootstrap 样本。

对每个Bootstrap 样本算出样本均值z;（i=1，2，⋯，10000），将10000个z;按从小到
大排序，左起第500位为zm=1098，左起第 9500位为对iom=1232。于是得μ的一个置
信水平为0.90的Bootstrap 置信区间为

(z/o,Ei=(1098,1232).
cle，clear，rng （2） 。取确定的随扎数种子
x0= [1050 1100 1120 1250 1280];
mu=bootci（10000，【（x）mean （x），x0}，'alpha'，0.1）号计算均像的置信区间
7.4 设有如表7.2所列的3个组5年保险理赔额的观测数据。试用方差分析法检

验3个组的理赔额均值是否有显著差异（取显著性水平α=0.05，已知F。o（2，12}=
3.8853。

表7.2 保险理赔额观测数据
t=5下出{=1 =2 #=4 “9石998旨”
亡99富 18=2 100
116105108129 140j=3

解 用X，表示第j组第t年的理赔额，其中j=1，2，3，t=1，2⋯，5。假设所有的X，相
互独立且服从N（p;，σ2）分布，即对应于每组均值m;可能不相等，但是方差σ2>0是相
同的

记

品点点*“ X·叫巾心 f。5 15G人沪

又乎‘“了20.，-万）+s.=?乡 一
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提出原假设H∶=μ2=妈，H;山，川不全相等。

1252.F（2，12），对于给定的显著性水平 a，及临界值若H。为真，则检验统计量F=.25。
F。（2，12），依据样本值计算检验统计量F的观察值，并与F（2.12）比较，最后下结论;若

检验统计量F的观察值大于临界值F。{2，12），则拒绝原假设 H;若F的观察值小于
F。（2，12），则接受H。

这里求得S=1056.53，自由度为2，S，=1338.8，自由度为12。于是F=4.73，这与
临界值F。e（2，12）=3.8853比较起来数值过大了。我们的结论是这些数据表明每组的
平均理赔不全相等。

clc, clear
a=readmatrix(data7_4,txt');
[p,C,t]= anova1 (a')

7.5 某种半成品在生产过程中的废品率，与它所含的某种化学成分x有关，现将试

中古言义占化验所得的8组数据记录如表7.3 所列。试求回归方程 y=
较

表7.3 废品率与化学成分关系的观测数据
3么一序号 卢“ 6 8？e 05 “日 、 “昌。->l 1.3 0.810.9 0.7 0.6 0.40.55

解 利用Matlab 软件求得回归方程为

0.6498+0.5901+0.0666x-0.0091x?.门 滋

使用线性最小二乘法计算的Mntlab程序如下∶
clc, clear
x= [12 4 5 7 8 9 10]';

Y=[1.3 1 0.9 0.81 0.7 0.6 0.55 0.4)'
a= [1./x,ones(size(x)1,x,x.~2};号构造线性方程组的系数矩阵
cs=a y 8求最小二乘解
使用 itim 函数计算的Matlab程序如下;
clc, clear
x=[12 4 5 7 8 9 10]';

y=[1.3 1 0.9 0.81 0.7 0.6 0.55 0.4]';
tbl=table(./x,x, x.^2,y,'VariableNames',..-

(x_inv'x','x_sqr',y') 构造数据表
md = fit1m(bl) 龟报合模型
7.6 人的身高与腿长有密切关系，现测得 13名成年男子身高y与腿长x数据见

表7.4。试建立人的身高y和腿长x之间的一元线性回归模型。
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（单位∶cm）表7.4 13名男子身高腿长数据
107 109103.s 10610510410198图96.5969592”

181177177171 176176174172170168芽 167165163
解 数学原理我们就不赘述了。
利用给定的观测值和 Matlab 软件，求得线性回归模型为

y=73.2410+0.9808x,
模型的检验指标如下∶相关系数平方R2=0.962，剩余标准差 RMSE=1.09，F=276，p=
3.87×10-°。各种检验指标都很好。

使用两种方法画出的已知数据的残差分布图如图7.1所示，从图中可以看出，第5个
数据为异常数据将其剔除后重新计算，得到的回归模型为

y=69.72+1.0135x,
模型的检验指标如下∶相关系数平方R2=0.984，剩余标准差 RMSE=0.732，F=628，p=
2.35×10-1。检验指标值也有提高。

残差-观测顺序图残差个案次序图 言安
×25m e 。

2一，
柔单案敏 。 *os ×" o ××X-0s X本

X之 ，A15实 1510v6 810 12
行编号个案编号

图7.1 残差图

clc, clear
a=readmatrix'data7_6.txt';
x=a(;,1);y=a(:,2);
mat=[ones(13,1),x];

舍第1种方式计算[ab1,abint,r,rint,stats]=regress ty,mat)
8第2种方式计算md1=fitlm(x,y)
8画残差图subplot (121),rcoplot (r,rint)

subplot (122),plotResiduals (md1,'caseorder')
8剔除异常值，重新计算md2=fitlm (x,y,'Exclude',5)

7.7 为分析4种化肥和3个小麦品种对小麦产量的影响，把一块试验田等分成 36
小块，对种子和化肥的每一种组合种植3小块田，产量如表7.5所示（单位∶kg），问品种、
化肥及二者的交互作用对小麦产量有无显著影响。 87



表7.5 产量数据

化肥 即 B当 罗品种
A, 174,76,178173,172,173 172,173,174177,179,1?6
A 178,0.179175,13,176 174,75,173 170.,17,172
M 174.174,17317,175,176 174,17.174 169169,170

解 记品种为因素A，它有3个水平，水平效应为a;，=1，2，3。化肥为因素B，它有4
个水平，水平效应为bj=1，2，3，4。品种和化肥的交互效应为gg，=1，2，3;j=1，2，3，4。
我们在显著性水平α=0.05下检验

H,:4=a2=a3=0;
H2:b=b2=b.=b,=0;
H;gu =gia=81-=·=g =0.

由表7.5数据经计算得方差分析表相表7.6 所列。表明各试验均值相等的概率都为
小概率，故可拒绝均值相等假设，即认为不同品种（因素A）、不同化肥<因囊 B）下的产量
有显著差异，交互作用也是显著的。

表7.6 方挫分析表
方差来源 离差平方和 P值均方自由度 P篮

2因素A Sa-=13.1667 6.5833 5,27 0.0127
因素日 Sa=125 4.6667 339司、 。

6交互作用 。1l1.4722Spe *68.833 9.18
误差 24Se=236.9300 1.25
合计 予皆 嵩

cle, clear,a=load('data7_7.txt');
a = a';Ip, t, st]* anova2(a, 3)
7.8 经研究发现，学生用于购买课外读物的支出γ（元/年）与本人受教育年限x1

（年）和其家庭收人水平x，（元/月}有关，对 10名学生进行调查的统计资料如表7.7
所示。

表7.7 调查统计资料
序号 序号*2 w年？ *·

等 6 司450.3 342 2z.1 6604
？ ， ？613.9 4086 尸 雾含9.2
四 301.5 一 4388 6 701892.7e
中 4808k781.5 夕rl2L.0 8706、身v “61L1 5896 10 1094.2 10478。
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要求;（1）试求出学生购买课外读物的支出y与受教育年限x，和家庭收入水平x。的

回归方程j=6+bgx;+bg。
（2）对x，如，的显著性进行∶检验，，计算R2。
（3）假设有一学生的受教育年限x=10年，家庭收人水平x，=9600元/月，试预测该

学生全年购买课外读物的支出，并求出相应的预测区间（α=0.05）。
解 数学原理我们这里就不赘述了。
（1）利用 Matlab 软件求得回归方程为

y=-67.3538+106.9354x,+0.0275x。
（2）通过∶检验可知变量x，，*。都是显著的，R2=0.984。
（3）x=10年，z2=9600元/月时的预测值为1265.6154元，预测的置信区间为

[1203.8319,1327.3988].
clc, clear,format long g
a=readmatrix('data7_8.Ext');
y= [a(:,2);&(:,6)];
x= (a(:,[3,43);a(:,[7,8])];
md = Eitlm (x,y)

tyh, yhint]= predict (md,[10,9600])
8恢复短小数显示foZmat

7.9 （三因豪方差分析）某集团为了研究商品销售点所在的地理位置、销售点处的
广告和销售点的装潢这三个因素对商品的影响程度，选了三个位置（如市中心黄金地段、
非中心的地段、城乡结合部）、两种广告形式、两种装潢档次在四个城市进行了搭配试验。
表7.8是销售量的数据，试在显著水平0.05下，检验不同地理位置，不同广告，不同装液
下的销售量是否有显著差异。

表7.8 三因素方差数据

4城市号 3e，水平组合
980960967955ABC
9309509499274,BC
920910905 号有BC
875860 8BGABG 855
900895890830AB,G 830B50840860A所C.
860850865ABC 870
830850 840ABC 830
89900888s75A,B,C
象84T8504BC. 870
8358459634,BC 870
848832小局6 842图
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解 记地理位置为因素A，它有3个水平，水平效应为α;，i=1，2，3。广告为因素B，
它有2个水平，水平效应为β.i=1，2。装满为因素C，它有2个水平，水平效应为7，k=
1，2。我们在显著性水平a=0.05下检验∶

H;:α =α2=&qg=0;
H2:β,=β-=0
H:Y =y.=0.

由表7.8数据经计算得方差分析表如表7.9所列。表明各试验均值相等的概率都为
小概率，，故可拒绝均值相等假设，即认为不同地理位量（因素A）、不同广告（因素 B）、不同
装潢（因素C）下的销售量有显著差异。

表7.9 方差分析表
均方自由度离鳖平方和方差来源 F假 心郸

乙S,=38195.8因素A 50.5119097.9 ，。’
自因蒙B S-1856.3 。18565.3 49.1

因素C Se-10034.1 026.54A10034.1-
clc, clear, clo8e all
y = readmatrix('data7_9.txt';

晨开为长的列肉量y =y(:):

g1=fones（1，4），2*ones（1，4），3*onae（1，4）】;8第1列A水平籍号
g1= repmat (g1, 1,4):
g2 = repmat([1,1,2,21, 1, 3); 号第1列B水平编号
g2 = reprat (g2,1,4);
g3= repmat ([1,2], 1,6); 第1列C水平编号
g3 = repmat(g3,1,4)

[p,t,et]= anovan y',(g1,g2,g3),'model','interaction'
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第8章 差分方程习题解答

8.1 求斐波那契（Fibonacci）数列的通项。
斐波那契在13世纪初提出.一对兔子出生—个月后开始繁殖，每个月出生一对新生

免子，假定免子只繁殖，没有死亡，问第k个月月初会有多少对兔子?

解 以对为单位，每个月繁殖兔子对数构成一个数列，这便是著名的斐波那契数列∶
1，1，2，3，5，8，⋯，此数列F。满足条件

(8.1)Fa=1,F(=1,F=Fw+F k=0,1,2,⋯).
解法一∶运用特征值和特征向量求F、的通项。
首先将二阶差分方程（8.1）化成一阶差分方程组。式（8.1）等价于

艺“艺： k=0,1,⋯·F=F+F,
写成矩阵形式

(8.2)W.=Aaa，标=0，1，2，·，
其中

~-【 }.-【2】~【母
由式（8.2）递推，可得

(8.3)a,=A*α,k=1,2,3,.
于是，求F，的问题归结为求α，即A*的问题。由

言二中“巳上：
.1/.1-/5，入x-得A的特征值为λ，= 2电？

对应Aλ，入2的特征向量分别为

置【5-1

上5-1
，于是有

即rar
所以
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语1-9）214（）10‘子运 2

月4）*（）345
10/ry

得到

③(-S)+A(+a).n-15 (8.4)10

这就是斐波那契数列的通项公式。
对于任何正整数k，由式（8.4）求得F，都是正整数，当k=19时，F，。=6765，即19个

月后有6765对兔子。

clc,clear,syms k positive integer
8构造符号矩阵a= sym([0,1;1,1));

p x charpoly (a) 8计算特征多项式
? 求特征值r = roots(p)
??a 相家对角化[P, D] = eig(al

Ak=P*D.^k*inv(P>*〔1;1]
Akc= simplify(Ak),Fk= Ak(1]
P19=subs (Fk,k,19),F19=aimplify(F19)
解法二;差分方程的特征根解法。
差分方程（8.1）的特征方程为

λ2-2-1=0，
1-5 .1+/,特征根入，= P,A= 是互异的。所以，通解为2 2

(y:+c, (-S)略

利用初值条件F。=F，=1，得到方程组
6c+e=1,

己够？(1-)d 立 22
“命 5.1由此方程组解得 cq= 最后，将这些常数值代人方程通解的表达式，得少百叫2le10" 10°

初值问题的解是

(-):响n-（2册+与 2
clc,clear,sym cl c2
syIs k positive integer

转换为符号多项式a=[1-1-1];a=sym(a);
r=rootg (a) 求符号多项式的根
ft=a1*r()"k+c2*r(2)*k 写出齐次差分方程的通解
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eq1subs(ft,0)-1, eq2=subs(ft,1)-1
[c10,c20]=solve (eqL,eq2) 求符号代数方程组的解

c10=simplify (cl0), c20=simplify {c20)

ft=aubs (ft,[cl,c2),[c10,c20]} 8求齐次差分方程的特解5

8.2 在某国家，每年有比例为p的农村居民移居城镇，有比例为q的城镇居民移居
农村。假设该国总人数不变，且上述人口迁移的规律也不变。把n年后农村人口和城镇

人口占总人口的比例依次记为x。和y。（x，+y，=1）。

己宅空中的矩阵A;

瓦垄运（2）设目前农村人口与城镇人口相等，即 /T。
解 （1）由题设，有

[*=(1-p)x,+o,
J=p。+(1-g)y。,

即

t:-7[] (8.5)

群

凸
（2）由式（8.5），得到

CH】-仁--cCT】-*"
为了求A"，需要把矩阵A相似对角化。先求A的特征值和特征向量，易求得A的特

征值λ=1，A2=1-p-4。

这、;对应于入A=1-的特征向量为专-1，对应子 λ，=1 的特征向量为号，=

61令P=【6点。】1，则P可逆，且P-'AP= ，其中r=1~p-q。因此，有。、
4r[ 9].

空宅岩古
老了：略

计算的 Matlab 程序如下;
clc，clear，sym名 pq n

如果不定义n为正，下面的符号表达式无法化筒syms n po8itive
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求特征多项式A= [1-P,a+D.1-ql;P=charpoly (a)
求特征值t=roots(P》

vV,D3=eig(A) 号把矩阵A相似对角化

An=V*D.^n*1nv（}，An=simplify （An》告求A的n次幂，并进行化筒
Xn=1/2*An*[1;1]; Xn=simplify (Xn)
8.3 例8.7中，假定4龄以上的鱼体重不再增长.仍为4酸鱼，请重新修改模型并给

出计算结果。
解 假定4龄以上的鱼体重不再增长，仍为4龄鱼。则建立的差分方程组为

（4+1）=做=9票（1--0.425）-，（e+m（（1-a-韵》气（）;
x(a+1)=(1-a)"x,(2), (8.6)
*s(t+1)=(1-a)ir,(2),
F,(t+1)=(1-α-0.42k)°(1-a)*xg(f)+(1-a-k)"(1-a)*,(t).

记
体0 (1-w-0.42H) βm(1-a-k)0 e

了色”。P= 。0
”了” 00e 0 {1-α-0.42k)(1-α)'(1-α-k)"(1-a)']

问题归结为求差分方程（8.6）的平衡点x*=【x，z2，对3，对】和固定努力量k，使得总捕
捞量最大。即求解如下的非线性规划问题∶

Akv,[1-(1-c-k)"].0.42kag,[1-(1~a-0.42k)"] 管 (8.7)maX z= 降α+0.42 Q+h
(8.8)8.1.x'=Px*,

上述非线性规划问题有5个决策变量x、z2、对3、2】，居，约束条件是4个等号约束条
件，可以化为无约束的关于决策变量k的一元函数的极值问题。

由约束条件易知
对2=（1-a-0.42）（1-a）*3+（1-a-）（（1-a）'z，

可以得到
(1-α-0.42)"(1-α):巳” (8.9)式：1-(1-α-8)1-a)

全

又有
窝=（1-a）I??对2=（1-a）"x;，

可以推导出
（1-α-0.42k）"（1-u）将对=（1-a）"时i，若= (8.10)“：1-(1-a-k)(1-a)4

产卵总量

n（（1-a-k）》窝+m（1-a-★）∶， (8.11)
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把式（8.10）代人式（8.11），得
(1-a-)"(1-a)1 (8.12)n=m(1-α-0.42k)(1-a)2 式、21-(1-a-E)8(L-a)

1.22×10"n把式（8.12）代入对∶ 1.2×10中中，，整理得 1
“上岂三 高占(1-a-h)(1-a)m(1-α-0.42k)(1-a)2 1-(1-α-k)(1-a)4

把式（8.13）代入式（8.10），进而再代人目标函数式（8.7）中，即可将目标函数转化为

关于决策变量k的非线性表达式。利用Matla 编程，采用遗历方法计算k值与z值的关
系，得最优月捕捞强度系数∶4龄鱼k，=k=0.778，3龄鱼k，=0.42k=0.3268。在可持续最佳
捕捞下，可获得的稳定的最大生产量为5.9415×10"（g）=59415（t），渔场中各年龄组鱼群数

x"=[115.2096×10",23.0419×10",4.6084x10",2.1830×10]T.
捕捞生产量与月捕捞强度系数k。=k之间的变化关系如图8.1 所示。得到的结果是x
和最大生产量与例8.7 略有差异，可以忽略不计。

×106r

的

夕
3‘

；
勾？ 020.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9D0.1 V

图8.1 稳定生产策略下擂捞强度与年捕捞量之间的关系

由于α=0.1255，用计算机遮历时，显的取值范围为【0，0.874】，步长变化为0.001。
clc,clear,clo8e all,format long g
a= 1-0.2"《L/12);m=1.109 *10"5
w3 = 17.86; w4 = 22.99
X=[];Z=[;N=[l;K= 0:0、001:0.874;
for k= K

x1=1.22*10~11*(L-1/(m*(~a-0.42*k)^8*(1-a)~24*
(1/2+(-a-k)^8*{-a)^4/(1-(1-a-k)^8*(1-a)^4)));

x2*(-a)~12*x1; x3 = (1-a)~12*x;
x4 =江-a-0.42*k）~8*（~a）^4/（-（-a-k）^8*（-a}^4）*x3;
X = [X,[x1;x2;x3 ;x4]];
n= m*《-a-0.42*k）^目*（-a）~24*（/2+（-a-k>^8*（1-a）^4/
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(L-(1-a-k)^8*(1-a)^4))*x1;

N= [N,n];
z= 0.42*k*w3*(1-(-a-0.42*k)"8)/(a+0,42*k)*x3+4

k*w4 *《L-(1-a-k)"81/(8+k)*x4;
印自石、“”

end
[mz,ind]= max(Z)

最优摘捞强度k4 = K(ind),k3=0.42 * k4
售各年龄组的急群数xX = X(:,ind)

plot <K, Z);xlabel('$k$', 'Interpreter','Latex')

ylabel("$2$', 'Interpreter','Latex','Rotation',0)
8.4 某家庭考虑购买住宅，总价为60万元，按开发商要求需首付20万元，剩余款项

可申请银行贷款。假定贷款期限为30年，月利率为0.36??建立模型测算等额还款时，月
还款额是多少?

解 贷款总额Q=40000元，贷款期限N=12×30=360（月），月利率r=0.36??设月
还款额为z元，y，（n=1，2，⋯，N）为第n个月的欠款总额（单位∶元）。

建立如下的差分方程∶

[y。=(1+r)y。1-z,n=1,2,⋯,N,
yo=Q:

用递推法求得差分方程的解为

3.=（1）Q-1的）-1，
N=360时，应全部还清欠款，即

亡首“占
了之艺合十它总上

解之得
_(1+r)"or(1+0.0036)3×400000×0.0036=1984.19（元）.x(1+r)"-1 (1+0.0036)*0-1

到期后累计还款额为1984.19×360=714308.4<元）。
8.5 有一块一定面积的草场放牧羊群，管理者要估计草场能放牧多少羊.每年保留

多少母羊羔，夏季要贮藏多少草供冬季之用。
为解决这些问题调查了如下的背景资料∶
《1）本地环境下这一品种草的日生长率如表8.1所列。

表8.1 各季节草的生长率

制 ”季 节 秋。 自日生长率/（g/m2） ”
（2）羊的繁殖率。通常母羊每年产1~3 只羊羔，5 岁后被卖掉。为保持羊群的规模

可以买进羊盖，或者保留一定数量的母羊。每只母羊的平均繁殖率如表8.2所列。
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表8.2 母羊的平均繁殖率

1-2 4-33-42~30-1年龄/岁
1.81.8口 2.02.4产羊羔数/只

（3）羊的存活率。不同年龄的母羊的自然存活率（指存活一年）如表8.3所列。

表8.3 母羊的平均自然存活率
3~42~31-~2年龄/岁
0.800.9 0.95存活率/只

（4）草的需求量。母羊和羊羔在各个季节每天需要草的质量（kg）如表8.4所列。

表8.4 母羊和羊燕每天草的平均需求量
秋夏春季节 冬
1.352.402.10母苹 1.15 ”日 1.651.00羊蒸

注;只关心羊的数量，而不管它们的质量。一般在春季产羊羔，秋季将全部公羊和一
部分母羊卖掉，保持羊群数量不变。

解 用r=【z;，52，为z，，，g】"表示母羊按年龄0~1，1~2，2-3，3~4，4~5的概率分布

向量，这里z2≥20艺;=1，由母羊的繁殖率和存活率可得种群数量的转移矩阵为
[0 1.8 2.4 2.0 1.87

喻0.98P- ，
0.95

0.80
其中空白处为0，g是0~1岁《即羊羔）的存活率，可以控制。为保持羊群数量N不变，需
满足z=Pz，由此可得

g=0.1360,x=[0.6680,0.0908,0.0890,0.0846,0.0676]T,
可知当N不变时每年产羊羔数量为0.6680N，秋冬季存活的母羊数量为0.3320N。

计算的 Matlab 程序如下∶
clc, clear,prob = eqnproblem;
x=optimvar('x',5.,'LowerBound',0);
q=optLmvar"q','LowerBound',0);
P=aiag([q,0.98,0.95,0.80],-1);
P(1,[2:end])= [1.8,2.4,2.0,1.8];
x0.q=rand; x0.x=rand（5，1）;名初值
prob.Equaions= 【x==日*x;Bum （x）==1】;
[sol,fva1,flag]=solve (prob,x0)

舍显示非线性方程组的解Sq=名ol.qSx=8ol.2x
注∶上述非线性方程组的解不是唯一的，Matlab 求解和Lingo 求解结果略有差异。
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设草场面积为 S（m2），根据各个季节草的需求量（kg）和生长率，应有
冬季草的需求量2.1×0.3320N=0.6972N;
春季草的需求量0.6680N+2.4×0.3320N=1.4648N<0.003S;

夏季草的需求量 1.65×0.6680N+1.15×0.3320N=1.4840N<0.007S;
秋季草的需求量1.35×0.3320N=0.4482N<0.004S。
可以算出，只要春季满足 N/S<0.002（每平方米草地羊的数量），夏季和秋季都不成

问题。若夏季贮藏革y（kg/m2），保存到冬季用，则需有1.4840N/S<0.007-y，其中N/S
以春季需满足的数值代人，可得y<0.004kg/m2，而冬季的需求量是0.697x0.002=
0.0014kg/m2，故夏季的贮藏足够冬季之用。
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第9章 支持向量机习题解答

9.1 幢虫分类问题;生物学家试图对两种蒙虫（Af与 Apf）进行鉴别，依据的资料是

触角和翅膀的长度，已经测得了9只 Af和6只 Apf 的数据如下
Af:(1.24,1.27),(1.36,1.74),(1.38,1.64),(1.38,1.82),(1.38,1.90),(1.40,

1,70),(1.48,1.82),(1.54,1.82),(1.56,2.08);
Apf:(1.14,1.82),(1.18,1.96),(1.20,1.86),(1.26,2.00),(1.28,2.00),(1.30,

1.96).
现在的问题是∶
（1）根据如上资料，如何制定一种方法，正确地区分两类噱虫。
（2）对触角和翼长分别为（1.24、1.80）（1.28.1.84）与（1.40，2.04）的3个标本、用

所得到的方法加以识别。
解 （1）分类方法。记x，和z，分别表示嫌虫的触角和翅膀长度，已知观测样本为

【a;，y∶】（i=1，2，⋯，9），其中a;ER2，y;=1表示Af，y;=-1表示 Apf。
首先进行线性分类，即要找一个最优分类面（a·x）+b=0，其中x=【x，??】，砂e R2，

bER，o，b待定，满足条件
（妙·a）+b≥1，y.=1.
(o·4)+≤-1,;=-1,

即有y，（<四·a）-b）≥1，i=1，⋯，n，其中，满足方程（四·a）+=±l的样本为支持向量。
要使两类总体到分类面的距离最大，则有

钕 2itt'.一inmaX-
于是建立 SVM的如下数学模型。

模型1∶

-1eL?,、min 干卢

s.t. y,((@m·a;)+b)≥1,i=1,2,⋯,n.
求得最优值对应的 a*，6"，可得分类函数

g(x)= sign((wo*·x)+").
当g（x）=1时，把样本归于Af类;当g（x）=-1时，把样本归于Apf类。
模型1是一个二次规划模型，为了利用Matlab求解模型1，下面把模型1化为其对偶

问题。
定义广义拉格朗日函数

工与已“叫自己叫Cα,[1-y((o·a,)+b)],
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式中;@=【α，Q⋯，α，】1eR"*。
由KKT互补条件，通过对四和b求偏导，得

L轴！吟量。
o-0.冶含b令fe1

得-二aya，三ax;=0，代人原始拉格朗目函数，得
汹三。哼L=: 。’！，

于是模型1可以化为模型2。
模型2∶

max 夕区飞兴生”图o;- 人习
画1

2,,-o,s.t
(0≤α,i=1,2,⋯·,n.

解此二次规划得到最优解α*，从而得权重向量 o*=二 a";4 。
由KKT互补条件知

a;[1-y;((@"·a:)+b")]=0,
这意味着仅仅是支持向量ax，使得α'为正，所有其他样本对应的α?均为零。选择α'的
一个正分量α"，并以此计算

点（a.0）.。！
最终的分类函数表达式为

（x）=sim（艺a*为（a，·x）+δ"）. (9.1)
实际上，模型2中的（a·a，）是核函数的线性形式。非线性核函数可以将原样本空

间线性不可分的向量转化到高维特征空间中线性可分的向量。
将模型2 换成一般的核函数K（x，y），可得一般的模型。
模型3∶

吵当汹汹兰文手max

导-08.t。
0≤α,i=1,⋯,

分类函数表达式为

a'y(,4)-+b".零岂鲁一 (9.2)
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（2）未知样本的分类。使用模型3.利用Matlab软件，把前2个待判定的样本点判为

Apf类，第3个样本点判为 Af，且该方法对已知样本点的误判率为0。
计算的Matlab 程序如下;
clc,cleax
x0=[1.24,1.27;1.36,1.74;1,38,1.64;1.38,1.82;1,38,1.90;1.40,1.20

1.48,1.82;1.54,1.82;1.56,2.08;1.14,1.82;1.18,1.96;1.20,1.86
1.26，2.00;1.28，2.00;1.301.96】;名输入已知样本数据

x=【1.24，1.80;1.28，1.84;1.40，2.04】;鲁输入待判样本点数据
名输入已知样本标志group= [one9 (9,1);-onea (6,1)];

8=fitcsvm(x0,group,'KernelFunction','RBF','RernelScale','auto');
g返回支持向量的标号8v_index= find (s.I8SupportVector)
?返回分类函数的权系数beta=s,A1pha
返回分类函数的常 数项bb=8.Biag
 验证巴知样本点check=predict (3,x0)

err_xrate=1-sum（group==check）/length（group>名计算已知样本点的错判率
号对待判样本点进行分类solution=preaict(8,x)

9.2 考虑下面的优化问题∶

一国已夕份予了心讼
fy（（o·a）+b）≥1-专，i=1，2，⋯，n，8.t.6,≥0,i=1,2,⋯,.

讨论参数 c，和 c，变化产生的影响，导出对偶表示形式。
解 问题

目当一图”十夕 二5，
{（（a*·a）+6}≥1-专，i=1，2，⋯，n，。≥0,=1,,⋯,n,

与问题

nin】1'*+e。三看e点出，
jy（（@·a）+b）≥1-专，，i=1，2，，R，.L后;≥0，i=1，2，⋯，A.

是等价的，此处只需考虑参数c变化产生的影响即可。
当参数c;一0时，即目标函数的惩罚因子较小，允许ξ，取较大的值。当c，→+o时，不

允许点;取正值，问题等价于
目一色。

&t. y（（如·a;）+b）≥l，i=1，2，⋯，n.
下面给出对偶表示形式。首先引入拉格朗日函数

I（0，b意，a，B）= la12+宫∶+三6名
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- 中4y【（四·a）+6】-1+台）-二8点，
其中α;≥0和β≥0，根据Wol对偶定义，对L关于四、专求极小，即

VL（四，b点a，B）=0，V，E（四，b，5，a，8）=0，VL（a，b，，α）=0，
得

“讼已
点-0.

eit2c:,-0;-β.=0.
然后将上述极值条件代入拉格朗日函数，对α求极大，得到对偶问题

man-4后，Eyy四4（4，a）+?“。
re=0.六台st.<

(0≤α;≤c,i=1,,⋯,n.
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第 10章 多元分析习题解答

10.1 表10.1是1999年中国省、自治区的城市规模结构特征的一些数据，试通过聚
类分析将这些省、自治区进行分类。

表10.1 城市规模结构特征数据
城市规模中位城市报模 基尼系数城市指数城市首位度省、自治区 蓟/万人/万人
10.800.7804699.70 0.93641.4371润善偏 u.7800.58701.0061.8982山西 179.46
17.750.51581.13 0.67n内蒙古 1.4180
26.3200.57620.854I辽宁 1.91签389.60
19.7050.45691.07981.78021.34吉称

0.5076 23.4802.3059 0.341729.00鼎龙江
2.1602.057 0.62083.7350923.19苏护
12.6700.45360.858139.29 1.8712浙江
27.3750.37980.5325安障 10278 1.2333
1.1200.93251.791 0.4687福建 108.50
17.0800.45193.2454 1.1935129.20江西
21.2150.45030.42961.0018173.35山东
13.9400.677s 0.47381.4927河南 151.54
19.1900.5282244134346 7.1328湖北

0.489 1.2500.83602.3501湖南 139.29
2.19s0.402D3.5407 1.386336.54广东
14.3400.6382 0.50001.228广西 n12
&.730o.413560.864845.43 2.1915海南
18.6150.37201.14861.6801川渝 365.Q1
12.2502.378 0.359“参穹 6.633云南
10.4701.2918 .5984136.22 2.8279费州
7.3150.6131.17984.131411.79西藏
17.80o0.6281.96825.194244.04陕西
I.6D0.58061.9366145.49甘斑 4.751S
7.4200.80988.2695 0.8598尊蕲 61.36
9.73009587 0.4843L.507847.60宁夏

0.4901 14.4703.8535 1.6216128.67新疆
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解 用i=1，2⋯，2表示京津冀，山西，⋯，新疆27省、自治区，对，（=1，2，⋯，5）分别
表示指标变量城市规模、城市首位度、城市指数、基尼系数、城市规模中位值。

（1）数据标准化。用a，表示第i个省（区）第j个指标变量的取值，首先将各指标值
a，转化为标准化指标值，即

⑧为,i=1,2,,27j=1,2,⋯,3."日、
式中∶出=号是与-、后总（4，一》（=12，5）0即、为第j个指标的样本
均值和样本标准差。对应地，称

。多两j=12,⋯.5y 心
为标准化指标变量。

（2）计算27个样本点两两之间的距离，构造距高矩阵（d）mx，这里距离采用欧几
里得距离

E(6-6)?,=12⋯,27.d-、
使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即类 G，和 G。之间的距离∶

D(G,6,)=。in ld、
（3）构造27个类，每一个类中只包含一个样本点，每一类的平台高度均为零。
（4）合并距离最近的两类为新类，并且以这两类间的距离值作为聚类图中的平台

高度。
（5）若类的个数等于1，转入步骤（6），否则，计算新类与当前各类的距离，回到步骤

(4)。
（6）绘制聚类图，根据需要决定类的个数和类。
计算和绘图的 Matlab程序如下∶
clc, cleax, elose all
a = readcell ('aata10_1,txt');
8= a(r,1); 名提取第一列字符串的元胞数组
b= cel.12mat (a(;, [2:end])); 提出数值矩阵
c = zscCore(b》; 恶 数据标准化
z=lincage (<) 鲁生成具有层次结构的聚类树
dendrogram（z，'label'，g，'Orientation'，'left'}号画聚类图
绘制的聚类图如图10.1所示，从图10.1可以看出，苏沪、京津冀、青海各自成一类，

其余省、自治区成一类。
10.2 表10.2是我国1984—2000年宏观投资的一些数据，试利用主成分分析对投

资效益进行分析和排序。
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图10.1 城市规模地构特征聚奥图

表10.2 1984—2000年宏观投资效益主要指标
基建房屋建设项目全社会面定资投资效果系数 投资效果系数

年份 竣工率投产率产交付使用率（时带一年）（无时滞）
0.460.510.40.490.71984
0.500.570.4钙 0.440.40198S 0.53 0.490.铝0.55 0.561986 0.53 0.470.380.90.621987 0.47中堂0.40.420.451988
夕兹0.540.37 0.460.361989
0.460.540.68 0.420.351990 0.460.560.380.900.62191
0.43夕岂0.30.990.61“洛 0.44夕雾0.350.930.711993 0.480.570360.9 0.691994 0.480.4 0.540.4Q.411995 0.430.570.430.290.2619%6

0.55 0.470.书0.160.141997 0.540.90.450.130.121998 0.520.580440.250.21999 0.460.510.71 0.4]0.4992000

解 用z，为2，⋯，xz分别表示投资效果系数（无时滞），投资效果系数（时滞一年），全
社会固定资产交付使用率，建设项目投产率，基建房屋竣工率。用i=1，2⋯，17分别表
示1984年，1985年，⋯，2000年，第i年第j个指标变量x;的取值记作ai，构造矩阵
峰目八写飞己。 105



基于主成分分析法的评价和排序步骤如下。
（1）对原始数据进行标准化处理。将各指标值a.转换成标准化指标值之。，即

艺盖6 ,i=1,2,⋯,17j=1,2⋯,5.“
富千部了”1 （aq-μ}'《j=1，，⋯，5），即μ小;为第j个指标的样本、16:

均值和样本标准差。对应地，称

与码年- 台石了。心
为标准化指标变量。

（2）计算相关系数矩阵R。相关系数矩阵
R=(In)sa

比6·8。e1备=17-Tj,k=1,2,,5.
式中;r=1，ra=ry，r。是第j个指标与第k个指标的相关系数。

（3）计算特征值和特征向量。计算相关系数矩阵R的特征值入，≥λ，≥⋯≥λ;≥0，
及对应的标准化特征向量码该，⋯，甚，其中u;=【Lyu，y⋯，ug】，由特征向量组成5个
新的指标变量∶

产门于部言弘亡占弘。
它门卫蜗古占邯十了言身拟。

雾川乎主路十二产泳
式中;，是第1主成分;为，是第2主成分;⋯⋯;y、是第5主成分。

（4）选择p（p≤5）个主成分，计算综合评价值。
①计算特征值入，（j=1，2，⋯，5）的信息贡献率和累积贡献率，称

夕” J=12,⋯.,55,^。-1
为主成分y，的信息贡献率;

。”目：
5

M
为主成分y，为⋯，y，的累积贡献率，当a，接近于1（α，=0.85，0.90，0.95）时，选择前p
个指标变量yry.⋯，y，作为p个主成分，代替原来5个指标变量，从而可对p个主成分
进行综合分析。
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②计算综合得分∶

“沁
式中∶b;为第j个主成分的信息贡献率，根据综合得分值就可进行评价。

利用Matlab软件求得相关系数矩阵的前5个特征值及其贡献率如表10.3所列。

表10.3 主成分分析结果
序号 特 征 值 累积贡献率页 献 率“ 3.1343 62.686562.6866

1.1683 23.3670 86.0536？
ol 0.3502 93.05727.003

97.5734.4.51620.2258？
5 2.4260.1213 100000

可以看出，前3个特征值的累积贡献率就达到93??上，主成分分析效果很好。下面
选取前3个主成分进行综合评价。前3个特征值对应的特征向量如表 10.4所列。

表10.4 标准化变量的前3个主成分对应的特征向量

叫 叫军州 专
0.0671-0.48710.52540.4905 -0.4916第1特征向量

0.16060.8981一0.2812-0.2934 0.0490第2特征向量
0.625S0.37140.4370.5109 0.1477第3特征向量

由此可得3个主成分分别为
y1=0.4905?.5254名一0.4871窝+0.0671窝-0.4916??
n=-0.2934窝+0.0490z-0.2812x+0.8981窝+0.1606实，
y=0.5109z+0.4337窝+0.3714z+0.1477≥+0.6255窝

分别以3个主成分的贡献率为权重，构建主成分综合评价模型为
Z=0.6269y +0.2337y,+0.0700y3;

把各年度的3个主成分值代入上式，可以得到各年度的综合评价值以及排序结果如
表10.5所列。

表10.5 排名和综合评价结果

19952000199年份 198419901989941991993
9 6叫 5峰3-名次 、a

1.1123够合评价值 6.05310.0531 -0.23402592 4464 0.84560.86041.9768
1991996年份 199919971989198619851988

工 1715名次 尚10 16t412
-1.6848夕张轮 -0.9715-0.7405 -1.2015-1.1476综合评价旗 -0.7789-0.5292

计算的 Matlab程序如下;
clc,clear
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a=zeadmatrix('datal0_2.txt');

b=z8core (a) ??据标准化
号计算相关系数矩阵r=corrcoef (b);

[X,y,2]=pcacov tr)
E=sign (sum (x)); 8构造元素为主1的行向量

x=x，*f 舍修改特征向量的正负母，每个特征向量乘以所有分量和的符号函数值
num=3 ?m 为选取的主成分的个数

计算各个主成分的得分df=b*x(:,1:um);
tf=df*z(1:noum)/100; '计算综合得分

把得分按照从高到低的次序排列[stf,ind]=Bort (tf,'descend');

stE=stf',ind=ind'
10.3 表10.6资料为25名健康人的7项生化检验结果，7项生化检验指标依次命名

为z，2，，⋯，对，请对该资料进行因子分析。

表10.6 检验数据

当业 *z42 将7"6剑’
5.28366 13.749.773.76 4.780.54

4.98.9 2.1310.167.51.34 10.o
9.4年岂 1.02.732174.526.14

7.57 。图12.67.07.28 1.7 2.1
90 2597.08 1.286.24.5411.?6

5.3[1.35.51 6.92 冲叫3.9 2.4
.2 3.360.4 8.398.g40.62 7.6“8.74 1.683.31 4.763.53 .12

13.57一仔9.64 2.3518.523.139.49
9.7 .3 9.87 9.871 3.71.06

117 9.1.98.39 9.917.85 2.62
7.12 9.723.685.49 1.193.432.64

3.014.69 5.98217 2.76 2.013.55
3.51 5.81.27 4.571.34 3.435.38

1.571.61 2.81.66 3.722.091.78
8，队5.9 1.555.76 1977.55.4

9.27 13.61.519.84 9.02 1.7167
10.052.548.39 3.964.9 1.435.24

4.384.94 6.681.03 2.86.4 9.05
[4.m 4.37.792.3.23 2.25.37

9.46 7.31 1.04 12 16.18 2.4211.58
955 .515.35 “宁试4.25 2.7 1.05
4.94 4.5 1.798.07 1.29[214.5
8.21 9.13.08 3.752.轻 1.24.66

6449.41 12.sS.11 3.12.45 0.91
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解 因子分析的步骤如下。
（1）对原始数据进行标准化处理。进行因子分析的指标变量有7个，分别为x，为，⋯，

x，，共有25个评价对象，第k个评价对象的第j个指标的取值为ay（k=1，2，⋯，25，j=1，
2，⋯，7。将各指标值a转换成标准化指标值à，即

号法型” ,k=1,2,⋯,25=1,2,⋯,.可
AV式中∶A" 1 （ay-μ）'，即山s;为第j个指标的样本均值和样“当号路”。 2S-16

本标准差。对应地，称

少品。J=1,⋯,“少∶三-

为标准化指标变量。
<2）计算相关系数矩阵 R。相关系数矩阵为

R=(r),
28当凸。卟凸“”25-Iij=1,2,⋯,7.

式中;ra=1，r;=厂，r，是第i个指标与第j个指标的相关系数。
<3）计算初等载荷矩阵。计算相关系数矩阵R的特征值λ≥入，≥⋯≥A，≥0，及对

应的特征向量u，"2，⋯，，其中u，=【uvy，，y，⋯，如】'，初等载荷矩阵为
A=【、A吗Az.，⋯，Am，】.

计算得到特征值与各因子的贡献如表10.7 所列。

表10.7 特征值及各因子的贡献

0.0042 夕冥室0.2762 0.08120.43633.3952特征值 2.8063
0.0080.05951.15993.9463贡献率 6.235540.090348 5026
1000009994294,8285 99.934748.502 88.5929 98.7748累积贡献率

（4）选择m（m≤4）个主因子。根据各个公共因子的贡献率，选择3个主因子。对提
取的因于载荷矩阵进行旋转，得到矩阵A，=AST（其中A"为A，的前3列，T为正交矩
阵），构造因子模型

配。鸟咏首识首识：
，=aq所+ui，tan7，

电.

,=aF+&,i4+ani.
求得的因子载荷等估计姐表10.8所列。
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表10.8 因子分析表

变量 旋转后得分函数旋转因子载荷估计
共同度部” 叫 因子1 图子3因子2- 0.9642 0.01290.8561 0.9925.200.1354 -0.6114

乙 Q.9430.97920.09710.3858 0.9117 -0.46260.0643” 0.2303 -0.0090.3858-0.8169 0.86920.239-0.2622
4 0.57370.0240.8102 .01370.3406 0.98560.060z
夕 0.1466 0.06150.97as 0.98360.34540.0380.0673
白 0.1283 0.9700 -0.08790.170 a24050.3552 .986e -0.553 -0.48090.5444 -0.1788 0.834]-0.11440.1748

可解释方差 0.41210.3046 0.2316

通过表10.8可以看出，得到了3个因子，第一个因子是x，因子，第二个因子是x，因
子，第三个因子是x，因子。

计算的 Matlab程序如下∶
cle,clear
d=readmatrix ('datal0_3.txt');
sd=zSCore (d); 鲁数据标准化
r=zcoIrcoef (8d) ; 8求相关系数矩阵

[vecl,val,con]=pcacov (r) 8进行主成分分析的相关计算
cunrate=cumsum {con ) 8计算累积页献率

1=gign(gum (vecl));
vec2=vec1,* fl; 号特征向量正负哥转换

a=vec2.*sqrt (val}' 号求初等载荷矩阵
num=1nput （请选择主因子的个数∶'）; ?交互式选择主因于的个数

am=a(:,[1:num]); 号提出 num个主因子的载荷矩阵

[b,t]=rotatefactors(am,method','varimax') 号旋转变换，b为旋转后的戴荷阵
bt=[b,a{:,[num+1;end]); 号旋转后全部因子的载荷矩阵
degree=eum b. "2,2) 8计算共同度
contr =sun(bt."2) 号计算因于黄献
rate=contr (1 ;nun) /8um (contr) 名计算因子贡献率
Coef=inv Ir}*b 8计算得分函数的系数

10.4 为了了解家庭的特征与其消费模式之闻的关系。调查了70个家庭的下面两
组变量;

（x;每年去餐馆就餐的频率，
名。∶每年外出看电影频率，
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【y，∶户主的年龄，
}y.∶家庭的年收入
J，∶户主受教育程度.

已知相关系数矩阵如表 10.9所列，试对两组变量之间的相关性进行典型相关分析。

表10.9 相关系数矩阵

心n闻1 付当

0.25 0.34“ 0.670.8当
0.9 0.30.330.8 一菌

0.210.370.330.26 t量
.35.370.590.67 ”计

0.350.210.340.34力2 ，丶
解 计算得到 X组的典型变量为

u,=0.7689x,+0.272Lxz,
u2=-1.4787x,+1.6443x.

原始变量与X组典型变量之间的相关系数如表10.10 所列，原始变量与Y组典型
变量之间的相关系数如表10.11所列，两组典型变量之间的典型相关系数如表10.12

所列。
表10.10 原始变量与X 组典型变量之间的相关系数

比 为为“当
0.35390.2897 0.67570.966 0.8872多
0.0563-0.02060.15820.4614-0.1632占

表10.11 原始变量与Y组典型变量之间的相关系数
t 9 计 为*1

0.5140.98220.421l0.6104日 0.6787
?-0.110 0.30130.84640.06日 -0.0305

表 10.12 两组典型变量之间的典型相关系数” ”
0.18690.6879

可以看出，所有两个表示外出活动特性的变量与山，有大致相同的相关系数，u，视为
形容外出活动特性的指标，第一对典型变量的第二个成员 v，与y，有较大的相关系数，说
明v主要代表了家庭的年收入。山，和v，之间的相关系数为0.6879。

u，和v解释的本组原始变量的比率分别为0.8803和0.4689，X组的原始变量被证，
和u，解释了100??Y组的原始变量被v和切解释了 74.2??

计算的Matlab程序如下∶
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cle,elear
r=readmatrix!data10_41.txt')); 读入相关系数矩阵

n1=2;n2=3; num=min (n1,n2);

8l=r([:n1],(1:n1]); 8提出X与X的相关系败
s12=r([1:n1],[n1+1end)); 告提出X与Y的相关系数
821=812'; 告提出了与X的相关系数
82*r([n1+1:end],[tnL+l:ena]); 提出Y与Y的相关系数
mL=inv(s1)*812*inv(s2)*a21; 影计算矩阵 M1，式（10.60）
m2=inv(s2)*s21*inv(e1)*812; 计算矩阵M2，式（10.60）
[vecl,val1J=eig (m1); 急求 M1 的特征向量和特征值
fori=1:n1

vecl（∶，i）=vecl{;，i）/sqrtfvecl（;，1'*s1*vecl（∶，1）};特征向量归一化
vec1(:,i)=vec1{:,i)*Bigm (sum(vecl(:,i))); 舍特征向量乘±1

and
val1=sqrt (diag (val1)); 8计算特征值的平方根

[vall,ind1]=sort (val1,"descend'); ;按限从大到小推列
a=vec1{:,ind1 (1:nam)) 8取出X组的系数降
dlcoefl=val1 (1:numa) 号提出典型相关系数
flag=1; 8把计算结果写到 Exce1中的行计数变量
writematrix{a,'datal0_4_2.xlsx'}
flag=n+2;stz=char(('A',int29tr(flag));;鲁str为Excel中写数据的起始位置
writematrix(dcoefl','datal0_42.xlax','Range',str)
lvec2,va12]=eig (m2);
forf=1:n2

vec2(:,i)=vec2(,i)/8qrt(vec2(:,)'*s2*vec2:,i));
vec2（∶，i）=vec2（∶，i）*容ign（aum（vec2（∶，1）ll;

end
val2=8qrt (dlag (va12)}; a计算特征值的平方根
[val2,ind2]=sort {val2,'descend'); ;按履从大到小排列
b=vec2<:,ind2(1:num)) 8取出 Y组的系数阵
dcoef2=val2 (1:num) 告 提出典型相关系数
flag=flag+2;stz=char(['A',int28tr(flag));
writematrix(b,/data10_4_2.xlgx','Range',ar)
flag=Flag+n2+1;str=char([A',int2str(flag)]);
writematrlx(dcoaf2','data10_4 2.xlsx','Range',str))
X_u_z=g1*a  x，u的相关系数
Y_V_r=s2*b 号Y，V的相关系数
X_V_工=s12*b  x，v 的相关系数
Y__r=821* a 号Yu的相关系数
flag-flag+2;str=char(CA',Ant2str(flag)1);
writematrix仅_ur，'data10_4_2.xlsx'，'Range'，str}
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flagxflag+nl+1;str=char([A',int2str(flag)]);

writematrix(y_V_r,'data10_4_2.xlsx','Range',str)

flag=flag+n2+1;str=char(['A',int2str(flag)});

writematrix(x_v_r,'datal0_4_2.xlsx','Range',strl
flag=flag+n1+1; str=charz(['A',int2str(flag)]);
writematrixty_1r,'data10_4_2.x1sx','Range',sr}

x 组原始变量被 u_i 解释的方裳比例mu=sum (x_ur.2)/n1 。
mv =8um (x__.2)/n1 皂x组深始变量被 vi解释的方差比例

y组原始变量被ui解释的方差比例nu =sum y_u_r. 2)/n2
8y组原始变量被v_i解释的方差比例nv=sun (y_V_r,2)/n2

fprint（X组的原始变量被u~u舍d解释的比例为??\n'，num，sum（mu）l;
fprintf（'Y组的原始变量被 v1-v舍d解释的比例为?n'，num，6um（nv））;
10.5 近年来我国淡水湖水质富营养化的污染日趋严重，如何对湖泊水质的富营养

化进行综合评价与治理是摆在我们面前的一项重要任务。表10.13和表 10.14 分别为我
国5个湖泊的实测数据和湖泊水质评价标准。

表10.13 全国5个主要湖泊评价参数的实测数据
总氯/（mg/L）透明度/L耗氧量/（ m/L）总囊/（mg/L）

2.760.35ILD.3杭州西溯 130D
2.010.7 0.4105武汉东湖

20 0.224.51.4青海湖
1.670.256.26跟湖 30
0.2310.13 0.5滇池 刨’

表10.14 湖泊水质评价标准
富营养 极级富蓄养中蓄葬贫管特极贫管养评价参数

>660‘ 23 一占总辟 “
7.1 27.11.B0.36<0.0耗氧量
0.524 <0.1937 12进明度

a.31 1.2 >460.06台日总氮

（1）试利用以上数据，分析总磷、耗氧量、透明度和总氮这 4种指标对湖泊水质富营
养化所起的作用;

（2）对上述5个湖泊的水质进行综合评估，确定水质等级。
解 在进行综合评价之前，首先要对评价的指标进行分析。通常的评价指标分为效

益型、成本型和固定型指标。效益型指标是指那些数值越大影响力越大的统计指标（也
称为正向型指标）;成本型指标是指数值越小越好的指标（亦称为逆向型指标）;而固定型
指标是指数值越接近某个常数越好的指标（又称为适度型指标）。如果各评价指标的属
性不一致，则在进行综合评估时容易发生偏差，必须先对各评价指标统一属性。
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（1）建立无量纲化实测数据矩阵和评价标准矩阵。根据表10.13和表10.14，得到实

测数据矩阵A=（an）n和等级标准矩阵B=（b.）。然后建立无量纲化实测数据矩阵
C=（cy）s。和无量纲化等级标准矩阵D=（d。）xs。其中。“” 矿 3, ,H≠3,m2x0" 寻d F6 mind 国号。j=3, ,k=3.雪 6

利用 Matlab，得
1.0000 0.9626 0.7143 1.0000
0.8077 1.0000 0.6250 0.7246

C=0.1538 0.1308 0.0556 0.0797
0.2308 0.5850 1.0000 0.6051
0.1538 0.9467 0.5000 0.0833

[0.0015 0.0061 0.0348 0.1667 1.0000]
0.0033 0.0133 0.0664 0.2620 1.0000D=0.0046 0.0142 0.0708 0.3091 1.0000
0.0043 0.0130 0.0674 0.2609 1.0000

（2）计算各评价指标的权重。首先计算矩阵D的各行向量的均值与标准差，即

-号名. 工产“于己”A
，表=1，2，3，4.旷

4N
然后计算变异系数

浮,=1,2,3,4.17=
最后对变异系数归一化得到各指标的权向量为

w=[0.277 0.2447 0.2347 0.2442].
根据权重的大小，即可说明总磷、耗氧量、透明度和总氮 4种指标对湖泊水质富营养化所
起的作用。由上可知，各指标的作用很接近，比较而言，总磷所起作用最大，耗氧量、总氮
次之，透明度的作用最小。

（3）建立各湖泊水质的综合评价模型。通常可以利用向量之间的距离来衡量两个向
量之间的接近程度。

下面利用欧几里得距离和绝对值距离进行建模。
计算C中各行向量到D中各列向量的欧几里得距离;

C(C-4)1,i=1,2,3,4,5;j=1,2,3,4,5.布时=。
若x=min{xg，则第i个湖泊属于第k级（i=1，2，3，4，5）。

计算C中各行向量到B中各列向量的绝对值距离∶
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方=Zle-4|，=1，2，3，4，5;j=1，2，34，5.
若y=min.lyy1，则第i个沥泊属于第k级（i=1，2，3，4，5）。计算结果如表10.15和
表10.16所列。

表10.15 欧几里得距离判别表

*o 级别美p 才 第掌平

日0.2811.37691.73741.83121.842杭州西湖
1.271 ”0.5034武汉东湖 1.48591.57981.5959 e1.7970.2185 0.33830.13670.204s青海湖

0.9911.320巢湖 0.83921.20821.3038 T，1.34500.73281.0793演池 0.98671.0630

表10.16 绝对值距离判别表
级别78JoJa 草岂
50.32313.60 2.67833.43743.631杭州西湖
多0.84272.9178 2.15873.13083.1436武没东潮
”自0.5787 3.58000.2118青海潮 0.37340.4062
41.57912.1814 1.4223频湖 2.342.401 。2.3161106601.444减池 1.63741.6701

从上面的计算可知，尽管欧几里得距离与绝对值距离意义不同，但是对各湖泊水质的
宫营养化的评价等级是一样的，表明此处给出的方法具有稳定性。

计算的 Matlab 程序如下∶
cle,elear
a=[130,10.3,0.35,2.76;105,10,7,0.4,2.0;20,1.4,4.5,0.22;
30,6.26,0.25.1,67;20,10.13,0.5,0.23];
b=[1,4,23,110,660;0.09,0.36,1.8,7.1,27.1;
37,12,2.4.0.55,0.17;0.02,0.06,0.311.2,4.6];
c=a./max(a);c(:,3)=min{a(:,3)}./a(:,3]
d=b./max(b,[,2);d(3,)=min(b(3,91./b(3,

号 求每一行的均值mu=mean(b,2);
 求每一行的标准差sigma=atd (b, [],2),

w=sigma./muL;
w=w/sum(w)
x=diat (c,a)

逐行求最小值及地址[mx,ind1]=min x,[].2)
8遵行求最小值及地量[wy,ind2)=min ty,[1,2)

y =mandist (c,d)
注∶（1）Matlab中计算向量间的距离函数有以下几个命令;
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dist（w，p）;计算w中的每个行向量与p中每个列向量之间的欧几里得距离。

mandist（w，p）;计算w中的每个行向量与p中每个列向量之间的绝对值距离。
（2）本题还可以使用主成分分析等评价方法进行评价。
10.6 表10.17是我国16个地区农民1982 年支出情况的抽样调查的汇总资料，每

个地区都调查了反映每人平均生活消费支出情况的6个指标∶食品（z），衣着（x），燃料
（xs），住房（x），生活用品及其他（xz），文化生活服务支出（xa）。

表10.17 16个地区农民生活水平的调查数据（单位∶元）r,地区 21 年占 考量
北京 9.7343.7190.33 49.016.54 9.04
天津 13.20 10.4735.40 44.16 3.9436.49
河北 95.1 9.3022.8 2.302.872.44
山西 25.11104.78 9,896.40 3.2518.17
乃青叶 27.63 8.94128.41 12.58 3.2723.99
辽宁 32影145.68 27.29179 3.4739.09
吉林 159.37 18.3 25.2939.8 1.81 5.2

29.5716.2黑龙江 3.24 13.76 21.75 6.04
上海 12.93221.11 50.838.64 115.65 5.89
江苏 14.98 29.12 42601.67 2.30 3.74

2.15浙江 4.1169.9 4.3512.7 5.00
安徽 2.09 18.1815.62133.11 23.54 639
福建 144.92 21、26 16.% 19.52 67321.75

21.50江西 17.64140.3 19.19 15.97 年室
山东 30、26115.84 33.61“产骂 33.7 3.8
河寓 101.18 8.46 20.5020.2023.26 4.30
（1）试用对应分析方法对所考察的6项指标和16个地区进行分类。
（2）用R型因子分析方法（参数估计方法用主成分法）分析该组数据，并与（1）的结

果比较。
（3）用聚类分析方法分析该组数据，并与（1），（2）的结果比较。
解 指标变量有6个，分别为岁（j=1，，2，⋯，6），地区有16个，分别用i=1，2，⋯，16表

示，以a，表示第i个地区第j个指标变量x的取值，记A=（ay）wg。
（1）对应分析。
①数学原理。记

$日心 a= 0)·：“：
首先把数据阵A化为规格化的"概率"矩阵P，记P=（Ps/es，其中py=a√/T，

中目、 ag。再对数据进行对应变换，令B=（by）ou，其中
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，：画PeP:.P_a。 , =1,2,⋯,16,j=1,2,⋯,6,
人。面“√P:.P.

2l
字！讼号心这里 p;,i=1,2,⋯,16j=1,2,⋯,6。

对B进行奇异值分解，B=UAVT，其中U为16×16正交矩阵，V为6×6正交矩阵，A=
[40，这里A。=dig（d，4，⋯，4），，其中d（i=12，⋯，m）为B的奇异值。o0

记U=【UU2】，V=【VV，】，其中U，为16×m的列正交矩阵，V，为6×m的列正
交矩阵，则B的奇异值分解式等价于 B=U，AV}。

记D，=dig（2P1·P2.⋯，P7.），D。=diag（p1，P.，⋯，P.8）。则列轮廓的坐标为F=
D-2V，A.，行轮廓的坐标为G=D.1U，A。最后通过贡献率的比较确定需截取的维数，
形成对应分析图。

②计算惯量，确定维数。惯量《inertia）实际上就是 BB的特征值，表示相应维数对
各类别的解释量，最大维数m=min{16-1，6-1}，本例最多可以产生5个维数。从计算结
果表10.18可以看出，第一维数的解释量达7.4??前两个维数的解释量已达92.I??

表10.18 各维数的惯量、奇异值、贡献率
贡献率惯量 黑积贡献率奇异值需移- 0.780.0361 0.2380.1899

0.9210？ 夕它登 0.14720.0628
0.047? 0.96870.0ca0.0471”

、卸 0.02ng 0.98950.0311 Q.0010
1.000020.01050.0030.0m2

选取几个维数对结果进行分析，需结合实际情况，一般解释量累积达85??上即可
获得较好的分析效果，故本例取两个维数即可。

③计算行坐标和列坐标。行坐标和列坐标的计算结果分别如表 10.19和表 10.20
所列。

表10.19 行坐标
双宁内蒙古北京 山西消律 河北
-0.0672-0.185s0.0038 -0.1943第一维 0.12990.14078
.08490.06760.08170.0599 0.0627第二维 0.0D934
安徽浙江江苏上海黑龙江古林
-0.14210.07910.0870第一维 0.3869-0.1976-0.2713
-0.1422-0.0197-0.0783 -0.0422第二维 a.0460-0.007

山东 河南江西福建
-00420.0698-016第一维 -0.1747
0.03290.1003-0.127-01132第二维
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表10.20 列坐标

"3"2当 券炎犷
第一维 -0.0678-0.0791 0.0T20.4578-0.2635 -0.357
第二维 0.138-0.0354 -0072-0.10 -0.03450.1563

在图10.2中，给出16个地区和6个指标在相同坐标系上绘制的散布图。从图中可
以看出，地区和指标点可以分为两类∶第一类包括指标点z、z，，地区点为北京、天津、河
北、上海、江苏、浙江、山东;第二类包括指标点x、z、53、x。，地区点为其余地区。

0.2 r
卒X5Q.1s 智告

0.1 当消滞锅学副

青光 先京它货一 丙蒙古
嘉龙江 为南zwp 苦林态

都江予-0.0s 竹拳L动

在X-01 海号占

-015s 算
江

-25 0.4050. 0.2 030.2 -0. 中

dm1
图10.2 行点和列点的散布图

第一类地区北京、天津、河北、上海、江苏、浙江、山东，它们位于我国的东部经济发达
地区，说明这些地区的消费支出结构相似。

计算的Matla 程序如下;
clc, clear,close all
a=load\datal017.txt';

T=aum（总um（a）;
P=a/T; 8 计算对应矩阵P
z=Bum(P,2),c=um(P)  计算边缘分布
Row_prifile=a./sum(a,2> 号计算行轮廓分布阵

B=(P-r*c)./sgrt((tr*c)); 8计算标准化数据B

[u,8,v]= gvd{B,'econ') 毛对标准化后的数据牌B作责异值分解
w=8ign (sum (v)); 舍构造元素为±1的行向置

‘合门名。。己” 号修改特征向量的正负号
ub=u.*w; ∶修改特征向量的正负号
lamda=diag (8).^2 名计算E*B的特征值，即计算主惯量
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。计算卡方统计量的分解ki=T*(Lamda)
8计算总卡方统计量T_ki=8um《kei)
老计算贡献率con rate=lamda/sum(Lamda)
计算系积贡献率cum_rate=cumsum (con_rate)
号 求加权特征向量beta=diag(r.^{-1/2))*ub;
求行轮廓坐标C=beta*g
求加权特征向量alpha=diag(."(-1/2*vb;
 求列轮廓坐标FF =alpha* s
8样本点的个数numl =gize (G,1);
8坐标的取值范围rang=ninmax (G(:,[1,2))');
8画图的标注位置调整量delta=(rang(:,2)-rang(:,1))/(5*numL);

ch=[5x1',x_$21,$x_$3',"$x$4','$x5','$x_S6'};
yb={北京'，'天津'，河北'山西'，'内蒙古'，虹宁''吉林'，'爆龙江'.⋯.

'上海'，'江苏'，'浙江'，安徽'，'福定'，'江西'，'山东'，'河南';
hold on

8菖行点散布图plot(G(:1),G(:,2)'*','color','k','Lineiath,1.3)
龟对行点进行标注text 信G（∶，1）-delta（1），G（∶，2）-3*delta（2），yb）
8画列点微布图plot（F（∶，1），F（∶，2），H'，'Color'，'k'，'Line网idth'，1.3）

text（（z，1）+delta（），E（;，2），ch，'Interpreter'，'Latex'）号对列点进行标注
xlabel (d,.m1'), ylabel"'aim2'>
writenatrix([&fag(),1amda,conrate,cumrate],'data 10_62.xlsx)

 根据行坐标第一蟾进行分类ind1=find {G(:,1)>0);
8提出第一类样本点rowclasg =yb(ind1)
根据列坐标第一维进行分类ind2 =find(P{:,1)>0};
提出第一类变量colcla8=ch [ind2)

（2）R型因子分析。
①对原始数据进行标准化处理。将各指标值a.转换成标准化指标值à;，即

2均6 ,i=1,2,⋯,16ij=I,⋯,6.”
讯1

式中∶μ=册业凸吐自。 （ag-μ）2，即此、为第j个指标的样本均值和样本16-1;
标准差。对应地，称

_多当，“铃 j=1,2⋯,6心
为标准化指标变量。

②计算相关系数矩阵置。相关系数矩阵为
R=(n,)e,eV当弘。：召目”16-1,vj=1,2,⋯,6.

式中∶=1，rg=rr;是第i个指标与第j个指标的相关系数。
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③计算初等载荷矩阵。计算相关系数矩阵R的特征值λ≥入，≥⋯≥入g≥0，及对应

的特征向量出，，融。，⋯，叫，其中好，=【uy，吃z;⋯，"g】下，初等载荷矩阵
A，=【√A，辉，√Azu。⋯，√Auj】.

计算得到特征值与各因子的贡献如表10.21所列。

表10.21 特征值及各因子的贡献

特征值 1.31633.5584 0.10720.6082 0.0360.3734
页献率 10.137321.987559.3070 6231 0.60881.7863

59.3070 9L,381981.24累积贡献率 99.391297.6049 100.000

④选择m（m≤6）个主因子。根据各个公共因子的贡献率，选择3个主因子。对提
取的因子载荷矩阵进行旋转，得到矩阵A，=A{PT（其中A为A，的前3列，T为正交矩
阵），构造因子模型∶

环门史啦言”言业。
拓门乎部才泳汹

拓户身哑言泳首泌
求得的因子载荷等估计如表10.22所列。

表10.22 因子分析表
变量 旋转因子藏荷估计 旋转后得分函数 旋转后

下，予予 共周度因子1 因子3因于2。 0.9076 0.03470.2948 0.7452 0.99-0.48050.3545e -0.24960.8700 0.0781 0.8890 0.853-0.1716-0.0741
才 0.0991 -0.06950.42800,8923 0.98920.9840 -0.1319

0.8805 -0.202 0.87950.0566 -0.2129-0.0500 0.8214？。
？ 0.1928-0.27970.9134 -0.03060.9703 0.949T7-0.0853
色 0.5986 0.4997 -0.6143 0.13060.2172 0.9855-0.9598

可解释方整 0.60821.31633.5584 3.11t5 1.25161.[98

通过表10.22可以看出，得到了3个因子，第一个因子是穿住用因子，第二个因子是
燃料因子，第3个因子是文化因子。第（1）间中得到x、;是一类变量，这里得到z2x、x
是一类变量，略有差异。

计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear,d=readmatrix'datal0_6_1,txt');
8=z8core (d); 8数据标准化
工=corcaef （8d）; 号求相关系数矩阵

[vec1,val,con]=pcacov {r) 官进行主成分分析的相关计算
cCumrate z cumgum(con) 兔计算票积贡献率

vec2=vecl.*eign(sum(vec1)l; 8 特征向量正负号转换
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名求初等戴荷矩阵a=vec2.* (sgrt (val)'
.8计算因子贡献contr1=aum (a.^2)
?交互式选择主因子的个数num=input（请选择主因子的个数∶'）;
?提出 num个主因子的载荷矩阵an=&（∶，位1∶num】）;
旋转变换，b为旋转后的载荷阵Ib,tj=rotatefactore (am,method','varimax'
$旋转后全部因子的载荷矩阵bt=[b,a(:,[num+1;end])];
g计算共同度degree=gum (b.*2,2)
8计算因子贡献contr2*gum (bE.^2)
8计算因子贡献率rate=contr2(1:num)/sum (contr2)
8计算得分函数的系数COef =inv (z)*b

writematrix（a（∶，臼∶num】），'data10_6_3.xlsx'）;
writematrix<contr1(1:num),'data10_6_3.xlsx','Range','A7';
writematrix(b,'data10_6_3.xlsx','Range','D1';
writematrlx(contr2(L;num),'datal0_6_3.xlsx,'Range','D7');
writematrix(degree,'data10_6_3.xlsx','Range','G1'};
（3）聚类分析方法。首先进行变量聚类的R型聚类分析，步骤如下。
①计算变量间的相关系数。用两变量x与x，的相关系数作为它们的相似性度量，

即z与x的相似系数为
3（ag-A，）（a-μ）人 ,k=1,⋯,6.

【o-）营-
物。 16

②计算6个变量两两之间的距离，构造距离矩阵（d，）es，这里d=1-|r，l，ik=1，
2,⋯,6

③变量聚类。使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即类C。和G。之间的
距离∶

义夕巧”。问指。乎
变量聚类的结果是变量x、自成一类，其他变量为一类。画出的变量聚类图如图10.3

所示。

0.6
0.s
0.4-
82
02-
？ 仰5 ：毒

图10.3 变量聚类图

R型聚类的Matlab程序如下;
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clc,clear,a=readmatrix('datal0_6_1.txE'>;

z=linkage {a','single','correlation'): ?波最短距离法聚类

y=cluster (z,'maxclust',2) 8把变量划分成两类

ind1 =findty==1);ind1=ind1' 显示第一类对应的变量标号

1nd2 =find ty ==2);ind2=ind2' 8显示第二类对应的变量标号

h=dendrogram (z); 画聚类图
get (,'Color','k','ineWidth',1.3) 居把聚类图线的氟色政成黑色，嫩宽加粗

最后进行样本点聚类的Q型聚类分析。计算步骤如下∶
①计算16个样本点之间的两两马氏距离。由于马氏距离可以消除量纲的影响，此

处使用马氏距离计算样本点之间的距离，向量 αx和β之间的马氏距离为

e（a，A）=√（α-?）TE-（a-β），
计算时，工使用的是样本协方差阵。这样可以得到16 个样本点之间的两两距离矩阵
D=(c,)161。

②类与类间的相似性度量。如果有两个样本类C，和6，，使用最短距离度量它们之
间的距离，即定义它们之间的距离∶

c((C,G)= min e(a,β)|.
育酚品容

③画聚类图，并对样本点进行分类。

样本点的聚类结果如图10.4所示。通过聚类图，可以把地区分成4类，北京自成一
类，吉林自成一类，上海自成一类，其他地区为一类。

3.s-
引

2.5
e ‘1.5

132 1业

图10.4 地区的聚类图

计算的Matilab 程序如下;
cl1c,cleer, close al1
a=readmatrix('data10_6_1.cxt');
z=linkage(a,'single','mahalanobis'); 8按最短距离法景类

h =dendrogram (z); 8画豪类图
get (h,'Color','k',LineWidth',1.3) 号把聚类图线的颜色改成黑色，线宽加粗
10.7 表10.23的数据是IO种不同可乐软包装饮料的品牌的相似阵（0表示相同，

100 表示完全不同），试用多维标度法对其进行处理。
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表10.23 可乐软包装饮料数据

2 9761 10B4 ？、
[1.Did Pepes

02 Rie-Rite 34
句3.Yalm 5479

9 0864.D.Peper 70
售。765.Sht 665L30

D0354063 906.Coea-Cole 37
0.Ciat Dx.Pepear 7650训86S7 例 。62 665467808.Tab 887L

69 p 07665 66239.Pepai-Cdl 716
,0593367岔896026 7010.Diet-Rie o

解 用表10.23给定的数据构造距离矩阵D=（d），，这里 n=10，D为对称波，表中
的数据为D的下三角元素。多维标度法的目的就是要确定数k，在k维空间R*中求n个
点e，e.⋯，.，使得这π个点的欧几里得距离与距离阵中的相应值在某种意义下尽量接

近。即如果用D=（à）记求得的n个点的距离阵，则要求在某种意义下，D和D尽量接近。
在实际中，为了使求得的结果易于解释，通常取k=1，2，3。

设按某种要求求得的n个点为e，;e2，⋯，e。（这里为k维列向量），并写成矩阵形式
X=【e，e2，⋯，e.】T，则称X为D的一个解（或称多维标度解）。在多维标度法中，形象地
称X为距离阵D的一个拟合构图（configuration），由这n个点之间的欧几里得距离构成
的距离阵称为 D的拟合距离阵。所谓拟合构图。其意义是有了这 n个点的坐标，可以在

R*中画出图来，使得它们的距离阵D和原始的n个客体的距离阵D接近，并可给出原始n

个客体关系一个有意义的解释。特别地.如果D=D、则称 X为D的一个构图。

为了叙述问题方便，先引进几个记号。令

1A=（gy）m，其中a，=-.e
B=HA用， 其中H-7，一g.不

式中;1。为n阶单位阵，且

忘心汗
多维标度法经典解的求解步骤如下;

（1）由距离阵D构造矩阵A=（av）= 作出矩阵 B=HAH，其中式乌2、？
“试由上！n
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（2）求出B的k个最大特征值λ≥入，≥⋯≥入，和对应的正交特征向量α;，α2，⋯，
山，并且满足规格化条件at}α，=λ;，i=1，2，⋯，k。

注意，这里关于k的选取有两种方法;一种是事先指定，如k=1，2，3;另一种是考虑前

?个特征值在全体特征值中所占的比例，这时需将所有特征值λ，≥λ，≥⋯≥入。求出。如
果入;都非负，说明B半正定，从而D为欧几里得的，则依据

产工中十？士。≥9。Q=:λ+Az+⋯+入。
来确定上式成立的最小k值，其中g。为预先给定的百分数（即变差贡献比例）。如果入;
中有负值，则表明D 是非欧几里得的，这时用

A，+Aaz+⋯+入。
=下A十+|入。+⋯入。—≥?

求出最小的k值，但必要求λ，≥入，≥⋯≥入;>0，否则必须减少φ。的值以减少个数k。

（3）将所求得的特征向量顺序排成一个nxk矩阵鑫=【α;，a，⋯，a4】，则定就是D的
一个拟合构图，X的行向量e;（i=1，2，⋯，n）对应的点P.是D的拟合构图点。这一k维
拟合图称为经典解k维拟合构图（简称经典解）。

本题中 n=10，取本=2，得到的二维拟合构图如图10.5所示。

立京享病 气夕 。
200这:2 1-109 “它-ao-30L 010 203040-10

图10.5 品牌分析的多维标度法扣合构图

通过图10.5，可以把10个品牌分成5类，品牌1、8、10为第一类，品牌2、3、5、9为第
二类，品牌 4为第三类，品牌6为第四类，品牌7为第五类。

计算的 Maflab程序如下;
clc, clear, cloee all
d=importdata ('datal0_7.xlsx');
d (isnan (d))=0; A=nonzeros (d)';

求经典解[y,eigval8]=ctdscale (d)

plot仪（∶，1），y（，2），'o'，'Color'，'k'，'LineWidth'，1.3） 鲁画出点的坐标
strzcellstr(int2atr([1:10]')); 构造标注的字符串
text t (t,1),y(:,2)+3,str) 3对10个品牌对应的点进行标注
10.8 下面是关于摩托车的一个调查，共有20种车的数据，，其中考察了5个变量
（1）发动机大小，用1、2、3、4、5来代表;
（2）汽罐容量，用1、2、3来相对描述;
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（3）费油率，用1、2、3、4来相对描述;

（4）重量，用1、2、3、4、5来描述;
（5）产地，0表示北美，，1表示其他产地。
试用多维标度法来处理表 10.24中的数据，并对结果进行解释。

表10.24 摩托车性能数据

产地重量汽儡容量车类型 费油率发动机大小
05台 vPontiac Paris ？ --一Hamda Civie 、、
034乞一*Buick Cenury

叫！”一 1-Suban GL
3乞一 一2Volvo740GLE -叫e一2Plymonh Caragel
2互-1 ~Honda Acord

夕432引Che Camaro oe ！Plynowut Hoison ” 2 →引乙 eChavle Davtona 丶’
、制、 043 ，Ceille Few 。、矿、多 。Fed Mustang 。 -叫 乙- 、乙、Toyota Celica 。一乙2一，、Ford Ecod

日一一- ”Toyou Teroel -乙-乙Toyole Camy
自一?告 .4Mereury Capri ，龟. ”2w aToypua Crewide ： -fwNim 300ZX -e3 4Nliskan Maxims 、？

解 用z，（j=1，2，⋯，5）表示发动机大小、气罐容量、费油率、重量和产地5个指标变
量。用=1，2⋯，20表示20种摩托车，α，表示第i种摩托车第j个指标变量的取值。

定义第i种和第表种摩托车之间的距离为

1l,-ol,4
构造距离矩阵 D=（da））2sx，使用多维标度法研究 20种摩托车之间的相似性。

得到的拟合构图如图10.6 所示。
从图10.6可以看出，20种类型的摩托车可以分成5类，第一类包括1、11、12、17，第

二类包括2、4、5、7、13、15、16，第三类包括3、8，第四类包括6、9、10、14，第五类包括18、
19、20。

计算的 Matlab程序如下;
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1225 歇“”？e
15

体31s 。305
乡 售。 11

-0.s
自：A5 劣o-2 ,t4一.55 砂斗--6 -4 作召为v‘“ D

图10.6 康托车多堆标度分析的拟合构照

clc, clear, close al1
a=readmatrix!data10_8,txt');d=pdlst[a,1cityblock'》;

求经典解y,eigvalg]=cmdscale (d)

plot创（∶，1），y（，2），}''Color'，''，'LineWiath'，1.3）画出点的坐标
8构造标注的字符串 细胞数组str=cellstr(int2str{[1:20]));

texty(;,1)+0.05,y(,2)+0.05,str,'PontSize',12)

126



第 11章 偏最小二乘回归分析习题解答

11.1 考查的指标（因变量）y表示原辛烷值，自变量x，表示直接蒸馏成分，z，表示
重整汽油，z、 表示原油热裂化油，x，表示原油催化裂化油，z;表示聚合物，。表示烷基化
物，z，表示天然香精。7个变量表示7个成分含量的比例（满足x+xA+⋯+x，=1）。
表11.1给出12 种混合物中?种成分和y的数据。试用偏最小二乘方法建立y与x，，⋯，x，
的回归方程，用于确定7 种构成元素x，*，⋯，x，对y的影响。

表11.1 化工试验的原始数据

序号 而号n 着才*窝 ”e 97- o 中品oo Q74023
9.8oo。 。氩e.122 0.740.1
9.600。 0.743 0.120.1 0.04

0 92.0e a.α0.12 0.370.49。
86.6。 0.12 0.080.18。 0.业o o 。 91.20.00o .376 0.62 。
81.90.08o宁汇 0.38α.10.27夕 o
8.10.0多 0.38夕” 0.060.020.190.17 o 82.4o.080.38 0.06o.17 。一0.21

夕 83.20.02 0.08夕a.17 夕岂0.1占
0 81.4。 0.060.2sα120.360.211:

秒。。 0.37 88. 10.08秒 0.5512

解 样本点的个数为12.分别用i=1，2.⋯，12表示各个样本点。自变量的观测数据
矩阵记为A=<ad）pg，因变量的观测数据记为B=【b，b2，⋯，bn〕'。

（1）数据标准化。将各指标值a转换成标准化指标值&，即
码"6d ,i=1,2,⋯,12,j=1,2,⋯,7、博了

□兴（a，-码）（j=12.⋯，7），即码"、为第j尔1,子令式中∶4=出讼 12-

个自变量z，的样本均值和样本标准差。对应地，称
气均'n“ ,j=1,2,⋯,7心
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为标准化指标变量。

类似地，将b;转换成标准化指标值忘，即
宁伐飞E.08 ~,i=1,2,,12,

鄂飞 1式中∶p2-!1 （b;-μ②）2，即μ2，1）为因变量y的样本均值和2-1i/12-[2.
样本标准差;对应地，称

小广侵马心宁 。1)
为对应的标准化变量。

（2）分别提出自变量组和因变量组的成分。使用 Matlab软件，可以求得7对成分，，
其中第一对成分为

【u4=-0.0906?.0575高-0.0804z，-0.116?.0238第~0.0657z，
u,=3.1874Y.

前3个成分解释自变量的比率为91.83??只要取3对成分即可。
（3）求3个成分对时，标准化指标变量与成分变量之间的回归方程。求得自变量组

和因变量组与山、 、如s之间的回归方程分别为
z,=-2.9991u-0.1186u,+1.0472u,
x,=0.2095u,-2.7981u,+1.7237uy,

z,=-2.7279u+1.3298u2-1.3002u;,
了=3.1874证，+0.7617u，+0.3954u3∶

（4）求因变量组与自变量组之间的回归方程。把（2）中成分u，代入（3）中产的回归
方程，得到标准化指标变量之间的回归方程为

y=-0.1391窝;-0.2087x-0.1376z;-0.2932x，
-0.0384 z,+0.4564 ~-0.14342

将标准化变量产，窝（j=1，2，⋯，7）分别还原成原始变量y，志，得到回归方程为
y=92.6760-9.8283x;-6.9602a,-16.662x;

-8.4218x,-4.3889x,+10.1613x-34. 5290xz.
（5）模型的解释与检验。为了更直观、迅速地观察各个自变量在解释y时的边际作

用、可以绘制回归系数图，如图1I.1所示。这个图是针对标准化数据的回归方程。
从回归系数图中可以立刻观察到，原油催化裂化油和烷基化物变量在解释回归方程

时起到了极为重要的作用。
为了考查这个回归方程的模型精度，可以（9，y）为坐标值，对所有的样本点绘制预

测图。".是y在第;个样本点的预测值。在这个预测图上，如果所有点都能在图的对角
线附近均匀分布，则方程的拟合值与原值差异很小，这个方程的拟合效果就是满意的。原
辛烧值的预澳图如图11.2所示。
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-0.3l 富65入利？

图11.1 回归系数的直方图

100

家窝良言窝车病肉空公
·原辛烷值预测图

10 20 30 40 50 60 70 80 90100
图11.2 原辛烷值的预测图

计算和画图的 Matlab程序如下∶

clc,clear,close all
原始数据存放在纯文本文件 datal11.txt 中ab0=load ('datal11.txt');
号求均值和标准差mu=mean (ab0);sig=std(ab0);
8数据标准化ab=zscore (ab0);

a=ab（∶，【1∶end-1】）;b=ab（∶，end）;名提出标准化后的自变量和因变量数据
[XL,YL,XS,YS,BETA,PCTVAR,MSE,stats]=plsregress(a,b)

??自变量的主成分系数，每列对应一个成分，这里 xw等于stats.Wxw=a\XS
号求因变量的主成分系数yw=b\Ys

ncomp=input《'请根据 PCTVAR的值确定提出成分对的个数 ncomp=';
[XL2,YL2,XS2,Ys2,BETA2,PCTVAR2,MSE2,stats2]=pleregress(a,b,ncomp)

8 n是自变量的个数n=gize(a,2);
beta3（1）=mu（end）-mu（1∶n）./sig任∶n）*BETA2（【2∶end】）.*sig（end）; ·原始数据

回归方程的常数项

beta3([2:n+1])=(1./sig(:n)}'*sig(n+1:end).*BETA2([2:end])
色画柱状图bar(BETA2'k'

yhat=beta3（1）+ab0（∶，【1;n】）* beta3（【2∶end】y'8求y的预测值
ymax=max（tyhat;ab0（∶，end）】）;求预测值和观测值的最大值
figure
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plot (yhat(;,1),ab0(:,n+1),'*',[0:ymax],[0:ymax,'Color','k')
legend"犀辛烷值预测图'，，'Location'，'northwest'）

11.2 试对表11.2的38名学生的体质和运动能力数据，用偏最小二乘法建立5个
运动能力指标与7个体质变量的回归方程。

表11.2 学生体质与运动能力数据

体质情况 运 动能力数咖 *. “当耳年1 * 量,计当，扑 为
45 51- 昌12655 75.0 25 T 3602748968

A2？ 81.2955552 5018 348307.2 464 、、
日 16 出46 夕38107含 1898.0 “篆6.8 430

6一 504 48105 零9.6 331263626.8 ，。
6⋯ 29055 巳66.54642 7.2 39123453。 248 ？78.04310661 5825 384057.0

？ 249 49 90.610060 60 104207.0 379’
售 谆48 52 a66 义56.0 1712263 68 3627.0

合。e 1os35545 76.048 386244156.861 /
但481o 3864 120 622050.2 7.0 413 398”

其 100 色的49 省4 642 4004047.4 23
密4712 100 61.234 “6210 407254277.2”13 5141 自8.062.4ol 59 60 4092s37

仕 55 125s2 58343 62 49668 1030 350” 65245 51.45094 320 3947.6 24 399
110496 4757 45占n.3 4467.0 33730 n1

17] 53 47265 1590.4 75 4206.6 3597n30
18 身47 岂 n34795 466 2544764 447O48 12060 86447 62 6.8 28398 3811人
2049 ，55 84.I41“品 60 23987.0 387人’
团 48 4212869 ？查司 2.020 3048563 3502 455 1242 54.2 67.215 2863 3884o
出 15554 64 51 6.9197.4 511 3361 29812

853 63 56.642120 ‘7.553 35329430电
4225 ” 138 44 卤1765.2 4877.0 29 37026 6646 120 45 ？6822622 7.4 28470 360

团 S45 956 29 51662 18 3807.9 35826
2 050 色120 56.6 ”台42 6.8 32460 348
出 响4 S50.050126 汁” 398 3827峻’ 句30 48 句50 52.9411s 639 7.4 415 28 314
巳 喜。 15 出5242 56.3140 60 6.9 470 348心
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（续）
运动能力体质情况序号 T. “量， Y3为2差量占型*2占

32610284502369.2 7.62 os6748 39 电
出 3301230差7.058岂54.215149 4974

？ 3312934 4107.66419n.44011347 55
比 飞 3482335006.99省 54.512049 74

多、e予。 29阁 4007.51437 54.9 57“气36
出 505 35s2845 n45.9 6.8[14告1306652

19 9 3524踢 285222353.6 7.210068毫
解 主成分的个数为5，用偏最小二乘法求得的5个运动能力指标与7个体质变量

的回归方程分别为
y,=11.1448-0.0296,-0.0122x,-0.0033s,-0.0165*,

-0.0091x,+0.0055xg-0.0042z,,
y2=66.518+1.8409x,+2.9021x,+0.6315x,+1.5221x4

-0.433xz+0,0421xg+0.0144x,,
y=6.5484+0.2296x,+0.0956x,+0.0563z;-0.0535%,

+0.0059z;+0.104x。-0.0229x,
y。=-28.3717+0.1951x,+0.2638r,+0.0317x,+0.1133*。

+0.0324x;-0.0786x。+0.0219x,,
ys=587.9033-3.6103x,+0.4905x2-0.803x,+0.0132x4

-0.0973x,-1.4652x,+0.6883x7:
计算的Matlab 程序如下∶
clc,clear,close all

舍原始数据存放在纯文本文件 datal1_2.Ext中ab0 =load('datal1_2,txt');
;8求均值和标准差mu=mean {ab0);sig=std (ab0);
数据标准化ab= zscore (ab0);:

a=ab（∶，【1∶71）;*ab（∶，【【8∶12】）;拿提出标准化后的自变量和因变量数据
[XL,YL,XS,YS,BETA,PCTVAR,MSE,6stats]=plaregress(a,b}
号XL的每一行是标准化自变量对相应主成分的回归系数
名BETA 各列是标准化因变量对标准化自变量的回归系数
8 PCTVAR的第一行是自变量组主成分的贡敞率
xw=a\XS$求自变量的主成分系数，每列对应一个成分，这里xw等于 stats.N
yw=b\YS 8求因变量的主崴分系数
ncomp=input（请根据 PCTVAR的值确定提出成分对的个数 nccp='};
[XL2,YL2,XS2,Ys2,BETA2,PCYVAR2,MSE2,stats2]=plaregress[a,b,ncomp)
n=size（a，2）;m=slze（b.2）; 8n是自变量的个数，m是因变量的个数
名原始数据回归方程的常数项
beta3(1,;)=mu(n+1:end)-mu(1:n)./sig(1:)*BETA2([2:end],:).*sig (n+1:end);
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beta3{【2∶+13∶）-（1./sig（∶））'*Big（n+1∶end）.*B8TA2（【2∶end】∶计算康
始变量 x1..，xn的系数，每一列是一个回归方程

bar (BETA2','k') 号逼柱状图
yhat=beta3（1，∶）+ab0（;，【∶】）*beta3（【2;end】，∶）$求yl⋯.y5的预测值
yRax=max(lyhat;ab0(:,[n+1:end])1); 舍 求预测值和观测值的最大值
名下面逼 y1，y2，y3，y4，yS 的预测困，并画直线y*x
figure,subplot (2,3,1),
plot(yhat{:,1),ab0(:,n+1),'*',[0:ymax()],[0:Ymax()],'Color''k'
legen($y_1 $','Interpreter','latex','Location','northwegt')
aubplot 2,3.2)

plot(lyhatL(:,2},ab0(:,n+2),'0',[0:ymax(2)],[0:ymax(2)J,'Color','k')
legend(Sy_2 $','Interpreter','latex',Location','northwest')
subplot (2,3,3)

plot tyhat{r,3),ab0(:,n+3),/H,[0:ymax(3)!,[0:ymax(3)],'color','k')
legend('$y_3 $','Interpreter','1atex','Location','northwest')
subpLot [2,3,4)
plottyhat(:,4),ab0(:,n+4),'H,[0:ymax4)],[0:ymax4),'Color','k')
legend('$y_4$','Interpreter','latex','Location','horthwest')
subplot (2,3,5)

plot(yhat(:,5),ab0(:end),'F',[0:ymax(5),[0:ymax5),'Color','k')
legend('ly_5$'/'Interpreter',/'latex','Location','norzthwest'
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第 12 章 现代优化算法习题解答

12.1 用遗传算法求解下列非线性规划问题;

min f（x）=（x1-2）2+（x2-1）2，
×x-2+1≥20,

甙8.t
~号}+1≥0.么

解 显然年，=2，z2=1是全局最优解，对应的最优值为0。遗传算法求得的解是不稳
定的。

cle,clear
obj =@ (x)x(1)-2)"2+(x(2)-1)"2;
a=[-1,2);b=1;
[x,val]=ga{obj,2,a,b,[],[l,[],[],cons)
function [c,ceq]=cons (x};
c=-x(1)~2/4+x(2)^2-1; ceq= [];
end
12.2 学生面试问题。高校自主招生是高考改革中的一项新生事物，现在仍处于探

索阶段。某高校拟在全面衡量考生的高中学习成绩及综合表现后再采用专家面试的方式
决定录取与否。该校在今年自主招生中，经过初选合格进入面试的考生有N人，拟聘请
老师 M人。每位学生要分别接受4位老师〈简称该学生的"面试组"）的单独面试。面试
时，各位老师独立地对考生提问并根据其回答问题的情况给出评分。由于这是一项主观
性很强的评价工作，老师的专业可能不同，他们的提问内容、提问方式以及评分习惯也会
有较大差异，因此面试同一位考生的"面试组"的具体组成不同会对录取结果产生一定影
响。为了保证面试工作的公平性，组织者提出如下要求;

（1）每位老师面试的学生数量应尽量均衡;
（2）面试不同考生的"面试组"成员不能完全相同;
（3）两个考生的"面试组"中有两位或三位老师相同的情形尽量少;
（4）被任意两位老师面试的两个学生集合中出现相同学生的人数尽量少。
请回答如下问题∶
问题一;设考生数N已知，在满足（2）的情况下，说明聘请老师数 M 至少分别应为多

大，才能做到任两位学生的"面试组"都没有两位以及三位面试老师相同的情形。
问题二;请根据（1）-（4）的要求建立学生与面试老师之间合理的分配模型，并就N=
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379，M=24 的情形给出具体的分配方案（每位老师面试哪些学生）及该方案满足（1）~
（4）这些要求的情况。

问题三;假设面试老师中理科与文科的老师各占一半，并且要求每位学生接受两位文
科与两位理科老师的面试，请在此假设下分别回答问题一与问题二。

问题四;请讨论考生与面试老师之间分配的均匀性和面试公平性的关系。为了保证
面试的公平性，除了组织者提出的要求外，还有哪些重要因素需要考虑，试给出新的分配
方案或建议。

注∶本题为 2006年全国研究生数学建模竞赛的D题，有兴趣的读者可以参看网上的
一些优秀论文。

解 问题一;
设G为m 阶简单无向图，若G中的所有顶点对之间都有边相连，则称G为m阶的完

全图，记为K。，如四阶完全图记作K。。
如果用 G的每个顶点来表示不同的老师，用 G中的边来表示老师在同一个"面试组"

这一关系，则G中的每个无重复边的K，图，就对应着一个"面试组"方案，同时，每有一个
面试方案，就意味着老师可以接受一个考生的面试请求。

对于一个M阶完全图G，N表示G中无重复边的K。的个数，则必有

、1+√1+48NM≥. 2
证明;对于G来说，从中每删除一个K，子图的边，G中的边就将减少6条。则G能提

供的K。子图的最大个数为C/6，进一步有

C2/6≥N,
化简后M*-M~12N≥0，则有

、1+√1+4NM≥ 2
问题二∶
设

1， 表示第i个教师面试第j个学生
述义 ,,i=1,2,⋯,M,j=1,2,⋯,N.l0，表示第i个教师不面试第j个学生

首先把题目中的面试要求转化为数学表达式。
,4.Y（1）平均每个老师面试的人数为 每个老师面试的学生数量应尽量均衡，则要满履

足均衡约束条件

。5: 4N,+α,i= 1,2,⋯,M.才。勒
式中;α为调整裕度。
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（2）面试不同考生的"面试组"成员不能完全相同，则有

三*8。≤3，1 ≤j <1 .

4r。=3,（3）两个考生的"面试组"中有两位或三位老师相同的情形尽量少，即

或 多pEa= 2 ，1 ≤j<t≤N出现的次数要少。

定义p=∶ 年平a，≠t，当j=t时，定义p。=0;要使有两位或三位老师相同的情形出，
发之p要小。现的次数少，即使

<4）被任意两位老师面试的两个学生集合中出现相同学生的人数尽量少、即

>*r产y，1而i<在 ≤M要尽量少。
4要少。定义gn=二r街*u，i*k，当i=*时，定义g=0，即要使

，邮

（5）每个学生要经过4个老师的面试，则有
高
wo=4j=12,⋯,N.

综上所述，本题实际上是两个目标函数的目标规划，即要使出现相同老师或相同学生
的人数都尽量少，取这两个目标函数的权重相等，建立如下 0-1整数非线性规划模型 

目 + 矿D口f→+，香中

快。47V”“ + α,i=12,⋯,,,才“心制勒

体j=12N，j，=
P=0j=1,2,⋯,N,
P ≤3j,=1,2⋯,N,，

的i=12⋯，M，*断a=
q=0，i=12，⋯，财，

*;=4j=1,⋯,N,
民=0或1，=1，2⋯，Mj=1，2⋯，N.

式中∶α为调整裕度，，可以试着取1、2等。 135



问题二的 Matlab 程序如下;
dc,dear,global MN L
N=379;M=24;L=M*N;
[x,fval]"ga(obj,L,,[1,[,[l,zezos(,1),ones(L,1),@constr)

function f =obj(x);
global M NL
f=0; x=reshape(x,M,NJ])r
for j=1:N-1

for t=j+1:N
里=f+x（∶，j'*x（∶，E）;

end
end
for i=1:M-1

or k=i+1:M
E=E+x(,:)*x(k,y";en

end
end

function [C,ceq]=conetr(x);
global K N
x=reshape (x,[M,M]};alpha=2;k=l;
for i=1:

c(k)=-8um(x(i:))+4*N/M-alpha;
c(2*k-1)=8um(x(i,:))-4*N/M-alpha;k=k+l;

end
k=2·M*l;
for j=1:N-1

for t=j+1:N
c(k)=x(:,j)'*x(:,E}-3;
k=k+1;

end
end
for j=1:N

ceq《j)=sum (x{:.j))-4;

end
色品

注∶（1）上述 Malab程序中为了书写方便和突破 Matab 对矩阵维数的限制，把线性
约束也写在非线性约束中。

（2）由于问题的规模较大，实际上 Matlab很难求出上述问题的较好解。最好自己设
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计遗传算法来求解上述问题。
问题二的Lingo程序如下∶

model;
命暂行铅叫

teacher/1..24/;
student/1..379/;

link1 (teacher student) ;:x;

link2 (teacher,teacher):g;

1ink3 (8tudent,student〉 p;

endlsetB
data:
n=379;
m=24;
endata
min=0.5*aaum{ink3∶p）+0.5*负gum（link2∶g）;
6for(teacher(i):sumstudent()):x(i,j))>4*n/m-2;
@sum8tudent (j);x(i,j))<4*n/m+2);
Qfor（link3灯，）方瓶ne散t sp（，）=88um（teacher任）∶x（i，）*x{，t）））;
@for（ink3 （j，七）日teq批∶p（j，t）=0）;
号For（link3 ∶p<=3）;

efor（link2（i，k）压新ne歉∶q（i，k）=8sum（student（j）∶x住i，j）*x（k，j）））;
Gfor（link2（i，k）压teq制k;q（i，k）=0};
afor(8tudent(j);②gum(teacher(i):x(i,j))=4);
0for{Link1:@bln (x));

end
由于问题规模较大及非线性，Lingo 软件实际上是无法求解上述问题的。
问题三∶
当面试老师中理科与文科老师各占一半时，老师总数M为偶数，把理科老师和文科

资老师依次标号为12⋯.， ，引进0-1变量∶

1， 表示第i个理科老师面试第j个学生，
为g={（0， 表示第i个理科老师不面试第j个学生，

（1，表示第;个文科老师面试第j个学生，
z={0，表示第i个文科老师不面试第j个学生，

，博=1,2⋯,w.其中i=12，⋯.，9
类似于同题二，建立如下0-1整数非线性规划模型∶

础吵飞色； (3)min -
137



54W.挡下 M4N i=1,2⋯,”。肉。 +e,邹 应“自叫 ''”“i 等4N i=12中当“心-a + a,轨 /3i
些 S亨“、 i,=1,2,⋯,N,≠t“言“。 平、

w1

P.=o, j1,2,⋯,N,
P≤3, “”门“

产 咔“”一臼了孤/a"s“这 点，,i*'2旷：
Mes"=o0, i=1,2.⋯'2'骨户

为r 题，高心 试=1，2⋯， ,*予j1 句
Ma2 =o, i=12⋯2'

子己诞艺nwl8=
些：

j=12⋯,N,",=2.
SA]沙 j=12,⋯,N,

Jgnr=0或1，i=1，2，⋯， j=1,2,⋯,N.售
2

由于问题的规模比较大，此处就不给出计算程序了。
问题四∶
（1）均匀一公平的关系。根据对题目的理解，老师分配得越均匀，对于学生来说就越

公平。由于面试是一个主观性很强的评价工作，老师的专业不同，提问的内容、方式以及 
评分习惯会有较大差异，因此面试同一位考生的"面试组"成员的具体组成不同会对录取
结果产生一定影响。

对于不同学生参加面试，面试组成员对其进行评分标准不一，出发点也不同，这就在
某些程度上影响了学生的综合得分。不同老师面试的学生数量尽量均衡，可以使公平性
在一定程度上得到提高。

组织者提出的4点要求也从侧面反映了这个问题，即尽量使面试老师分配得更为均
衡，两个考生的"面试组"成员不能完全相同，就是尽量让考生接受不同老师的面试，杜绝
两位考生面试时为同一面试组现象的发生。

考生与面试老师之间分配均匀时，面试不同考生的面试组成员不会出现完全相同的
情况，避免后来面试的考生获取面试的相关信息，影响面试的公乎性。两个考生的面试组
中有两位或三位老师相同的情形比较少，任意两个老师面试的学生集合中出现相同学生
的人数也比较少，不同老师的组合可以让每个面试组对不同考生有不同的衡量标准，避免
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用同一标准来衡量不同的学生。

由于每个面试组组成成员不同，因此评价标准也会不同，又因为每个学生擅长的方面

不同，这样使得每位学生的面试标准有所不同，使得面试带有一定程度的随机性，从而更
好地保证面试的公平性。面试的老师之间分配的均匀性越高.每位教师面试学生的数目

相对均衡，相互之间的交集越小.公平性越高。因此均匀性越高时。公平性越好。

总之，可以使面试过程尽量公平，但要做到绝对公平是不可能的。

（2）建议。在面试过程中有可能存在以下问题;
一方面，每位老师的兴趣以及爱好不同，导致老师在问考生问题的时候侧重点是不同

的;另一方面，考生的爱好和兴趣也各不相同，每人都有自己的特点，在回答同一个问题

时，有可能各自回答问题的出发点不同。
为了保证面试过程的公平性，给出以下建议;
①每位老师对所有的学生都公平对待;
②每位老师都准备大量的题目，在面试考生时随机抽取问题;
③老师在对学生打分时是根据题目的难易而定的，难度越大，相对来说所得到的分

数越多，老师在提问时，题目由易入难;
④"面试组"在组成时，老师应该来自不同专业，这一点体现了面试的综合性。
在平时的考试中，每位考生作的都是同一份试卷，每一道题都有标准答案，由于每位

考生面对的条件都是一样的，在一定的程度上似乎体现了考试的公平性。但是，从相同的
试卷上看不出更多的东西（除了分数的高低）。在录取中设量面试这一道门槛，使得高校
更清楚地初步认识每位考生的综合能力的高低，在今后对学生的培养中有一定的侧重点。
高校在把握面试公平性的情况下，可以将人学面试进行推广。

12.3 用遗传算法求解下列非线性整数规划;
min z=好+z+3号+4x》+2k3-8x~2r2-3x3-*4-2x，

0≤x;≤99,i=1,⋯,5,
|开*z+r3+x，+tx，≤400
1+2xz+2x、★,+6x,≤800,8.t.
21+z+6x≤200
(3,,+5x,≤200.

解 求得的最优解（不唯一）为
x=4,X2=1,x=1,x=0,zs=1,

目标函数的最优值为z≈-17。
clc, clear
obj=e（x）红）2+x（2）~2+3*x（）2+4*x（4）^2+2*x（5）~2-..

8*x(1)-2*x()-3*x(3)-x(4)-2*x(5);
a=[1111;12216;21600;00115]
b= [400 800 200 200]';
1b=zeros (5,1);ub=99*one(5.1};

名整数变量的下标Intcon=[1:5]
Dx,y]=ga(obj,5,,b,(],[,b,ub,[),Intcon)
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第13章 数字图像处理习题解答

13.1 找一个二值图像的 t证文件，再找一个灰度图像的 tf 文件，看看它们的文件头

有什么区别。
解 TIF 由四个部分组成，分别为图像头文件、图像文件目录、目录入口、图像数据。

图像头文件（Image Fle Header，IFH）的内容如表13.1所列。

表 13.1 图像头文件（IFH）
成员 字节数

2Byt aoda
Veion ？。0fise 5 frea IFD

IFH数据结构包含3个成员共计8字节，Byte order 成员可能是"MM"（0x4d4d）或
"Ⅱ"（0x4949），0r4dd表示该TIF 图是摩托罗拉整数格式，0x4949表示该图是 Intel 整数
格式;Version 成员总是包含十进制42（0x2a），它用于进一步校验该文件是否为TTF 格式，
42这个数并不是一般人想象中的那样是 TIF软件的版本，实际上，42这个数大概永远不
会变化;Offset to first IFD是 IFD 相对文件开始处的偏移量。

如下的二值图像的试文件和灰度图像的试文件，它们的头文件是一样的。
读头文件的Matlab 程序如下;
clc, clear
fidl=fopen'ti13_1.1北if'r'）; 黑白图像

fid2= fopen"比113_1_2上if'，'r'）;号灰度图像
b1=fread(fid,2,'uint16'},b2=fread{fid2,2,'uint16'}
cl=fread(fid1,1,uint32'),c2=fread{fid2,1.'ulnt32'}
13.2 使用一副真实图像作为输人，连续旋转图像，每次30°。给出旋转12 次后的

结果并与原输入图像进行对比。
解 若旋转12次，图像画板变得非常大，而感兴趣的图像相对于画板非常小，并且计算

机特别容易死机。这里只旋转了一次，并且比较了旋转后的图像与原图像的大小。
计算的 Matlab程序如下∶

clc, clear
a=imread'til3.2.tiF');

b=1mrotate (a,30);
Jn1,n1]=size(a),Jm2,n2]=size(b)
Bubplot (1,2,1),imghow(a)
subplot(1,2,2),imshow(b)
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旋转后的图像与原图像的对比如图13.1所示。

酶青差了”量

数学建模算法与应用 公建模算去与病
本油谱泪”雪
Mathematial MoSeing

人事章廉它证平 。

图13.1 旋转后的图像与原图像的对比

13.3 考虑一幅有不同宽度竖条的图像，编写程序实现如表13.2的模板（再将结果
除以16）进行平滑。

表 13.2 模板数据

；- e中e -2-
解 进行图像平滑的 Matlab程序如下（图像变化见图13.2）;
clc, clear, close all
h=[1 21;2.4 2;121]/16;

a=imread('ti13_3.jpg');
b=imfilter(a,h);
subplot（1，2，1），imshow（a），title（原图像'）
subplot（1，2，2），imshow（b），tile（滤波后的图像'》

原图像 滤波后的图像

、
图13.2 平滑滤波后的图像与原图像的对比

13.4 编程把一幅 bmp 格式的图像保存成jpg格式的图像。
解 转换的 Matlab程序如下∶
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clc, clear
a= 1mread"til3_4_1.bmp');

imorite(a,'ti13_42.jpg'>
subplot (1,2,1),imshow (a)
subplot(1,2,2),imshow('til3_4_2.jpg')
13.5 编程先将一幅灰度图像用 3×3平均滤波器平清一次，再进行如下增强;

{C[f(x,y)],G[f(x,y)]≥T,g(z,)=7f（x，），其他.
式中∶Cf（x，y）】为fx，y）在（x，y）处的梯度;T为非负的阈值。

（1）比较原始图像和增强图像，看哪些地方得到了增强;
（2）改变阈值T的数值，看对增强效果有哪些影响。
解 变换的 Matlab 程序如下∶
clc, clear, T=20 老T为增强时的网值

a=imre&d"ti13_4_1,bmp');
h= [1 21;24 2;121)/16:
b=imnfilter (a,h):
subplot（1，3，1），imshow{a〕，title{原图像'）

subplot（1，3，2}，imshow （b），title（滤放后的图像'）

b=double (b): 8必须转化为double 类型才能做梯度运算
tbx,by)=gradient (b);dgy=(bx.^2+by."2).^(1/2);
dxy =uint8 (dcy); c=uint8 (); 官把 double类型数据转化为uint8 类型图像数据

8进行增戏变换c (doxy>T) =dxy (dxy>T);
eubplot（1，3，3），imshow（c），title （'增骚后的图像'）

图像的变换效果如图 13.3 所示，通过变换效果图可以看到，文字部分得到了增强。

滤波后的图像原图像 增萎后的图像
)in we

象学减说算状愈 宽模建算法可直周 e∶1?山了.
0n 

字提算使坚产。 Doowe

·=3:, A参散皆儒会te4zs .
图13.3 图像变换效果阻

13.6 计算图片文件t.bmp 给出的两个圆A、B的圆心。
解 计算 A 圆的圆心坐标。这里不给出算法，直接使用Matlab软件求得A圆的圆心

坐标为（109.7516，86.7495），半径为80.5。
计算的 Matlab 程序如下∶
clc, clear,close all
I=imread'ti13.6,bmp'); 读取图像
【m，n】=size（工） 名 计算图像的大小
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??化为灰度图I=rgb2gray (I);
号转化成二进制图像B网=imbinarize （工）;

gubplot(121),imshow (BW)
·董住第2个丽BW(:,200:512)=1;

subplot (122),inshow (BW)
提出边界ed=edge (BN);
求边界点的坐标[y,x]=find(ed);
号计算围心的坐标x0=mean(x),y0=mean ty)

r1=max[Xx}-min(x)+1,r2=max()-min(y}+1
 计算圆的半径r= (Ir1+r2)/4

计算得到B圆的圆心坐标为（334.0943，24s.7547）.半径为8I.25。计算的 Matlab 程
序如下∶

clc, clear, clo6B all
读取图像T=imzead{'EA13_6.brup'):
8转化为灰度图I=rgb2gray (L)
转化成二进制图像BW=imbinazize(Ⅱ);
8 业住A圆BW(:,1:200)=1;

irmshow(EW)
飞提出边界ed=edge (Bi);
 求边界点的坐标y,x]=find(ed);
名计算圆心的坐标x0=mean (x),y0=mean (Y)

r1=max(x)-min《x)+1,r2=maxty)-ninty)+1
8 计算圆的半径E= （正l*2）/4

注;也可以利用Matlab 的内置函数直接计算圆的圆心和半径。求得A 圆的圆心与编
程计算结果是一样的，计算的 Matlab 程序如下;

cle,clear
I=imread ('ti13_6.bmop');

8转化为灰度图I=rgb2gray();
号特化成二进制图像BW=imbinarize[L,0.9);
?篮住B国BW(:,200:512)=1;
名提出A圆的边界ed=edge (BW);
g提出A 圆所在图像的将征8tatl=regionprops (ed,'al1'}
名提出A 圆的圆心center=stat1.Cantroid
提出A国所在的拿子xy =stat1,BoundingBox
计算A圆的半径工=eum（xy（3∶4））/4

13.7 生成一个10个数据的随机向量，绘制对应的柱状图，并把画出的图形保存为
ipg文件。

解 Matlab程序如下;
clc, clear
x=rand(1,10); bar (x);
h=getframe tgcf);imwrite (h.cdata,'t113_7.jpg'>
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第 14章 综合评价与决策方法习题解答

14.1 1989年度西山矿务局5个生产矿井实际资料如表14.1所列，对西山矿务局5
个生产矿井1989年的企业经济效益进行综合评价。

表14.1·1989 年度西山矿务局5个生产矿井技术经济指标实现值
指标 杜尔坪矿白家庄矿 四铭矿 西曲矿官地常

原媒成本 99.89 97421(03.69 97.2110l.11
原媒利润 96.91 124.78 143.96644 _8.36
原媒产量 101.85102.63 104.39 10.64180.94
原煤销售量 98、47 I03.16 104.39109.17 91.90
商品煤灰分 87.51 90.27 94.3393.77 85.21
全员效率 108.35 106.39 142.35 158.6112.91
流动资金周转天数 97.65137.1671.67 17L.31 204.52
资源回收率 103.25 100 99.13100 100.22
百万吨死亡率 171.2 51.35 15,90 53.72 20.78

解 用x，za，⋯，x。分别表示评价的指标变量原煤成本、原煤利润、原煤产量、原煤销
售量、商品煤灰分、全员效率、流动资金周转天数、资源回收率、百万吨死亡率。其中x，
xs，x，，x2是成本型指标，其余变量是效益型指标。

这里评价对象有5个，分别是白家庄矿、杜尔坪矿、西铭矿、官地矿、西曲矿，第i个评
价对象关于第j个指标变量x;的取值记为a，对应的数据矩阵A=（a）2。使用TOPSIS
方法进行评价，评价的步骤如下。

（1）对数据进行标准化，成本指标的标准化公式为
*3-年 -窝

j=1,5,7,9,言！一2
效益指标的标准化公式为

等 j=2,3,4,6,8.八艺？ ,“
式中∶xz严 为第j个指标变量取值的最大值∶z严 为第j个指标变量取值的最小值。

标准化的数据矩阵记为 B=（b）sg。
（2）求正理想解C"和负理想解 C°。设正理想解C'的第j个指标值为c'，负理想解

C°第j个指标值为 c°，则

正理想解 c;= maxb;，j=12⋯，9，
负理想解c?= minbyj=1，2⋯，9.

（3）计算各评价对象到正理想解与负理想解的距离。
第i个评价对象到正理想解的距离为
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(b,-6)2,=12.⋯.5,心“
第i个评价对象到负理想解的距离为

叫纤吗丫“”一中d=
（4）计算各方案的排队指标值（即综合评价值）

f;=d/d?+d;),i=1,,⋯,5.
（5）按f"由大到小排列方案的优劣次序。
利用 Matla 程序计算得到的综合评价值如表14.2所列。综合排名次序依次为西铭

矿、白家庄矿、西曲矿、杜尔坪矿、官地矿。

表14.2 评价的指标值
四能矿官地矿西铭矿粒尔坪矿白家庄矿

叭 2.01401.6246 2.9791.9631.702
礼 2.02191.4802 1.35282.25961.869

0.5010” 0.42530.58170.533 0.429

计算的 Matlab 程序如下;
clc,clear
a*load('datal41.txt'}j
a=a';[m,n!=size (a);

for j=[1 5 7 9]
b(:,31=(max(at:.j))-a(:.j/tmax((:j)1-min((:,j)));

end
Eor j=[2:4,6,8]

b(t,)=(a(;,j)-min(a(:,j)/(max{(:j))-mintat,j)));
end
catar=max (b); c0=min (b);

8 q求到正理想解的距离dstar=norm(b-cstar,2,2);
8求到负理想的距离d0 =norm 0b-c0,2,2);

f=30./ (dstar+0);
【sf，indJ=名ort{f，'descend'） 告求排序结果
writematrix([astar';d30';f'J,'data14_.2.xlsx')
14.2 随着现代科学技术的发展，每年都有大量的学术论文发表。如何衡量学术论

文的重要性，成为学术界和科技部门普遍关心的一个问题。有—种确定学术论文重要性
的方法是考虑论文被引用的状况，包括被引用的次数以及引用论文的重要性程度。假如
我们用有向图来表示论文引用关系，"A"引用"B"可用图14.1 表示。

现有A、B、C、D、E、F共6篇学术论文，它们的引用关系如图14.2所示。设计依据上
述引用关系排出6篇论文重要性顺序的模型与算法，并给出用该算法排得的结果。
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图14.1 引用关系图 图14.2 六篇论文的引用关系

解 我们通过计算6篇论文的PageRank 值来对6篇论文的重要性进行排序。
图14.2对应有向图G=（V，E，W），其中顶点集V={v，2⋯，vl，v，2⋯，v。分别对应
学术论文A、B、C、D、E、F，邻接矩阵

[0 1 0 0 0 0

W=(wp).=

0 1 0 0

记顶点v的出度为r，则 r= 1w，，构造状态转移矩阵P=（p.）w，其中

，号"兴
这里d是模型参数，通常取d=0.85，P表示从v转移到v;的概率。计算得

0.025 0.875 0.025 0.025 0.025 0.025
0.025 0.025 0.875 0.025 0.025 0.025
0.45 0.025 0.025 0.45 0.025 0.025P=0.3083 0.025 0.025 0.025 0.3083 0.3083
0.025 0.025 0.025 0.025 0.025 0.875
0.025 0.875 0.025 0.025 0.025 0.025

求矩阵PT最大特征值1对应的归一化特征向量，得6篇论文的PageRank 值分别为
[0.1697 0.2675 0.2524 0.1323 0.0625 0.1156]T,

其柱状图如图14.3所示。6篇论文重要性的从高到低排列次序为2，3，1，4，6，5。
0.3 r
0.25
02
0.15 
0.1l
oos。 5 6423

图14.3 六篇论文PageRank值柱状图
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计算的Matlab 程序如下;

clc,clear,close all
w=zeros(6);w(,2)=l;w(2,3)=l;
w3,〔1 47)=1;w(4,[156])=1;

w(5,6)=1;w(6,2)=1;

nodes=(A',B','C,'D'E','F};
;构造有向图C=digzaph (w,node);

plot (G) 8高有陶图
r=sum(w,2);n=length(w);
P=0.15/n+0.85*w./r 计算状态转移概率矩阵

tvec,val]=eigs(P',1) 号 求最大特征值对应的特征向量
号特征向量归一化veC =vec/sum (vec)
名画 PageRank 值的柱状图figure, bar (vec,0.5)

14.3 已知经管、汽车、信息、材化、计算机、土建、机械学院7个学院学生4 门基础课
〈数学、物理、英语、计算机）的平均成绩如表 14.3所列。试用模糊聚类分析方法对学生

成绩进行评价。

表14.3 基础课平均成绩表

机械土建材化 计算机汽车经管 信息

66.8373.95计日78.36246.03数学 4.18
76.0468.367.07含当9.4物理 73.2872.38
76.876.747.68 70.0975.1761.04英语 68.17
73.1868,7370.7计算机 72.45 70.4374.6568.17

解 用i=1，2，3，4分别表示数学、物理、英语、计算机4门基础课，j=1，2，⋯，7分别
表示经管、汽车、信息、材化、计算机、土建、机械学院7个学院，an表示第j个学院第i门基

础课的平均成绩。
（1）数据标准化。采用极差变换

。品良.4pm-alal
式中∶a和a.分别为第计门基础课平均成绩的最小值和最大值;6，为第j个学院第i门
基础课平均成绩的标准化数值。

按上述公式计算得到7个学院四门基础课成绩指标的标准化数据如表14.4所列。

表14.4 平均成绩的标准化数据

机械土座计算机材化信息经管 汽车。 α.2910.7290.73680.619；0.073费学
O 0.4587 0.53410.7791物强 0.83340.2553。 0.95130.54390.4026英语 0.84920.4285

夕 、’ 0.4012 0.77310.3488 0.08640.6ss计算机
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（2）用最大最小法建立相似矩阵。根据标准化数据建立各学院之间四门基础课成绩
指标的相似关系矩阵R=（rs），3。采用最大最小法来计算ra，其计算公式为

孙昙子已
闫“， ：

_m?x（by，b）
将表 14.4中标准化数据代人上述公式，可计算得到7个学院4门基础课成绩指标的相似
关系矩阵如表14.5所列。

表14.5 相似关系矩阵

经管 信息汽车 土宽计算机村化 机械
制“经管 0.26720.3001 0.2092 0.36110.3289o “汽车 0.0993 0.14970.0779 0.0970.1451

信息 0.07796.3001 ” 0.52020.69 0.68140.5366
工材化 0.60.0990.2672 夕彦系0.6131 0.7318

计算机 ”0.3289 0.m20.53660.1451 0.6131 0.437一土震 0.2092 0.6060.52020.1497 0.42mn0.722
扰械 0.09370.3611 0.73180.6814 0.4337 0.422

（3）改造相似关系为等价关系。矩阵R 满足自反性和对称性，但不具有传递性，为

求等价矩阵，要对R进行改造、只需求其传递闭包。由平方法可求得传递闭包R=R4，其
具体数据如表14.6所列。

表14.6 传递闭包矩阵

0.361L0.36110. L4971 0.3651 0.36n0.3611
工 e.14970.149 0.1497 0.14970.490.1497

0.361 0.1497 e.61310.689“ 0.6890.6131
0.361 0.6890.1497 0.61311 0.6131 .718

工061310.14970.36Il 0.613I 夕己 0.6131
0.61310.61310.14570.3611 0.7122 1 0.6131

0.3611 ”0.690.1497 0.7318 0.61310.6131

（4）聚类结果。传递闭包金=R'就是模糊等价关系矩阵。利用最可对7个学院进行
聚类分析。记食=（f。）n，构造最的λ截矩阵R，=（R、Gi，k））ng，其中

（1，当f≥λ，ARCi,4)-（0，当fa<A.
令λ由1降至0，写出R，，按R，进行分类，元素i与j归为同一类的条件是

R26i,k)=1,ij=1,2,⋯,7.
聚类结果如下;

①当1≥A>0.7722时，将7个学院分为7类;经管}，汽车|，信息}，{材化}，{计
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算机}，{土建'，机械}。
②当0.7722≥入>0.7318时，将7个学院分为6类∶经管}，{汽车}，{信息}，材

化}，计算机，土建}，机械}。

③当0.7318≥λ>0.6890时，将7个学院分为5类∶【经管;，汽车;，信息!，材化，
机械}，计算机，土建}。

④当0.6890≥入>0.6131时，将7个学院分为4类∶{经管}，汽车}。信息，材化，机
械'，计算机，土建|。

⑤当0.6131≥A>0.3611时，将7个学院分为3类;经管}，汽车，信息，材化，机
械，计算机，土建}。

⑥当0.3611≥入>0.1497时，将7个学院分为2类∶{汽车|，|经管，信息，材化，机

械，计算机，土建}。
⑦当0.1497≥入≥0时，将7个学院分为1类;经管，汽车，信息，材化，机械，计算

机，土建|。
按不同的阔值水平对7个学院进行模糊聚类，将会得到不同的分类结果，聚类图如

图14.4所示。

 3-信息4-材化 ?-机械 下-经管 2-汽车5-计算机 6-土刻

图14.4 聚类结果图

学院成绩的聚类有助于学院成绩的比较、排队。通过对7个学院4门基础课成绩所
做的分析，可以了解到信息、材化和机械这三个学院的学生成绩较高，计算机和土建这两
个学院的学生成绩一般，经管和汽车学院的学生成绩稍差一些。

计算的 Matlab 程序如下∶

clc, clear, close all
a = readmatrix('datal4_3_1.Lxt');
jz=mean (a) $求各学院学生成绩的平均值

舍求矩阵的行数和列数[m,n]=Bize (a);
$计算每一行的最小值eamin=min (a,[],2);
号计算每一列的最大值amax=max (a, [1,2);
进行概差标准化b= (a~amin)./arax-amin)

Writematrixt，'data14_3_2.xlsx'） 号把数据保存到Bxcel文件中，便于做表使用
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for i=1:n
for j=1:n

r（i，j）=sum（min（【b（∶，i）";b（∶，3门））/8um（max（【b（∶，i）';b{，）'））;

end
end
writematrix（r，'datal43_2.xlsx，'Sheet'，2）把c写入第2个表单中

号显示相仪矩阵唱

8进行一次合成运算r1=hecheng (r)
号进行第二次合成运算r1=hecheng (r1)
电进行算三次合成运算r1=hecheng (r1)

writematrix{r1,'data14_3_2.xlax','Sheet',3}
皂 求等价矩阵中的所有不同元素ur =unique (r1);
舍把等价矩阵中的元素按鼠从大到小排列ur=sort (ur,'descend')

R2= (r1>=ur (2)) 号求关于uz （2）的1amda截矩阵

R3={r1>=ur (3)),R4= (rl>=ur(4))
R5= (rl>=ur (5)),R6=(r1>=ur (6)1
d=1-r1;d=tril(d》; 皆根据相似系数计算距高矩阵，并截取矩阵的下三角元素

舍提取1inkage 需要的距离数据d=nonzero容 （d）; d=d';
S={1-经管'，'2-汽车3-信息'4-材化，'5-计算机'，'6-土建"，"-机械'};
z=linkage （d）;dendrogram{z，'1abel'，S） 高聚类图
yticke([) y轴不显示刻度

8定义矩阵合成的于函数function rhat=hecheng (r);
k=length (z>;
for i=1:k

for J=1:k
rhat（i，j）=max（in（【r（1，∶）江（∶，j）1））;

end
end
end
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第15章 预测方法习题解答

15.1 某地区用水管理机构需要对居民的用水速度（单位时间的用水量）和日总用

水量进行估计。现有一居民区，其自来水是由一个圆柱形水塔提供，水塔高 12.2m，塔的
直径为17.4m。水塔是由水泵根据水塔中的水位自动加水。按照设计，当水塔中的水位
降至最低水位，约8.2m时，水泵自动启动加水;当水位升高到最高水位，约10.8m时，水
泵停止工作。

表15.1给出的是 28个时刻的数据，但由于水泵正向水塔供水，有4个时刻无法测到
水位（表15.1中为一）。

表15.1 水塔中水位原始数据

5.904.98时离（2）/h 0.92 3.872.951.840
8.698.816.989.13水位/m 9.3t9.489.68
12.0310.9510.927.01 9.988.97时刻（4/ 7.93
10.50.82水位/m B.398.52 8.2 一-
19.016.815.9 17.9时刻（1）/ 13.8812.95 14.98
B.668929.189.94 9.44水位/m 9.65130.21

23.8 25.9124.992.922.01时刻（c）/ 20.8419.9
50.1810.9 10.35水位/m 8.228.43

试建立数学模型，来估计居民的用水速度和日 总用水量。
解 （1）插值法。要估计在任意时刻（包括水泵潇水期间）t居民的用水速度和日总

用水量，分如下三步。
①水塔中水的体积的计算。计算水的流量，首先需要计算出水塔中水的体积，即

刊岂子Vs①,4
式中;D为水塔的直径;h为水塔中的水位高度。

②水塔中水流速度的估计。居民的用水速度就是水塔中的水流速度，水流速度应该
是水塔中水的体积对时间的导数，但由于没有每一时刻水体积的具体数学表达式，只能用
差商近似导数。

由于在两个时段，水泵向水塔供水，无法确定水位的高度，因此在计算水塔中水流速
度时要分三段计算。第一段为0~8.97h，第二时段为 10.95~20.84h，第三段为23.8～
25.91h。

上面计算仅给出流速的离散值，如果需要得到流速的连续型曲线，需要作插值处理，
这里可以使用三次样条插值。
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③日总用水量的计算。日用水量是对水流速度作积分，其积分区间是【0，24】，可以
采用数值积分的方法计算。

用 Matlab 软件计算时，首先把原始数据粘贴到纯文本文件 data15_1.tat 中，并且把
"-"替换为数值-1。计算的Mntlab程序如下∶

cld, clear, close all
a=load("data15_1.txt');
t0=a（【∶2∶end】，∶）;tO=t0';tO=t0（∶;8援出时间数据，并展开成列向量

h0=a（【2;2;end】，;）;h0=h0';h0=h0（;）;提出高度数据，并展开成列向量
D=1L7.4;
V=pi/4* D"2* h0; 计算各男刻的体积

av=gradient (V,t0); 计算各时刻的数值导数（导数近似值）
no1=find (h0==-1) 8找出原始无效数据的地址

no2=【nol（1）-1∶noL（2）+1，no13）-1∶noL（4+1】 $执出导数教据的无效地址
t=t0;t(no2)=[]; 名黑除导数数据无效地址对应的时间
av2=-d; dv2(no2)= [; ??出各时刻的流速
plot(E,dv2,'*' 号 画出流速的散点图

pp=ceape (t,dv2)? 导对流速进行插值
8 给出插值点tt=0:0.1:t (end);

fdv= fnval (pp,tt); 名计算各插值点的流速值
hold on, plot(tt,fdv} 名 高出插值曲蛾
I=trapz(t(;241),fdv(:241)) 告计算 24h 内总流量的数值积分

画出的流速图如图15.1所示。求得的日用水总量为1248.3m2。

75
7。6o*5
汐
盘4o3s
805 叫 2510 302015

图 15.1 流速的数点蹈和样条指值晶数困

（2）拟合法。要估计在任意时刻（包括水泵灌水期间）∶居民的用水速度和日总用水
量，分如下三步。

①水塔中水的体积的计算。计算水的流量，首先需要计算出水塔中水的体积，即

V-DpA.
式中;D为水塔的直径;h 为水塔中的水位高度。
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②水塔中水流速度的估计。居民的用水速度就是水塔中的水流速度，水流速度应该

是水塔中水的体积对时间的导数，但由于没有每一时刻水体积的具体数学表达式，只能用

差商近似导数。
由于在两个时段，水泵向水塔供水，无法确定水位的高度，因此在计算水塔中水流速

度时要分三段计算。第一段为0-89Th、第二时段为10.9~20.84h、第三段为23.8-25.91h。

上面计算仅给出流速的离散值，流速的散点图见图 15.2中的"*"点。如果需要得到

流速的连续型曲线，可以拟合多项式曲线，原始数据总共有28个观测值，其中4个无效数
据。图 15.2中总共有20个数据点.这里我们分三段进行三次多项式拟合.应用前6个数
据点拟合三次多项式，即在时间区间【0.4.98】上拟合三次多项式;应用第6个数据点到

第10个数据点，即在时间区间【4.98。12.03】.拟合第二个三次多项式;应用第 10个数据
点到第20个数据点，总共11数据点，即在时间区间【12.03，25.91】，拟合第三个三次多项

式。拟合得到的分段三次多项式曲线如图15.2所示。

75厂
支65
色ss
态
竞
业。 3025夕 15 20矽

图 15.2 流速极据的散点困及拟合的分段三次多项式曲线

③日总用水量的计算。日用水量是对水流速度作积分，其积分区间是【0，24】，可以
采用数值积分的方法计算。

这里求得的日总用水量为1221.8m2。
计算的 Matlab 程序如下∶

clc, clear, close all
a=load (datal51.txt');

飞 提出时间数据，并展开成列向量t0=a（任∶2;end】，∶）; tO=t0'; t0=t0（3）;
提出高度数据，并晨开成列向量h0=a([2:2:end],s);h0=h0'; h0=h0(:);

D=17.4;
计算各时刻的体积V=pi/4*D~2*h0;
计算各时刻的数值导数（导数近似值）av=gradient （V，尤0）;
告找出原始无效数据的地扯nol=find(h0==-1)
8找出导数数据的无效地址no2=[no1()-1:nol(2)+1,no1(3)-1:nol(4)+1]
告删除导数数据无效地址对应的时间t=tO;t(no2)=[J;
8 给出各时刻的流速dv2=-dv; dv2 (no2)=[;
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hold on, plot {,dv2,'*') 8 高出流速的散点图

al=polyflt(E(:6),dv2(1:6),3); 拟合第一个多项式的系数

名报合第二个多项式的系数a2=polyfit((6:10),dv2(6:10),3);
号报合第三个多项式的系数a3=polyfit(t(0:20),dv2(10;20),3);
号计算第一个多项式的函数值dvf1=polyval(aL,t ();0.1:(6)));

dvf2=polyval(a2,[t(6):0.1:t(10)]); 号计算第二个多项式的函数值

计算解三个多项式的函数值avf3=polyval(a3,[t (10):0.1;(end)]);
tt=t(1):0.1:(end);dvf=[dvfl,dvf2,dvf3];

plot [tL,dvf) 号画出报合的三个分段多项式曲线
号计算 24小时内总流量的数值积分T=trapz {tt(1:241),dvf (1:241))

15.2 某大型企业1997—2000年的产值资料如表15.2所示，试建立GM（1，1）预测
模型，预测该企业 2001—2005年的产值。

表15.2 某大型企业 1997—2000 年的产值资料

年份 1997 1998 2001999
产值/万元 2954727260 3535683241

解 1.级比检验
建立原始序列数据

x0={z(1),[(2),((3),(4))=(27260,29547,32411,35388).
（1）求级比。

A(6)-2-22°(4)
A=(A(2),A(3),A(4))=(0.9226,0.9116,0.9159).

（2）级比判断。
由于所有的λ《k）=【0.6703，1.3956】，k=2，3，4，故可以用x（进行满意的GM（1，1）

建模。
2.GM（1，1））建模
（1）对原始数据x0作一次累加，得到

r(1)=(27260,56807,89218,124606).
（2）构造数据矩阵B 及数据向量Y，有，((z"(1)+<(2))

[8)
es
(z"(2)+"(3))1B= le

(0)

（cz"（3）标"（4））。
（3）计算

季宁号言-0.089995
25790.2838]

得到i=-0.089995，6=25790.2838。
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（4）建立模型
ds2(),了色它”少d

求解得 ‘一cl竖言上了 =313834e-286574. (15.1)六‘，钟一 ：
（5）求生成序列预测值公（k+1）及模型还原值2（k+1），令k=1，2，3，由式（15.1）

的时间响应函数可算得全4，其中取会（1）=我°（1）=z【（1）=27260，由式（"《k+1）=
h+1）-2'1（E），取k=1，2，3，得

e=(2t9(1),(2),#(3),cl(4))=(27260,2953.421,3236.4602,35381.5524).
3.模型检验
模型的各种检验指标值的计算结果见表 15.3。经验证，该模型的精度较高，可进行

预测和预报。

表15.3 GM（1，1）模型检验表

年份 预赛值 缀比偏差洗澄取始值 相对误差。260Z72601997 0
-005-64421295471998 6.000229553.421
夕区促0.03241 74.39832336.46021999
-0.02.00264476200 35381.552435388

4.预测值
2001—2005年的预测值见表15.4。

表15.4 2001—2005年的预测值

2005203202 20042001年份
5487.980350712.4404产值/万元 46347.90454238999838713.3978

计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear,format long g
g注意这里为列向量x0=[27260 29547 32411 35388]';

n=length (x×0);
鲁计算级比lamda=x0 (1:n-1)./x02:n)
号计算级比的范围range=mnmax(lamda'}
计算级比的容许区间theta=[exe(-2/(n+1)1,ep (2/(+1]
号累加运算xl=cumaum (x0)

B=[-0.5*(x1(:-1)+x1 (2:n)),ones(n-1,1)];
Y=x0 [2:n):

拟合参数 u（1】=a，u〔2）=bu=8\Y
eyme x('t)
x=daolve（iff（x）+u（】*x==u【21，x（0）==x0（）}; 求微分方程的符号解

号以小数格式显示微分方程的解xt =vpa x,6)
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yucel=aubs fx,t, [0:n+4]); 皂求已知数据和未来5 期的预测值

舍符号数转换成数值类型，否则无法作差分运算yuce1 =double tyuce1);
8差分运算，还原数据yuce= [x0(1),diff tucel)]

eDsilon=x0'-yuce (1:n) 告计算已知数据预测的残差

delta=abs(epsilon./x0') 舍计算相对误差

rho=1-（1-0.5*u（1）/（+0.5·u（））*1lamda'8计算级比偏差值，u（1）=a
yhaE=yuce (n+1:end) 8提取未来5期的预测值

writematrix([x0,yuce(1:m}',epsilon',delta',[0,rhoJ','data15_2.xls'
15.3 某商品的生产需要甲、乙两种原料，产品利润以及甲、乙两种原料的市场供给

等数据如表15.5 所列，试预测2004年甲的供应量为 400kg，乙的供应量为500kg 时的产
品利润（要求建立灰色 GM（1，N）模型）。

表15，5 原始数据表
年度 2000 200320021990 2001

叫1” 叫小
7625产品利润/元 178181316438 10500

甲原料/k 13783 306195180
乙原料/g 259212146 233 404

解 CM（1，1）模型表示一阶的，一个变量的微分方程预测模型。GM（1，N）模型，表
示一阶的，N个变量的微分方程预测模型，用于某个预测对象与 N-1个因素有关系的时
间序列预测。

这里有3个变量xu，z，z3，其中x，表示利润（预测对象），z。，??分别表示甲原料和乙

原料的量，每个变量都有5个相互对应的历史数据，于是形成了3个原始数列∶

史飞“民式吗式它：
xP =(x40(1),z4(2),,x4°(3),x9°(4),z40(5)),
x 0={xz2)(1),z40(2),z(3),x4(4),z°(5)).

记x{（i=1，2，3）为x{o的累加生成数列，这里
x)=(4383,12008,22508,33824,51642),
x4')=(83,214,394,589,895),

x' =(146,358,591,850,1254).
x的紧邻均值生成序列

z{'=(z{'(2),4{(3),z4°(4),2{'(4))
=(8195.5,17258,28166,42733),

于是有
-{"（2）始（2）x（2） -8195.5 214 358
P（3） *"（3）码（a3）B=

-42733 895 1254-4（5）姆（5） 型（5）
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Y=(z9(2),x4(3),4{(4),x1(5))T,
所以

拉言上
2.0357
135.2594
[-12.9571

得估计模型

息之它。+2.0357xP（0）= 135.2594s4t）-12.95714（动），dF
及近似时间响应式

b2, 牙"(E)-试艺了°(1)-到P（&+1）=- a 。“
2 奸式它芪艺。 c

=(4383-66.44344)(k)+6.3649x())e-10mn
+66.4434x4(k)-6.3649x{(k).

求解结果略。预测结果为23406元。
计算的Matlab程序如下;
clc, clear,format long g
x0=[4383 7625 10500 11316 17818
83 131 180 195 306
146 212 233 259 4041;
[m,n]=Eize (x0);x1_d=cumsum(x0,2}

x11=x1_d(1.:
zl1=0.5*(xll(1:end-1)+x11(2:end))
b= [-z11',x1_d(2,2;end)',xl_d(3,2:end)']

y=x0 (1,2:end)', u=b Vy
BymE x1(t)x2 x3 a b2 b3 x10
xl=dgolve{diffx1)+a*xl==b2*x2+b3*x3,x1[)==x10);
xl=sube (x1,[a,b2,b3,x10},t(),u(2),u(31,x0(,1)l;
x1_1=Vpa（x1，9），xl_s2=vpa（implify（xl1，9） 毛墨示时间响应式

名展开显示时间响应式xl_93=vpa (expand (x1),9)
x20= [x0 [2,:),400);x30=[x0 (3,;),500];
x21=cumLsuR (x20);x31=cumEu《x30);

飞计算预测值的符号值xl=sube (x1,{t,x2,x3),{[0:],x21,x31})
舍把符号值转化为double类型值x1 =double(x1);
8还原到原始数据x10hat= tx1(1),diff(x1)1
8计算残差epsilon=x0(1,:)-xl0hat(1:end-1)
??算相对误差delta=abs(epailon./x0(1,:))

xhat=x10hat (end),format
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第 16 章 多目标规划和目标规划 习题解答

16.1 试求解多目标线性规划问题

maK z,=3z*2,
maX2=?x2

下喜肉
rv5,8.*,≤5,
=r1,"2≥0.

解 使用加权法求解上述目标规划问题，两个目标函数的权重都取为0.5，即求解如
下线性规划问题∶

max z=0.5(3x,tx2)+0.5(x;+2x,),
国1+*，≤7，
于盾。9.1.如4，
[1,2≥0.

利用 Mailab 求得目标规划规划的满意解为
窝=S，高，=2，

对应目标函数的值z=17，2=9。
计算的 Matlab 程序如下∶
cle, clear
prob=optimproblem ('objectiveSense','max');
x=optimvar ('x',2,'LowerBound',0);
c1=[3,1];c2=[1,2];
prob.0bjective=0.5* (el* x*c2*x);
prob.Contraints= [sum (x)<=7;x<=5];

[Bol,fval]=solve fprob), xx=sol.x
z1=G1*xX,z.2=c2*XX
16.2 某学校规定，运筹学专业的学生毕业时必须至少学习过两门数学课、三门运筹

学课和两门计算机课。这些课程的编号、名称、学分、所属类别和先修课要求如表 16.1所
示。那么，毕业时学生最少可以学习这些课程中的哪些课程?

如果某个学生既希望选修课程的数量少，又希望所获得的学分多，他可以选修哪些
课程?
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表16.1 课程情况

学分 所属类则 先修课要求课程编号 课程名称
身- 数学微积分

乞 数学线性代败 制
数半;运筹学 微积分;艘性代数o 最优化方法 T

计算机编程， 数学;计算机数据结构 、
微积分;线性代数败学;运筹学应用统计 Te 计算机编程计算机;运筹学计算机额拟 ？‘ e 计算机计算机编程

8 运筹学e 应用统计预测理论
的 运筹学∶计算机 微积分;线性代数数学实验9

解 引进0-1变量
1，选修编号i的课程， i=1,⋯,9.布s0，不选修编号i的课程，

1）问题的目标为选修的课程总数最少，即

(16.1)声少门”,
约束条件包括两个方面∶
①每人最少要学习2 门数学课、3 门运筹学课和2 门计算机课。根据表中对每门课

程所属类别的划分，这一约束可以表示为
(16.2)*z2十x3*z+xs≥2，
(16.3)T;txs+x。+x十x≥3，
(16.4) 十x。十*;十zg2.

②某些课程有先修课程的要求。例如"最优化方法"的先修课是"微积分"和"线性
代数"，这个条件可以表示为x，≤x，2、≤xz。类似地，所有课程的先修课要求可表为如下
的约束;

(16.5)窝≤8，第≤货2，
(16.6)述水当。
(16.7)对孙于：步水进。
(16.8)当载甘：
(16.9)当原号：
(16.10)当质业、当水寻

综上所述，建立以式（16.1）为目标函数，以式（16.2）-（16.10）为约束条件的0-1整
数规划模型。利用 Matlab 软件，求得模型的最优解为

*=*2=??=x，=x，=名=1，其他x;=0.
对照课程编号，它们是微积分、线性代数、最优化、应用统计、计算机编程、数学实验，共6
门课程，总学分为22。

（2）记编号课程的学分为c;（i=1，2，⋯，9）。如果一个学生既希望选修课程数少，
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又希望所获得的学分数尽可能多、则除了目标（16.1）之外，还应根据表16.1中的学分数
写出另一个目标函数，即

昙中口沁子 (16.11)
从而建立以式（16.1）、（16.11）为目标函数，以式（16.2）-（16.10）为约束条件的双

目标规划模型。
我们用加权法求解上述双目标规划问题。设目标函数（16.1）、（16.11）的权重分别

为1-w，w（0≤妙≤1》，即求解如下 0-1整数规划模型∶

ami，=（1-如）2，-2?s，
下计十潜‘十替曾吵。
可3+写;+*。+名+xg=3，
Z。十名+?≥2，

墨黏斗、抓猎。
??≤幻，9.1.
听。，当。当截昌：
矿点当。
??≤x,
x，≤制，*≤x2，

z;=0或1，i=1，2，⋯，9.
我们分别取w=0.1，0.2，0.3，0.4四个有代表性的权重，计算结果如下∶ 
①w=0.1时，求得的满意解为

xη=x2=第g=??=站=z，*1，其他x，四0，
共6门课程，总学分22分。说明（1）的最优解不唯一。

②w=0.2时，求得的满意解为

折=*2=xz=xz=x，=*，=1，其他?0，
共6 门课程，总学分为22。

③w=0.3时，求得的满意解为

新=的=⋯=?=1，年g=0，
共8 门课程，总学分为28学分。

④w=0.4时，求得的满意解为
为=???二?，

9 门课全部选修，总学分为30学分。
计算的 Matlab程序如下;
clc,clear, prob=optimproblem;
x=optimvar('x',9,'LowerBound',0,'UpperBound',1,'Type',integer');
c=[5,4,4,3.4.3,2,2.,3];

prob,Objectlve=sum (x)i
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con=[2<=sum(x(1:5};3<=x()+x(5>*(6)+X(8)*x(9)
2<=x(4)+x(6)+x{7)+x9};x(3)<=x(L)
x (3)<=x(2);x(4)<=x(7)

x(5)<=x[1];x(5)<=x(2)

x(6)<=x(7);x(8)<=x(5}

x(9)<=x(1);x(9)<=x(2)]i
prob.ConStraint8.con =con;
[eo1,fval]=9olve(prob),xox=sol.x
f=c·xx 计算总学分

for w=0.1:0.1:0.4
prob2=opt improblem;
prob2.Objective=（1-w）半sum（x>-w*sum（C*x）;
prob2.Consraints.con =con;
fprintF（权重w=8.1f时的计算结聚如下∶n'，w}
[[sol2,Fva12]=solve(prob2),xx=sol2.x
f1=sum(>x),f2=c*xx

end
16.3 一个小型的无线电广播台考虑如何最好地安排音乐、新闻和商业节目的时间。

依据法律，该台每天允许广播12h，其中商业节目用以赢利，每分钟可收入250 美元，新闻
节目每分钟需支出40美元，音乐节目每分钟费用为17.50 美元。法律规定，正常情况下
商业节目只能占广播时间的20每小时至少安排5min 新闻节目。问每天的广播节目该
如何安排?优先级如下;

Pr∶满足法律规定的要求;
P2∶每天的纯收入最大。
试建立该问题的目标规划模型。
解 设安排商业节目时间x，分钟，新闻节目时间z，分钟，音乐节目时间 *、分钟，该

问题的目标规划模型为

min z=pr(d7+d+dz2+d'+d)+pad,
z,+x2+xs+d;-d1 =12×60,
x,+d2-d"=12×60×20%,
π2+d3-d3=5×12,8.L
250x-40x,-17.5xy+d]-d4=36000,
【1，F2，知，d;，d，d，di，dj，d，d，改≥0.

其中36000为每天收入的上限250×60x12×20?6000 美元。
求得x，=144，z=60，zg=516，d=11430，d=0，每天的纯收入为36000-d=24570

美元。
计算的 Matlab 程序如下∶
ele,clear,format long g
x=cptimvar ('x',3.1,'LowerBound',0);
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apzoptimvar(dp',4,1,'TowerBound',0};

dm=optimvar(am',41,'LowerBound',0);
p=optimproblem;
a=[1,1,1;1,0,0:0,1,0;250,-40,-17.5];
b= [720;720*0.2;60;360001;
p.Constraints.conl=[a*x+dm-dp==b];
goal=100000*ones (2,1);

mobj=[3um(cm(1:3))+sum(dp(:2;am()〕
for i=1;2

p.Constraints.con2=[mobj<=goal];
p.Objective=mobj (i);
fprintf（第名d级目标计算结果如下∶\nl，i）
[sol,Fval]=solve lp)
xx=s1.x,sdp=gol.dp,sdm=sol.dm
goal(i)=fval;

end
format
16.4 某工厂生产两种产品，每件产品Ⅰ可获利10元，每件产品Ⅱ可获利8元。每

生产—件产品Ⅰ、需要 3h;每生产一件产品Ⅱ，需要 2.5h。每周总的有效时间为 120h。
若加班生产，则每件产品I的利润降低1.5元;每件产品Ⅱ的利润降低1元，加班时间限
定每周不超过 40h。决策者希望在允许的工作及加班时间内取得最大利润，试建立该问
题的目标规划模型并求解。

解 设在允许的工作时间内产品Ⅰ生产x、件，产品Ⅱ生产业，件;在加班时间内产品
Ⅰ生产x、件，产品Ⅱ生产x。件。

建立如下的目标规划模型∶
min pr(d+4)+p。4;,

3x+2.5x2+4;=120,
3x,+2.5x,+3x,+2.5x,+d2=160,8B.&
10x,+8x2+8. 5xz+7xg+dj=640,
d;≥0，i=1，2，3;x;≥0且为整数，i=1，2，3，4.

其中第 3个约束右边的640为利润的上界，由于无论生产产品Ⅰ或Ⅱ，每小时的赢利不超
过4元，每周的生产时间不超过160h，因而最大利润不超过640元。

求得x，=40，?，xs=10，对4=4，d=0，d=0，4=127，即产品I生产50件，产品Ⅱ
生产4件时，总的利润最大，最大利润为640-d4z=513元。

计算的 Matab 程序如下∶
cle, clear
x=optimvar(x',4,1,'LowerBound',0,'Type','integer');
d=optimvar ('d',3,1,'LowerBound',0);
p=optiproblam;
a= [3,2.5.0,0;3,2.5,3,2.5;10,8,8.5,71;

162



b=[L20;160;640];
p.Constraintg,con1 =a* x+d= =b;
goal=100000 * ones(2,1);
mobj =[d(1)+d(2);d (3));
for l=1:2

p.Constraints.cons2=[mobjc=goal];
p.0bjective=mobj(1);
fprintf（第旨d级目标计算结果如下∶\n'，i）
[8ol,fval]=aolve (p)
xx=sol.x,dd=8ol.d
goal{i)=fval;

end
16.5 某节能灯具厂接到了订购16000套A型和 B型节能灯具的订货合同，合同中

没有对这两种灯具各自的数置做要求，但合同要求工厂在一周内完成生产任务并交货。
根据该厂的生产能力，一周内可以利用的生产时间为2000min，可利用的包装时间为
3600min。生产完成和包装完成一套 A型节能灯具各需要2min;生产完成和包装完成一
套B型节能灯具分别需要 1min 和3min。每套A 型节能灯具成本为7元、销售价为 15
元，即利润为8元;每套B 型节能灯具成本为14元，销售价为20元，即利润为6元。厂长
首先要求必须要按合同完成订货任务，并且既不要有不足量，也不要有超过量;其次要求
满意的销售额尽量达到或接近 275000元;最后要求在生产总时间和包装总时间上可以有
所增加，但超过量尽量地小。同时注意到增加生产时间要比增加包装时间困难得多。试
为该节能灯具厂制订生产计划。

解 根据问题的实际情况，首先分析确定问题的目标及优先级。
第一优先级目标;恰好生产和包装完成节能灯具 16000套，赋予优先因子P1。
第二优先级目标;完成或尽量接近销售额为275000元，赋予优先因子 P2。
第三优先级目标;生产时间和包装时间的增加量尽量地小，赋予优先因子P2。
然后建立相应的目标约束，在此，假设决策变量x、z。分别表示 A型和B 型节能灯具

的数量。
（1）关于生产数量的目标约束。用d和d分别表示未达到和超额完成订货指标

16000套的偏差量，因此目标约束为
minz=3+di,

8,t.*,+z2di-d"=16000.
（2）关于销售额的目标约束。用d;和d2分别表示来完成和超额完成满意销售指标

值275000元的偏差量。因此目标约束为
min z2=d2,

s.t.15x,+20x,td2-d}=275000.
（3）关于生产和包装时间的目标约束。用d和 武 分别表示减少和增加生产时间的

偏差量，用d和d分别表示减少和增加包装时间的偏差量。由于增加生产时间要比增
加包装时间困难得多，可取二者的加权系数为0.6和0.4。因此目标约束为

min z,=0.6d3+0.4d],
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(2r;+x2+tdj-1'=20000,。
(2z;+3x2+d]-d2;=36000.

综上所述，我们可以得到这个问题的目标规划模型∶
min z=pr(d+d)+padz+p,(0.6d3$+0.4d》),

,+z+di-d;=16000
15x +20x,+d2-d$=275000,
2x,+z2+d5-d'=20000,&.L2

2x +3xz+d]-dt=36000,

*，第2，4，d≥0，i=1，2，3，4.

求得的满意解是节能灯具厂生产A型灯具4000 套，B型灯具12000 套，生产时间不
需增加.而包装时间需增加 8000cin。该工厂就可完成16000套节能灯具的任务，工厂超
过预期的销售总额 275000元，超额量为25000元，可以获得利润104000元。

求解上述目标规划的 Matab 程序如下∶
clc, clear, format 1ong g
x=optimvartx,2,1,'LowerBound',0);
dp=optirvar"'dp',4,1,'LowerBcund',0};
im=optimvar('dm',4,1,'LowerBound',0);
p=optimproblem;
con1=[x()+x(2)+im(1)-dp(1)==16000

15*x()+20*x(2)+am(2)-dp (2}==275000
2*x(l)+x(2)+dm(3)-dp(3)==20000
2*x(1)+3*x(2)+dm(4)-&p (4)==36000];

.p.Conatraintg,con1=conl;
goal=1000000* omee (3,1);
mobj=[dm(1)+d(1);cm(2):0.6·dp(3)+0.4*dp(4}];
for i=1:3

p,Constraints.con2=mobj<=goal;
p.0bjectlve=mobj (i);

fprintf（第6d级目标计算结果如下;\n'，1}
[aol,fval]=eolve (p)
xx=so1，x，日dm=Bol.dm，adp=日ol.p
goal(i}=fval;

end
profit=【8，6】*xx 舍计算利洞
format
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