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内容简介

本书由作者根据多年数学建模竞赛辅导工作的经验编写’涵盖了很多同类

型书籍较少涉及的新算法和热点技术’主要内容包括支持向量机、偏最小二乘回

归分析、现代优化算法、数字图像处理、综合评价与决策方法、预测方法以及数学

建模经典算法等内容。全书系统全面’各章节相对独立。

本书所选案例具有代表性’注重从不同侧面反映数学思想在实际问题中的

灵活应用’既注重算法原理的通俗性’也注重算法应用的实现性’克服了很多读

者能看懂算法却解决不了实际问题的困难°

本书所有例题均配有Madab或Lingo源程序’程序设计简单精炼’思路清

晰’注释详尽’灵活应用Matlab工具箱’有利于没有编程基础的读者快速入门°

同时很多程序隐含了作者多年的编程经验和技巧’为有一定编程基础的读者深

入学习Madab、Lingo等编程软件提供了使捷之路。

本书既可以作为数学建模课程教材和辅导书’也可以作为相关科技工作者

的参考用书°
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今天’人类社会正处在由工业化社会向信息化社会过渡的变革时期°以数字化

为特征的信息化社会有两个显著特点:计算机技术的迅速发展与广泛应用;数学的应

用向＿切领域渗透°随着计算机技术的飞速发展’科学计算的作用越来越引起人们

的广泛重视’它已经与科学理论和科学实验并列成为人们探索和研究自然界、人类社

会的三大基本方法。为了适应这种社会的变革’培养和造就-批又＿批适应高度信

息化社会具有创新能力的高素质的工程技术和管理人才’在各高校开设“数学建模”

课程’培养学生的科学计算能力和创新能力’就戎为这种新形势下的历史必然°

数学建模是为了特定的目的’根据特有的内在规律’对现实世界的特定对象进行

必要的抽象、归纳、假设和简化’运用适当的数学工具建立的＿个数学结构,是运用数

学的思想方法｀数学的语言近似地刻画-个实际研究对象’构建一座沟通现实世界与

数学世界的桥梁,并以计算机为工具应用现代计算技术达到解决各种实际问题的目

的°建立一个数学模型的全过程称为数学建模。因此,‘‘数学建模”（或“数学实验”）

课程对于开发学生的创新意识’提升人的数学素养’培养学生创造性地应用数学工具

解决实际问题的能力,有着独特的功能。

数学建模是＿个创造性的工作过程。人的创新能力首先是创造性思维和具备创

新的思想方法。数学本身是＿门理性思维科学,数学教学正是通过各个教学环节对

学生进行严格的科学思维方法的训练’从而弓｜发人的灵感思维’培养学生的创造性思

维能力。同时数学又是＿门实用科学’它能直接用于生产和实践’解决工程实际中提

出的问题’推动生产力的发展和科学技术的进步°学生参加数学建模活动’首先要了

解问题的实际背景’深人到具体学科领域的前沿’这就需要学生具有能迅速查阅大量

科学资料’准确获得自己所需信息的能力;其次’不但要求学生必须了解现代数学各

门学科知识和各种数学方法,把所掌握的数学工具创造性地应用于具体的实际问题’

构建其数学结构’还要求学生熟悉各种数学软件’熟练地应用现代计算机技术解决当

前的实际问题’最后还要具有把自己的实践过程和结果叙述成文字的写作能力°通
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今天、人类社会正处在由工业化社会向信息化社会过渡的变革时期。以数字化

为特征的信息化社会有两个显著特点;计算机技术的迅速发展与广泛应用;数学的应

用向一切领域渗透。随着计算机技术的飞速发展.科学计算的作用越来越引起人们

的广泛重视，它已经与科学理论和科学实验并列成为人们探索和研究自然界、人类社

会的三大基本方法。为了适应这种社会的变革，培养和造就一批又一批适应高度信

息化社会具有创新能力的高素质的工程技术和管理人才，在各高校开设"数学建模"

课程，培养学生的科学计算能力和创新能力，就.式为这种新形势下的历史必然。

数学建模是为了特定的目的，根据特有的内在规律，对现实世界的特定对象进行

必要的抽象、归纳、假设和简化，运用适当的数学工具建立的一个数学结构，是运用数

学的思想方法、数学的语言近似地刻面一个实际研究对象，构建一座沟通现实世界与

数学世界的桥梁，并以计算机为工具应用现代计算技术达到解决各种实际问题的目

的。建立一个数学模型的全过程称为数学建模。因此，"数学建模"（或"数学实验"）

课程对于开发学生的创新意识，提升人的数学素养，培养学生创造性地应用数学工具

解决实际问题的能力，有着独特的功能。

数学建模是一个创造性的工作过程。人的创新能力首先是创造性思维和具备创

新的思想方法。数学本身是一门理性思维科学、数学教学正是通过各个教学环节对

学生进行严格的科学思维方法的训练，从而引发人的灵感思维，培养学生的创造性思

维能力。同时数学又是一门实用科学，它能直接用于生产和实践，解决工程实际中提

出的问题，推动生产力的发展和科学技术的进步。学生参加数学建模活动。首先要了

解问题的实际背景，深人到具体学科领域的前沿，这就需要学生具有能迅速查阅大量

科学资料.准确获得自己所需信息的能力;其次、不但要求学生必须了解现代数学各

门学科知识和各种数学方法，把所掌握的数学工具创造性地应用于具体的实际问题，

构建其数学结构。还要求学生熟悉各种数学软件、熟练地应用现代计算机技术解决当

前的实际问题。最后还要具有把自己的实践过程和结果叙述成文字的写作能力。通

置



过数学建模全过程的各个环节’学生们进行创造性思维的活动’模拟现代科学研究过

程。 “数学建模”课程的教学和数学建模活动极大地开发了学生的创造性思维能力’

培养学生面对错综复杂的实际问题时的敏锐观察力和洞察力,以及丰富的想象力。

因此’“数学建模’,课程在培养学生的创新能力方面有着其他课程不可替代的作用。

多年的“数学建模”教学实践告诉我们’进行“数学建模”教学’为学生提供＿本

内容丰富’既理论完整又实用的《数学建模》教材’使学生少走弯路尤为重要。这也是

我们编写本书的初衷。本书可以说既是我们多年教学经验的总结’也是我们心血的

结晶°本书的特点是尽量为学生提供常用的数学方法’并将相应的Matlab或Lingo程

序提供给学生’使学生在学习书中提供的案例时’在自己动手构建数学模型的同时上

机进行数学实验’从而为学生提供数学建模全过程的训练’以便取得事半功倍的教学

效果。本书各章有＿定的独立性’这样便于教师和学生按需要进行选择。

为了更适合课堂教学以及软件更新的原因’本书做了如下变动:重新编写了第1

章‘‘线性规划’’、第2章“整数规划”｀第3章‘‘非线性规划”、第4章“图与网络模型及

方法”、第5章“插值与拟合”、第6章“微分方程”;在Matlab画图、数据处理、数值积

分、支持向量机等方面更新内容较多;把第2版第8章‘‘时间序列”替换为“差分方

程’’ ;在第14章“综合评价与决策方法’’中增加了嫡权法和PageRank算法;在第2版

第16章“目标规划”中增加了多目标规划的内容°一本好的教材需要经过多年的教

学实践’反复锤炼。由于我们的经验和时间所限’书中的错误和不足在所难免’敬请

同行不吝指正°

最后’编者十分感谢国防工业出版社对本书出版所给予的大力支持’尤其是责任

编辑丁福志的热情支持和帮助。

本书的Matlab程序在Matlab2020A下全部调试通过’使用过程中如发现问题可

以加人QQ群204957415’和作者进行交流。需要本书源程序电子文档的读者,可以用

电子邮件联系索取（Email:896369667@qq.com’sishoukui@163.com）’或到国防工业

出版社网站“资源下载”栏目下载°
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过数学建模全过程的各个环节，学生们进行创造性思维的活动，模拟现代科学研究过

程。"数学建模"课程的教学和数学建模活动极大地开发了学生的创造性思维能力，

培养学生面对错综复杂的实际问题时的敏锐观察力和洞察力，以及丰富的想象力。

因此，"数学建模"课程在培养学生的创新能力方面有着其他课程不可替代的作用。

多年的"数学建模"教学实践告诉我们.进行"数学建模"教学，为学生提供一本

内容丰富，既理论完整又实用的《数学建模》教材，使学生少走弯路尤为重要。这也是

我们编写本书的初衷。本书可以说既是我们多年教学经验的总结，也是我们心血的

结晶。本书的特点是尽量为学生提供常用的数学方法，并将相应的 Matlab或Lingo程

序提供给学生，使学生在学习书中提供的案例时，在自己动手构建数学模型的同时上

机进行数学实验，从而为学生提供数学建模全过程的训练，以便取得事半功倍的教学

效果。本书各章有一定的独立性，这样便于教师和学生按需要进行选择。

为了更适合课堂教学以及软件更新的原因，本书做了如下变动;重新编写了第1

章"线性规划"、第2章"整数规划"、第3章"非线性规划"、第4 音"图与网络模型及

方法"、第5章"插值与拟合"、第6章"微分方程";在 Matlab 画图、数据处理、数值积

分、支持向量机等方面更新内容较多;把第2版第8章"时间序列"替换为"差分方

程";在第14 章"综合评价与决策方法"中增加了熵权法和PageRank 算法;在第2版

第 16章"目标规划"中增加了多目标规划的内容。一本好的教材需要经过多年的教

学实践，反复锤炼。由于我们的经验和时间所限.书中的错误和不足在所难免敬请

同行不吝指正。

最后，编者十分感谢国防工业出版社对本书出版所给予的大力支持，尤其是责任

编辑丁福志的热情支持和帮助。

本书的 Matlab 程序在 Mmlab2020A 下全部调试通过，使用过程中如发现问题可

以加入QQ 群204957415，和作者进行交流。需要本书源程序电子文档的读者，可以用

电子邮件联系索取（Email∶896369667@ qq.com，sishoukui@ 163.com），或到国防工业
出版社网站"资源下载"栏目下戴。

编者
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第Ⅲ章线性规划

在人们的生产实践中’经常会遇到如何利用现有资源来安排生产,以取得最大经济效

益的问题°此类问题构成了运筹学的一个重要分支—数学规划’而线性规划（Linear

Pmgramming’LP）则是数学规划的一个重要分支。自从1947年G. B. Dan忆jg提出求解

线性规划的单纯形方法以来’线性规划在理论上趋向成熟’在实用中日益广泛与深人°特

别是在计算机能处理成千上万个约束条件和决策变量的线性规划问题之后’线性规划的

适用领域更为广泛了’已成为现代管理中经常采用的基本方法之一°

1.1线性规划模型及概念

1·弓｜例

我们来看-个关于线性规划的弓｜例°

例1.1某机床厂生产甲、乙两种机床’每台机床销售后的利润分别为4千元与3千

元。生产甲机床需用A、B机器加工’加工时间分别为每台2h和每台1h;生产乙机床需用

A、B、C三种机器加工’加工时间均为每台1h°若每天可用于加工的机器时数分别为A

机器10h、B机器8h和C机器7h’问该厂应生产甲、乙机床各几台才能使总利润最大?

问题分析

该问题是在企业的生产经营中经常面临的-个问题:如何制订一个最优的生产计划?

因为加工时间的可用数量是有限的’这就构成了该问题的约束条件’而解决该问题也就是

在满足上述约束条件的前提下’确定两种机床的产量’使得产品销售后所获得的利润达到

最大值。

模型假设

假设该企业的产品不存在积压,即产量等于销量。

符号说明:设匆《（j＝1’2）分别表示甲、乙机床每天的产量°通常称则‘为决策变量。
模型建立

该问题的目标是使得总利润z＝4卯l＋3卯2达到最大值。通常称该利润函数为曰标

函数。

机床的产量受到某些条件的限制°生产甲｀乙两种机床所花费的加工时间不能超过

A、B、C机器每天的最大可用加工时间,因此有

2卯l＋卯2≤10’

卯l＋卯2≤8’

卯2≤7.

另外’甲乙两种机床的产量还应该满足非负约束’即泌≥0’t＝1’2°由限制条件所确

1
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第1章 线性 规划

在人们的生产实践中，经常会遇到如何利用现有资源来安排生产，以取得最大经济效

益的问题。此类问题构成了运筹学的一个重要分支——数学规划，而线性规划（Linear

Prograrmming，LP）则是数学规划的一个重要分支。自从1947年C.B.Dantzig提出求解
线性规划的单纯形方法以来，线性规划在理论上趋向成熟，在实用中日益广泛与深入。特
别是在计算机能处理成千上万个约束条件和决策变量的线性规划问题之后，线性规划的

适用领域更为广泛了，已成为现代管理中经常采用的基本方法之一。

1.1 线性规划模型及概念

1.引例
我们来看一个关于线性规划的引例。

例1.1 某机床厂生产甲、乙两种机床.每台机床销售后的利润分别为4千元与3千

元。生产甲机床需用A、B机器加工，加工时间分别为每台2h 和每台1h;生产乙机床需用

A、B、C三种机器加工，加工时间均为每台 1h。若每天可用于加工的机器时数分别为A

机器10h、B机器8h和C机器7h，问该厂应生产甲、乙机床各几台才能使总利润最大?

问题分析
该问题是在企业的生产经营中经常面临的一个问题;如何制订一个最优的生产计划?

因为如工时间的可用数量是有限的。这就构成了该问题的约束条件，而解决该向题也就是

在满足上述约束条件的前提下.确定两种机床的产量，使得产品销售后所获得的利润达到

最大值。
模型假设
假设该企业的产品不存在积压，即产量等于销量。
符号说明;设x，（i=1，2）分别表示甲、乙机床每天的产量。通常称x;为决策变量。
模型建立
该问题的目标是使得总利润z=4x，+3c。达到最大值。通常称该利润函数为目标

函戴。
机床的产量受到某些条件的限制。生产甲、乙两种机床所花费的加工时间不能超过

A、B、C机器每天的最大可用加工时间，因此有
皆工产序水占
当言肉乎
名≤7.

另外，甲乙两种机床的产量还应该满足非负约束，即 x;≥0，i=1，2。由限制条件所确-



定的上述不等式’通常称为约束条件°

综上所述’可以建立该问题的数学模型为

maxz＝咖1＋3卯2’

α α1.
S°t.

这里的s.t. （subjectto〉是“受约束于’’的意思°

求解该数学模型’便可得到该机床厂的最优生产计划方案。

2·建立线性规划模型的-般步骤

由前面的引例可知’规划问题的数学模型由三个要素组成:o决策变量’是问题中要

确定的未知量’用于表明规划问题中用数量表示的方案、措施等’可由决策者决定和控制;

@目标函数’是决策变量的函数’优化目标通常是求该函数的最大值或最小值;◎约束条

件’是决策变量的取值所受到的约束和限制条件’通常用含有决策变量的等式或不等式

表示。

建立线性规划模型通常需要以下三个步骤:

第一步’分析问题’找出决策变量。

第二步’根据问题所给条件’找出决策变量必须满足的-组线性等式或者不等式约

束’即为约束条件。

第三步’根据问题的目标,构造关于决策变量的一个线性函数’即为目标函数。

有了决策变量、约束条件和目标函数这三个要素之后’-个线性规划模型就建立起

来了°

3·线性规划模型的形式

线性规划模型的-般形式为

maX（或min）Z＝C〗狐l＋C2则2＋…＋C厕财腿’

‖ α』S°t·

或简写为

｜

｜
｜

｜

见

max（或min）z＝∑呐’
j＝1

懂宦≤（…′二｜i二!（野S.t·

其向量表示形式为

2

｜

定的上述不等式，通常称为约束条件。

综上所述，可以建立该问题的数学模型为

maX z=4z1+3x2
2x1*x≤10,

(1.1)产十古点。sL、*67,
四i，2≥0.

这里的g.t.（gnuject to）是"受约束于"的意思。
求解该数学模型，便可得到该机床厂的最优生产计划方案。
2.建立线性规划模型的一般步骤
由前面的引例可知，规划问题的数学模型由三个要素组成;①决策变量，是问题中要

确定的未知量，用于表明规划问题中用数量表示的方案、措施等，可由决策者决定和控制;
②目标函数，是决策变量的函数，优化目标通常是求该函数的最大值或最小值;③约束条
件，是决策变量的取值所受到的约束和限制条件，通常用含有决策变量的等式或不等式

表示。
建立线性规划模型通常需要以下三个步骤;
第一步，分析问题，找出决策变量。
第二步，根据间题所给条件，找出决策变量必须满足的一组线性等式或者不等式约

束，即为约束条件。
第三步，根据问题的目标，构造关于决策变量的一个线性函数，即为目标函数。
有了决策变量、约束条件和目标函数这三个要素之后，一个线性规划模型就建立起

来了。
3.线性规划模型的形式

线性规划模型的一般形式为
max（或min）z=Cj多十c-z2+⋯+e，??，

【a年1+a，12Zz+·+aμ??≤（或=，≥）bj，

a1年+a2+⋯+ax，≤{或=，≥）b2，
(1.2)：：。e.t

at和+aax+⋯+am年，≤（或=，≥）b，
河，，??⋯，F，≥0.

或简写为

！善岂“”叫详：
册严a*≤（或=，≥）b，i=1，2，⋯，m，e.t.

j=1,2,⋯,n.细曾夕
其向量表示形式为

2



max（或min）z＝CTX,

储
≤（或＝’≥）b’

S°t.

其矩阵表示形式为

max（或min）z＝CTX,

.聪｜氮（或≡』≥）′,
式中:C＝［C』 ’C2’…’C憾］T为目标函数的系数向量’又称为价值向量;X＝［“l,卯2’…,“撼］T为

决策向量;A＝（α,）顾×厕为约束方程组的系数矩阵;冯＝［α‖’α2′’…’α叼］T’j＝1’2’…’网为A
的列向量’又称为约束方程组的系数向量;b＝［bl ’b2’…’6厕］T为约束方程组的常数向量。

4·线性规划问题的解的概念

＿般线性规划问题的（数学）标准型为
n

maxz＝∑呐’ （1.3）
j＝l

懂衰动≡三｜二二箕 ｛10S.t°

式中:b‘≥0’t＝1’2’…’加°

可行解:满足约束条件（1.4）的解x＝［绷l ,匆2’…’匆＂］T,称为线性规划问题的可行解’

而使目标函数（1.3）达到最大值的可行解称为最优解°

可行域:所有可行解构成的集合称为问题的可行域,记为R′°

5·灵敏度分析

灵敏度分析是指对系统因周围条件变化显示出来的敏感程度的分析。

在线性规划问题中’都设定α矿’bd’G是常数’但在许多实际问题中’这些系数往往是
估计值或预测值’经常有少许的变动°

例如在模型（1.2）中’如果市场条件发生变化’乌值就会随之变化;生产工艺条件发

生改变’会弓｜起b‘变化;α旷也会由于种种原因产生改变°
因此提出以下两个问题:

（1）如果参数α0’b‘’q中的＿个或者几个发生了变化’现行最优方案会有什么变化?
（2）将这些参数的变化限制在什么范围内’原最优解仍是最优的?

当然’有一套关于“优化后分析’’的理论方法’可以进行灵敏度分析°具体参见有关
的运筹学教科书°

但在实际应用中’给定参变量一个步长使其重复求解线性规划问题’以观察最优解的

变化情况’不失为一种可用的数值方法’特别是使用计算机求解时°

对于数学规划模型’-定要做灵敏度分析°第3章将给出灵敏度分析的一个具体

例子。
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■
｜
｜

max( min)z= cVx,

沁冒“善！“。中
下当宁

其矩阵表示形式为

max（或min）z=cTr，
（Ax≤（或=，≥）b，.tr≥0.

式中∶c=【e，c2，⋯，c】】T为目标函数的系数向量，又称为价值向量;x=【x;，为，⋯，x。】为
决策向量;A=<a;）m。为约束方程组的系数矩阵;P=【ay，Qgz，⋯，an】T，j=1，2，⋯，，n为A
的列向量，又称为约束方程组的系数向量;b=【b，b.，⋯，。J'为约束方程组的常数向量。

4.线性规划问题的解的概念
一般线性规划问题的（数学）标准型为

唑飞 (1.3)目“”心

。工昭“夕““口了， (1.4)
j=12,⋯,n.四， 20，,

式中∶b;≥0，i=1，2⋯，m。
可行解;满足约束条件（1.4）的解x=【x1，z，⋯，x}"，称为线性规划问题的可行解，

而使目标函数（1.3）达到最大值的可行解称为最优解。
可行域;所有可行解构成的集合称为问题的可行域，记为 R'。

5.灵敏度分析
灵敏度分析是指对系统因周围条件变化显示出来的敏感程度的分析。
在线性规划问题中，都设定α，b，c 是常数，但在许多实际问题中，这些系数往往是

估计值或预测值，经常有少许的变动。
例如在模型（1.2）中，如果市场条件发生变化，c;值就会随之变化;生产工艺条件发

生改变，会引起b，变化;a，也会由于种种原因产生改变。
因此提出以下两个问题;

（1）如果参数q，b，c;中的一个或者几个发生了变化，现行最优方案会有什么变化?
（2）将这些参数的变化限制在什么范围内，原最优解仍是最优的?
当然，有一套关于"优化后分析"的理论方法，可以进行灵敏度分析。具体参见有关

的运筹学教科书。
但在实际应用中，给定参变量一个步长使其重复求解线性规划问题，以观察最优解的

变化情况，不失为一种可用的数值方法，特别是使用计算机求解时。
对于数学规划模型，一定要做灵敏度分析。第3章将给出灵敏度分析的一个具体

例子。
3



1·2线性规划模型求解及应用

求解线性规划模型已经有比较成熟的算法。对-般的线性规划模型’常用的求解方

法有图解法、单纯形法等;虽然针对线性规划的理论算法已经比较完善,但是当需要求解

的模型的决策变量和约束条件数量比较多时’手工求解模型是十分繁杂甚至不可能的’通

常需要借助计算机软件来实现。

目前’求解数学规划模型的常用软件有Matlab｀Python、Lingo等多种’本书中出现的

数学规划模型主要使用Matlab软件求解。Matlab求解数学规划问题（包括线性规划、整

数规划和非线性规划）采用两种模式:基于求解器的求解方法和基于问题的求解方法.

L线性规划的MaⅦab求解

1）Madab基于求解器的求解方法

线性规划的目标函数可以是求最大值’也可以是求最小值’约束条件的不等号可以是

小于等于号也可以是大于等于号°为了避免这种形式多样性带来的不便’Matlab基于求

解器的求解方法中规定线性规划的标准形式为

min／Tx’
勿

『9
S°t.

式中:／’x’b’beq’肋’皿b为列向量’其中／为价值向量’b为资源向量;A’Aeq分别为不等

式约束和等式约束对应的矩阵°

Matlab基于求解器的求解线性规划函数调用格式为

［x′fv己1］ ＝11npr◎g（f′A′b）

［x′fV己1］ ＝1土npr◎g（f′A′b′Aeq′beq）

［x′fv己1］ ＝1土nPr○g（f′A′b′Aeq′heα′1b′ub）

其中x返回决策向量的取值’fVa1返回目标函数的最优值’f为价值向量’A’b对应线性不

等式约束’Aeq’beq对应线性等式约束’lb和ub分别对应决策向量的下界向量和上界
向量。

例如线性规划

max／TX’
工

s.t. AX≥b·

的Matlab标准型为

min丁T勿’
x

S.t. 寅Ax≤＝b·

2）Matlab基于问题的求解方法

Matlab基于问题的求解数学规划方法’首先需要用变量和表达式构造优化问题’然后

用solve函数求解。具体求解步骤可以通过下面例子看出来’或者在命令窗口运行doc

oPtimproblem’看Matlab的详细帮助°
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1.2 线性规划模型求解及应用

求解线性规划模斑已经有比较成熟的算法。对一般的线性规划模型，常用的求解方

法有图解法、单纯形法等∶虽然针对线性规划的理论信法巳经比较完善，但是当需要求解

的模型的决策变量和约東条件数景比较多时，手工求解模型是十分杂其至不可能的，通

常需要借助计算机软件来实现。

目前，求解数学规划模型的常用软件有 Matlab、Python、Lingo 等多种，本书中出现的

数学规划模型主要使用 Malab 软件求解。Matlab 求解数学规划问题（包括线性规划、整

数规划和非线性规划）采用两种模式;基于求解器的求解方法和基于问题的求解方法。

1。线性规划的Matlab 求解
1）Matlab 基于求解器的求解方法
线性规划的目标函数可以是求最大值，也可以是求最小值，约束条件的不等号可以是

小于等于号也可以是大于等于号。为了避免这种形式多样性带来的不便，Matlab基于求

解器的求解方法中规定线性规划的标准形式为

mi/x,
【4·*板b，

.t. Aeq·x=beg,
勘≤r≤ub.

式中;，x，，beq，路，通为列向量，其中了为价值向量，b为资源向量;A，Aeg分别为不等
式约束和等式约束对应的矩阵。

Matlab 基于求解器的求解线性规划函数调用格式为

[x,fval]= linprog(f,A,b)
[x,Eval]= linprog (f,A,b,Aeq,beq)
[x,fval]= linprog (f,A,b,Aeq,beg,1b,ub)

其中x返回决策向量的取值，fval返回目标函数的最优值，f为价值向量，A，b对应线性不

等式约束，Aeq，beq对应线性等式约束，1 和 山 分别对应决策向量的下界向量和上界
向量。

例如线性规划

慢飞引。
8.t. Ax ≥D.

的 Matlab标?准型为

min -fz,
8. t。~Ax≤-b.

2）Matlab基于问题的求解方法
Maflab基于问题的求解数学规划方法，首先需要用变量和表达式构造优化问题，然后

用 solve 函数求解。具体求解步骤可以通过下面例子看出来，或者在命令窗口运行 doc

optimproblem，看 Maclab的详细帮助。
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例1.2（续例1.1） 求解在例1.1中建立的线性规划模型°

解利用Matlab程序’求得最优解为

卯1＝2’卯2＝6,

目标函数的最优值z＝26°

基于求解器求解的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

c＝ ［4『3］′b＝ ［10′8′7］′

己＝ ［2′1;1′1′0′1］′1b≡zer◎s（2′1）′

［x′fv己1］ ＝1土np工◎g（ˉc′己′b′ ［］′ ［］′1b） 老没有等号约束

y≡一fv己1 哈目标函数为最大化

基于问题求解的Madab程序如下:

c1c′c1ear

Pr◎b＝◎P亡土mpr◎b1em（′Ohjec仁土veSense｜ ′ ｜m己x｜） 8目标函数最大化的优化问题

c＝ ［4;3］;b＝ ［10′8;7］′

己≡ ［2′1;1′1′0′1］′

x＝◎p仁jI∏v己r（｜x｜′2′『L◎werB◎und!′0）′ 培决策变量

pr◎h.ODjec亡jve＝c｜＊x′ 培目标函数

pr◎b·C◎nstr己1n亡s·c◎n＝a＊x＜＝b′ 嗜约束条件

［s◎1′ fv己1′ f1己g′◎u七］ ＝s◎1ve（Pr◎b） 啥fv己1返回最优值

S◎1·x 嗜显示决策变量的值

例1·3求解下列线性规戈‖问题:

maxz＝2卯1＋3卯2-5卯3’

S°t.

（

解化成的Matlab标准型为

minZO＝ˉ2卯l＝3卯2＋5勿3’

｜ ｝ γ≤川S·t.

求得的最优解为卯l＝6.4286’卯2＝0。5714’匆3＝0’对应的最优值z＝14.5714°

基于求解器求解的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′f＝［＝2′＝3;5］′

己＝［一2′5′ˉ1′1′3′1］′b＝［一10′12］;

己eq≡［1′1′1］′beq＝7′

［x′y］＝11npr◎g（f′己′b′己eq′beq′zer◎s（3′1））′

x′y≡ˉy 老目标函数最大化

｜

｜

5

例1.2（续例1.1} 求解在例1.1中建立的线性规划模型。

解 利用Matlab程序，求得最优解为
z=2,=6,

目标函数的最优值z=26。
基于求解器求解的 Matlab 程序如下∶

clc, clear
c = [4:3]; b = [10;8:7];
a=[2,1;1,1:0,1];1b= zeros (2,1);

名没有等号约束x,fva1]= 1inprog(-c,a,b,[],[],lb)

y=--val 窝目标函数为最大化

基于问题求解的 Matlab程序如下∶

clc,clear
prob= optimroblem（ObjectiveSense'，'max'）售目标函数最大化的优化间愿
c =[4;3];b= [10:8;7];

a=[2,1;1,1;0,1]?
8决策变量x= optimvar(x',2,'LowerBound',0);
t目标函数prob.Objective = e'*x;
约束条件prob.Constraints.con 玉 a*x<=b;
fval返回最优值[sal,fval,flag,out]=eolve(prob)

Bol.x 8显示决策变量的傲
例1.3 求解下列线性规划问题;

max z=2x1+3x2-5x,
???22+*xs=7，
2n1-5z2+;≥10,s.1-
窝1+3x。2t*≤12，
41,*2,2z≥0.

解 化成的 Matlab 标准型为
min w=-2*1-3x2+5x,

（图扼子.【，两，"*

【z，，为2，x，】"≥【0，0，0】T.
求得的最优解为x=6.4286，x，=0.5714，*，=0，对应的最优值z=14.5714。
基于求解器求解的 Matlab程序如下∶

clc,clear, f=[-2;-3:5];
a=[-2.5,-1:1,3,1];b=[-10;12];
aeq=[1,1,1];beq=7;
(x.y]=linprog(f,a,b,aeq,beq,zeros(3,1));

目标函数最大化X,y=-y n



基于问题求解的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

pr◎b＝◎ptmpr◎b1em（）Objec七土veSense｜ ′｜m己x『）;

x＝◎P亡imv己r（｜x!′3′!L◎werB◎und｜′0）′

pr◎b.Objec七1ve＝2＊x（1）＋3＊x（2）＝5＊x（3）;

Pr◎b。C◎nstr己土n七s·c◎n1＝x（1）＋x（2）＋x（3） ＝＝7′

Pr◎b.C◎ns仁r己土n℃s。c◎n2＝2＊x（1）ˉ5＊x（2）＋x（3）＞＝10′

Pr◎b·C◎ns仁r己jn七s.c◎n3＝x（1）＋3＊x（2）＋x（3）＜＝12′

［s◎1′fv己1′f1己g′◎ut］＝s◎1ve（pr◎b）′s◎1·x

注1.1在Madab基于问题的求解方法中’不能把不同类型的约束条件写在同-个

约束集合中。

2·线性规划应用举例

例1·4捷运公司在下一年度1～4月的4个月内拟租用仓库堆放物资°已知各月所

需仓库面积列于表1.1°仓库租借费用随合同期而定’期限越长’折扣越大’具体数字见

表1.1°租借仓库的合同每月初都可办理’每份合同具体规定租用面积和期限。因此’该

公司可根据需要’在任何-个月初办理租借合同°每次办理时可签-份合同’也可签若干

份租用面积和租借期限不同的合同’试确定该公司签订租借合同的最优决策’目的是使所

付租借费用最小。

表1·1 所需仓库面积和租借仓库费用数据

15 10 20

1个月 2个月 3个月

2800 』500 6000

月 份

所需仓库面积／100m2

合同租借期限

合同期内的租费／元

斗

12

4个月

7300

解设变量z旷表示捷运公司在第j（′＝1’2’3,4）个月初签订的租借期为j（j＝1’2’3’

4）个月的仓库面积（单位为100m2）。因5月起该公司不需要租借仓库’故匆24,匆33’幻34,

匆42’卯43’鳃“均为零°该公司希望总的租借费用最小’故有如下数学模型:

nunz＝2800（卯n＋则21＋“3l＋“4l）＋4500（“l2＋匆22＋“32）＋6000（厕l3＋财23）＋7300“l4’
●

Ⅷ

S.t·

｜
｜
｜

｜
｜

）

｜

这个模型中的约束条件分别表示当月初签订的租借合同的面积加上该月前签订的未

到期的合同的租借面积总和’应不少于该月所需的仓库面积。

求得的最优解为zl1＝3,卯3l＝8’匆l4＝12’其他变量取值均为零’最优值z＝118400°
c1c′c1e己r

Pr◎b＝◎p亡j∏pr◎℃1em 啥默认目标函数最小化

x＝◎p亡土mv己r（『x｜ ′4′4′′L◎werB◎und｜′0）′

pr◎h.Ohjec七±ve＝2800＊sum（x（:′1））＋4500＊su∏l（x（1:3′2））＋. . .
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基于问题求解的Matlab程序如下∶

cl, elear
prob = optimproblem ('ObjectiveSense','max');
x= optimvar('x',3,'LowerBound',0);
prob.Objective = 2*x(1)＋3*x(2}-5*x(3);

prob.Constraints.con1 = x(L)+x(2)+x(3)== 7;

prob.Constrainta.con2 = 2*x(L)-5*x(2)+x(3)>=10;
prob.Constraints.con3 = x(1)+3*x(2)+x(3)<=12;

[sol,fval,flag,out]= solve (prob),eol.x

注1.1 在 Matlab 基于问题的求解方法中，不能把不同类型的约束条件写在同一个

约束集合中。
2.线性规划应用举例
例1.4 捷运公司在下一年度1~4月的4个月内拟粗用仓库堆放物资。已知各月所

需仓库面积列于表1.1。仓库租借费用随合同期而定，期限越长，折扣越大，具体数字见
表1.1。粗借仓库的合同每月初都可办理，每份合同具体规定租用面积和期限。因此，该
公司可根据需要，在任何一个月初办理租借合同。每次办理时可签一份合同，也可签若干
份租用面积和粗借期限不同的合同，试确定该公司签订租借合同的最优决策，目的是使所
付租借费用最小。

表1.I 所需仓库面积和租借仓库费用数据

)  2月 份
12岩15 20所需仓库面积/100m2

2个月1个月 4个月3个月合同祖储期履
73004500200 含号合同期内的租费/元

解 设变量??示捷运公司在第（i=1，2，3，4）个月初签订的租惜期为j=1，2，3，

4）个月的仓库面积《单位为100m2）。因5月起该公司不需要租借仓库，故zx，*y，*y，
xa，"独，*均为零。该公司希望总的租借费用最小，故有如下数学模型∶

min z=2800(z+*ztg+xa)+4500(xn+2tx32)+6000(xgtx2g)+7300xu
p+r2+*x1g+xa≥215,
等ua十*13*1十年an十年pt2g 10，

s.1t.《*1∶+况w+*2+x2+xg+zp≥200
?+x +xa**a≥12，
,≥0,i=1,2,3,4;j=1,2,3,4.

这个模型中的约束条件分别表示当月初签订的租借合同的面积加上该月前签订的未

到期的合同的租借面积总和，应不少于该月所需的仓库面积。

求得的最优解为x=3，=8，~=12，其他变量取值均为零，最优值z=118400。
clo, clear
prob= cptimproblem 号默认目标面数最小化
x= optimvar ('x',4,4,'LowerBound"',0);
prob.Objective* 2800*aum(x{:,1))+4500*aum(x(:3,2))+

6



6000＊sum（x（1:2′3））＋7300＊x（1′4）;

pr◎b.C◎ns仁r己1n仁s.c◎n＝ ［sum（x（1′ :））＞≡15′

sum（x（1′2:4））＋sum（x（2′1:3））＞＝10′

x（1′3）＋x（1′4）＋x（2′2）＋x（2′3）＋x（3′1）＋x（3′2）＞＝20′

x（1′4）＋x.（2′3）＋x（3′2）＋x（4′1）＞≡12］;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u仁］≡s◎1ve（pr◎b） ′s◎1.x

例1.5使用Matlab软件计算6个产地到8个销地的最小费用运输问题。单位商品

运价如表1.2所示。

表1.2单位商品运价表

出
＿
比
＿
妈
＿
心
～
心
—
此

解这是＿个运输问题,总的产量大于总的需求量’是满足供应的运输问题。

设则旷（′＝1’2’…’6别＝1’2’…’8）表示产地A‘运到销地B／的量’c旷表示产地A‘到销
地B′的单位运价’吗表示销地B′的需求量’e‘表示产地A‘的产量。

目标函数是使总的运费最小化’即
6 8

min∑∑c州.
』＝1j＝1

约束条件分为两类°

（1）需求量约束’Bj销地的需求量等于所有产地运到B／销地的运量和’即
6

∑鳃’＝吗’ j＝1’2’…,8
!＝1

（2）产量约束’Ai产地运到所有销地的运量和少于等于该地的产量’即
8

∑“墩≤e』’ j＝1’2’…’6.
j＝1

综上所述’建立如下线性规划模型:

6 8

min∑∑c,绷,’
t＝1 j＝1
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］
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＝
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＝
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’
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＝
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№
驴
如
γ

≥

卯
卯S°t.
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B
l

B
2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

6 2 6 7 4 2 5 9

4 9 5 3 8 5 8 2

5 2 1 9 7 4 3 3

7 6 7 3 9 2 7 1

2 3 9 5 7 2 6 5

5 5 2 2 8 1 4 3

35 37 22 32 41 32 43 38

6000* sum (x(1:2,3})+7300*×(1,4);
prob.Constraints.con x [sum(x(1,:))>=15,

sum(x(1,2:4))+gum(x(2,1:3)J>=10,
x（1，3）+x（1，4）+x亿2，2）+x（2，3）+x（3，1）+x（3，2}>=20，
x(1,4)+x(2,3)+x(3,2)+x(4,1)>=12];

[sol,fval.Flag,out]= eolve (prob),sol.x
例1.5 使用Mata软件计算6个产地到8个销地的最小费用运输问题。单位商品

运价如表1.2所示。
表1.2 单位商品运价表

销地 ， 卢卢。，日B, 产量岛，单位运价
产地

6=l？。 e子 G？ ，句, 一乙8v多e 55、、句制。西 a ③，尸夕一 51e？ ？a？ 43A ””
多5 了w e)A3 4]似Q 、可

薯、 S 一身、 多-e了 2 52
需求量 3835 433243222岂

解 这是一个运输问题，总的产量大于总的需求量，是满足供应的运输问题。

设对（i=1，2，⋯，，6;j=1，2，⋯，8）表示产地A，运到销地B，的量，c，表示产地A;到销
地B;的单位运价，d，表示销地B;的需求量，e;表示产地A;的产量。

目标函数是使总的运费最小化，即

沙min 么严。
约束条件分为两类。
（1）需求量约束，B，销地的需求量等于所有产地运到B销地的运量和，即

*=d,j=12,⋯,8.
（2）产量约束，A;产地运到所有销地的运量和少于等于该地的产量，即

o
g≤e;,i=1,2,⋯,6.

综上所述，建立如下线性规划模型;

益点wmita

2"v=d,j=12,⋯,8
即中： 仍引吊。。“口：产

r≥0, i=1,2⋯,6yj=12,⋯,8.
7



利用Matlab软件求得的6个产地到8个销地的最优运量如表1.3所示（该问题的解

不唯＿）’对应的最小运费为664。

表1.3 6个产地到8个销地的最优运量数据

B 8

∧
＿
∧
～
∧
一
∧
ˉ
∧
—
∧

］
＝
∑
＝
〕
＝
斗
＝
日
＝
β

38

把表1.2中的数据保存到文本文件data1＝5ˉ1.txt中,并且在右下角位置添加＿个0。

c1c′c1e己r′己＝1◎己d（｜d己仁己1卫」·txt!）′

c＝a（1:end-1′1:end-1）′

e＝a（1:end＝1′end）;d＝a（end′1:end-1）′

pr○b＝◎P亡jmPr◎b1em;

x＝◎Ptjmv己r（｜x｜′6′8′｜L◎werB◎und｜ ′0）′

Pr○b.Objec口ve＝sum（sum（c.＊x））;

Pr◎b.C○nstr己土n亡s.c◎n1＝sum（x′1） ＝＝d『

Pr◎℃.C○ns七r己土n亡s·c◎n2＝sum（x′2）＜＝e;

［s◎1′fv己1′f1己g′○u仁］＝s◎1ve（pr◎b）′xx≡s◎1.x

wr让em己仁r土x（xx′ ｜d己亡己152.x1sx｜） 老数据写到Exc巳1文件′便于做表使用

3·可以转化为线性规划的问题

很多看起来不是线性规划的问题’也可以通过变换转化为线性规划的问题来解决°

例1·6数学规划问题

min ｜则l ｜＋｜z2｜＋…＋｜勿＂｜ ’

S.t. Ax≤b·

式中:x＝［鳃l’匆2’…’绷厕］T;A和b为相应维数的矩阵和向量°

要把上面的问题变换成线性规划问题’只要注意到事实:对任意的鳃《’存在u‘’″t≥0
满足

泌＝u厂oi’ ｜刃‘ ｜＝凹《＋o‘’

事实上,只要取鹏』≡露半｜ ,膨′ˉ｜平就可以满足上面的条件.
这样’记Ⅲ＝［ul ’u2’…’u网］T’γ＝［〃!’o2’…’似鹏］T’从而可以把上面的问题变成

∏

min∑（赐』＋,』）,
t＝l

M｛》（罗二;）≤′’
这里″≥0表示向量″的每个分量大于等于0°进一步把模型改写成

8

B
1 B 2 B 3 B4 B 5 B6 B 7

0 19 0 0 41 0 0

1 0 0 32 0 0 0

0 11 0 0 0 0 40

0 0 0 0 0 5 0

34 7 0 0 0 0 0

0 0 22 0 0 27 3

利用Malab软件求得的6个产地到8个销地的最优运量如表1.3所示（该问题的解
不唯一），对应的最小运费为664。

表1.3 6个产地到8个销地的最优运量数据

B 身即B B2 B。B B
A, .0句。”00 4I品 。h e。日- 句0 3
量 。0。DOO 40“ 。 了o。O 38矿 、句o o 0000？量 34 o

1 自 00 写矿 0。 27

把表1.2中的数据保存到文本文件datal_5_1.txt中，并且在右下角位置添加一个0。
clc, clear,a = load(t'datal_5_1.txt'>;

C = a(1;end-1,1;end-1)?
e= a(l:end-1,end); d =a(end,1:end~1);
prob = optimproblem;
x= optimvar ('x',6,8,'LowerBOund',0);

prob.Objective = sum(8um (c.* x));

prob.Constrainta,con1 = sum(x,1)== d;

prob.Constraint8,con2 = sum (x,2)<= e;
[sol,Fval,flag,out]=golve tprob),xx=sol.x
writematrix（x，'daa1_5_2.xlsx'}舍数据写到Excel文件，便于做表使用

3.可以转化为线性规划的问题

很多看起来不是线性规划的问题，也可以通过变换转化为线性规划的问题来解决。
例1.6 数学规划问题

min |东;+×z|·+|x。|，
s.Ax≤b.

式中∶x=【x，z，⋯，x，】T;A 和b为相应维数的矩阵和向量。
要把上面的问题变换成线性规划问题，只要注意到事实;对任意的x，存在u;，v≥0

满足
史“！。述日男才。

_车+lLJ |z-z:事实上，只要取u= 牛就可以满足上面的条件。只产22
这样，记u=【u改⋯，西。】"，r=【v，好，⋯，切，】"，从而可以把上面的问题变成

 2（u*动），自当“

75-,
这里u≥0表示向量w的每个分量大于等于0。进一步把模型改写成

8



’）●
∏
◆

″＋■
●
■
●

皿（
Ⅶ
亏
〉
～
间

∏
●
■
■
二皿

低三;〔［《］S.t.
≤b’

例1·7求解下列数学规划问题:

minz＝｜卯l ｜＋2｜卯2 ｜＋3｜“3 ｜＋4｜z4 ｜ ’

｜ l÷S.t·

购＋｜购｜ ｜厕《 ｜ˉ鳃《’t＝1’2’3’4’记“＝［皿l ’u2’u3’u4］T’l′＝［〃｜ ’解做变量变换吗＝ ’″』＝
2 2

〃2’o3,″4］T’则可把模型变换为线性规划模型

mincT（皿＋γ）’

｛搁）≤』,S.t.

｜曰1÷｜［—2』—l,＿÷］飞A≡其中c＝［1’2’3’4］T’b＝

求得最优解勿l＝一2’匆2≡绷3＝鳃4＝0’最优值z＝2°

c1c′c1e己r

c＝ ［1:4］‖′℃＝ ［＝2′-1′-1／2］｜′

己＝ ［1′ˉ1′＝1′1′1′＝1′1′-3′1′＝1′-2′3］′

Pr◎b＝◎p仁jˉImr◎b1em′

u＝◎Ptjmv己r（!u｜′4／L◎werB◎und｜′0）′

v＝◎P亡土mv己r（!v!′4／L◎werB◎und｜′0）′

Pr◎b.Objec七1ve＝sum（c0＊（u＋v））;

Pr◎b·C◎ns仁r己1n亡s.c◎n＝a＊（u-v）＜＝b;

［S◎1′fV己1′f1己g′◎U七］＝S◎1Ve（p工◎b）

x≡S◎1.uˉS◎1°V

注1.2对于带有绝对值的非线性规划问题,尽量先手工进行线性化’再使用软件求

解,这样可以提高求解效率。

例1。8min｛max｜S‘ ｜ ｝ ’其中S‘＝卯‘ˉy‘。
勿t y『

对于这个问题’如果我们取o＝max｜S‘ ｜ ’这样,上面的问题就变换成
yj

【n】nU’

｜》｜二｜二宝工二;｝二｝饿二《S.t·

此即通常的线性规划问题。

9

(4+r),min

Ja,-o[J]e.骨于
[u,≥0.

例1.7 求解下列数半规划问题∶

min z=|z;+2|?+3|xs|+4|xal,

*2xyt。≤-2,
-汤n+，-3x4≤-I，。。
于占身予心

马品。“空 i=1，2，3，4，记x=【4，，沟，沟，财】"，p=【w，解 做变量变换 u= 5,V,=-叫 、才
t2，v，也】】'，则可把模型变换为线性规划模型

min cKu+),
(A(u-)≤b,.L旺，V≥0.

量占己上心心吗n
求得最优解x，=-2，z=x，=x，=0，最优值z=2。
clc, clear
c=(:4!';b=[-2,-1,-1/]:
a=[,-1,-1,11,-1,1,-3;1,-1,-2,3];
prob = optimproblem;
=optimvar《u',4,'LowerBound',0);
v= optimvar(√,4,'LowerBound',0);
prob.Objective = suma{e'* (u+v));
prob.Con8traint8.con = a*(u-v)<=b;
[sal,fva1,flag,out.]=8olve (prob)

X= 8ol.u- gol.V
注1.2 对于带有绝对值的非线性规划问题，尽量先手工进行线性化，再使用软件求

解，这样可以提高求解效率。
例1.8 min{max|e;I}，其中8，=x，-Y。

对于这个问题，，如果我们取v=maxle;l，这样，上面的问题就变换成

min 0,
(C[≤u,7a-y。≤v,⋯,。-3。≤D、s t.（Y11≤v，y2-书2≤v，⋯，y。-x，≤.

此即通常的线性规划问题。

9



1.3投资的收益与风险

例1。9（本题选自1998年全国大学生数学建模竞赛A题） 市场上有n种资产（如股

票、债券等）S′（j＝1’2’…’几）供投资者选择’某公司有数额为M的＿笔相当大的资金可用
作一个时期的投资°公司财务分析人员对这n种资产进行了评估’估算出在这-时期内

购买资产S‘的平均收益率为r《’并预测出购买S‘的风险损失率为9《°考虑到投资越分
散’总的风险越小’公司确定’当用这笔资金购买若干种资产时’总体风险可用所投资的Sd

中最大的＿个风险来度量。

购买S《要付交易费’费率为p‘’并且当购买额不超过给定值u‘时’交易费按购买u『

计算（不买当然无须付费）°另外’假定同期银行存款利率是厂0（厂0＝5％）’且既无交易费

又无风险°

已知n＝4时的相关数据如表1.4所示°

表1.4 四种资产的相关数据

试给该公司设计一种投资组合方案,即用给定的资金″’有选择地购买若干种资产或

存银行生息’使净收益尽可能大’总体风险尽可能小°

1。问题分析

这是-个组合投资问题:已知市场上可供投资的n＋1种资产的平均收益率、风险损

失率以及购买资产时产生的交易费费率’设计＿种投资组合方案’也就是要将可供投资的

资金分成数量不等的＂＋1份分别购买n＋1种资产。不同类型的资产的平均收益率和风

险损失率也各不相同’因此在进行投资时’要同时兼顾两个目标:投资的净收益和风险。

2.符号说明

S‘:可供投资的第t种资产’j＝0’1’…’门’其中S0表示存人银行;

匆‘:投资到资产S!的资金数量’t＝0’1’…’n’其中″0表示存到银行的资金数量;

厂‘:资产S!的平均收益率’j＝0’1’…’乃;

qi:资产S《的风险损失率’j＝0’1’…’门’其中q0＝0;

p‘:资产S‘的交易费费率’j＝0’1’…’n’其中p0＝0;

吗:资产S‘的投资阀值’j＝1’2’…’厕°
3.模型假设

（1）可供投资的资金数额M相当大°

（2）投资越分散,总的风险越小’总体风险可用所投资的S《中最大的-个风险来
度量°

（3）可供选择的n＋1种资产（含银行存款）之间是相互独立的°

10
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1.3 投资的收益与风险

例·1.9（本题选自1998年全国大学生数学建模竟赛A题） 市场上有n种资产（如股

票、债券等）S（i=1，2，⋯，n）供投资者选择，某公司有数额为M的一笔相当大的资金可用
作一个时期的投资。公司财务分析人员对这n 种资产进行了评估，结算出在这一时期内
购买资产S，的平均收益率为r，并预测出购买S;的风险损失率为 q;。考虑到投资越分
散，总的风险越小.公司确定，当用这笔资金购买者干种资产时，总体风险可用所投资的 S，

中最大的一个风险来度量。

购买S;要付交易费，费率为p;，并且当购买额不超过给定值u;时，交易费按购买u
计算（不买当然无须付费）。另外，假定同期银行存款利率是r（r。=5??，且既无交易费

又无风险。
已知 n=4时的相关数据如表1.4所示。

表1.4 四种资产的相关数据

上 */元P(%之尊飞南、 - 1032528
22“ 1981.5

s25.5 4.523合

占 6.52.6 425

试给该公司设计一种投资组合方案，即用给定的资金M。有选择地购买者干种资产或

存银行生息，使净收益尽可能大，总体风险尽可能小。
L。问题分析
这是一个组合投资问题;已知市场上可供投资的 n+1种资产的平均收益率、风险损

失率以及购买资产时产生的交易费费率，设计一种投资组合方案，也就是要将可供投资的
资金分成数量不等的 n+1份分别购买 n+1种资产。不同类型的资产的平均收益率和风
险损失率也各不相同，因此在进行投资时，要同时兼顾两个目标∶投资的净收益和风险。

2. 符号说明
S;可供投资的第i种资产，i=0，1，⋯，n，其中 S。表示存人银行;
x;∶投资到资产S，的资金数量，i=0，1，⋯，n，其中z。表示存到银行的资金数量;
r∶资产S;的平均收益率，i=0，1，⋯，n;
q∶资产S的风险损失率，i=01，，⋯，n，其中go=0;
P;;资产S;的交易费费率，i=0，1，⋯，n，其中p=0;
u∶资产S，的投资阐值，i=1，2，⋯，n。
3.模型假设
（1）可供投资的资金数额 M相当大。
（2）投资越分散，总的风险越小，总体风险可用质投资的 S;中最大的一个风险来

度量。
（3）可供选择的 n+1种资产（含银行存款）之间是相互独立的。
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（4）每种资产可购买的数量为任意值。

（5）在当前投资周期内’厂‘’qd,p《,u《（j＝0’1’…’n）固定不变°

（6）不考虑在资产交易过程中产生的其他费用’如股票交易印花税等。

4.模型建立

（1）总体风险用所投资的S《中最大的—个风险来衡量’即

max｛q“d ｜ j＝1’2’…’n｝ .

（2）购买S《（j＝1’2,…’n）所付交易费是＿个分段函数’即

交易费≡慨;二≡醚,
而题目所给的定值ud（单位:元）相对总投资M很少’p《u厘小’这样购买S‘的净收益可以
简化为（厂‘≡p‘）卯‘。

要使净收益尽可能大’总体风险尽可能小’这是-个多目标规划模型°

目标函数为

熄｜二｜丫〕

懂;》削Ⅷ

约束条件为

模型简化:

o在实际投资中’投资者承受风险的程度不-样’若给定风险一个界限α’使最大的

—个风险芳≤α』则可找到相应的投资方案.这样把多目标规划变成＿个目标的线性
规划°

模型一固定风险水平’优化收益。
兄

max∑（『』—p‘）鳃』’
!＝0

侈尸M］广工S.t。

@若投资者希望总盈利至少达到水平k以上,在风险最小的情况下寻求相应的投资

组合。

模型二固定盈利水平’极小化风险。

11

（4）每种资产可购买的数量为任意值。
（5）在当前投资周期内，r;9;，p;，u（i=0，1，⋯，n）固定不变。
（6）不考虑在资产交易过程中产生的其他费用，如股票交易印花税等。
4.模型建立
（1）总体风险用所投资的S;中最大的一个风险来衡量，即

max{g;3,i=1,2,⋯,n}.
（2）购买S（i=1，2，⋯，n）所付交易费是一个分段函数，即

言计”。交易费∶
P;山，0≤x，≤路.

而题目所给的定值时;单位∶元）相对总投资M很少，p山，更小，这样购买S，的净收益可以
简化为（r-P∶）x;。

要使净收益尽可能大，总体风险尽可能小，这是一个多目标规划模型。
目标函数为

子‘岂百党”“
卡？

min maxlg;|.

约束条件为

(1+p)x,-,
z;≥0,i=0,1,,⋯,n.

模型简化∶
①在实际投资中，投资者承受风险的程度不一样，若给定风险一个界限a，使最大的

半。一个风险 ≤a，则可找到相应的投资方案。这样把多目标规划变成一个目标的线性M
规划。

模型一 固定风险水平，优化收益。

碎言艺产
(④:, i=1,2,⋯,P,a,M

s.. (1+P)2,=M,
=0,⋯,n.国当占

②若投资者希望总盈利至少达到水平k以上，在风险最小的情况下寻求相应的投资

组合。
模型二 固定盈利水平，极小化风险。

11



min｛max｛q泌｝ ｝ ’
1≤i≤见

｜
S·t°

◎投资者在权衡资产风险和预期收益两方面时’希望选择-个令白己满意的投资组

因此对风险、收益分别赋予权重测（0≤测≤1）和（1＝测）’＂称为投资偏好系数。

模型三两个目标函数加权求和°

△
口◎

’
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口
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卯）●
ˉ
■
●
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＝

◆
■
■

厂（
∏
可
’
～
刨

）测＝］（一

·
■
■
■
＞
■
■
■
■

■
■
■
【
∏
■
□
■
·

●
●
■
■

匆●
∩
●『｛皿

甸
皿
悔

｛测∏
●
■
■
凸皿

惶｝严酣′s·t·

下面求解模型-和模型三’模型二作为习题’求解时不妨取″＝10000元。

5·模型-的求解与分析

1）求解

模型-为

max／＝［0·05,0.27,0·19’0.185’0。185］ · ［“0’“l’匆2’卯3’“4］T’

!……」S°t.

α是任意给定的风险度,没有具体准则’不同的投资者有不同的风险度°我们从α＝0

开始’以步长△α＝0.001进行循环搜索’编制程序如下:

c1c′c1ear′c1◎sea11

Pr◎b＝◎p仁土∏pr◎b1em（｜ObjectjveSense!′｜m己x!）;

x＝◎p仁jmvar（!x｜′5′1／L◎werB◎und｜′0）;

c＝［0.05′0。27′0·19′0·185′0。185］; 老净收益率

Aeq≡［1′1·01′1·02′1。045′1·065］; 嗜等号约束矩阵

Pr◎℃.Objec七土ve≡c＊x;M＝10000;

pr◎b·C◎ns亡r己jn仁s.c◎n1＝Aeq＊x＝＝M′ 嗜等号约束条件

q＝［0·025′0·015′0·055′0·026］｜; 堵风险损失率

己＝0′己a＝ ［］;QQ＝ ［］;XX＝ ［］′h◎1d◎n

whj1e己＜0.05

pr◎b·C◎nstr己土n仁s·c◎n2＝q·＊x（28end）＜＝己＊M;

［s◎1′Q′f1己g′◎u七］＝s◎1ve（Pr◎b）;

12

｜

minmax g,2;,
涵宁“号子肖呈

s,L (1+p)x,-=,
z;产0，i=0，1，⋯，2.

③投资者在权德资产风险和预期收益两方面时，希望选择一个令自己满意的投资组

合。因此对风险、收益分别予权重w（0≤w≤1）和（1-w），如称为投资偏好系数。

模型三 两个目标函数加权求和。

泳min w0理经x{g=I一（1-w0）∶

三（*n）s，-x，着严
* ≥0,i=0.1,⋯,n.

下面求解模型一和模型三，模型二作为习题，求解时不妨取 M=1000元。

5.模型一的求解与分析

1）求解
模型一为

maxf=【0.05，0.27，0.19，0.185，0.185】·【x，x;，高2，，】T，
fxo+1.01x,+1.02z。+ 1.045xz+1.065x,=M,
0.025x,≤ aM,
0.015x,E aM,&t.]0.055xE aM,
0.026*,≤ aM,
z;≥0(i=0,1,⋯,4).

a是任意给定的风险度，没有具体准则，不同的投资者有不同的风险度。我们从a=O
开始，以步长 △a=0.001进行循环搜索，编制程序如下;

clc, clear, cloge all
prob = optimproblam('ObjectlveSen8e','max');

x= optimvar(x,5,1,'LowexrBound',0)7

8净收益率c=[0.05,0.27,0.19,0.185,0.185l;

等号约束矩阵Aeq=[1,1.01,1.02,1.045,1.065];
Prob.0bjective =c*x;M= 10000;

8等号约束条件prob.Constraints.con1 = Aeq*x==M;
。风险损失率q=[0.025,0.015,0.055,0.026]';

a=0; aa=[];Q0=[];XX=[]; hold on
while a<0.05

prob.Congtraints.con2 =q.*x(2:end)<=a*M;

[sol.Q,flag,out]= golve(prob)

12



己己＝ ［a己′己］′QQ＝ ［QQ′Q］′

XX＝ ［XX;s◎1·x｜］;己＝己＋0·001;

end

p1◎七（己己′QQ′ !＊k｜）

x1己be1（!＄己＄!′｜工nterpre仁er｜′｜La亡ex｜）′

y1己be1（｜SQ＄｜′｜工n亡erpre七er｜ ′｜L己亡ex『′｜R◎七己仁j◎n｜′0）

2）结果分析

风险α与收益Q之间的关系见图1·1。从图1.1可以看出:
3000

2500

2000

O

1500

1000

500

0 0.005O010.0150.020.0250.030.0350·04O0450.05

α

图1·1 风险与收益的关系图

（1）风险大’收益也大。

（2）当投资越分散时’投资者承担的风险越小’这与题意一致。冒险的投资者会出现

集中投资的情况’保守的投资者则尽量分散投资°

（3）在α≡0.006附近有-个转折点’在这-点的左边’风险增加很少时’利润增长很

快;在这-点的右边’风险增加很大时’利润增长很缓慢°所以对于风险和收益没有特殊

偏好的投资者来说’应该选择曲线的转折点作为最优投资组合’大约是α＝0.6％’Q＝

2000’所对应投资方案为

风险度α＝0·006’收益Q＝2019元,匆0＝0元’“l＝2400元’z2＝4000元’匆3＝1091元’

勿4＝2212元°

6·模型三的求解及分析

1）线性化

具体求解时,我们需要把目标函数线性化’弓｜进变量鳃鹏÷l＝｝鹏｛q撕｝ ’则模型可线性化为
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aa= [aa; a];2Q = [aQ,Q];

XX= [XX;so1.x';a=a+0.001;
end
plot [aa,Q0,'* k')

xlabel('Sas$','Interpreter','Latex'),

ylabel (sQ$','Interpreter','Latex','Rotation',0)
2）结果分析
风险a与收益Q之间的关系见图1.1。从图1.1可以看出∶

3000r
每待升替检体算往体剂单体独舍符钝一

2000
Q
1500

1O00

500 O.605 0.61 0015 6.02 025 D.og D.35 0.04 004s Dds
图1.1 风隆与收益的关系图

（1）风险大，收益也大。
（2）当投资越分散时，投资者承担的风险越小，这与题意一致。冒险的投资者会出现

集中投资的惰况，保守的投资者则尽量分散投资。
（3）在a=0.006 附近有一个转折点，在这一点的左边，风险增加很少时，利润增长很

快;在这一点的右边，风险增加很大时，利润增长很缓慢。所以对于风险和收益没有特殊
偏好的投资者来说，应该选择曲线的转折点作为最优投资组合，大约是a=0.6??Q=
2000，所对应投资方案为

风险度a=0.006，收益Q=2019元，z=0元，x，=2400元，x，=4000元，标，=1091元，

x=212元。
6。模型三的求解及分析

1）线性化
具体求解时，我们需要把目标函数线性化，引进变量2=max{q*}，则模型可线性化为

tor,-2)2。min s*.(1- )>

否岁点当： =1,2,⋯,a,
(1+p)x,=1000,t.了t=0

i=0,1,2⋯,n.e;≥0,
13



2）求解及分析

可以得到当测取不同值时风险和收益的计算结果如表1.5所示°

表1.5风险与收益数据表 （单位:元）
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

1·0
—

0

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

测

X｜ 、

＿

500
—

从以上数据可以看出’当投资偏好系数侧≤0.7时’所对应的收益和风险均达到最大

值’此时’收益为2673.27元’风险为247.52元’全部资金均用来购买资产Sl;当＂由0.7

增加到1.0时’收益和风险均呈下降趋势;特别地’当＂≡1.0时’收益和风险均达到最小

值’收益为500元’风险为0元’此时应将所有资金全部存人银行°

为更好地描述收益和风险的对应关系’可将汕的取值进一步细化’重新计算的部分

数据如表1。6所示’绘制收益和风险的函数关系图像如图1.2所示°

表1.6风险与收益数据表 （单位:元）

1·0

0

500

侧

风险

收益

3000

2500

∩
○

◎
β

○
日

∑
】

假
～
测
罢

1000

500 串
／
0 50 100 150 200

风险／元

图1.2风险与收益对应关系图

250

从图1.2可以看出’投资的收益越大,风险也越大°投资者可以根据自己对风险喜好

的不同’选择合适的投资方案。曲线的拐点坐标约为（59.4’2016.24）’此时对应的投资

方案是购买资产Sl、S2、S3、S4的资金分别为2375.84元、3959.73元、1079.93元和

2284.46元’存人银行的资金为0元,这对于风险和收益没有明显偏好的投资者是-个比

较合适的选择。

c1c′c1e己r′c1◎se己11′f◎rm己亡1◎ngg

M＝10000;pr◎b＝◎p亡±∏pr◎b1em;

x＝◎p七土mv己r（′x｜′6′1′｜L◎werB◎und｜ ′0）;

r＝［0.05′0.28′0.21′0.23′0.25］′ 啥收益率
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｜

｜

0·0 0.1 0·2 0。3 0·4 0.5 0·6 0·7 0。8 0.9

247·52 247·52 247·52 247.52 247°52 2啡7·52 247·52 247.52 92·25 59。4

2673。27 2673°27 2673·27 2673·27 2673·27 2673·27 2673·27 2673·27 2164·82 2016·24

0。766 0·767 0·810 0°811 0·824 0°825 0·962 0·963

2q7·52 92。25 95。25 78·49 78·49 59.4 59·4 0

2673·27 2164°82 2164°82 2105°99 2105.99 2016。24 2016·24 500 ｝

≡绅

蜜＝鞭＝＝
一
一

／
／

／
■＿…～■～■-■■■

2）求解及分析
可以得到当如取不同值时风验和收益的计算结果如表1.5所示。

（单位;元）表1.5 风险与收益数据表
1.00.60.50.40.30.1 0.90.80.70.20.0者 。盟25风险 59.4247.52247.32 247.52247.52247.52247.52247.52 247.52
5092673.272673.2r收益 2016.242164.822673.272673.272673.272673.272673.272673.27 

从以上数据可以看出，当投资偏好系数u≤0.7时，所对应的收益和风险均达到最大

值，此时，收益为2673.27元，风险为247.52元，全部资金均用来购买资产S;当w由0.7

增加到1.0时，收益和风险均呈下降趋势∶待别地，当纱=1.0时，收益和风险均达到最小

值，收益为 500元，风险为0元，此时应将所有资金全部存入银行。
为更好地描述收益和风险的对应关系，可将4 的取值进一步细化，重新计算的部分

数据如表1.6所示，绘制收益和风险的函数关系图像如图1.2 所示。

（单位;元）表1.6 风险与收益数据表

0.963 1.00.8 0.9620.8250.8240.8100.7670.76卷

0自9.4风险 78，的95.259.25 7849 59.4247.52
收益 500S002016.242016.242105.992105.992164.82673.27 216.82

3000

2500

2000
2F第1500
100

s90具句 100 25020015050
风验元

图1.2 风险与收益对应关系图

从图1.2可以看出、投资的收益越大，风险也越大。投资者可以根据自己对风险喜好

的不同，选择合适的投资方案。曲线的拐点坐标约为（59.4.2016.24）、此时对应的投资

方案是购买资产S、S、S3、8。的资金分别为 2375.84元、3959.73元、1079.93元和

2284.46 元，存入银行的资金为0元，这对于风险和收益没有明显偏好的投资者是一个比

较合适的选择。
clc, clear, cloge all,format long g
M =10000; prob = optimproblem;
x= optimvar ('x',6,1,'LowerBound',0);

专收益率r=[0.05,0,28,0.21,0.23,0,25];
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p＝［0′0·01′0.02′0。045′ 0·065］; 嗜交易费率

q＝［0′0.025′0·015′ 0·055′0·026］｜′ 墙风险损失率

哈w＝0:0。1:1

w＝ ［0.766′0·767′ 0.810′0。811′0.824′ 0.825′0.962′ 0.963′1·0］

V＝ ［］; 哈风险初始化

Q＝ ［］; 啥收益初值化

X＝ ［］′ 嗜最优解的初始化

pr◎b.C◎ns七r己1n℃s·c◎n1＝ （1＋p）＊x（1:end一1）＝＝M′

pr◎h·C◎ns亡r己1n亡s.c◎n2＝q（2:end） ·＊x（2:end-1）＜＝x（end）′

f◎r土＝1:1eng七h（w）

pr◎b.Objec仁jve＝w（j）＊x（end）-（1＝w（土））＊（r＝p）＊x（1:end一1）;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u七］＝s◎1ve（pr◎h）′

xx＝s◎1.x′V＝［V′m己x（q·＊xx（1:end≡1））］『

Q＝［Q′ （r＝P）＊xx（1:end＝1）］;X≡［X′xx｜］′

P1◎亡（V′Q′ ｜＊＝｜） ′gr1d◎n

x1己be1（｜风险（元）｜）;y1己be1（｀收益（元）｜）

end

V′Q′ f◎rm己℃

拓展阅读材料

［1］ITederickS.HiⅢer’GeraldJ. Ijebennan. IntroductiontoOperationsResearch（NinethEdition）

NewYoIk:McGIawˉHiⅡCompanies’ Inc. ’2010.

［2］MatlabOptimizationⅥbolboxUser’sGuide.R2019b（阅读其中的线性规划部分）.

习题1

1。1求解下列线性规划问题:

maxz＝3勿1ˉ勿2ˉ卯3,

11’

≥3’
s°t

1.2求解下列规划问题:

minz＝｜匆l ｜＋2｜“2 ｜＋3｜鳃3 ｜＋4｜鳃4 ｜’

｝｜］蔓三÷s·t·

1。3某厂生产三种产品I、Ⅱ、Ⅲ。每种产品要经过A、B两道工序加工。设该厂有两种规格的设

备能完成A工序’它们以Al’A2表示;有三种规格的设备能完成B工序’它们以B!、B2、B3表示·产品
I可在A、B任何一种规格设备上加工°产品Ⅱ可在任何规格的A设备上加工’但完成B工序时’只能
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交易费率p= [0,0.01,0.02,0.045,0.065);
8风险损失率q=[0,0.025,0.015,0.055,0.026]';

管w= 0∶0.1;l
w=[0.756,0.767,0.810,0.B11.0.824,0.825,0.962.0.963,1.0]

vr U; 名风险初始化
e收益初值化。己”
8 最优解的初始化”工”

prob.Constraints.con1 =(+p)*x(1 end-1}==M;
prob.Constraints.con2 =q(2:and).*x(2;end-1)<=x(end);
for i = 1:length()

prob.Objective=w()*x(end)-(1-w(i)*(r-p)*x(;end-1;
[8ol,fval,flag,out]=solve (prob);

xx= sol,x;V= [Ⅳ,max(q.*Xxx(1:end-1))]:
Q= [Q,(r-p)*xcx(1;end-1)]; X=X; xx'];
plot 1W, Q,'*-'); grid on
xlabe1"风险（元）"）; ylabe1（'收益（元）"

end
V,Q,format
拓展阅读材料
[1]Frederick S、 Hilier,Gerald.Liebemman. Introdnetion to Operatiors Rescearch(Nincth Edition).

New Yoxk: McGraw-Hill Companica,Inc.,2010.
【2】Malab Optimizatiom Toolbo User'a Guide R2019b（闻读其中的线性规划部分）.

习 题 1

l.1 求解下列线性规划问题∶
ma r=3耳~62"*，

予门皆办士。
-z;+场*2n，≥3，

却寸-2,*,=1,
（1，02，年≥0.

1.2 求解下列规划问题∶
min =z+2|z|+3|司，4|.。I
于产门夕
u1-*年-3z，=1，身日

2规
13 某厂生产三种产品Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ。餐种产品要经过A，B两道工序加工。设诚厂有两种规格的设

备能完成A工序，它们以A，A。表示;有三种规格的设备能宪成B工序，它们以B.、B，、B表示。产品
I可在A、B任何一种规格设备上加工。产晶Ⅱ可在任何规格的 A设备上加工，但宪成B工序时，只能

15



在Bl设备上加工;产品Ⅲ只能在A2和B2设备上加工。已知在各种机床设备的单件工时、原材料费、产

品销售单价、各种设备有效台时以及满负荷操作时机床设备的费用如表1.7’求最优的生产计划’使该厂

利润最大·

表1.7生产的相关数据

满负荷时的

设备费用／元
设备有效台时设 备

A1

A2

B1

B2

B3

原料费／（元／件）

单价／（元／件）

删
—
皿
～
测
＿
Ⅷ
＿
Ⅷ

Ⅷ
—
皿
—
Ⅷ
—
川
—
Ⅷ

1.4一架货机有三个货舱:前舱、中仓和后舱。三个货舱所能装载的货物的最大质量和体积有限

制如表1.8所示.并且为了飞机的平衡’三个货舱装载的货物质量必须与其最大的容许量成比例。

表1·8货舱数据

前 舱

10

6800

中 仓

16

8700

后 舱

8

5300

质量限制／t

体积限制／m3
□

现有四类货物用该货机进行装运’货物的规格以及装运后获得的利润如表1.9所示°

表1.9货物规格及利润表

利润／（元／t〉

3100

3800

3500

2850

质量／t

18

15

23

12

空间／（m3／t）

480

650

580

390

货物1

货物2

货物3

货物4
｜

假设:

（1）每种货物可以无限细分;

（2）每种货物可以分布在一个或者多个货舱内;

（3）不同的货物可以放在同一个货舱内’并且可以保证不留空隙。

应如何装运’才能使货机飞行利润最大?

1.5某部门在今后五年内考虑给下列项目投资’已知:

项目A’从第一年到第四年每年年初需要投资’并于次年末回收本利115％;

项目B’从第三年初需要投资’到第五年末能回收本利125％’但规定最大投资额不超过4万元;

项目C’第二年初需要投资,到第五年末能回收本利1川％’但规定最大投资额不超过3万元;

项目D’五年内每年初可购买公债,于当年末归还’并加利息6％。

该部门现有资金10万元’问它应如何确定给这些项目每年的投资额’使到第五年末拥有的资金的

16

在B，设备上加工;产品■只能在A.和B，设备上加工。已知在各种机床设备的单件工时、愿材料囊、产
品销售单价、各种设备有放台时以及满负荷操作时机床设备的费用如表1.7，求最优的生产计划，使该厂

利润最大。

表 1.7 生产的相关敷据

产 晶 衡负荷时的设备有效台时设 备 叫自 出 设备费用/元

30010A 6005，
19” 321量 1000

乡、 6 2504000w
4 7000 783B 11
？ 4000B 200

0.300.330.25原料费/（元/件）
1.25单价/（元/件） 2.80200

1.4 一架货机有三个货舱;前舱、中仓和后舱。三个货舱所能装藏的货物的最大质量和体积有裹

制如表 1.8所示。并且为了飞机的平衡，三个货舱装载的货物质量必须与其最大的容许量成比例。

表 1.8 货舱数据

后 舱前 舱 中 仓
81610质量限制/t

53087006800体双限南/m3

现有四类货物用该货机进行装运，货物的规格以及装运后获得的利润如表1.9所示。

衰I，9 货物规格及利润表

利润/元/1）质量/ 空间/（m/）

45D 3100货物1 18
15 3800650贷物2
23 580贷物3 3500
12 390黄物4 2850

假设∶
1）每种货物可以无恨细分;

（2）每种货尝可以分布在一个或者多个货舱内μ
（3）不同的货物可以放在同一个货舱内，并且可以保证不窗空隙。

应如何装运，才能使货机飞行利润最大?

1.5 某部门在今后五年内考虑给下列项目投资，已知;

项目A，从第一年到第四年每年年初需要投资，并于次牟末回收本利115%;

项目B，从第三年初臂要投资，到第五年求能回收本利125??但规定最大投资额不超过4万元;

项目C，第二年初需要投资，到第五年束能回收本利1640??但规定最大投资糊不超过3万元;
项目D.五年内每年初可购买公债，于当年末归还，并加利惠6??

该都门现有资金 10万元，间它应如何确定给这些项目每年的投资额，使到第五年末拥有的资金的

16



本利总额为最大?

1·6食品厂用三种原料生产两种糖果,糖果的成分要求和销售价见表1.10°

表1.10糖果有关数据

原料B

≥25％

≤40％

原料A

≥50％

≤40％

原料C

≤10％

≥15％

价格／（元／kg）

24

15

高级奶糖

水果糖

各种原料的可供量和成本见表1.11°

表L11各种原料数据

料

∧
Ⅱ
℃

原 可供量／kg

500

750

625

成本／（元／kg）

20

12

8

该厂根据订单至少需要生产600kg高级奶糖、800kg水果糖’为求最大利润’试建立线性规划模型并

求解。

1·7求解下列线性规划问题’其中矩阵A＝（α『）l＂×!50中的元素α0为［0,10］上的随机整数°
Inaxu’

『匆《≥D’ j＝1’2’…’150’

S°t°

j＝1’2,…’100.

1。8求解例1.9中的模型二。

17

本利总额为最大?

1.6 食品厂用三种犀料生产两种糖果，糖果的成分要求和销售价见表1.10。

表1.10 檐果有关数据

价格/元/kg）原料G原料B原料A
高级奶精 2410%*25%胃它拳
水果糖 15≥15%"540%≤40%

各种原料的可供量和成本见表1.11。

表1.11 各种原料数据

可供量/Lg原 料 成本/{元/k）- 500 20
B 12750。 售625

该厂根据订单至少囊要生产600kg高级奶糖、800kg水果着，为求最大利润，试建立线性规划模型并

泉解。
1.7 求解下列线性规划问题，其中矩阵A=（an）四rusm中的元素as为【0，10】上的随机整数。

maY 岁）

伸;ef; 》v,j= 1,2,⋯·,150,a
(多寸 岁”阶

i=1,2.⋯10.lr≥0,
1.8 求解例L.9中的模型二。

17



第2章整数规划

在人们的生产实践中’经常会遇到以下问题:汽车企业在制订生产计划时’要求所生

产的不同类型的汽车数量必须为整数;用人单位在招聘员工时’要求所招聘的不同技术水

平的员工数量必须为整数;等等°我们把要求-部分或全部决策变量必须取整数值的规

划问题称为整数规划（IntegerProgramming’IP）°

整数规划问题2·1

2·1·1整数线｜｜生规划模型及问题

从决策变量的取值范围来看’整数规划通常可以分为以下三种类型:

纯整数规划:全部决策变量都必须取整数值的整数规划模型。

混合整数规划:决策变量中有一部分必须取整数值’另-部分可以不取整数值的整数

规划模型°

0-1整数规划:决策变量只能取0或1的整数规划°

特别地’如果-个线性规划模型中的部分或全部决策变量取整数值’则称该线性规划

模型为整数线性规划模型。

整数线性规划模型的一般形式为

∏

max（或min）z＝∑呐’
j＝1

｜总取整数且i二」蛋 ｛2｀.
S.t·

下面给出几个关于整数线性规划的问题。

例2·1背包问题。一个旅行者外出旅行’携带-背包’装一些最有用的东西’共有n

件物品供选择°已知每件物品的“使用价值”今和质量吗’要求:
（1）最多携带物品的质量为b千克;

（2）每件物品要么不带’要么只能整件携带°

携带哪些物品能使总使用价值最大?

问题分析

这是决策问题中比较经典的0-1规划问题。可选方案很多’决策方案是带什么’选
18
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第2章 整 数 规 划

在人们的生产实践中，经常会遇到以下问题;汽车企业在制订生产计划时，要求所生

产的不同类到的汽车数量必须为整数;用人单位在招聘员工时，要求所招聘的不同技术水

平的员工数量必须为整数;等等。我们把要求一部分或全部决策变量必须取整数值的规

划问题称为整数规划（Integer Programming，IP）。

2.1 整数规划问题

2.1.1 整数线性规划模型及问题

从决策变量的取值范围来看，整数规划通常可以分为以下三种类型∶
纯整数规划∶全部决策变量都必须取整数值的整数规划模型。

混合整数规划∶决策变量中有一部分必须取整数值，另一部分可以不取整数值的整数
规划模型。

0-1整数规划∶决策变量只能取0或1的整数规划。
特别地。如果—个线性规划模型中的部分或全部决策变量取整数值，则称该线性规划

模型为整数线性规划模理。

整数线性规划模型的一般形式为

员骗昌”沁曾

吟品点入昆！刨子 (2.1)i= 1,⋯,m,
8t.工≥0， “目一论言。

*，多，⋯，x。中部分或全部取整数.
下面给出几个关于整数线性规划的问题。

例2.1 背包问题。一个旅行者外出旅行，携带一背包，装一些最有用的东西，共有n

件物品供选择。已知每件物品的"使用价值"s;和质量a，要求∶
（1）最多携带物品的质量为b千克;
（2〉每件物品要么不带，要么只能整件携带。

携带哪些物品能使总使用价值最大?
问题分析
这是决策问题中比较经典的0-1规划问题。可选方案很多，决策方案是带什么，选

18



择的方式是要么带’要么不带’这是一个二值逻辑问题°

模型建立

弓｜进0ˉ1变量

‰≡｜左案熏鞠荔蛊, 』≡』,2,…》“
目标函数

使用价值最大’即
几

maxz＝∑c‘鳃″
j＝l

约束条件
见

（1）质量限制;最多只能携带6千克’即∑α《鳃』≤b。
j＝1

（2）携带方式限制:要么不带’要么整件携带’即“‘＝0或1’j＝1,2’…’刃。
则数学模型可以描述为

n

maxz＝∑C‘绷』’ （2.2）

卜｛…Ⅷ ｜2】
s·t.

例2.2标准指派问题。某单位有n项任务’正好需n个人去完成’由于每项任务的

性质以及每个人的能力和专长不同’假设分配每个人仅完成-项任务。设c旷表示分配
第‘个人去完成第j项任务的费用（时间等）’则应如何指派’才能使完成任务的总费用

最小?

弓｜进0＝1变量

″ˉ｛;;蕊轰默责赣缓臆, ＾问,2’…,“
目标函数

总费用最小’即
见 见

mjnz＝∑∑c州
′＝1 ／＝l

约束条件
见

（1〉每个人只能安排1项任务:∑豹,＝1’j＝1,2’…’n;
j＝1

兄

（2）每项任务只能指派1个人完成:∑鳃,＝1’j＝1’2’…’厕;
t＝1

（3）0ˉˉ1条件:“0＝0或1’j’／＝1’2’…’＂。
综上所述’建立如下0＝1整数规划模型:

n 见

minz＝∑∑c州, （2.4）
【＝1 j＝1

19
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择的方式是要么带，要么不带，这是一个二值逻辑问题。
模型建立
引进0-1变量

（1，携带第种物品， i=1,2,,A芽电\0,不携带第种物品，

目标函数
使用价值最大，即

“乙“maX =
约束条件

点味≤（1）质量限制∶最多只能携带δ千克，，即

（2）携带方式限制∶要么不带，要么整件携带，即x=0或1，i=1，2，⋯，n。
则数学模烈可以描述为

265:言“”心 (2.2)

言“： (2.3)8t、
断=0或1，i=1，2，⋯，.

例2.2 标准指派问题。某单位有n项任务，正好需 n个人去完成，由于每项任务的
性质以及每个人的能力和专长不同，假设分配每个人仅完成一项任务。设c∶表示分配
第i个人去完成第;项任务的费用（时间等）.则应如何指派，才能使完成任务的总费用

最小?
引进0-1变量

（1，若指派第i个人完成第j项任务，式 ij=1,⋯,n.（0，若不指派第i个人完成第j项任务，

目标函数
总费用最小，即

砂吵min z置”认当

约束条件

才“一“一了子（1）每个人只能安排1项任务∶

2=y=1j=12,⋯,n;（2）每项任务只能指派1个人完成∶

（3）0-1条件∶xg=0或1，i=1，2，⋯，n。
综上所述，建立如下0-1整数规划模型∶

高点 (2.4)minz=
19



三｛ ,Ⅷ
S·t.

例2.3旅行商问题（又称货郎担问题）。有一推销员’从城市Ul出发’要遍访城市

O2’似3’…’O＂各一次’最后返回U!。已知从〃d到吗的旅费为C『’问他应按怎样的次序访问
这些城市’才能使总旅费最少°

问题分析

旅行商问题是一个经典的图论问题’可以归结为-个成本最低的行走路线安排问题°

这一问题的应用非常广泛’如城市交通网络建设等’其困难在于模型与算法的准确性和高

效性’至今仍是图论研究领域的热点问题之-。

首先’推销员要访问到每-个城市’而且访问次数只能有一次’不能重复访问;任意一

对城市之间可以连通’其费用已知’费用可以理解为距离、时间或乘坐交通工具的费用等;

其次每访问一个城市’则这个城市既是本次访问的终点’又是下-次访问的起点;访问完

所有城市后’最后应回到出发点°这＿问题可用图论中的赋权图的结构形式来描述°这

里用纯粹的0ˉ1整数规划来构建其模型°

模型建立

决策变量:对每-对城市吗’吗’定义一个变量卯旷来表示是否要从o《出发访问咯’令

“厂｜;!菩孟＝销员决定从哟』直接进人吟,
其中j’j＝1’2’…,几。

目标函数

若推销员决定从U直接进人呼’则其旅行费用为c旷“矿’于是总旅费可以表达为
见 见

z＝∑∑c,如,’
!＝1 j＝1

其中’若j二j’则规定c蹦＝M’M为事先选定的充分大实数’j,j＝1’2’…’n。
约束条件

（1）每个城市恰好进人-次:
见

∑卯,＝1, j二1’2,…’腿. （2.6）
i＝1

（2）每个城市离开-次:
见

∑鞠＝1’ j＝1’2’…’″. （2.7）
j＝l

（3）为防止在遍历过程中’出现子回路’即无法返回出发点的情形’附加-个强制性

约束:

Ⅱ《-吟＋砸旷≤几＝1’ j＝1,…,见,j＝2’…’几’ （2·8）

式中:ul＝0’1≤u』≤n-1’j＝2’3’…’门°

综上所述’建立旅行商问题的如下0ˉ1整数规划模型:

20

=1，=1，2⋯吗
(2.5)卑寸 "=1,j=1,2,⋯,,

zy =0或1，ij=1，2，⋯，n
例2.3 旅行商问题（又称货郎担问题）。有一推销员，从城市y，出发，要遍访城市

v，v，，，⋯，切，各一次，最后返回v。已知从刮到费的旅费为c，问他应按怎样的次序访问
这些城市，才能使总旅费最少。

问题分析
旅行商问题是一个经典的图论问题，可以归结为一个成本最低的行走路线安排问题。

这一问题的应用非常广泛，如城市交通网络建设等，其困难在于模型与算法的准确性和高
效性，至今仍是图论研究领域的热点问题之一。

首先，推销员要访问到每一个城市，而且访问次数只能有一次，不能重复访问∶任意一
对城市之间可以连通，其费用已知，费用可以理解为距离、时间或乘坐交通工具的费用等;
其次每访问一个城市，则这个城市既是本次访问的终点，又是下一次访问的起点;访问完
所有城市后，最后应回到出发点。这一问题可用图论中的赋权图的结构形式来描述。这
里用纯粹的0-1整数规划来构建其模型。

模型建立
决策变量;对每一对城市v，v;定义一个变量x来表示是否要从v;出发访问v令

1， 如果推销员决定从群直接进入 v，
述”0，否则.

其中j=1，2，⋯，。
目标函数
若推销员决定从》直接进入v，则其旅行费用为ce，于是总旅费可以表达为

吟响盈2=
其中，若i=j，则规定cq=M，M为事先选定的充分大实数，ij=1，2.⋯，n。

约束条件
{1）每个城市恰好进入一次;

叫才““”“占了子 (2.6)
（2）每个城市离开一次∶

(2.7)2*站=1，=1，2⋯，A.
（3）为防止在遍历过程中，出现子回路，即无法返回出发点的情形，附加一个强制性

纳束∶
(2.8)4-u+nr∈π-1,i=l,⋯,nj=2,⋯,R,

式中;t=0，1≤街，≤n-1，i=2，3，⋯，r。
综上所述，建立旅行商问题的如下0-1整教规划棋型;
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网 见

∑∑c州,
『＝1 j＝1

（2.9）r∏】Ylz＝

’
］ˉ

ˉ

…
γ

卯 j＝1,2’…’∏’

’
］ˉ

ˉ

…
驴

卯 t＝1’2’…,n’
（2.10）S.t.

ˉu′＋′〗卯旷≤n-1’

＝0’1≤ut≤几ˉ1’

＝0或1’

6＝1’…’n’j＝2’…’几’

j＝2’3’…’几’

j’j＝1’2’…’n·

若仅考虑前两个约束条件式（2.6）和式（27） ’则是类似于指派问题的模型’对于

旅行商问题模型只是必要条件’并不充分°例如图2.1的情形’6个城市的旅行路线若

为ol→〃2→o3→″l和″4→″5→06→″4’则该路线虽然满足前两个约束’但不构成整体巡回
路线’它含有两个子回路’为此需要增加“不含子回路”的约束条件’这就要求增加变量

u6（j＝1’2’…’n）及对应的约束条件式（2.8）。

.｝么△＞.. ,乙二△｀
图2.1 子回略情形

下面证明:

（1）任何含子回路的路线都必然不满足约束条件式（2.8）（不管u‘如何取值）;

（2）全部不含子回路的整体巡回路线都可以满足约束条件式（2.8）（只要u《取适

当值）°

证明用反证法证明（1）’假设存在子回路’则至少有两个子回路°那么至少有＿个

子回路中不含起点ol’例如子回路o4→!′5→U6-掺U4’式（2.8）用于该子回路’必有

u4-M5＋∏≤厕-1’ u5＝u6＋n≤Ⅶˉ1’ 肌6-皿4＋几≤Ⅺˉ1’

把这三个不等式加起来得到0≤-3’这不可能’故假设不能成立。而对整体巡回’因为约

束式（2.8）中j≥2’不包含起点ol ’故不会发生矛盾。

证明（2）’对于整体巡回路线’只要皿d取适当值’都可以满足该约束条件°o对于总

巡回上的边’鳃『＝1,u‘取整数:起点编号ul＝0’第1个到达顶点的编号u2＝1’每到达一个
顶点’编号加1’则必有u《ˉ吟＝ˉ1’约束条件式（2.8）变成ˉ1＋乃≤门ˉ1’必然成立°@对于
非总巡回上的边’因为加旷＝0’约束条件式（2.8）变成u』＝吟≤n-1’肯定成立°

综上所述’约束条件式（2.8）只限制子回路’不影响其他约束条件,于是旅行商问题

模型转化为-个整数线性规划模型°

2.1·2非线性约束条件的线｜｜生化

在实际问题中’有时弓｜人0ˉ1变量可以把-些特定的非线性约束条件进行线性化。

1·相互排斥的约束条件

有两种运输方式可供选择’但只能选择-种运输方式’或者用车运输’或者用船运输°
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｜

昌“沁汹 (2.9)：
意. j=12,⋯,,

“乙·,-1, 叭目十中了
(2.10)卑中月7

}u一u+ng≤n-1，i=1，⋯，πj=2，⋯，n，
4=0，1≤叫≤n-1，i=2，3，⋯，n，

ij=1，⋯，用.z =0或，
若仅考虑前两个约束条件式（2.6）和式（2.7），则是类似于指派问题的模型，对于

旅行商问题模型只是必要条件，并不充分。例如图2.I的情形，6 个城市的旅行路线若

为e1→2→v23→;和v-+y;→+y。一>。，则该路线虽然满足前两个约束，但不构成整体巡回
路线，它含有两个子回路，为此需要增加"不含子回路"的约束条件，这就要求增加变量
u，（i=1，2，⋯，n）及对应的约束条件式（2.8）。

入 产货

0营

图2.1 于田路情形

下面证明;
（1）任何含子回路的路线都必然不满足约束条件式（2.8）（不管u，如何取值）;

（2）全部不含子回路的整体巡回路线都可以满足约束条件式（2.8）（只要u;取适
当值》。

证明 用反证法证明（1），假设存在子回路，则至少有两个子回路。那么至少有一个
子回路中不含起点如，，例如子回路v→vs→→，式（2.8）用于该子回路，必有

u4-ugtn≤n-1,us-ug+n≤n-1,ug-u+n≤n-1,
把这三个不等式加起来得到0≤-3，这不可能，故假设不能成立。而对整体巡回，因为约
束式（2.8）中j≥2，不包含起点v，故不会发生矛盾。

证明（2），对于整体巡回路线，只要u，取适当值，都可以满足该约束条件。①对于总

巡回上的边，g=1，取整数;起点编号u=0，第1个到达顶点的编号w2=1，每到达一个
顶点，编号加1，则必有u;-u=-1，约束条件式（2.8）变成-1+n≤n-1，必然成立。②对于
非总巡回上的边，因为*=0，约束条件式（2.8）变成u-出;≤n-1，肯定成立。

综上所述，约束条件式（2.8）只限制子回路，不影响其他约束条件，于是旅行商问题

模型转化为一个整数线性规划模型。

2.1.2 非线性约束条件的线性化

在实际问题中，有时引入0-1 变量可以把一些特定的非线性约束条件进行线性化。
1。相互排斥的约束条件

有两种运输方式可供选择，但只能选择一种运输方式，或者用车运输，或者用船运输。
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用车运输的约束条件为5卯l＋枷2≤24’用船运输的约束条件为7卯l＋3“2≤45。即有两个相
互排斥的约束条件

5zl＋4卯2≤24或7卯l＋3卵2≤45’

为了统一在～个问题中’引人0-1变量

沪｛左董轰望慧藕〈
则上述约束条件可改写为

腾靴｜＂
式中:″是充分大的数°

把相互排斥的约束条件改成普通的约束条件,未必需要弓｜进充分大的正实数’例如相

互排斥的约束条件

匆l＝0或500≤”!≤800’

可改写为

｜驾轰l～Ⅷ％
如果有m个互相排斥的约束条件

αj1卯1＋…＋αi瓜卯厕≤bi’ j＝1’2’…’m·

为了保证这′n个约束条件只有-个起作用’我们弓｜人m个0ˉ1变量

％≡｛↓; 董噶轰票鹏, 庐｜,2,＝川
和-个充分大的常数″,则下面这-组加＋1个约束条件

α‘l卯1＋…＋α咖孤厕≤b‘＋（1-y‘）M’ j＝1,2’…’加’ （2.11）

yl＋y2＋…＋ym＝1 （2.12）

就符合上述要求。这是因为’由式（2.12）可知’加个y‘中只有一个能取1值,设y《＊＝1’

代人式（2.11）’就只有j＝t＊的约束条件起作用’而别的公式都是多余的°

2·关干固定费用的问题（FixedCostProblem）

在讨论线性规划时’有些问题是要求使成本最小。通常设固定成本为常数’并在线性

规划的模型中不必明显列出°但有些固定费用（固定成本）的问题不能用-般线性规划

来描述’但可改变为混合整数规划来解决’见下例。

例2·4某工厂为了生产某种产品’有几种不同的生产方式可供选择’如选定的生产

方式投资高（选购自动化程度高的设备）’则由于产量大’因而分配到每件产品的变动成

本就降低;反之’如选定的生产方式投资低’则将来分配到每件产品的变动成本可能增加°

因此’必须全面考虑°今设有三种方式可供选择’令

j＝1’2’3分别表示三种生产方式;

芍表示采用第j种方式时的产量;

q表示采用第j种方式时每件产品的变动成本;

陶表示采用第j种方式时的固定成本。
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用车运输的约束条件为5x+4x，≤24，用船运输的约束条件为7x，+3x，≤45。即有两个相
互排斥的约束条件

5x，+4x，≤24 或 7x+3x2≤45，
为了统一在一个问题中，引入0-1变量

1，当采取船运方式时。y=。（0当采取车运方式时，
则上述约束条件可改写为

(5x+4x2≤24+yM,
7x+3xz≤45+(1-y)M,
y=0或1.

式中;M是充分大的数。
把相互排斥的约束条件政成普通的约束条件，未必需要引进充分大的正实数，例如相

互排斥的约束条件
z，=0 或 500≤x，≤800，

可改写为
（500y≤年≤800y，
y=0或1.

如果有m 个互相排斥的约束条件

ax+⋯+a,*≤b;,i=1,2,⋯,m.
为了保证这m个约束条件只有一个起作用，我们引入 m个0-1变量

1，第i个约束起作用，
y，一{0，第i个约束不起作用，i=1，2，⋯，加.

和一个充分大的常数 M，则下面这一组 m+1个约束条件

(2.11)a年+⋯+an*。≤b;+（1-）M，i=1，2，⋯，m，
(2.12)ty,+⋯y,=1

就符合上述要求。这是因为，由式（2.12）可知，m个y;中只有一个能取1值，设y·=1，
代人式（2.11），就只有i=i"的约束条件起作用，而别的公式都是多余的。

2.关于固定费用的问题（Fixed Cost Problem}

在讨论线性规划时，有些问题是要求使成本最小。通常设固定成本为常数，并在线性

规划的模型中不必明显列出。但有些固定费用（固定成本）的问题不能用一般线性规划

来描述，但可改变为混合整数规划来解决，见下例。
例2.4 某工厂为了生产莱种产品。有几种不同的生产方式可供选择.如选定的生产

方式投资高（选购自动化程度高的设备）、则由于产量大，因而分配到每件产品的变动成

本就降低;反之，如选定的生产方式投资低，则将来分配到每件产品的变动成本可能增加。
因此，必须全面考虑。今设有三种方式可供选择，令

j=1，2，3分别表示三种生产方式;
;表示采用第j种方式时的产量;
c;表示采用第j种方式时每件产品的变动成本;
k，表示采用第j种方式时的固定成本。
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为了说明成本的特点’暂不考虑其他约束条件。采用各种生产方式的总成本为

B≡｜舒呐｀ 当吗＞0～ （2.13）
当芍＝0’ j＝1,2’3.

在构成目标函数时’为了统一在一个问题中讨论,现引人0-1变量乃’令

】≡｜左琴里瓣二二慧!盂雪』;肘』尸｜｀2,〕 （2.14）

于是目标函数为

minZ＝（k!yl＋Cl则!）＋（R2y2＋C2匆2）＋（∧3y3＋C3卯3）,

式（2. 14）可表示为下述线性约束条件:

｜》:豫″, ｝二｜嚣 （川）
式中:c是一个充分小的正常数;M是一个充分大的正常数。

由式（2.15）可知’当吗＞0时’乃必须为1;当吗＝0时’只有乃为0才有意义。

2.2整数规划模型求解

2.2.1整数线性规划模型求解

本节介绍使用Matlab软件求解整数线性规划模型°

例2·5为了生产的需要’某工厂的-条生产线需要每天24h不间断运转’但是每天
不同时间段所需要的工人最低数量不同,具体数据如表2.1所示。已知每名工人的连续工

作时间为8h。则该工厂应该为该生产线配备多少名工人’才能保证生产线的正常运转?

表2·1 工人数量需求表
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

6

20:00≈24:00

30

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

问题分析

从降低经营成本的角度来看,为该生产线配备的工人数量越少,工厂所付出的工人薪
资之和也就越低°因此’该问题需要确定在每个时间段工作的工人的数量’使其既能满足
生产线的生产需求’又能使得雇佣的工人总数最低°

模型假设

（1）每名工人每24h只能工作8h;

（2）每名工人只能在某个班次的初始时刻报到°
符号说明

设z《表示在第j个班次报到的工人数量’t＝1’2’…,6。
模型建立

该问题的目标函数为雇佣的工人总数最小°约束条件为安排在不同班次上班的工人
23

1 2 3 4 5

0800≈4;00 4:00～8:00 8:00～12:00 12:00～16:00 16800～20:00

35 40 50 45 55

为了说明成本的特点，暂不考虑其他约柬条件。采用各种生产方式的总成本为

么【*+e产;，当x>0， (2.13)j=1,2,3.当?00,
在构成目标函数时，为了统一在一个问题中讨论，现引人0-1变量y，令

（1，当采用第j种生产方式，即名>0时，y,- (2.14)j=1,2,3.0，当不采用第j种生产方式，即z;=0时，
于是目标函数为

min z=(k,y+e,z1)+(kzyate2x2)+(kgy+cg*9),
式（2.14）可表示为下述线性约束条件∶

(ye≤,≤M,j=1,2,3, (2.15);=0或1， j=1，2，3.
式中;6是一个充分小的正常数;M是一个充分大的正常数。

由式（2.15）可知，当x;>0时，y，必须为1;当z;=0时，只有为0才有意义。

2.2 整数规划模型求解

2.2.1 整数线性规划模型求解

本节介绍使用 Matlab 软件求解整数线性规划模型。
例2.5 为了生产的需要，某工厂的一条生产线需要每天 24不间断运转，但是每天

不同时间段所需要的工人最低数量不同，具体数据如表2.1所示。已知每名工人的连续工
作时间为 8h。则该工厂应该为该生产线配备多少名工人，才能保证生产线的正常运转?

表2.1 工人数量需求表
65[2班次 唯’

20:00-24:0016:00-20;0012:00-16:008:00~12:000:00-4;00时间段 4:00~8:00
3055455040工人教量 35

问题分析
从降低经营成本的角度来看，为该生产线配备的工人数量越少，工厂所付出的工入薪

资之和也就越低。因此，该问题需要确定在每个时间段工作的工人的数量，使其既能满足
生产线的生产需求，又能使得雇佣的工人总数最低。

模型根设
（1）每名工人每24h只能工作8h;
（2）每名工人只能在某个班次的初始时刻报到。
符号说明
设x;表示在第;个班次报到的工人数量，i=1，2，⋯，6。
横型建立
该问题的目标函数为雇佣的工人总数最小。约束条件为安排在不同班次上班的工人
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数量应该不低于该班次需要的人数’且“t（j≡1’2’…’6）为非负整数。

该问题的数学模型为

6

minz＝∑绷』’
j＝1

鼠ⅧS·t.

利用Madab软件求得最优解为

勿1＝35’ 勿2＝5’ 卯3＝45’ 卯4＝0’ 勿5≡55’ 卯6＝0’

目标函数的最优值为140’即最少需要140人’才能保证生产线正常运转°
计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′pr◎］o≡◎p七土mpr◎b1em′

x＝◎pt1I∏v己r（↑x｜′6′｜Type′′!土nteger′ ′｜L◎werB◎und｜′0）′

pr○b.Objec仁土ve＝sum（x）′

c◎n＝◎pt土mc◎nstr（6）′

己＝ ［35′40′50′45′55′30］′

c◎n（1）＝x（1）＋x（6）＞＝35′

f◎r土＝1 :5

c○n（土＋1） ＝x（土）＋x（土＋1）＞＝己（土＋1）′

end

pr◎b·C◎ns仁r己土n℃s.c○n＝c◎n′

［s○1′fv己1′f1己g］ ＝s◎1ve（pr◎b）′s◎1.x

例2·6某连锁超市经营个｀｜‖为了扩＊钡樟＿新删田石个门庄z;寸例2.6某连锁超市经营企业为了扩大规模’新租用五个门店’经过装修后再营业°
现有四家装饰公司分别对这五个门店的装修费用进行报价’具体数据如表2.2所示°为
保证装修质量’规定每个装修公司最多承担两个门店的装修任务°为节省装修费用’该企
业该如何分配装修任务?

表2.2装修费用表 （单位:万元）
门店

费用 I 2 3 4 5

装修公司

!』』, ■
｝弱圈…

∧
＿
Ⅱ
ˉ
℃
＿
∏

14·3

15

146

14

问题分析

这是＿个非标准（人数和工作不相等）的“指派问题”’在现实生活中有很多类似的问
24

数量应该不低于该班次需要的人数，且x，（i=1，2，⋯，6）为非负整数。
该问题的数学模型为

Lmin z s 当。1

(r1＋ *≥35,
言。十皆曾士。
豆十述。曾约台。
X;+x,≥45,6.就.

*+x,≥S5,
*;+z。≥30
所≥0且为整数，=1，2，⋯，6.

利用Matlab 软件求得最优解为
x1=35，为=5，年z=45，xg=0，xsg=55，xg=0，

目标函数的最优值为140，即最少需要 140 人，才能保证生产线正常运转。
计算的Matlab程序如下∶
clc, clear,prob= optimproblem;
X= optimvar('x',6,'Type''integer','LowerBound',0);
prob.Objective x sum (x);
con = optimcomstr(6);
a= [35.40,50,45,55,30];
con(1)= x(1)+x(6)>=35;
for i=1;5

con(i+1)=x(i)+x(i+1)>=a(+1);

end
prob.Constraints,con = con;
[aol, fval,flag]= golve prob),sol.x

例26 某连锁超市经营企业为了扩大规模，新租用五个门店，经过装修后再营业。
现有四家装饰公司分别对这五个门店的装修费用进行报价，具体数据如表2.2所示。为
保证装修质量，规定每个装修公司最多承担两个门店的装修任务。为节省装修费用，该企
业该如何分配装修任务?

表2.2 装修费用表 （单位;万元）
、门店

费用 乞； e 9 。装修公司
片 13.815 12.5 14.3人’

4.5B 0.s13.214 15
13.8 13。 14.6宁叫12.8
14.7D 13.6 11.13 14

问题分析
这是一个非标准（人数和工作不相等）的"指派问题"，在现实生活中有很多类似的问
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题°例如’有若干项任务需要分配给若干人来完成’不同的人承担不同的任务所消耗的资

源或所带来的效益不同。解决此类问题就是在满足指派要求的条件下’确定最优的指派
方案’使得按该方案实施后的“效益”最佳。可以引人0ˉ1变量来表示某一个装修公司是
否承担某-个门店的装修任务。

模型假设

每个门店的装修工作只能由＿个装修公司单独完成。
符号说明

设‘＝1’2’3’4分别表示A、B、C、D四家装修公司’c0表示第j（j＝1’2’3’4）家装修公
司对第j（j＝1’2’3’4’5）个门店的装修费用报价°弓｜人0＝1变量

乎厂｜;!熏躺雾轰翻蹦麓修
模型建立

该问题的目标函数为总的装修费用最小’即
4 5

minz＝∑∑c州
〖＝1 ′＝1

决策变量绷旷还应满足以下两类约束条件:
4

首先’每-个门店的装修任务必须有一个而且只能有一个装修公司承担’即∑卯,＝l’
j＝l

j＝1’2’…’5。
5

其次’每个装修公司最多承担两个门店的装修任务’即∑勿,≤2’i＝1’2’3,4。
j＝l

则该问题的0ˉ1整数规划模型为

4 5

minz＝∑∑c,鳃顿’
i＝1 j＝1

「 ｝ ‖ u◎
s.t·

护

利用Madab软件’求得最优解为

匆l3＝咖＝勿3l＝卯32＝卯佰＝1’ 其他卯,＝0’
目标函数的最优值为63.8°即装修公司A负责门店3’B负责门店4’C负责门店1、2’D
负责门店5’总的装修费用最小’最小装修费用为63.8万元°
计算的Matlab程序如下:

c1c′c1ear′c＝1◎己d（｜d己仁己26。仁x七『）;

pr◎b＝◎p七土mpr◎b1em′

x＝◎p亡土mv己r（『x!′4′5′0Iype‖′『土n亡eger｜′!L◎werB◎und『′0′｜UpperB◎und′′1）;

pr◎b.Ohjec亡土ve＝sum（sum（c.＊x））;

Pr◎h。C◎ns℃r己土n亡s·c◎n1＝sum（x′1）＝＝1′

pr◎b.C◎ns亡r己土n℃s.c◎n2＝sum（x′2）＜≡2′

25
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题。例如，有若干项任务需要分配给若干人来完成，不同的人承担不同的任务所消耗的资
源或所带来的效益不同。解决此类问题就是在满足指派要求的条件下，确定最优的指派
方案，使得按该方案实施后的"效益"最佳。可以引入0-1变量来表示某一个装修公司是
否承担某一个门店的装修任务。

模型假设
每个门店的装修工作只能由一个装修公司单独完成。
符号说明
设i=1，2，3，4分别表示A、B、C、D四家装修公司，c.表示第认i=1，2，3，4）家装修公

司对第j（j=1，2，3，4，5）个门店的装修费用报价。引入0-1变量
1，第i家装修公司承担第j个门店的装够，*=1（0，第i家装修公司不承担第j个门店的装修.

模型建立
该问题的目标函数为总的装修费用最小，即

amin = crt:N
决策变量x，还应满足以下两类约束条件∶

*=1,首先，每一个门店的装修任务必须有一个而且只能有一个装修公司承担，即
畅

j=12⋯,5。
x≤,i=1,3,。其次，每个装修公司最多承担两个门店的装修任务，即

则该问题的0-1整数规划模型为

沁沁喜“日心

会-1，j=1，，.
8.. 考≤2，i=1，2，3，4，

tev=0或1，i=1，2，3，4，=1，2.⋯，5.
利用 Matlab 软件，求得最优解为

×13=x=xs =x=xug=1，其他x=0，
目标函数的最优值为63.8。即装修公司A负责门店3.B负责门店4，C负责门店1、2，D
负责门店5.总的装修费用最小，最小装修费用为63.8万元。

计算的 Matlab程序如下∶
clc, clear,c= load('data2_6.txt');
prob := optimproblem;
x= optfmvar'x',4,5,'Type','integer',Lower8ound',0,'UpperBound',1);
prob.Objective = gum(sum{g,* x)l;
prob.Con8traints.con1 = gum(x,1)= =1;
prab.Constraints.con2 = sumfx,2)<=2;
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［s◎1′ fv己1′f1ag］ ＝s◎1ve（p工◎b） ′s◎1·x

例2.7已知10个商业网点的坐标如表2.3所示’现要在10个网点中选择适当位置

设置供应站’要求供应站只能覆盖10km之内的网点’且每个供应站最多供应5个网点,
如何设置才能使供应站的数目最小?并求最小供应站的个数°

表2.3商业网点的匆坐标和γ坐标数据
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■

勿

—

y
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■

记d0（′＝1’2’…’10）表示第j个营业网点与第j个营业网点之间的距离’弓｜进解

0-1变量

“』≡｜;! 重渊霹慧霍蔑站
’厂｛左慧广网点被第』个网点的供应站覆盖,

目标函数是使供应站的个数最小’即
10

min∑鳃″
‘＝1

约束条件分为下列4类:

（1）每个网点至少由一个供应站覆盖’则有
10

∑γ剪≥1, j＝1’2’…’10.
j＝1

（2）要求供应站只能覆盖10公里之内的网点,则有

〃矿y旷≤10泌, j,j＝1’2’…’10.

（3）每个供应站最多供应5个网点’则有
10

∑y’≤5’ t＝1,2,…’10.
j＝1

（4）两组决策变量之间的关联关系’有

卯』≥y扩’ t,j＝1,2’…,10’

勿』＝y蕊’ j＝1,2’…’10。

综上所述’建立0-1整数规划模型
l0

min∑鳃』’
j≡1

「

j≡1’2’…’10,

’ j,j＝1’2’…’10’

j＝1’2’…’10’

j’j＝1’2’…’10’

j＝1’2,…’10,

1’ j’j＝1’2’…’10.

S.t·

26

9·4888 8°7928 11。5960 11·5643 5·6756 9·8497 9·1756 13。1385 15·4663

5·6817 10·3868 3·9294 4·斗325 9·9658 17·6632 6·1517 11.8569 8·8721

[so1,Eval,flag]= solve (prob},sol.x

例2.7 已知10个商业网点的坐标如表2.3所示，现要在10个网点中选择适当位置
设置供应站，要求供应站只能覆盖 10km 之内的网点，且每个供应站最多供应5个网点，
如何设置才能使供应站的数目最小?并求最小供应站的个数。

表2.3 商业网点的x坐标和y坐标数据

尊 15.546415.466出货9.17569.849711.364311.5609.488 5.67568.7928
15.59689.9658 6.1517 8.87214.43253.9294 11856917.66327 10.38685.6817

解 记d（i=1，2，⋯，10）表示第i个营业网点与第j个营业网点之间的距离，引进
0-1变量

1，第i个网点建立供应站，
量代力（0，第i个网点不建立供应站.

（1， 第j个网点被第i个网点的供应站覆盖，'（0，否则.
目标函数是使供应站的个数最小，即

令min 查”细
约束条件分为下列4类∶

（1）每个网点至少由一个供应站覆盖，则有
侗,y,≥1,j=1,2,⋯,10.

（2）要求供应站只能覆盖10公里之内的网点，则有
dd,≤10?i,=1,2,⋯,10.

（3）每个供应站最多供应5个网点，则有

9[为≤5，i=1，2，⋯，10.
（4）两组决策变量之间的关联关系，有

;产y，ij=1，2，⋯，10，
x=T;,i=1,2,,⋯,10.

综上所述，建立 0-1整数规划模型
L

目、 ，两i，
=1

y ≥1, j=1,2,⋯,10,
i,j=1,2,⋯,10,4y,≤ 10z,

贷
岁内少 i=1,2,⋯,10,。秒 j=1

对∶≥;， j=1,2,⋯,10,
=1,2,⋯,10,式““：

民3y=0或1，i=1，2，⋯10.
26



利用Python软件’求得的最优解为

卯5＝鳃8＝1’其他泌＝0;

γ5l＝y52＝γ53＝y55＝y56＝1’y84＝γ87＝γ8:＝γ89＝γ8,l0＝1’其他y『＝0。
即只要在网点5和网点8设立两个供应站即可’网点5的供应站供应网点1、2｀3、5、

6’网点8的供应站供应网点4、7、8、9、10°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′己＝1◎己d（｜d己七己27.亡x℃｜）;

d＝d土st（己） 老求两两列向量之间的距离

n＝10;Pr◎b≡◎P仁土∏pr◎b1em′

x＝◎p七jmv己r（!x『′n′｜Type『′!土n七eger｜／L◎werB◎und｜ ′0′!UpperB◎und0′1）

y＝◎p亡jmv己r（｜y『′n′n′｜TTpe｜′0土n亡eger｜′｜L◎werB◎und｜ ′0／UpperB◎und!′1）′

pr◎h.Objec七1ve＝sum（x）′

pr◎b·C◎ns七r己1n七s·c◎n1＝ ［1＜＝suⅢ（y）｜;sum（y′2）＜＝5］;

c◎n2＝ ［］; c◎n3＝ ［］

f◎r1≡1:n

c◎n3＝ ［c◎n3;x（土）≡＝y（j′土）］;

f◎工j＝1:n

c◎n2＝［c◎n2;d（1′j）＊y（j′j）＜＝10＊x（j）》y（j′j）＜＝x（土）］′

end

end

pr◎h。C◎ns亡r己土n仁s.c◎n2＝c◎n2′

p工◎b·C◎nstr己jn仁s·c◎n3＝c◎n3》

［s◎1′ fv己1′ f1ag］ ＝s◎1ve（pr◎b）

xx＝s◎1.x′yy＝s◎1.y

2·2·2蒙特卡洛法

蒙特卡洛法也称为计算机随机模拟法’它源于世界著名的赌城—摩纳哥的Monte

Carlo（蒙特卡洛）。它是基于对大量事件的统计结果来实现一些确定性问题的计算°使
用蒙特卡洛法必须使用计算机生成相关分布的随机数’Madab给出了生成各种随机数的
命令°

例2.8 y＝“2’y＝12ˉ卯与卯轴在第-象限围成—

个曲边三角形。设计一个随机实验’求该图形面积的

近似值。

解所围的曲边三角形如图2.2所示°设计的随

机试验的思想:在矩形区域［0’I2］×［0’9］上产生服从

均匀分布的107个随机点’统计随机点落在曲边三角形

内的频数’则曲边三角形的面积近似为上述矩形的面

积乘以频率。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′n＝10＾7;

图2.2所围的曲边三角形示意图

27

利用Python 软件，求得的最优解为

z"zg=1，其他x，=0;
Y1=Ya=ys=Yss=Yy=1，Yy=Yn=ya =ya=Y.，u=1，其他yo=0。
即只要在网点5和网点8设立两个供应站即可，网点5的供应站供应网点1、2、3、5、

6，网点8的供应站供应网点4、7、8、9、10。
计算的Matlab 程序如下∶
clc, clear, a= load('data2_7.txt');
d= dist (a) 求两两列向量之同的距离
n= 10: prob = optimproble;
x= optimvar(x',n,'Type','integer'l,'LowerBound',0,'UpperBound',1}
y= optimvar (y',n,n,'Type';'integer'LowerBound',0,UpperBound',1;
prob.0bjective = sum (x);
prob.Constraint8.con1 = [1<=sun(y)';sumty,2)<=5];
con2 = [];con3 =[J
for i = 1:n

con3 = [con3;x(i)= =y (,,1)J:
forj n1:n

con2=[con2;d(i,j)*y{i,j)<=10*x(i);y(i,j)<=x(1)];
end

end
prob.Constraints, con2 = con2;
prob.Constraintg. con3 = con3;
[sol, fval,flag] = goive {prob)
xXX = sol.X,9y = Bol.

2.2.2 蒙特卡洛法

蒙特卡洛法也称为计算机随机模拟法，它源于世界著名的赌城——摩纳哥的 Monte
Carlo（蒙特卡洛）。它是基于对大骨事件的统计结果来实现一些确定性问题的计算。使
用蒙特卡洛法必须使用计算机生成相关分布的随机数，Madlab 给出了生成各种随机数的
命令。

例2.8 y=x2，y=12-x与x轴在第一象限围成一
个曲边三角形。设计一个随机实验，求该图形面积的 o
近似值。

解 所围的曲边三角形如图2.2所示。设计的随
ol 文

机试验的思想∶在矩形区城【0，12】×【0，9】上产生服从 m 12
均匀分布的102个随机点，统计随机点落在曲边三角形 图2.2 所围的曲边三角形示意图
内的频数，则曲边三角形的面积近似为上述矩形的面
积乘以频率。

计算的 Matlab程序如下;
cle,clear,n=10"7;
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x≡unjfrnd（0′12′［1′n］）′Y＝un1frnd（0′9′ ［1′n］）;

p土nshu＝sum（y＜x.＾2＆x＜＝3）＋sum（y＜12＝x＆x＞＝3）;

己re己二ppr＝12＊9＊p土nshu／n

运行结果在49.5附近’由于是随机模拟’因此每次的结果都不-样。

对于非线性整数规划目前尚未有成熟、准确的求解方法’因为非线性规划本身的通用

有效解法尚未找到,更何况是非线性整数规划。

然而’尽管整数规划由于限制变量为整数而增加了难度’但是’由于整数解是有限个’

因此为枚举法提供了方便。当然’在自变量维数很大和取值范围很宽的情况下’企图用显

枚举法（即穷举法）计算出最优值是不现实的’但是应用概率理论可以证明’在-定计算

量的情况下’用蒙特卡洛法完全可以得出＿个满意解。

例2·9非线性整数规划

maxz＝绷;＋鳃;＋3z;＋4匆;＋2纺;ˉ8绷lˉ2z2ˉ3匆3ˉ躯4ˉ2绷5’

盂S·t。

如果用枚举法试探’共需计算1005＝10!o个点,其计算量非常大°然而应用蒙特卡洛

法随机计算106个点’便可找到满意解,那么这种方法的可信度究竟怎样呢?

下面分析随机取样采集106个点计算时’应用概率理论估计可信度。

不失一般性’假定＿个整数规划的最优点不是孤立的奇点°

假设取一个点的目标函数落在高值区的概率分别为0.01’0.00001’则当计算106个

点后’至少有一个点能落在高值区的概率分别为

1-0.99l0000＂≈0.99…99（100多位）’

1ˉ0.999991000000≈0.999954602.

解用蒙特卡洛法求得匆l＝46’鳃2＝98’匆3＝1’匆4＝99’目标函数值z≡50273°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

嗜rng（｜shu迁1e‖） 老根据当前时间为随机数生成器提供种子

rng（0） 啥进行一致性比较′每次产生的随机数是一样的

p0＝0;n＝10＾6『仁土c 老计时开始

f◎rjˉ＝1:n

x＝r己ndj（［0′99］′1′5）; 殆产生一行五列的区问［0′99］上的随机整数

［f′g］＝meng七e（x）′

土f己11（g＜＝0）

jfp0＜f

x0＝x;p0＝f′ 老记录当前较好的解

end

end
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｜

｜

x=unifrnd(0,12,[1,n]):y=unifrnd (0,9,(1,n]);
pinshu=summty<x.^2& X<=3)+sumty<12-x&Xx>=3);
area_appr=12*9 *pinehu/n
运行绪果在49.5 附近，由于是随机模拟，因此每次的结果都不一样。
对于非线性整数规划目前尚未有成熟、准确的求解方法，因为非线性规划本身的通用

有效解法尚未找到，更何况是非线性整数规划。
然而，尽管整数规划由于限制变量为整数而增加了难度，但是，由于整数解是有限个，

因此为枚举法提供了方便。当然，在自变量维数很大和取值范围很宽的情况下，企图用显
枚举法（即穷举法）计算出最优值是不现实的，但是应用概率理论可以证明，在一定计算

量的情况下，用蒙特卡洛法完全可以得出一个满意解。
例2.9 非线性整数规划

max z=xj+xz+3对号+4z2+2xz3-8x1-2x2-3xz-*-2xs，
0≤x≤99,i=1,2,⋯,5,
??+×2+*;十x+zsE400
书+2x，+2xz+xa+6x;≤800，et.
2***2+6??200,
xz+x+5x,≤200.

如果用枚举法试探，共需计算1003=101个点，其计算量非常大。然而应用蒙特卡洛

法随机计算10°个点，便可找到满意解，那么这种方法的可信度究竟怎样呢?
下面分析随机敢样采集10* 个点计算时，应用概率理论估计可信度。

不失一般性，假定一个整数规划的最优点不是孤立的奇点。
假设取一个点的目标函数落在高值区的概率分别为0.01，0.00001，则当计算 10*个

点后，至少有一个点能落在高值区的概率分别为

1-0.99t00-=0.9999（100 多位），

1-0.9999t00s=0.99954602.
解 用蒙特卡洛法求得名，=46，x，=98，x、=1，4=99，目标函数值z=50273。
计算的Matlab程序如下;

clc,clear
trng(shurfle') 报据当前时间为随机数生成癣提供种子

rng(0) "进行一致性比较，每次产生的随机数是一样的

8计时开始p0=0; n=10*6:tic
for f=1:n

舍产生一行五列的区间【0，99】上的随机整数x=randi([0,991,1,5);
[f,g]=mengte{x);
if al1 tg<=0)

f p0<f
x0=X; p0=f; 全记录当前较好的解

ena
end

2.8



end

X0′P0′七◎c 号计时结束

func仁±◎n［f′g］＝meng亡e（x）′ 啥定义目标函数和约束条件

f＝x（1）＾2＋x（2）＾2＋3＊x（3）＾2＋4＊x（4）＾2＋2＊x（5）＾2ˉ8＊x（1）＝2＊x（2）ˉ3＊x（3）-· . .

x（4）-2＊x（5）;

g＝［sum（×）一400

x（1）＋2＊x（2）＋2＊x（3）＋x（4）＋6＊x（5）ˉ800

2＊x（1）＋x（2）＋6＊x（3）＝200

x（3）＋x（4）＋5＊x（5）ˉ200］;

end

本题可以使用Lingo软件求得精确的全局最优解:幻1＝50’“2≡99’卯3＝0,鳃4≡99’“5＝

20’最优值z＝51568。

程序如下:

m◎de1:

Se亡S:

r◎w／1° ·4／:b;

c◎1／1。 ·5／:c1′c2′x;

1土nk（r◎w′c◎1） :a;

endse亡s

d己t己:

c1＝1′1′3′4′2;

c2＝一8′ˉ2′＝3′＝1′＝2;

a＝11111

12216

21600

00115;

b＝400′800′200′200;

endda七己

m己x＝0sum（c◎1:c1＊x＾2＋c2＊x）;

0f◎r（r◎w（1）:esum（c◎1（j）:己（土′j）＊x（j））＜b（土））;

Cf◎r（c◎1:Cg土n（x））;

0f◎工（c◎1:6bnd（0′x′99））;

end

2·3比赛项目排序问题

例2.10 （本题选白2005年电工杯数学建模竞赛B题） 在各种运动比赛中’为了
使比赛公平、公正、合理地举行’-个基本要求是’在比赛项目排序过程中’尽可能使每个
运动员不连续参加两项比赛’以便运动员恢复体力’发挥正常水平。
表2.4所示为某个小型运动会的比赛报名表。有14个比赛项目,40名运动员参加

比赛°表中第1行表示14个比赛项目,第1列表示40名运动员’表中＃号位置表示运动
员参加此项比赛°建立此问题的数学模型’并且合理安排比赛项目顺序’使连续参加两项
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end
g 计时结束x0,p0,EOc
8定义目标函数和约束条件function [f,g] =mengte fx);

f=x（）~2+x（2）~2+3*x（3）~2+4*x（4）~2+2*x（5）~2-8*x（）-2*x亿2）-3*x（3）-...
x(4)-2*x(5);
g= [aum (x)-400
x(1)+2*x(2}+2*x (3)+x(4)+6*x (5)-800
2*x{)+x (2)+6*x(3}-200

x(3)+x(4)+5*x(5)-200];
end
本题可以使用Lingo 软件求得精确的全局最优解∶z=50，如2=99，z=0，x4=99，对=

20，最优值z=51568。
程序如下;
mode]:
8et公;
rOw/1,,4/:b;
col/1..5/:e1,c2,x;
link (row,col):a;

endsatB
dat&;
cl=1,1,3,4,2;
c2=-8.-2,-3,-1,-2;
a=11111
1.2 216
21600
00115;

b=400,800,200,200;
enddata
max=@ 等m（col∶c1·x~2+c2*X）;
@ for (trow(i);e gum(col(j);a(i,j)*x(j))<b(i));
④ for(col:0 gin (x));

8 for (col;e bnd(0,x,99)};

end

2.3 比赛项目排序问题

例2.10 （本题选自2005年电工杯数学建模竞赛B题） 在各种运动比赛中，为了
使比赛公平、公正、合理地举行，一个基本要求是，在比赛项目排序过程中，尽可能使每个
运动员不连续参加两项比赛，以便运动员恢复体力，发挥正常水平。

表2.4所示为某个小型运动会的比赛报名表。有 14个比赛项目，40名运动员参加
比赛。表中第1行表示14个比赛项目，第1列表示40名运动员，表中#号位置表示运动
员参加此项比赛。建立此问题的数学模型，并且合理安排比赛项目顺序，使连续参加两项
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比赛的运动员人次尽可能地少°

表2·4某小型运动会的比赛报名表
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比赛的运动员人次尽可能地少。

表2.4 某小型运动会的比赛报名表

项目 n， w 1n的→Pe 。， ？ 10 14运动员

* ，， *转 南勺
引 计
4 。 “茅
多 。， 响 看
6 甲 。” o
多 轨 兼

着*9 e排* ，， *10
韦“ “零a *，

1 章 ，*
响 *14 传

15 “ ·，
6 细'，，

害17
响18 。

秒19 响* 叶20
21 叶
2 部 。2 、‘
24 ，“ 勒
25 班e售 ，26 .
2n 画 、
2 部
9 ， 曲 轨。 ”30
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（续）

—
川
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—
—
＿
＃
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＿
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—
＃
—
＿
＿

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

解用加＝1,2’…’40表示40个运动员’n≡1’2’…’14表示14个比赛项目’用矩阵

A＝（α啊）40×!4表示报名表’其中

.硫尸｛左重爱嚼霹绷呈自＾
构造赋权图G≡（V’E’W）’其中顶点集V＝｛1’2’…’14｝是比赛项目的集合’E为边

集’邻接矩阵W＝（″旷）l4×l4’这里

”广｜国!寸参加项目』和项曰」的人数,慧, 』厂1,…’
即

q0

测,＝∑α碱α呵’ j≠j’』’j＝1’2,…’14’
m＝1

侧it＝由’ j＝1’2’…’14·

则问题转化为求项目1到项目14的＿个排列’使相邻顶点之间的权重之和最小°我们采
用TSP（旅行商）问题求解’但由于开始项目和结束项曰没有连接’可考虑弓｜人虚拟项目
15’该虚拟项目与各个项目的权重都为0。对应地,需要把赋权图G扩充为赋权图忘＝
（了’亩’丽）’丁＝｛1,2’…,15｝ ’肋边集,邻接矩阵丽＝（购）!5潞l5’其中

购＝测,’ j,j＝1’2’…,14;
硒5,‘＝豌,l5＝0’ j≡1’2’…’14’ ＂l5,l5＝。。.

由于TSP问题是一个圈’因此可以将这15个点按TBP问题求解’在找到的最短回路
中’去掉虚拟项目15关联的两条权重为0的边即可。
下面对于图忘建立TSP问题的0ˉ1整数规划模型。

引进0-1变量
》· . ｝ 〉广」

i ↓ : ; .

′则▲TSP模型可表示为
31
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＃ ＃

＃ ＃ ＃

＃ ＃ ＃

＃ ＃ ＃ ＃

＃ ＃ ＃ ＃

一瓣、
项目 12。 ？5 身，多 4互 1413n1， 4o运动员

*叶31 ，售 **32
挚33 ， “，；34 ”轧 ，35 “36

着* *出
护响 稀38 费，命*叶岂

#着管“40

解 用m=1，2⋯，40表示40个运动员，=1，2，⋯，14表示14个比赛项目，用矩阵
A=（ams）mxu表示报名表，其中

（1，第m个运动员参加项目n，
。民“（0，第 m 个运动员不参加项目 n.

构造赋权图G=（V，E，W），其中顶点集V={1，2，⋯，14}是比赛项目的集合，E为边
集，邻接矩阵W=（w;）14nu，这里

（同时参加项目和项目j的人数，i≠j，
良 ij=1,2,⋯,4.t-y,(9,

即
占”” ama，i一j，i，j=1，2，⋯，14，

1=,i=1,2,,14.
则问题转化为求项目1到项目14的一个排列，使相邻顶点之间的权重之和最小。我们采
用TSP（旅行商）问题求解，但由于开始项目和结束项目没有连接，可考虑引人虚拟项目
15，该虚拟项目与各个项目的权重都为0。对应地，需要把赋权图C扩充为赋权图C=
（V，忘，市），V={1，2，⋯，15}，它为边集，邻接矩阵师={刘;）ss，，其中

即 =wg，i，j=1，2，⋯，14;
每..=V，s=0，i=1，2，⋯，14，W1，1=00.

由于 TSP 问题是一个圈，因此可以将这15个点按 TSP问题求解，在找到的最短回路
中，去掉虚拟项目15关联的两条权重为0的边即可。

下面对于图G建立 TSP问题的0-1整数规划模型。
引进0-1变量

考=1，当最短路径经过i到j的边时， ij=1,,⋯,15..i:..: 当最短路径不经过i到j的边时，
'TSP模型可表示为
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j＝1’2’…’15,j＝2’3’…’15’

i＝2’3’…,15,

j,j＝1’2’…’15.

吟＋15卯旷≤14,

0’1≤ui≤14’

0或1’

利用Matlab软件’求得TsP的回路（不唯一）为

15→4→9→8→1-萨5→11-叮-P3→6→2→14→12→10-→13→15,

回路总的路长为2’即有两名运动员连续参加比赛’去掉虚拟项目15及关联的边’则比赛
邱·

项目的安排为 ＾

4→9→8→1→5→11＿十7一B-咱→2→14→12→10→13·

先把表2.2中数据贴到Excel文件data2＝10.xlsx中’把＃号替换为1°计算的Matlab

程序如下:

c1c′c1e己r′己＝工Im◎r仁d己七己（!d己亡己2」0·x1sx｜）;

a（土sn己n（己））＝0; 睹把不确定值N己N替换为0

M＝10＾7;w＝◎nes（14）＊M;

f◎r土＝1:14

f◎rj＝1:14

土f±～＝j′w（1′j）＝su∏l（己（:′土） .＊己（:′j））′end

end

end

n＝15;w（n′n）＝M;pr◎h≡◎p七土∏胆r◎h1em;

x＝◎P仁imv己r（‖x‖′n′n′‖TrPe｜′!土n亡eger!′0L◎werB◎und｜′0′｀UPperB◎und0′1）;

u＝◎P亡1mv己r（!u｜′n′｜L◎werB◎und‖′0） 堵序号变量

Pr◎b.Ohjec℃1ve＝sum（sum（w.＊x））;

p工◎b·C◎nstr己土n七s·c◎n1＝［sum（x′2）＝＝1;sum（x′1）｜＝＝1;u（1）＝＝0］;

c◎n2＝ ［1＜＝u（2:end）;u（28end）＜＝14］;

f◎rj＝1:n

f◎rj＝2:n

◎◎n2＝［c◎n2;u（土）-u（j）＋n＊x（土′j）＜＝n＝1］;

end

end
P

■r◎b.C◎ns七r己土n亡s·c◎n2＝c◎n2′

［s◎1′fv己1′f1己g］＝s◎1ve（p工◎b）

xx＝s◎1·x; ［土′j］＝且nd（xx）》

fpmn亡f（′x土j＝1对应的行列位置如下: ＼n｜）

土j＝［土′;j｜］
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“广，
min z 身还。j=L1o1“ =12,⋯,15,

图下 j=1,2,⋯,15,高·1.骨中“ 辛‘

-+15≤14,i=1,2⋯,15=2,3⋯,15,
=0，1≤叫而14，i=2，3，⋯，15，

ij=1,2,⋯,15.*g=0或1，
利用 Matlab软件，求得TSP 的回路（不唯一）为

15→4→9→8→1-→5→+l1→7-→3-→6→2→14→12→10-→13→15,
回路总的路长为2，即有两名运动员连续参加比赛，去掉虚拟项目 15 及关联的边，则比赛
项目的安排为

4-→9→8→1→5→11→7-→3-+6-2→14-→12-→10→13.
先把表2.2中数据贴到 Excel文件 data2_10.xlax 中，把#号替换为1。计算的Malab

程序如下∶
clc,clear,a* importdata('data2_10,xlsx'};
a(ionan(a))=0r 把不确定值NaN替换为0

M=10^7; W*one8 (14)*M;
for 1=1;14

for j=1:14
ifi~=j,w(i,j)=gum(a(;,i),*a〈z,j)l1;end

end
end
n=15;w (n,D}=M; prob=optimproblem;

x=optimvart大，n，n，'Type，'integer'，LowerBound'，0，'UpperBound'，1）;
u=optimvaz ''，n，'LowerBound'，0} 号序号变量

przob.Objective=sum(gum (w.* x));
prob.Cometraint8.conL=[sum(x,2)==1;8um(x,1)'==1;ut1)==0];
con2 = [1<=u (2:end); u(2 ;end)<=14];

for i=1:n
forj=2:n

con2=[con2;u()-(j)+n*x{,j)<=n-1J;
end

end
prob,Constraint8.con2= can2;
[eol,fval,flag]=aolve{prob)
XOX=sol.X;【1，j】=至ind《{xx};

fprintf《xij=1 对虚的行列位置如下∶\n'）

“”它”亡
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拓展阅读材料

MatlabOphmizationToolboxUser’sGuide.R2019b.

阅读其中的两部分内容:旅行商问题的0＝1整数规划模型及算法;数独问题的0ˉ1整数规划模型。

习题2

2·1试将下述非线性的0＝1规划问题转换成线性的0ˉ1规划问题°

InaXZ＝勿1＋勿1卯2-匆3’

.（｛瓣;↑驹二｝）2,3
2.2某市为方便小学生上学’拟在新建的8个居民小区Al ,A2’…’A8增设若千所小学’经过论证

知备选校址有Bl’B2’…’B6’它们能够覆盖的居民小区如表2.5所示°

表2.5校址选择数据

惫远权Ⅺk

霞盖的居民小区

试建立一个数学模型’确定出最小个数的建校地址’使其能覆盖所有的居民小区。

2.3某公司新购置了某种设备6台’欲分配给下属的4个企业’已知各企业获得这种设备后年创

利润如表2.6所示’单位为千万元。应如何分配这些设备才能使年创总利润最大?最大利润是多少?

表2.6各企业获得设备的年创利润数

』
＝
巨
凹
＝
乓
·
＝
臼
□

2·4有一场由4个项目（高低杠、平衡木｀跳马、自由体操）组成的女子体操团体赛’赛程规定:每
个队至多允许10名运动员参赛’每一个项目可以有6名选手参加°每个选手参赛的成绩评分从高到低
依次为10,9.9’9.8’…’0.1’0°每个代表队的总分是参赛选手所得总分之和’总分最多的代表队为优胜
者°此外’还规定每个运动员只能参加全能比赛（4项全参加）与单项比赛这两类中的一类’参加单项
比赛的每个运动员至多只能参加3个单项°每个队应有4人参加全能比赛’其余运动员参加单项比赛。
现某代表队的教练已经对其所带领的10名运动员参加各个项目的成绩进行了大量测试’教练发现

每个运动员在每个单项上的成绩稳定在4个得分上（见表2,7）’她们得到这些成绩的相应概率也由统
计得出（见表中第二个数据’例如8.4～0·15表示取得84分的概率为O·15）。试解答以下问题:

（1）每个选手的各单项得分按最低分估算’在此前提下,请为该队排出一个出场阵容’使该队团体
总分尽可能高;每个选手的各单项得分按均值估算’在此前提下,请为该队排出一个出场阵容’使该队团
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拓展阅读材料
Matiab Optimnizetion Toolbox User'; Cvide R2019b.
阅读其中的两部分内容;旅行商问题的 0-1 整数规划模型及算法;数独问题的 0-1整数规划模观。

习 题 2

2.1 试将下述幸线性的0-1规划问题转换成线性的0-1 规划问题。

目义“目日“斗工谱‘述一
(-2*+321t*,=3,。。z;=0或1，j=1，2，3.

2.2 某市为方便小学生上学，拟在新建的8个居民小区 Al，A，⋯，A增设若干所小学，经过论证
知备选校址有B，，Bz，⋯，B4，它们能够覆鳖的居民小区如表2.5所示。

表25 校址选择数据

BaB B B。B备选校址 鸣’
堂才A2,A,A 才才A;，As，人。覆警的是民小区 A,Ass4sA,Aa,As,44

试建立一个数学模型，确定出最小个数的建校地址，使其能覆鉴所有的居民小区。
2.3 某公司新购置了某种设备6食，欲分配给下属的4个企业，已知各企业获得这种设备后年创

利润如表2.6所示，单位为千万元。应如何分配这些设备才能使年创总利润最大?最大利润是多少?

表2.6i 各企业获得设备的年创利洞数 “企业 园甲 。设备 ，引jc4”
夕一4 n色互 。？e“3 e身 客自4 ‘o身““ 6w叫”6 10

2.4 有一场由4个项目（高低杠、平衡木、跳马、自由体操）组成的女子体操团体赛，赛程规定∶每
个队至多允许10名运动员参赛，每一个项目可以有6名选手参加。每个选手参赛的成绩评分从高到低
依次为10，9.9，9.8，⋯，0.1，0。每个代表队的总分是参赛选手所得总分之和，总分最多的代表队为优胜
者。此外，还规定每个运动员只能参加全能比寒（4项全参加）与单项比表这两类中的一类.参加单项
比赛的每个运动员至多只能参加3个单项。每个队应有4人参加全能比赛，其余运动员参加单项比奏。

现某代表队的教辣已经对其所带领的10名运动员参加各个项目的成绩进行了大量测试。教练发现
每个运动员在每个单项上的成绩稳定在4个得分上（见表2.7），地们得到这些成绩的相应概率也由统
计得出〈见表中第二个数据，例如8.4~0.15表示取得8.4分的概率为0.15。试解答以下问题;

（1）每个选手的备单项得分按最低分估算，在此前提下.请为该队操出一个出场阵寝，散该队团体
总分尽可能高;每个选手的各单项得分按地值他算，在此前提下.请为该队排出一个出场阵容，使诚队团
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体总分尽可能高。

（2）若对以往的资料及近期各种信息进行分析得到本次夺冠的团体总分估计为不少于236.2分’

则该队为了夺冠应排出怎样的阵容?以该阵容出战’其夺冠的前景如何?得分前景（即期望值）又如

何?该队有90％的把握战胜怎样水平的对手?

表2.7运动员各项目得分及概率分布表

运动员
52 3 41

项目

8·4～0· l5

9。5≈0。5

9·2～0·25

9。4～0.1

9·0～0.1

9。2≈0.1

9.4≈0°6

9·7～0.2

8·3～0。1

8.7～0·1

8.9～0·6

9·3～0·2

9·4～0°1

9.6≈0.1

9。7≈0。6

9·9～0·2

9·0～0.1

9·2≈0·1

9·4～0。6

9·7～0·2

8·1～0·1

9·1～0·5

9.3～0·3

9。5～0。1

8.2～0·1

9.2～0·5

9.4～0.3

9·6～0·1

9。1～0。1

9·3～0·1

9.5～0·6

9。8≈0.2

8.1～0·1

9.1～0·5

9。3～0。3

9.5～0·1

8·4～0·15

9.5～0.5

9·2～0·25

9。4～0·1

9°3≈0·1

9。5～0·1

9·6～0·6

9·8～0。2

8。4≈0.1

8·8～0·2

9·0～0·6

10～0.1

高低杠

8·7～0。1

8·9～0·2

9·1≈0·6

9。9～0。1

8.4～0·1

8·8～0·2

9·0～0·6

10～0°1

8.4～0°15

9·0～0·5

9·2～0·25

9·4～0·1

8·1～0。1

9·1～0·5

9。3～0.3

9.5≈0·1

平衡木

8.4～0·1

8。8≈0·2

9·0～0·6

10～0。1

8·4～0·15

9。5≈0·5

9·2～0·25

9·4～0·1

9·0≈0·1

9·4～0·1

9·5～0·5

9。7～0·3

9·1～0·1

9·3～0·1

9°5≈0·6

9。8～0。2

跳马

8·9～0·1

9。1～0·1

9·3～0.6

9·6～0·2

9·5≈0·1

9·7≈0·1

9·8～0.6

10～0.2

8·4～0。l

8.8～0。2

9.0～0·6

10～0·1

8·7～0.1

8。9～0,2

9。 1～0·6

9·9～0·1

自由体操

9·4～0·1

9。6～0·1

9·7～0·6

9°9～0。2

9·5～0·1

9·7～0·1

9·8≈0·6

10～0·2

8·4≈0

8·8≈0

9·0≈0

10～0.

8.4≈0·15

9。5～0·5

9·2～0.25

9·4～0.1

】
∑
β
］

高低杠

8·7～0·1

8°9≈0.2

9·1～0·6

9·9～0·1

8。4～0。1

8·8～0·2

9·0～0·6

10～0·1

8·8～0.05

9·2～0。05

9·8～0·5

10～0·4

8·4～0。1

8·8～0。 1

9.2～0.6

9·8～0.2

平衡木

8·5≈0·1

8·7～0·1

8·9～0·5

9·1～0·3

8·3～0。1

8.7～0·1

8·9～0·6

9·3～0.2

8·7～0·1

8·9～0·2

9。1≈0·6

9。9≈0·1

8。4～0·1

8。8～0。2

9.0～0·6

10～0·1

跳马

8·4～0°15

9·5～0·5

9·2≈0·25

9°4≈0·1

8·4～0.1

8·8～0·1

9。2～0.6

9·8～0。2

8.2～0·1

9·3～0。5

9·5～0·3

9·8～0· 1

9·3～0·1

9.5～0。1

9·7～0。5

9。9～0。3

自由体操

2·5某单位需要加工制作100套钢架’每套用长为2°9m、2.1m和1m的圆钢各一根°已知原料长

6.9m。 （1）如何下料’使用的原材料最省? （2）若下料方式不超过三种’则应如何下料’使用的原材料
最省?

2·6求解整数线性规划问题

mjnZ1＝20卯1＋90勿2＋8枷3＋70勿4＋3枷5’

s°t.

,z卵4＋卯5≤4b

）且为藕数

’

j＝1’2,…’5.
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体总分尽可能高。
（2）着对以往的资料及近期各种信息进行分析得到本次夺冠的团体总分估计为不少于236.2分，

则该队为了夺冠应排出怎样的阵容?以该阵容出战，其夺冠的前景如何?得分前景（即期置值）又如
何?该队有90??把握战胜怎样水平的对手?

表2.7 运动员各项目得分及概率分布表

运动员 m n2 中-项目
8.4.0.158.1-0.18.4-0.19.3-0.18,4~0.15

9.5-0.1 9.3~0.59.1~0.5思.8~0.29.5~0.3高低杠 9.2-0.259.0-0.6 9.3-0.39.6~0.69.2~0.25
94~0.19.5~0.110-0.198-0.29.4~0.1

8.1-0.1 9.0-0.18.7-0.18.4-0.158.4~0.1
9.2~0.189~0.29.1~0.59.0-0588-0.2平衡木 9.4-0.69.3-0.39.2~0.259.0~0.6 9.1~0.6

10~0.1 9.7~0.29.9-0.19.5-0.19.4-0.1
8.3-0.19.0-0.18.4-0,1584~0.19.1~0.1
8.7~0.19.4-0.19.5-0.588-0.29.3-0.1跳马 95~0.6 8.9-0.69.5-0.59.0-0.6 9.2-0.25
9.3~0.29.7-0.39.4~0.110~0.19.8~0.2

9.5~0.1 9.4~0.1840.1&9~018.7~0.1
&9-0.2 9.6-01&.8~0.297~0.19.1-0.1自由体操 9.3-.69.1-0.6 9.7-0.69.0-0.69.8-0.6

9.6~0.29.9~0.1 9.9-0.210-0.110-0.2
84-0.19.5-0.1 8.4-0.159.4-0.1 9.0-0.1

9.6~0.1 9.2~0.19.5~0.58.8~0.29.7-0.1高低杠 9.4-0.69.0~0.6 9.2~0.259.8-0.69.7-0.6
10-0.110~02 9.7-0.29.4-0.19.9~02

8.1-0.18.4~0.18.8-0.058.4-0.18.7-0.1
9.2-0.058.8~0.28.9~0.2 9.1~0.58.8-0.1平衡木 9.8~0.59.0-0.69.1-06 9.3-0.39.2-0.6

20~0.19.9~0.1 10-0.4 9.5~0.19.8~0.2
8.5~0.T 8.4~0.18.7~0.18.3-0.1 8.2-0.1

8.9-0.28.7~0.18.7~0.1 9.2-0.58.8~0.2跳马 89-0.68.9-0.5 9.1~0.6 9.4-0.39.0-0.6
9.9-0.19.3~6.29.1~0.3 9.6-0.110~0.1
A2-0.18.4~0.18.4~0.15 9.3~0.售 9.1-0.1
9.3~0.5B.8~0.19.3-8.5 9.3~0.19.5-0.1自由体操 9.5~0.3 9.7-0.59.2-069.2-0.25 9.5-0.6

9,4~0.1 9.9～0.39.8-0.198~0.2 9.8～0.2

25 某单位嚼要加工制作100套勿架，每套用长为2.9m、2.1m和1m的测铜各一根。巳知原料长
69m。（1）如何下料，使用的原材料最省?（2）若下料方式不超过三种，则应如何下料，使用的厚材料

最省?
26 求解整数线性规划问题

min Z=20* +90z,+80*3+70x,+30z,,
（rTz*，油30
于；曾岁。
3*1+2rs6120g.
32，*2n2+*n磁48，
*20且为鉴数，j=1，2⋯，3.
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2·7美佳公司计划制造I、Ⅱ两种家电产品。已知各制造一件时分别占用的设备A和设备B的台

时’调试工序时间、每天可用于这两种家电的能力’各销售一件时的获利情况如表2.8所示。问该公司

应制造两种家电各多少件’才能使获取的利润最大°

表2·8产品生产数据

2·8求解标准的指派问题’其中指派矩阵

｜C＝

2·9 已知某物资有8个配送中心可以供货’有15个部队用户需要该物资’配送中心和部队用户之

间单位物资的运费、15个部队用户的物资需求量和8个配送中心的物资储备量数据见表2.9°

表2.9配送中心和部队用户之间单位物资的运费和物资需求量、储备量数据
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

Ⅻ
＿
Ⅷ
—
Ⅷ
—
Ⅷ
—
Ⅷ
＿
Ⅷ
—
Ⅷ
—
Ⅻ
—
＂
—
Ⅷ
＿
灿
＿
Ⅻ
＿
Ⅷ
～
Ⅷ
＿
Ⅷ

—

—

7
—

8
—

＿

—

11
—

12

13

14

15

—

—
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单位物资的运费

1 2 3 4 5 6 7 8

390。6 618。5 553 q42 113·1 5。2 1217·7 1011

370·8 636 440 401。8 25。6 113. 1 l172.4 894。5

876.3 1098.6 497.6 779.8 903 1003·3 907。2 40·1

745·4 1037 305.9 725。7 445.7 531.4 1376·4 768。 1

M4°5 354·6 624·7 238 290。7 269.4 993。2 974

200·2 242 691·5 173·4 560 589.7 661.8 855·7

235 205·5 801.5 326.6 477 433.6 966·4 1112

517 541.5 338·4 219 249·5 335 937·3 701.8

542 321 1104 576 896·8 878·4 728·3 1243

665 827 427 523·2 725。2 813。8 692.2 284

799 855·1 916·5 709.3 1057 1115·5 300 617

852·2 798 1083 714·6 1177·4 1216·8 40·8 898·2

602 614 820 517.7 899·6 952·7 272.4 727

903 1092·5 612·5 790 932·4 1034.9 777 152·3

600·7 710 522 q48 726。6 811.8 563 426.8

18600 19600 17100 18900 17000 19100 20500 17200

2了 美佳公司计划制造Ⅰ、Ⅱ两种家电产品。已知各制造一件时分别占用的设备A和设备B的台
时，调试工序时间、每天可用于这两种家电的能力，各销售一件时的获利情况如表2.8所示。间该公司
应制造两种家电各多少件，才能使获取的利润最大。

表2.8 产品生产数据“项 目 每天可用能力Ⅱ。 5设备 A/ 15
中6设备B/h 24， 5谓试工序/ 一

利润/元 ，句
2.8 求解标准的指派问题，其中指溢矩阵-

6 

11 12” 5 4
8 9f

29 已知某物资有8个配送中心可以供货，有15个部队用户需要该物资，配送中心和部队用户之
间单位物资的运费、15个部队用户的物资警求量和8个配送中心的物资储备量数据见表2.9。

表2.9 配送中心和部队用户之间单位物资的运费和物资费求量、储备量数据
单位物资的运费部队 需求量6 8”夕用户 32； 4- OL2(217.75.2 3000113.1618.s 442553390.6

5310025.6 13.1w 401.8 894.512.4440636370.8
290940.1907.2779.8n 47.6 1003.390318.68763
3100当 13764531.4445.7 768.125.7745,4 1037 305.9
310099.2 974290.7238 269.4n 354.6 624.7144.5
340085761.8色 173.4691.5 560 589.724220.2
3500966.4433.6 “了石477丁 326.6801.5205.5235
320097.3 701.833538.4 249.5219541.5517售
3001243728.38378.4夕 104 96.8S76542 321
3100284692.2813.8523.2827 725.2276610
3300300 6171115.s709.3 它916.5855.1799n1
320040.8 89.2714.6 1216.8177.4852,2 108379812

m7 30027.49592.7899.6517.?614 82D60213
2900152.3m71034.9612.5 932.47901092,s90314

各、 3100563 426.8雀 8LL.8T26.6448607 7F0
1720o20501910017000销备量 1710 189001800 19600
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（1）根据题目给定的数据’求最小运费调用计划。

（2）每个配送中心既可以对某个用户配送物资’也可以不对某个用户配送物资’若配送物资’则配

送量要大于或等于1000且小于或等于2000’求此时的费用最小调用计划。

2·10有4名同学到一家公司参加三个阶段的面试:公司要求每个同学都必须首先找公司秘书初

试’然后到部门主管处复试’最后到经理处参加面试,并且不允许插队（即在任何一个阶段4名同学的面

试顺序都是一样的）。由于4名同学的专业背景不同’所以每人在三个阶段的面试时间也不同’如

表2.10所示。这4名同学约定全部面试完以后一起离开公司。假定现在时间是早晨8:00,请问他们最

早何时能离开公司?

表2.10面试时间要求

经理面试

21

10

12

13

主管复试

16

17

15

12

秘书初试

14

19

10

9

同学甲

同学乙

同学丙

同学丁
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{1）根据题目给定的数据，求最小运费调用计划。
（2）每个配送中心既可以对某个用户配透物资，也可以不对某个用户配选物妻，若配送幽资，则配

送量要大于或等于1000且小于或等于2000，求此时的费用最小调用计划。

2.10 有4名阈学到一家公司参加三个阶段的面试;公司要求每个同学静必须首先找公司秘书初
试，然后到部门主管处复试、景后到经理处参加面试，并且不允许插队（即在任何一个阶丧4名同学的面

试顺序都是一样的）。由于4名同学的专业背景不周，所以每人在三个阶段的面试时间也不同，如
表2.0所示。这4名同学约定全部面诚完以后一起高开公司。假定现在时间是早晨8∶00.请问他们最

早何时堂高开公司?

表2.10 面试时阀要求

经理面试主管复试稳书 初试
15同学甲 2114

101719同学乙
121510同学网

同学了 13身 12
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第3章非线性规划

在实际应用中’除了线性规划和整数规划外’还大量地存在着另＿类优化问题:描述

目标函数或约束条件的数学表达式中’至少有＿个是非线性函数。这样的优化问题通常

称为非线性规划°一般说来’解决非线性规划问题要比解决线性规划问题困难得多°线

性规划有适用于-般情况的单纯形法’但是对于非线性规划问题,目前还没有一种适用于
～般情况的求解方法’现有各种方法都有各自特定的适用范围。

3.1非线性规划的概念和理论

3.1.1非线性规戈‖问题的数学模型

记x＝［鳃l’鳃2’…,“鹏］T是几维欧几里得空间R＂中的＿个点（n维向量）。／（x）’

g‘（x）’j＝1’2’…’p和h′（x）’j＝1’2’…’q是定义在R厕上的实值函数。

若∧x）’g《（x）’j＝1’2’…’p和h′（x）’′＝1’2’…’q中至少有一个是x的非线性函数’
称如下形式的数学模型:

min∧匆）’

.《｛:悯, ｝二h;!二!;, （31）
为非线性规划模型的—般形式。

如果采用向量表示法’则非线性规划的-般形式还可以写成

min∧x）’

M｛髓｛≡‖!
（3.2）

式中:G（x）＝［gl（x）’g2（x）’…’gp（x）］T;H（x）＝［hl（x）’内2（x）,…,h9（x）］T。
对于求目标函数的最大值或约束条件为大于或等于零的情况’都可通过取其相反数

转化为上述一般形式。

称满足所有约束条件的点x的集合

K≡｛x匡R＂ ｜g‘（x）≤0’j＝1’2’…’p;h′（x）＝0’j＝1’2’…’9｜
为非线性规划问题的约束集或可行域°对任意的x巳K’称x为非线性规划问题的可行解

或可行点。

定义3·1记非线性规划问题式（3. 1）或式（3.2）的可行域为K°

（1）若x＊巴K’且Vx≡K’都有∧x＊）≤／（x）’则称x＊为式（3.1）或式（3.2）的全局

最优解’称／（x,）为其全局最优值。如果Vx巨K,x≠x＊’都有f（x＊）≤／（x）’则称x＊为

37

｜

第 3章 非线性规划

在实际应用中，除了线性规划和整数规划外，还大量地存在着另一类优化问题;描述
目标函数或约束条件的数学表达式中，至少有一个是非线性函数。这样的优化问题通常
称为非线性规划。一般说来，解决非线性规划问题要比解决线性规划问题困难得多。线
性规划有适用于一般情况的单纯形法，但是对于非线性规划间题，目前还没有一种适用于
一般情况的求解方法，现有各种方法都有各自特定的适用范围。

3.1 非线性规划的概念和理论

3.1.1 非线性规划问题的数学模型

记x=【x，z，⋯，x，】是n维欧几里得空间 R*中的一个点（n维向量）。f（x），
g（x），i=1，2，⋯，p和h（x），j=1，2，⋯，Q是定义在R"上的实值函数。

若八x），g;（x），=1，2，⋯，和h（r）j=1，2，⋯，g中至少有一个是x的非线性函数，
称如下形式的数学模型∶

minf(x),
[g;(x)≤0,i=1,2,⋯,P, (3.1)sL,(x)=0,j=1,2,⋯,q

为非线性规划模型的一般形式。

如果采用向量表示法，则非线性规划的一般形式还可以写成

min.f=),
(G(r)≤0, (3.2)a.t(H(x)=0,

式中∶G（r）=【gr（x），ga（r），⋯，g，（x）】1;H（x）=【h，（x），h（x），⋯，h，（x）】T。
对于求目标函数的最大值或约束条件为大于或等于零的情况，都可通过取其相反数

转化为上述一般形式。

称满足所有约束条件的点x 的集合

K=|xeR"|g;(x)≤0,i=1,2,⋯,P;h,(x)=0,i=1,2⋯,gl

为非线性规划问题的约束集或可行域。对任意的xeK，称x为非线性规划问题的可行解

或可行点。
定义3.1 记非线性规划问题式（3.1）或式（3.2）的可行域为K。
（1）若x'eK，且VxeK，都有f（x"）≤f（x），则称x"为式（3.1）或式（3.2）的全局

最优解，称fx"）为其全局最优值。如果VxEK，x≠x'，都有f（x"）<√f（x），则称x"为
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式（3.1）或式（3.2）的严格全局最优解’称／（x＊）为其严格全局最优值。

（2）若x＊匡K’且存在x＊的邻域／γb（x＊）’V卯匡／γb（x＊）∩K’都有／（x＊）≤／（x）’则

称x＊为式（3.1）或式（3.2）的局部最优解,称／（x＊）为其局部最优值°如果Vx巨／γb（x＊）

∩K’x≠x＊’都有／（x＊）≤／（x）’则称x＊为式（3.1）或式（3.2）的严格局部最优解’称

∧x＊）为其严格局部最优值。

我们知道’如果线性规划的最优解存在’则最优解只能在可行域的边界上达到（特别

是在可行域的顶点上达到）’且求出的是全局最优解°但是非线性规划却没有这样好的

性质’其最优解（如果存在）可能在可行域的任意-点达到’而一般非线性规划算法给出
的也只能是局部最优解’不能保证是全局最优解°

3.1·2无约束非线性规划的求解

根据-般形式式（3.1）或式（3.2）’无约束非线性规划问题可具体表示为

min火x〉’x匡R厕. （3.3）

在高等数学中’我们讨论了求二元函数极值的方法’该方法可以平行地推广到无约束

优化问题中°首先引人下面的定理°

定理3·1设／（x）具有连续的一阶偏导数,且x＊是无约束问题的局部极小点’则

W（x＊）＝0。这里W（x）表示函数∧x）的梯度°

定义3·2设函数∧x〉具有对各个变量的二阶偏导数’称矩阵

0丁

0匆｝

0丫

0了

0卯l0卯2

0丫

0勉;

0了
●●●

0卯I0卯″

0丁
●●●

0卯20卯1 0卯20卯厕

0了 0了 0丁
—

0绷:
p●●

0卯厕0卯1 0卯″0卯2

为函数∧X）的Hesse矩阵’记为W（躯）。

定理3·2（无约束优化问题有局部最优解的充分条件） 设厂（x）具有连续的二阶偏
导数,点x滚满足W（x＊）＝0;并且W（x＊）为正定阵’则x＊为无约束优化问题的局部最
优解°

定理3.1和定理3.2给出了求解无约束优化问题的理论方法’但困难的是求解方程
W（x＊）＝0’对于比较复杂的函数’常用的方法是数值解法’如最速降线法、牛顿法和拟牛
顿法等’这里就不介绍了°

3·1·3盲约束非线｝｜生规划的求解

在实际应用中’绝大多数优化问题都是有约束的。一般来讲’对于式（3.1）或式
（3.2）给出的有约束非线性规划问题’求数值解时除了要使目标函数在每次迭代时有所

下降’还要时刻注意解的可行性’这就给寻优工作带来很大困难。因此’比较常见的处理
思路是:尽量将非线性问题转化为线性问题’将约束问题转化为无约束问题。广 ;
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式（3.1）或式（3.2）的严格全局最优解，称f（x"）为其严格全局最优值。
（2）若x'eK，且存在x*的邻域N（x"），VzeN，（x"）nK，都有f（x"）≤f（x），则

称z"为式（3.1）或式（3.2）的局部最优解，称fx">为其局部最优值。如果VxeN（玉"）

nK，xx*，都有f（x"）<f（x），则称x'为式（3.1）或式（3.2）的严格局部最优解，称
f（x"）为其严格局部最优值。

我们知道，如果线性规划的最优解存在，则最优解只能在可行域的边界上达到（特别

是在可行城的顶点上达到），且求出的是全局最优解。但是非线性规划却没有这样好的
性质，其最优解（如果存在）可能在可行域的任意一点达到，而一般非线性规划算法给出
的也只能是局部最优解，不能保证是全局最优解。

3.1.2 无约束非线性规划的求解

根据一般形式式（3.1）或式（3.2），无约束非线性规划问题可具体表示为
(3.3)minf(x),r∈R".

在高等数学中，我们讨论了求二元函数极值的方法，该方法可以平行地推广到无约束
优化问题中。首先引人下面的定理。

定理3.1 设八（x）具有连续的一阶偏导数，且x"是无约束问题的局部极小点，则
Vfx）=0。这里Vf（x）表示函数fx）的梯度。

定义3.2 设函数fx）具有对各个变量的二阶偏导数，称矩阵a". 心代’3丁

郎 ：四品计一8×,3×2
8业调“代 ：当o2,8*, 8z，3年，

：调,“代 。×,0x2Ox,0x;
为函数f（x）的 Hese矩阵，记为Vf（x）。

定理3.2（无的束忧化问题有局郁最优解的充分条件） 设f（x}具有连续的二阶偏
导数，点x"满足Vf（x"）=0;并且Vf（x"）为正定阵，则x"为无约束优化问题的局部最
优解。

定理3.1和定理3.2给出了求解无约束优化问题的理论方法，但困难的是求解方程
Vfx"）=0，对于比较复杂的函数，常用的方法是数值解法，如最速降线法、牛顿法和拟牛
顿法等，这里就不介绍了。

3.1.3 有约束非线性规划的求解

在实际应用中，绝大多数优化问题都是有约束的。一般来讲，对于式（3.1）或式
（3.2）给出的有约束非线性规划问题，求数值解时除了要使骨标函数在每次迭代时有所
下降，还要时刻注意解的可行性，这就给寻优工作带来很大困难。因此，比较常见的处理
思路是;尽量将非线性问题转化为线性问题，将约束问题转化为无约束问题。
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1.求解有等式约束非线性规划的拉格朗曰乘数法

对于特殊的只有等式约束的非线性规划问题的情形:

min∧x）’

肌｜赚0, ′≡L2,‖,
（3.4）

有如下的拉格朗日定理。

定理3.3（拉格朗曰定理） 设函数／’h／（j≡1’2’…’q）在可行点x＊的某个邻域

Ⅳ（x＊,S）内可微’向量组Ⅶ（x＊）线性无关’令
L（x,入）＝／（x）＋入TH（x）’

其中入＝［入l ’入2,…,入q］T匡Rq’H（x）＝［hl（x）’h2（x）’…’h,（x）］T°若x＊是式（3.4）的

局部最优解’则存在实向量入＊＝［入广’入j’…’入;］T匡Rq’使得Ⅵ（x＊ ’入＊）＝0’即
q

W（x＊）＋∑入j＊Ⅶ（x＊）＝0,
j＝l

显然’拉格朗曰定理的意义在于能将式（3.4）的求解转化为无约束问题的求解°

2.求解有约束非线性规划的罚函数法

对于＿般形式的有约束非线性规划问题式（3.1）’由于存在不等式约束’因此无法直

接应用拉格朗日定理将其转化为无约束问题°为此’人们引人了求解＿般非线性规划问

题的罚函数法°

罚函数法的基本思想:利用式（3.1）的目标函数和约束函数构造出带参数的所谓增

广目标函数’从而把有约束非线性规划问题转化为-系列无约束非线性规划问题来求解°

而增广目标函数通常由两个部分构成,-部分是原问题的目标函数’另-部分是由约束函

数构造出的‘‘惩罚”项’‘‘惩罚”项的作用是对“违规”的点进行‘‘惩罚”。

比较有代表性的-种罚函数法是外部罚函数法’或称外点法’这种方法的迭代点一般

在可行域的外部移动’随着迭代次数的增加’‘‘惩罚’’的力度也越来越大’从而迫使迭代点

向可行域靠近°具体操作方式:根据不等式约束g‘（X）≤0与等式约束max｛0’g‘（X）｝＝0

的等价性’构造增广目标函数（也称为罚函数）
p 9

T（x’M）≡／（腮）＋″∑［max｛0’g‘（x）｝ ］＋M∑［吗（x）］2’
〔＝1 ／＝1

从而将式（3.1）转化为无约束问题:

minT（x’M）’ x匡R＂’

式中:″是一个较大的正数°

注3.1罚函数法的计算精度可能较差’除非算法要求达到实时,一般都直接使用软

件工具库求解非线性规划问题°

3·1.4凸规划

凸规划是＿类特殊的非线性规划’可以求得全局最优解°下面介绍凸规划的一些基

本概念。

1·凸集与凸函数的定义

设Q是励维欧几里得空间的＿点集’若任意两点xl巨O,x2巨O’其连线上的所有点
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1。求解有等式约束非线性规划的拉格朗日乘数法
对于特殊的只有等式约束的非线性规划问题的情形;

minf(x),
(3.4)(A,(x)=0,j=1,2,⋯,9,9.txeR"

有如下的拉格朗日定理。

定理3.3（拉格朗日定理） 设函数f，A;（j=1，2，⋯，q）在可行点x的某个邻域
N（x"，e）内可微，向量组Vh，（x"）线性无关，令

L（x，λ）=fx）+AH（x），
其中A=【Auλ，⋯，λ】'eR??H（x）=【，（x），hz（x），⋯，h，（x）】。若x'是式（3.4）的
局部最优解，则存在实向量入"=【λ;，λ2，⋯，入2】TeR?，使得VL（x*，λ*）=0，即

可八=s'）t，A; WA（x'）=0.
显然，拉格朗日定理的意义在于能将式（3.4）的求解转化为无约束问题的求解。

2.求解有约束非线性规划的罚函数法

对于一般形式的有约束非线性规划问题式（3.1），由于存在不等式约束，因此无法直
接应用拉格朗日定理将其转化为无约束问题。为此、人们引入了求解一般非线性规划问
题的罚函数法。

罚函数法的基本思想∶利用式（3.1）的目标函数和约束函数构造出带参数的所谓增
广目标函数，从而把有约束非线性规划问题转化为一系列无约束非线性规划问题来求解。

而增广目标函数通常由两个部分构成一部分是原问题的目标函数，另一部分是由约束函
数构造出的"惩罚"项，"惩罚"项的作用是对"违规"的点进行"惩罚"。

比较有代表性的一种罚函数法是外部罚函数法，或称外点法，这种方法的迭代点一般
在可行城的外部移动，随着迭代次数的增加，"惩罚"的力度也越来越大，从而迫使迭代点
向可行域靠近。具体操作方式∶根据不等式约束g（r）≤0与等式约束 maxl0，g（x）|=0
的等价性，构造增广目标函数（也称为罚函数）

w二【A（x））1?，T（x，M）=fx）+M二【max10，g;（r）|】+M 
从而将式（3.1）转化为无约束问题∶

rmin T(x,M),xeR°,
式中∶M是一个较大的正数。

注3.1 罚函数法的计算精度可能较差，除非算法要求达到实时，一般都直接使用软
件工具库求解非线性规划问题。

3.1.4 凸规划

凸规划是一类特殊的非线性规划，可以求得全局最优解。下面介绍凸规划的一些基
本概念。

1.凸集与凸函数的定义
设Ω是n维欧几里得空间的一点集，若任意两点x、eQ，x，EΩ，其连线上的所有点
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αxl＋（1-α）x2匡O（0≤α≤1）,则称O为凸集°

实心圆｀实心球体｀实心立方体等都是凸集’圆环不是凸集。直观上看’凸集没有凹人

部分,其内部没有空洞°任何两个凸集的交集是凸集°

定义3.3（凸函数） 给定函数／（x）（x巨DCRn）’若Vxl ’x2巨D’入巨［0,1］’有

／（入xl＋（1ˉ入）x2）≤人／（xl）＋（1-入）／（x2）’

则称／（x）为D上的凸函数;特别地’若／（入xl＋（1-人）x2）＜γ（xl）＋（1＝入）f（x2）’则称

∧x）为D上的严格凸函数°将上述两式中的不等号反向’即可得到凹函数和严格凹函

数的定义。显然’若函数／（x）是凸函数（严格凸函数）’则＝／（x）一定是凹函数（严格凹

函数）。

凸函数和凹函数的几何意义十分明显’若函数图形上任两点的连线处处都不在这个

函数图形的下方’它当然是凸的.线性函数既可看作凸函数’也可看作凹函数°

2·凸函数的性质

条件3·1定义在凸集上的有限个凸函数的非负线性组合仍为凸函数°

条件3.2设∧x）为定义在凸集O上的凸函数’则对任-实数α’集合

Sα＝｛x｜x匡Q肌x）≤α｝

是凸集°

3.函数凸性的判定

首先可以直接依据定义去判别。对于可微函数’也可利用下述两个判别定理°

定理3.4（-阶条件） 设Q为n维欧几里得空间R鹏上的开凸集讽x）在o上具有

一阶连续偏导数’贝Mx）为O上的凸函数的充要条件是:对任意两个不同点xl匡O和

x2匡O’恒有

／（x2）≥／（xl）＋W（xl）T（x2ˉ测l）. （3.5）

若式（3.5）为严格不等式’则它就是严格凸函数的充要条件。

凸函数的定义本质上是说凸函数上任意两点间的线性连线不低于这个函数的值;而

式（3.5）则是说基于某点导数的线性近似不高于这个函数的值’或曲线上各点的切线在

曲线之下。

定理3·5（二阶条件） 设O为n维欧几里得空间R厕上的开凸集’／（x）在o上具有

二阶连续偏导数,则／（X）为O上的凸函数的充要条件是／（X）的Hesse矩阵W（X）在O
上处处半正定°

若对＿切X巳Q／（X）的Hesse矩阵都是正定的’贝MX）是O上的严格凸函数。对于

凹函数可以得到和上述类似的结果。

定义3·4对非线性规划问题式（3. 1）’若／（x）为O上的凸函数’gj（x）为R厕上的凸

函数’h′（x）为R鹏上的线性函数’则称该非线性规划问题为凸规划。
可以证明’上述凸规划的可行域为凸集,其局部最优解即为全局最优解’而且其最优

解的集合形成-个凸集°当凸规划的目标函数J（x）为严格凸函数时,其最优解必定唯

-（假定最优解存在）。由此可见,凸规划是＿类比较简单而又具有重要理论意义的非

线性规划°由于线性函数既可视为凸函数’又可视为凹函数,故线性规划也属于凸

规划。
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αr，+（1-α）z，，EL（0≤a≤1），则称Ω为凸集。
实心圆、实心球体、实心立方体等都是凸集，圆环不是凸集。直观上看，凸集没有凹人

部分，其内部没有空洞。任何两个凸集的交集是凸集。

定义3.3（凸函数）给定函数fx）（xEDCR"），若Vx，，x。eD，λe【0，1】，有
fAx，+（1-λ）x2）≤Af（x）+（1-入）f（x，），

则称fx）为D上的凸函数;特别地，若尺λx;+（1-A）xz）<Af（x，）+（1-A）f（z2），则称
f（x）为D上的严格凸函数。将上述两式中的不等号反向，即可得到凹函数和严格凹函
数的定义。显然，若函数f（x）是凸函数（严格凸函数），则-八（x）一定是凹函数《严格凹

函数）。
凸函数和凹函数的几何意义十分明显，若函数图形上任两点的连线处处都不在这个

函数图形的下方，它当然是凸的。线性函数既可看作凸菌数，也可看作凹函数。
2.凸函数的性质

条件3.1 定义在凸集上的有限个凸函数的非负线性组合仍为凸函数。

条件3.2 设f（xr）为定义在凸集&上的凸函数，则对任一实数α，集合

S。=|x|xe Q,f(x)≤al

是凸集。
3.函数凸性的判定
首先可以直接依据定义去判别。对于可微函数，也可利用下述两个判别定理。
定理3.4（一阶条件） 设Ω为n维欧几里得空间R"上的开凸集f（x）在Q上具有

一阶连续偏导数，则f（x）为 Ω上的凸函数的充要条件是∶对任意两个不同点x，EΩ和

x2e&，恒有
(3.5)f(x2)≥f(x1)+7f(x,)(x2-r1).

若式（3.5）为严格不等式，则它就是严格凸函数的充要条件。
凸函数的定义本质上是说凸函数上任意两点间的线性连线不低于这个函数的值∶而

式（3.5}则是说基于某点导数的线性近似不高于这个函数的值，或曲线上名点的切线在

曲线之下。
定理3.S{二附条件） 设Ω为n维欧几里得空间R"上的开凸集，f（x）在Ω上具有

二阶连续偏导数，则f（x）为Ω上的凸函数的充要条件是f（x）的Hesse矩阵V?f（x>在Ω
上处处半正定。

若对一切x∈Ω、f（x））的Hesse 矩阵都是正定的，则f（x）是Ω上的严格凸函数。对于

凹函数可以得到和上述类似的结果。
定义3.4 对非线性规划问题式（3.1），若fx）为Ω上的凸函数，g;（x）为R"上的凸

函数，h，（x）为R"上的线性函数，则称该非线性规划问题为凸规划。
可以证明，上述凸规划的可行域为凸集，其局部最优解即为全局最优解，而且其最优

解的集合形成一个凸集。当凸规划的目标函数fx）为严格凸函数时。其最优解必定唯

一（假定最优解存在）。由此可见，凸规划是一类比较简单而又具有重要理论意义的非

线性规划。由于线性函数既可视为凸函数，又可视为凹函数，故线性规划也属于凸

规划。
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例3.1试分析并求解非线性规划

min∧x）＝”｝批;ˉ枷l＋4’

｝｝｝鸳臆0S°t.

解／（X）和g2（X）的Hesse矩阵的行列式分别为

0抓x） 0讯x）

0匆; 0鲸l0匆2

｜H』 ｜≡ ≡｜; g｜叫≥0,0抓x） 0饥x）

0匆20鳃l 0匆;

02g2（x） 02g2（x）

0匆; 0鳃l0鲸2

｜Hi｜≡ ˉ｜; ‖｜≡0,02g2（x） 02g2（x）

0”20鳃l 0“;

知／（x）为严格凸函数’g2（x）为凸函数°由于其他约束条件均为线性函数’所以这是-个

凸规划问题。其最优解为x＊≡［0。5536’1.3064］T’目标函数的最优值为／（x＊）＝3.7989。

c1c′c1ear′pr◎b＝◎p七土I［pr◎b1em;

x＝◎P七土mv己r（‖x’′2′!L◎werB◎und!′0）′

Pr◎b·Objec亡jve＝sum（x°＾2）＝4＊x（1）＋4′

c◎n＝ ［一x（1）＋x（2）～2＜＝0

x（1）＾2ˉx（2）＋1＜＝0］; 哈不等式约束

Pr◎b.C◎nstr己1n仁s.c◎n≡c◎n;

x0,x＝r己nd（2′1） 啥非线性规划必须赋初值

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u亡］≡s◎1ve（pr◎b′x0）′s◎1·x

4·库恩＝塔克条件（简称KˉT条件）

库恩＝塔克条件是非线性规划领域中最重要的理论成果之一’是确定某点为最优点

的必要条件。只要是最优点’就必须满足这个条件°但-般说它并不是充分条件’因而满

足这个条件的点不-定就是最优点（对于凸规划’它既是最优点存在的必要条件’也是充

分条件）°

对带-般约束的非线性规划问题式（3.1）’弓｜进拉格朗曰函数如下:
p 9

L（x,入’〃）＝／（x）＋∑儿g:（x）＋∑〃jh′（x）’ （3.6）
i＝1 j＝1

其中’入＝［入l’人2’…’入′］T′＝［仙l,〃2’…’〃9］T称为拉格朗曰乘子。
定理3·6（必要条件） 设x＊是非线性规划问题式（3.1）的局部最优解’而且x＊点的

所有起作用约束的梯度Vg‘（X·）（t＝1’2’…’p）和Ⅶ（X＊）（j＝1’2’…’9）线性无关’则存
在向量

入＊＝［入广’入j’…’入》］T’ 〃＊＝［仙f’〃;’…,队》］T’
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例3.1 试分析并求解非线性规划

min fx）=好+r-4+4，
g(x)=-**2-2≤0,
gn（x）=x号-x2+1≤0，s.t.
【1，年2≥0.

解 f（x）和gx（x）的Hese矩阵的行列式分别为

岁“|23(x)
叫当中过 |2 o}“式 j-4>0,|用，1= 2。可艾岂aH=)

中计召当 “品
?'g,(=)a'a(x)

夕彩出身涵计“式’迎l= =0,日o'g,(2)a'g() o
δ号回述吐

知fx）为严格凸函数，，（x）为凸函数。由于其他约束条件均为线性函数，所以这是一个

凸规划问题。其最优解为x"=【0.5536，1.3064】'，目标函数的最优值为fx°）=3.7989。

clc, clear,prob= optimproblem;
X= optimvar'k<',2,'LowezBound',0);
prob,Objective= aum tx.~2}-4*x(1)+4;
con = [-x{)+x(2)-2 <=0

不等式约束x(1)"2-x(2)+1 <= 0];
prob.ConstraintB.con = con;

名丰线性规划必须赋初值x0.x= zand (2,1)
[sol,Eval,flag,out]= aolve (prob,x0),sol.x
4.库恩一塔克条件（ 简称 K-T条件）

库恩-塔克条件是非线性规划领域中最重要的理论成果之一，是确定某点为最优点
的必要条件。只要是最优点，就必须满足这个条件。但一般说它并不是充分条件，因而满
足这个条件的点不一定就是最优点（对于凸规划，它既是最优点存在的必要条件，也是充

分条件）。
对带一般约束的非线性规划问题式（3.1），引进拉格朗日函数如下∶

;t的（=）+Cu入（x）， (3.6)L（x，λ）=f（x》+
其中，入=【A1，λ，，入，】。=【μ，，⋯，μ，J"称为拉格朗日乘子。

定理3.6（必要条件） 设x'是非线性规划问题式（3.1）的局部最优解.而且x'点的
所有起作用约束的梯度Vg;（x"）（i=1，2，⋯，p）和Vh（x'〉{j=1，2，，⋯，g）线性无关，则存
在向量

入"=【λi，λ，，，⋯，》$】，μ"=【ui近，，，μ"】，
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使下述条件成立:

｝／…」 .M』
满足式（3.7）的点称为库恩-塔克点。

定理3·7（充分条件） 若x满足库恩—塔克条件’则x必为凸规划的局部最优解’进
而为整体最优解°

3.2一个简单的非线性规划模型

下面通过一个简单的非线性规划模型说明数学建模的五步方法°

数学建模解决问题的＿般过程分为五个步骤’称为五步方法,五个步骤如下:

（1）提出问题°

（2）选择建模方法。

（3）推导模型的数学表达式。

（4）求解模型°

（5）回答问题。

例3·2-家彩电制造商计划推出两种新产品:-种为19英寸液晶平板电视机’制

造商建议零售价为339美元;另一种为21英寸液晶平板电视机’零售价为399美元°公

司付出的成本为19英寸彩电每台195美元’21英寸彩电每台225美元’还要加上400000

美元的固定成本°在竞争的销售市场中’每年售出的彩电数量会影响彩电的平均售价。

据统计’对每种类型的彩电’每多售出-台’平均销售价格会下降1美分。而且19英寸彩

电的销售会影响21英寸彩电的销售’反之亦然°据估计’每售出＿台21英寸彩电’19英

寸彩电的平均售价会下降0.3美分’而每售出一台19英寸彩电’21英寸彩电的平均售价

会下降0.4美分。问每种彩电应该各生产多少台°

采用处理数学建模问题的五步方法来解决这个问题。

第一步’提出问题°首先列出-张变量表’然后写出这些变量间的关系和所做的其他

假设’如要求取值非负。最后,采用引人的符号’将问题用数学公式表达。第-步的结果

归纳在表3.1中。

表3.1 彩电问题第一步的结果

｜

毛母牛田售出

电每年的售出

电的销售价棉

电的销售价榨

成本／（美元／
收人／（美元／
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使下述条件成立∶

可己？心讼之：气？：汹弋乙述夕
(3.7)λ?g;（x'）= 0，i=1，⋯，P，

i=1,2,⋯,P-Ar≥0,
满足式（3.7）的点称为库恩—塔克点。

定理3.7（充分条件） 若x满足库恩—塔克条件，则x必为凸规划的局部最优解，进
而为整体最优解。

3.2 一个简单的非线性规划模型

下面通过一个简单的非线性规划模型说明数学建模的五步方法。
数学建模解决问题的一般过程分为五个步骤，称为五步方法，五个步骤如下;
（1）提出问题。
（2）选择建模方法。
（3）推导模型的数学表达式。
（4）求解模型。
（5）回答问题。
例3.2 一家彩电制造商计划推出两种新产品∶一种为 19英寸液晶平板电视机，制

造商建议零售价为339美元∶另一种为 21英寸液晶平板电视机，零售价为 399美元。公

司付出的成本为19 英寸彩电每台195美元，21英寸彩电每台 225美元，还要加上 400000
美元的固定成本。在竞争的销售市场中，每年售出的彩电数量会影响彩电的平均售价。

据统计，对每种类型的彩电，每多售出一台，平均销售价格会下降1美分。而且19英寸彩
电的销售会影响21英寸彩电的销售，反之亦然。据估计，每售出一台21英寸彩电，19英
寸彩电的平均售价会下降0.3美分，而每售出一台19英寸彩电，21英寸彩电的平均售价

会下降0.4美分。问每种彩电应该各生产多少台。

采用处理数学建模问题的五步方法来解决这个问题。
第一步，提出问题。首先列出一张变量表，然后写出这些变量间的关系和所做的其他

假设，如要求取信非负。最后.采用引入的符号、将问题用数学公式表达。第一步的结果

归纳在表3.1中。

表3.1 彩电问题第一步的结果

z;=19英寸彩电每年的售出数量/台
x=21英寸彩电每年的售出数量/合
P1=19英寸彩电的情售价格/美元

变量 P.=21英寸彩电的销售价格/典元
e生产形电的成本/《美元/年）
r=彩电销售的收入/（美元/年）
f彩电鞘售的利润/《美元/年）
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（续）

pl＝339＝0·01卯1ˉ0·003卯2

p2＝399ˉ0·004卯lˉ0。01勿2

c＝400000＋195卯l＋225卯,

厂＝pl勿l十p2匆2

广厂＝c

约1’勿2≥0

求／的最大值

假设

目标

第二步’选择一个建模方法。这个问题视为无约束的多变量最优化问题。

第三步’根据第二步中选择的建模方法推导模型的公式。

／＝r-c＝pl卯l十p2卯2-（400000＋195“!＋225z2）

＝（339＝0.01卵lˉ0·003财2）匆l＋（399ˉ0.004“l-0.01匆2）”2-（400000＋195卯l＋225”2）

＝ˉ0.01腮;ˉ0.007匆l鳃2ˉ0.01“;＋144腑l＋174绷2ˉ400000.

令γ丫为求最大值的目标函数,鳃l’勿2为决策变量。现在问题转化为在区域

S＝｛（赃l ’鳃2）:沁l≥0’缆2≥0｝ （3.8）
上对

y二／（鳃l,z2）＝ˉ0.01匆｝ˉ0.007卯l匆2ˉ0.01鳃;＋144鳃l＋174“2ˉ400000 （3.9）

求最大值°

第四步’求解模型°问题是对式（3·9）中定义的函数／（厕l’“2）在式（3.8）定义的区域

S上求最大值.图3.1给出了函数／的三维图形°图形显示／（卯‖ ’鳃2）在S的内部达到最

大值°图3.2给出了／（“l ’”2）的水平图集。从中可以估计出f（卯l ’必2）的最大值出现在
“l＝5000’狐2＝7000附近。函数／是一个抛物面,为求其最大值点,令W＝0得到方程组

‖ 二（ ;川』
解上面方程组,求得最优解则l＝4735’鳃2＝7043;目标函数的最大值／＝553641.025。

1 ）000

9000

8000

7000

5000

5000

4000

3000

2000

1000

0

x2

1 ＂】‖】【

10000

00OO IOO0

］ ［ x】

图3.2水乎集图图3.1 三维图形
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（续）
P1=339-0.QLx,-0.003xz
Pz=399-0.0048-0.0132
e=40000+19Sz,+225x1假设
r"P1=*P年2
f=r-c
士下占曾

目标 求/的最大值

第二步，选择一个建模方法。这个问题视为无约束的多变量最优化问题。

第三步，根据第二步中选择的建模方法推导模型的公式。
f =r-c=P;z,+Ppz-(40000+195x,+225xa)
=(339-0.01x;-0.003x,)z,+(399-0.004z-0.01z,)z,-(400000+195x,+225x,)
=-0.01z-0.007x,s2-0.01{144x,+174x2,-40000.
令y=f为求最大值的目标函数，x，x，为决策变量。现在问题转化为在区域

(3.8)S={(x,x2);≥0,2≥0}

上对
(3.9)y=f（河，x2）=-0.01z】-0.007x，*2-0.01z2+144z，+174x2-4000

求最大值。
第四步，求解模型。问题是对式（3.9）中定义的函数f（xz2）在式（3.8）定义的区域

S上求最大值。图3.1给出了函数f的三维图形。图形显示f{x;，x2）在S的内部达到最
大值。图3.2给出了f（xu，畅，）的水平图集。从中可以估计出fz，如，）的最大值出现在
x1=5000，??=7000附近。函数f是一个抛物面，为求其最大值点，令Vf=0得到方程组

[8f=144-0.02s,-0.007z,=0,8x (3.10)of174-0.007×,-0.02x,=0.0x2
解上面方程组，求得最优解x，=4735，对，=7043;目标函数的最大值f=553641.025。

1000
900

×10s 党侈， "
600o0e

* 5000。 400o
2. 300ol

2001000 1000 1000 色，2000r5000 5000
500分取20*o 勾1

图3.2 水平集图图3.1 三雌图形

43



第五步,用通俗易懂的语言回答问题。简单地说’这家公司可以通过生产4735台19

英寸彩电和7043台21英寸彩电来获得最大利润’每年获得的净利润为553641.025美

元。每台19英寸彩电的平均售价为270.52元,每台21英寸彩电的平均售价为309.63

元°生产的总支出为2908000元’相应的利润率为19％。这些结果显示了这是有利可图

的’因此建议这家公司应该实行推出新产品的计划。

上面所得出的结论是以表3.1中所做的假设为基础的。应该对我们关于彩电市场和

生产过程所做的假设进行灵敏度分析’以保证结果具有稳健性。我们主要关心的是决策

变量匆l和匆2的值’因为公司要据此来确定生产量。

我们对19英寸彩电的价格弹性系数α的灵敏度进行分析°在模型中假设α＝0.01

美元／台。将其代人前面的公式中,得

y二／（鳃l’绷2）＝ˉ″;ˉ0.007匆l则2ˉ0.01卯i＋144侧l＋174卯2ˉ400000.
求偏导数并令它们为零’可得

（3.11）

｜芝;荒骂′二0 （3.12）

解之’得最优解

1662000 48000（7250αˉ21）
卯1＝40000α＝49’卯2＝ 40000α-49

图3.3和图3·4画出了卯1和则2关于α的曲线图°
×104

（3.13）

8000

6000
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2000

0

咆

≡2000

ˉ4000

ˉ6000

-8000

-10000

5
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4

3.5

3

x1

2·5

2

1·5

1

0.5

0005 0.01 0.015 0.02

α

图3.3 勿1关于α的曲线

0.005 0·01 0°015 002

α

图3·4 卯2关于α的曲线

图3.3和图3.4显示’19英寸彩电的价格弹性系数α的提高’会导致19英寸彩电的

最优生产量匆l的下降,及21英寸彩电的最优生产量”2的提高。而且’还显示匆l比匆2对
于α更敏感。这些看起来都是合理的°

将灵敏性数据表示成相对该变量或百分比改变的形式’要比表示成绝对改变量的形
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第五步，用通俗易懂的语言回答问题。简单地说，这家公司可以通过生产4735台19
英寸彩电和 7043台21英寸彩电来获得最大利润，每年获得的净利润为 553641.025美

元。每台19英寸彩电的平均售价为270.52元，每台21英寸彩电的平均售价为309.63

元。生产的总支出为 2908000元，相应的利润率为 19??这些结果显示了这是有利可图

的，因此建议这家公司应该实行推出新产品的计划。
上面所得出的结论是以表3.1中所做的假设为基碱的。应该对我们关干彩电市场和

生产过程所做的假设进行灵敏度分析，以保证结果具有稳键性。我们主要关心的是决策

变量 x和 x，的值，因为公司要据此来确定生产置。

我们对19英寸彩电的价格弹性系数。的灵敏度进行分析。在模型中假设α=0.01

美元/台。将其代人前面的公式中，得

(3.11)y=f（x，写a）=-az】-0.007x，x4-0.01z+144x，+174-40000，
求偏导数并令它们为零，可得

3f:=144-2ns -0.007*=0,8x1
(3.12)Of=174-0.007z,-0.02n2=0.0*2?

解之，得最优解

48000(7250a-21)1662000 (3.13)”目 ，考2= 40000a-4940000a-49'
图3.3和图3.4画出了z，和x，关于a的曲线图。

×10 800r
台 eomol4s

查乞一四
岂名一“ oe

当 材-20025

e -oo
L.5 -6ol- 8000.5-

-1000L0.0050.01 0.015 0.02 005 0.01 D.015 0.02aa
图3.3 z关于α的向线 图 3.4 等，关于α的曲线

图3.3和图3.4显示，19英寸彩电的价格弹性系数a的提高，会导致19 英寸彩电的
最优生产量z，的下降，及21英寸彩电的最优生产量x，的提高。而且，还显示x，比元z对
于a更敏感。这些看起来都是合理的。

将灵敏性数据表示成相对该变量或百分比改变的形式，要比表示成绝对改变量的形
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式更自然也更实用°如果α改变了△α’导致“l有山l的改变量’则相对该变量的比值为

山l／“l与△α／α的比值°令△α→0,按照导数的定义’有

山1／勿l d卯l α
——● 。--

△α／α dα 卯l

这个极限值称为躯』对α的灵敏性’记为S（匆l’α）。为得到这些灵敏性的具体数值’计算

在α＝0.01时’有

釜｜…』＝5…
因此

5（窥』’·）≡器÷≡Ⅷ0喘＝L］’
类似地可以计算出

’CM）≡器量ˉO22
如果19英寸彩电的价格弹性系数提高10％’则应该将19英寸彩电的生产量缩小11％’将

21英寸彩电的生产量扩大2.7％°

下面讨论y对于α的灵敏性° 19英寸彩电的价格弹性系数的变化会对利润造成什
么影响?为得到γ关于α的表达式’将式（3.13）代人式（3.11）中’得

≈ 356900α3＋414795α2-2·6229669375α＋0.00193460575. （3.14）γ二／（α）＝
（α＝0.001225）3

图3.5画出了y关于α的曲线图°图3.5显示’19英寸彩电的价格弹性系数α的提高会
导致利润的下降°

×106

2.5

2

y 1.5

1

0.5

0.0020。0040.0060.008 0.01 0.0120.0140·0160O18 0.02
α

图3.5利润y关于价格弹性系数α的曲线

为计算利润γ关于·的灵敏性s（川）’要求出器,可以利用多变量函数的链式法则;
dy 0y dU! 0y d匆2 0γ （3.15）--ˉˉ-＿·--＋-—一.--ˉ＋—-。

dα 0卯1 dα 0卯2 dα0α
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式更自然也更实用。如果α改变了 Aa，导致x，有 Ax，的改变量，则相对该变量的比值为

△x，/x，与 △a/a的比值。令Aa→0，按照导数的定义，有

di,Ax/x1 忆告Aa/a
这个极限值称为x，对a的灵敏性，记为S（xu，四）。为得到这些灵敏性的具体数值，计算
在a=0.01时，有

dzs, =-539606dam=2.0i
因此

,0.01，鱼。-539606× 置：多已铯。 4735daZ
类似地可以计算出

：。夕岂S(.14)e.全”

如果19英寸彩电的价格弹性系数提高10??则应该将19英寸彩电的生产量缩小11??将
21英寸彩电的生产量扩大2.7??

下面讨论y对于a的灵敏性。19英寸彩电的价格弹性系数的变化会对利润造成什
么影响?为得到y关于a的表达式，将式（3.13）代人式（3.11）中，得

356900a'+414.795a2-2.6229669375a+0.00193460575 (3.14)护=/（a）=2 (a-0.001225)
图3.5画出了y关于a的曲线图。图3.5显示，19英寸彩电的价格弹性系数a的提高会
导致利润的下降。

×10
2.5

e

y15-
0.5 L0.002 004 0006 0.008 0.01 0.12 0.014 0.016 0018 6.02。

图3.5 利润y关于价格弹性系教 a 的脚线

dr为计算利润y关于a的灵敏性S（y，a），要求出∶ ，可以利用多变量函数的链式法则∶
da

d, 3yd,i8r, ar.dy, (3.15)doda 8xide aax2
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由于在极值点登与聂都为零,因此有
●

∑
］卯

一
帅̄
丽

ˉ
＝

叮
—
血

由式（3.11）可直接得到

5（川）≡器÷二＿瓣｝÷≡侧2×揣～0‖
因此’19英寸彩电的价格弹性系数提高10％,会使利润下降4％。

式（3. 15）中

○＝＿
此
丽

●
血
叫

＋
血
丽

●
血
叫

有其实际意义.导数器中的这—部分代表了最优生产量鹏』和绷,的变化对利润的影响.
其和为零说明了生产量的微小变化（至少在线性近似时）对利润没有影响。从几何上看’

由于y叭绷l,“2）在极值点是平的’所以匆!和匆2的微小变化对y几乎没有什么影响°由
于19英寸彩电的价格弹性系数提高10％而导致的最优利润的下降几乎全部是由售价的

改变引起的’因此我们给出的生产量几乎是最优的°例如’设α＝0.01’但实际的价格弹

性系数比它高出了10％°用式（3.13）确定最优生产量’这意味着α＝0.011时给出的最优

解与原最优解相比’会多生产10％的19英寸彩电’少生产约3％的21英寸彩电’而且’利

润也会比最优值低4％。但如果仍采用原模型的结果’实际会损失什么呢?α＝0.011时

仍按绷l＝4735’鳃2＝7043确定生产量’会得到利润值为531221美元。而最优利润为

533514美元（在式（3.14〉中代人α＝0.011）°因此’采用我们模型的结果’虽然现在的生

产量与最优的生产量有相当大的差距’但获得的利润仅仅比可能的最优利润损失了

0.43％。在这一意义下’我们的模型显示了非常好的稳健性°进一步地’许多类似的问题

都可以得出类似的结论’这主要是因为在临界点处有w＝0°

对其他弹性系数的灵敏性分析可用同样的方式进行°虽然细节有所不同’但函数／

的形式使得每—个弹性系数对y的影响在本质上具有相同的模式°特别地,即使对价格

弹性系数的估计存在-些小误差’我们的模型也可以给出对生产量很好的决策（几乎是

最优的）°

我们只简单地讨论-些一般的稳健性问题°我们的模型建立在线性价格结构的基础

上’这显然只是-种近似°但在实际应用中’我们会按如下过程进行:首先对新产品的市

场情况做出有根据的推测’并制订出合理的平均销售价格°然后根据过去类似情况下的

经验或有限的市场调查估计出各个弹性系数°我们应该能对销售水平在某一范围内变化

时估计出合理的弹性系数值’这个范围应该包括最优值°于是我们实际上只是对一个非

线性函数在一个相当小的区间上进行线性近似°这类近似通常都会有良好的稳健性。

求解的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′f◎rm己℃1◎ngg′c1◎se己11

syms×1x2 老定义符号变量

f＝（339ˉ0·01＊x1＝0·003＊x2）＊x1＋（399-0.004＊x1-0·01＊x2）＊x2ˉ（400000＋195＊

46

,0__0-都为零，因此有分由于在极值点;矽岁0t,"
d_2Ys目“ 3odo

由式（3.11）可直接得到
,0.018叫品心；总S(y,a)=S -0.40.的3 一553641da

因此，19英寸彩电的价格弹性系数提高10??会使利润下降4??

式（3.15）中

，di 08了.昏，“。 _-0da3*1 8*"2da
42:有其实际意义。导数 中的这一部分代表了最优生产量 z，和z的变化对利润的影响。
da

其和为零说明了生产量的微小变化（至少在线性近似时）对利润没有影响。从几何上看，
由于y=fxu，x，）在极值点是平的，所以x，和x，的微小变化对y几乎没有什么影响。由
于19英寸彩电的价格弹性系数提高 10??导致的最优利润的下降几平全部是由售价的

改变引起的，因此我们给出的生产量几乎是最优的。例如，设 a=0.01，但实际的价格弹
性系数比它高出了10??用式（3.13）确定最优生产量，这意味着a=0.011时给出的最优

解与原最优解相比，会多生产10??19英寸彩电，少生产约3??21英寸彩电，而且，利
润也会比最优值低4??但如果仍采用原模型的结果，实际会损失什么呢? a=0.0I1时
仍按x，=4735，x。=7043 确定生产量，会得到利润值为 531221美元。而最优利润为

533514美元（在式（3.14）中代入a=0.011>。因此，采用我们模型的结果.虽然现在的生

产量与最优的生产量有相当大的差距，但获得的利润仅仅比可能的最优利润损失了

0.43??在这一意义下，我们的模型显示了非常好的稳健性。进一步地，许多类似的问题
都可以得出类似的结论。这主要是因为在临界点处有V f=0。

对其他弹性系数的灵敏性分析可用同样的方式进行。虽然细节有所不同，但函数f

的形式使得每一个弹性系数对y的影响在本质上具有相同的模式。特别地，即使对价格
弹性系数的估计存在一些小误差，我们的模型也可以给出对生产量很好的决策（几乎是

最优的）。
我们只简单地讨论一些一般的稳健性问题。我们的模型建立在线性价格结构的基础

上，这显然只是一种近似。但在实际应用中，我们会按如下过程进行∶首先对新产品的市
场情况做出有根据的推测，并制订出合理的平均销售价格。然后根据过去类似情况下的

经验或有限的市场调查估计出各个弹性系数。我们应该能对销售水平在某一范围内变化

时估计出合理的弹性系数值，这个范围应该包括最优值。于是我们实际上 只是对—个非

线性函数在一个相当小的区间上进行线性近似。这类近似通常都会有良好的稳健性。
求解的 Malab 程序如下;
clc,clear,format long g, clo8e a11

定义符号变量ayms X1 x2
至= （339-0.01.*x1-0.003*x2）*x+（399-0.004*x1-0.01*x2）*x2-（40000+195*
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x1＋225＊x2）

f＝s土mp1土fy（f） 哈化简目标函数

f1≡d迁f（f′x1） ′f2＝d土迁（f′x2） 哈求目标函数关于x1′x2的偏导数

［x10′x20］＝s◎1ve（且′f2） 堵解代数方程求驻点

x10≡r◎und（d◎u］o1e（x10）） 8取整

x20＝r◎und（d◎ub1e（x20）） 墙取整

f0＝suhs（f′｛x1′x2｝′｛x10′x20｝） 墙求目标函数的取值

f0＝d◎ub1e（f0）

subP1◎仁（121） ′ fmesh（f′ ［0′10000′0′10000］）′亡让1e（＂）哈画三维图形

x1己be1（｜Sx」S｜′｜工n亡erpre亡er｜ ′｜L己亡ex｜）

y1己be1（｜＄x-2s｜′｜In仁erpre仁er｜′｜L己亡ex｜）

su］op1◎亡（122） ′L≡fc◎nt◎ur（f′［0′10000′0′10000］）;

c◎n℃◎ur（L.XD己仁己′L.YD己仁己′L°ZD己仁己′ ｜Sh◎wTex仁‖ ′｜◎n｜）啥等高线标注

x1己be1（｜＄x」S｜′｜工n仁e工Pre亡e工｜′｜L己仁ex｜）

y1己he1（!＄x卫S｜′｜工n亡erpre仁er｜′｜L己仁ex｜′!R◎℃己仁土○n｜ ′0）

p1＝339ˉ0°01＊x10-0.003＊x20 急计算19英寸的平均售价

p2＝399ˉ0·004＊x10ˉ0.01＊x20 墙计算21英寸的平均售价
c＝400000＋195＊x10＋225＊x20 啥计算总支出

r己亡e＝f0／c 老计算利润率

灵敏度分析的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11′f◎rm己亡1◎ngg

sYmsx1x2a 培定义符号变量

f＝（339＝己＊x1ˉ0.003＊x2）＊x1＋（399＝0.004＊x1ˉ0·01＊x2）＊x2一（400000＋195＊x1＋

225＊x2）

f＝si∏p11fy（f） 墙化简目标函数

且＝d土迁（f′x1）′f2≡d土ff（f′x2） 哈求目标函数关于x1′x2的偏导数

［x10′x20］＝s◎1ve（f1′f2） 哈求驻点

subp1◎亡（121） ′ fp1◎七（x10′ ［0.002′0.02］） ′七让1e（＂） 殆画x1关于己的曲线
x1己be1（｜S己＄′ ′｜工n仁erpreter‖′｜L己亡ex｜）

y1abe1（｜Sx」S｜′!工n仁erpre七er｜′｜L己仁ex｜ ′｜R◎仁己仁±◎n｜′0）

su］op1◎七（122）′fp1◎亡（x20′ ［0.002′0.02］）′仁让1e（‖‖） 啥画x2关于a的曲线
x1己he1（｜＄己＄｜′｜工n七erpre亡er!′｜La仁ex｜ ）

y1己be1（｜Sx』S‖′｜工n亡erPre仁er｜′｜L己℃ex!′!R◎仁己亡土◎n｜′0）

dx1＝djff（x10′己）′dx10＝subs（dx1′己′0·01）′dx10＝d◎uh1e（dx10）

sx1己≡dx10＊0.01／4735

dx2≡d迁f（x20′己） ′dx20＝subs（dx2′己′0.01） ′dx20≡d◎ub1e（dx20）

sx2己＝dx20＊0·01／7043

F＝subs（f′｛x1′x2｝′｛x10′x20｝） 老求关于己的目标函数

F＝s±mp11fy（F） 啥对目标函数进行化简

且gure′ fp1◎亡（F′ ［0·002′0·02］）′仁让1e（｜!）

x1己be1（｜＄己S｜′｜工n亡erPre亡er｜′｜L己仁ex｜）

y1己be1（｜Sy＄｜′｜工n亡erpre仁er｜ ′｜L己亡ex｜／R◎亡a仁土◎n｜′0）
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x1+225* x2)
8 化筒目标函数f=gimolify (f)

f1=diff（f，xl），f2=difE（f，x2） 8求目标函数关于xl，x2的偏导数
8解代数方程求驻点[bx10,x20]=golve(E1,E2)
8取莹x10=round (double (x10))

取整x20=round (doubIe (x20))

> 名求目标函数的取值f0=8ubs (f,{x1,x2),(x10,x20}}

f0=double(f0)
subplot（121），fmesh（f，【0，10000，0，10000】1，title（"）号逼三维围形

xlabel('Sx_1s','Interpreter','Latex')
ylabel"sx_2s','Interpreter*,'Latex')
gukplot (122),L=fcontour(E,[0,10000,0,100001);
contour（L.XData，L.YData，L.ZData，'ShowText'，'on'>$等高线标注
xlabel('sx1$','Interpreter','Latex')
ylabe1"Sx 2s','Interpreter','Latex','Rotation',0)
p1=339-0.01*x10-0.003*x20 名计算19英寸的平均售价

计算21英寸的平均售价p2=399-0.004 * x10-0.01* x20
计算总支出C=400000+195 * x10+225* x20
告计算利润率rate= 0 /c

灵敏度分析的Matlab 程序如下∶
clc, clear,close all,format long g

名定义符号变量Eyms x1 x2 a
fx(339-a*x1-0.03*x2)*xl+(399-0.004*xl-0,01*x2)*x2-(400000+195*x1+

225*x2)
名化简目标函数f=eimplify (E)
8求目标函数关于xl，x2的偏导数f1=diff(,x1),f2=daiff《f,x2)
号求驻点[xl0,x20]=solve(E1,f2)

subplot（121），fplot（x10，【0.002，0.02】），title（"） 号画x关子a的曲线
xlabel（'Sas$'，'工nterpreter'，'Latex'）
ylabel{Sx1$','Interpreter','Latex.','Rotation',0)
subplot（122），fp1ot（x20，【0.002，0.021），title代） 舍画x2关于a的曲线
xlabel (ISas','Interpreter','Latexc')
ylabel ($x2$','Tnterpreter','Latex','Rotation',0}
dxl=diff (x10,a),dx10=aubs (dbxL,a,0.01),dxl0=double(dx10)
sxla=dx10 *0.01/4735
dx2=diff(x20,a),dx20=subs(dx2,a,0.01),dx20=double(dx20)
Bx2a=dx20*0.01/7043

名求关于a的目标函数P=sube{E,(x1,x2),{x10,x20})
名对目标函数进行化筒F=gimplify (F)

figure,fplot(F,[0.002,0.02]),ttle(')
xlabel'Sas','Interpreter',Latex)
ylabel(sy$','Interpreter','Latex','Rotation',0)
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Sy己＝-4735＾2＊0·01／553641

f3＝subs（f′｛x1′x2′己｝′｛4735′7043′0·011｝）;f3＝d◎ub1e（f3） 墙计算近似最优利润

f4＝subs（F′己′0.011）;f4＝d◎ub1e（f4） 嗜计算最优利润

de1亡己＝（f4ˉf3）／f4 墙计算利润的相对误差

3.3二次规划模型

如果规划模型的目标函数是决策向量x＝［卯l’“2’…’狐厕］T的二次函数’约束条件都

是线性的’那么这个模型称为二次规划（QP）模型。二次规划模型的-般形式为
几 见 见

max（min）∑∑c,呐＋∑“’
卤＝1 ／＝1 i二l

懂袁≤Ⅱ≥尸儿＂ !二｜（i（二｛匿S·t.

式中:c『＝啪’j巫＝1’2’…’n°
二次规划模型是-种特殊的非线性规划模型°其中

｝｝｜ f ＄ⅣH＝

为对称矩阵’特别地’当H正定’目标函数最小化时’模型为凸二次规划’凸二次规划局部
最优解就是全局最优解°

例3·3求解二次规划模型

maxˉ”『ˉ0.3“l“2-2“;＋98”I＋277鳃2’

｝｜割s。t·

解上面二次规划模型的矩阵描述如下:

…』,咽［＿丘＼, —巴列［二｜Ⅷ川［二｜,

旧［二｜≤［呼｝S°t。

该二次规划是凸规划。利用Matlab软件求得的全局最优解为卯l＝35.3704’则2＝
64.6296’目标函数的最大值为11077.8704°

c1c′c1e己r′f◎rm己亡1◎ngg
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Sya=-4735"2*0.01/553641
f3-sub8{，xl，x2，a】，【4735，7043，0.011））;E3=double（f3）告计算近像最优利洞

f4=subs{，a，0.011）;f4=double{E4} 晋计算最优利润

delca= (f4-f3)/E4 皆计算利润的相对退差

3.3 二次规划模型

如果规划模型的目标函数是决策向量X=【z，x2，⋯，，x，】`的二次函数，约束条件都
是线性的，那么这个模型称为二次规划（QP}模型。二次规划模型的一般形式为

昙昌吗言沁量
二昭言“了。下己了手申宁：

(*0, i=1,⋯,,
式中∶C=c;，ij=12，⋯，n。

二次规划模型是一种特殊的非线性规划模型。其中

予了 。
芯吗双= 而与才

为对称矩阵，特别地，当H正定，目标函数最小化时，模型为凸二次规划，凸二次规划局部
最优解就是全局最优解。

例3.3 求解二次规划模型

max →t{-0.3x,?+98x,+277,,
x+*。≤100

。中言‘“皆南夕。
不，，2=0.

解 上面二次规划模型的矩阵描述如下∶

！丘字宅言空
.G J[t]-[1.

雪了卧曾夕
该二次规划是凸规划。利用 Matlab 软件求得的全局最优解为z=35.3704，x=

64.6296，目标函数的最大值为11077.8704。

clc, elear,format long a
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h＝［一1′ˉ0.15;ˉ0.15′＝2］;

f＝［98′277］;a＝［1′1′1′ˉ2］′b＝［100;0］;

pr◎b＝◎p℃jmpr◎b1em（｜Objec亡土veSense｜′｜m己x｜）;

x＝◎p仁土I∏v己r（｜x｜ ′2′｜L◎werB◎und｜ ′0）;

pr◎b.Objec七jve＝x｜＊h＊x＋f｜＊x′

Pr◎b·C◎ns℃工己土n七s·c◎n＝己＊x＜＝b;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u仁］≡s◎1ve（p］r○b）

哈显示最优解S◎1.x

f◎r∏l己仁sh◎r七 号恢复到短小数的显示格式

例3.4（续例3·3） 求解二次规划模型

minˉ鳃｝-0.3绷l鳃2ˉ2鳃;＋98卵l＋277鳃2’

S°t。

解由于上述二次规划的目标函数不是凸函数,Matlab求得的局部最优解为

卯l＝1’ 卯2＝1’

目标函数的局部最优值为371.7。

c1c′c1ear′pr◎h＝◎p仁1mpr◎b1em′

x＝◎P亡j∏war（｀x｜′2′ ｜L◎werB◎und↑′0）

h＝［一1′＝0.15′＝0.15′-2］》

f≡［98′277］′己＝［1′1′1′＝2］′h＝［100′0］′

pr◎b.Objec七土ve＝x『＊h＊x＋f｜＊x;

pr◎b·C◎ns仁r己jn仁s＝己＊×＜＝h;

［s◎1′fv己1′ex让f1ag′◎u仁pu亡］ ≡s◎1ve（p工◎b）′s◎1.×

堵下面使用fm土nc◎n求解′效果较好

殆目标函数的匿名函数′x为列向量fx＝0 （x）x!＊h＊x＋f｜＊x;

［x′y］＝fm土nc◎n（fx′rand（2′1） ′己′b′［］′ ［］′ze］r◎s（2′1））

注3·2上面求得的只是-个局部最优解’显然卯l＝0’卯2＝0是可行解,且目

取值为0’即［0’0］可行解要比［1’1］好°

上面求得的只是-个局部最优解’显然卯l＝0’卯2＝0是可行解,且目标函数的

如果二次规划不是凸规划’则不要使用基于问题的求解方法’建议使用下面介绍的求
解非线性规划的函数fmincon°

3.4非线性规划的求解及应用

对于-般的非线性规划问题’由于不是凸规划’因此’一般只能求得局部最优解’很难
求得全局最优解°

3·4·1非线｜性规戈‖的求解

1.无约束极值问题

在Mat1ab工具箱中’用于求解无约束极小值问题的函数有fininunc和fininsearch。现
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h=[-1,-0.15:-0.15,-2);
f=[98;2771;a=[[,1;l,-2];b=[100;0];
prob= optimproblem(ObjectiveSense''max';
x= optimvart'x',2,'LowerBound',0);
prob.Objective= x'*h*x+f'*X;
prob,Congtraints.con = a* x<=b;
[gol,Eval,flag,out]= solve (prob)

号 曼示最优解aol.x
'恢复到短小数的显示格式Format short

例3.4（续例3.3） 求解二次规划模型
min-xz-0.3x为2-2n2+98x，+277×2

41+z2≤100
s t.亿-2rz≤0，

4r1,82≥0.
解 由于上述二次规划的目标函数不是凸函数，Matlab 求得的局部最优解为

名=1，务±1.
目标函数的局部最优值为371.7。

clc,clear,prob=optimproblem;
x= optimvar ('x',2,'LowerBound',0)
h= [-1,-0.15;-0.15,-2];
f=[98;277]:a=[.,1;1,-2];b=(100;0);
prob.Objeclive = x'*h* x+f'*X;
prob.Constraintg = a* × <= b;
[sol,fval,exitflag,output]= solve tprob>,Bol.x
七下面使用 fmincon 求解，效果较好
fx =@（x）x'*h*x+E'*×;号目标函数的匿名函数，x为列向量
[x.y]=fmincon(fx,rand (2,1),a,b,[,[,zeros (2,1))
注3.2 上面求得的只是一个局部最优解，显然x，=0，始，=θ是可行解，且目标函数的

取值为0，即0，0】可行解要比【1，1】好。
如果二次规划不是凸规划，则不要使用基于问题的求解方法，建议使用下面介绍的求

解非线性规划的函数 fmincon。

3.4 非线性规划的求解及应用

对于一般的非线性规划问题，由于不是凸规划，因此，一般只能求得局部最优解，很难
求得全局最优解。

3.4.1 非线性规划的求解

1.无约束极值问题
在 Matlab 工具箱中，用于求解无约束极小值问题的函数有fminunc 和 fmiasearch。现
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在Matlab的帮助信息是很详尽的’这些命令的使用就不解释了’读者可以自己看相关的
帮助°

例3·5求多元函数／（匆’y）＝z3-y3＋3”2＋3γ2ˉ9匆在（0’0）附近的极值°
解求得的极小值点为（1’0）’极小值为＝5;极大值点为（＝3’2）’极大值为31。
c1c′c1e己r

f＝6 （x）x（1）＾3＝x（2）＾3＋3＊x（1）＾2＋3＊x（2）＾2＝9＊x（1）′ 老定义匿名函数

g＝c （x）≡f（x）;

［渺1′z1］＝fmmunc（f′ ［0′0］） 堵求极小值点

［xY2′z2］＝fm±nse己rch（g′ ［0′0］）′ 嗜求极大值点

Ⅻ2′z2＝ˉz2 啥显示极大点及对应的极大值

基于问题求解的Mat1ab程序如下:

c1c′c1e己r′Pr◎b1＝◎p亡1mpr◎b1em′ 墙最小值问题

x＝◎P仁1∏［v己r（′x0′｜L◎werB◎und｜′＝4′‖UPPerB◎und｜′4）′

y＝◎p亡1mvar（‖Y｜′｜L◎werB◎und!′一4／UPperB◎und｜′4）′

pr◎b1.Objec亡土ve＝x＾3＝y＾3＋3＊x＾2＋3＊y＾2＝9＊x′

x0·x≡0;x0.y＝0′

［s◎11′fv己11′f1己g1′◎u亡1］＝s◎1ve（pr◎h1′x0）

Pr◎］o2＝◎p亡土mpr◎b1em（｜Objec亡土veSense｜ ′｜max｜）

pr◎b2.Objec仁土ve＝x＾3-y＾3＋3＊x＾2＋3＊y＾2＝9＊x′

◎p＝◎p仁土m◎p亡土○ns（@fm土nc◎n／A1g◎工让hm｜′｜ac亡1ve-se亡‖）

［s◎12′fv己12′f1ag2′◎u亡2］＝s◎1ve（pr◎b2′x0′『Op亡j◎ns｜′◎p）

例3.6求函数／（匆）＝100（豹2ˉ匆｝）2＋（1ˉ鳃l）2的极小点°
解求得函数的极小点为（1’1）°

c1c′c1e己r′Pr◎b＝◎pt土mpr◎h1em; 号最小值问题

x＝◎p亡±mv己r（｜x′′2）;

pr◎b.O］ojec七jve＝100＊（x（2）＝x（1）＾2）＾2＋（1＝x（1））＾2;

x0.x＝r己nd（2′1） 墙初始值

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u七］＝s◎1ve（pr◎］O′x0）′s◎1.x

2。有约束极值问题

有约束极值问题就是-般的非线性规划问题°Matlab有两种求解方法.目｜Matlab有两种求解方法’即基于求解
器的求解方法和基于问题的求解方法°

在基于求解器的求解方法中’非线性规划的数学模型写成以下标准形式:
min∧x）’

beq’Gp〃

S.t·

’

●

’
·
』

式中q／（x）是标量函数;A,b’Aeq’beq’肋’皿b是相应维数的矩阵和向量;c（x）’ccq（x）是
非线性向量函数°

Madab中的命令是
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在 Matlab的帮助信息是很详尽的，这些命令的使用就不解释了，读者可以自己看相关的
帮助。

例3.5 求多元函数f（x，y）=x-y+3必+3y2-9x在（0，0）附近的极值。
解 求得的极小值点为（1，0），极小值为-5;极大值点为（-3，2），极大值为31。
clc, clear
f=& （x）x红）~3-x（2）3+3*x红}^2+3*x（2）"2-9*x（L）;;号定义匿名函数
=0 (x}-f (x);
[xy1,z1]= fminunc(f,[0,0]) 求极小值点
bxy2,22]=fminsearch(g,[0,0]); ?求极大值点

号显示极大点及对应的极大值ny2,z2=-2
基于问题求解的 Martlab程序如下;
clc， clear， prob1=optimproblem; 第最小值问题

x=optimvar(x','LowerBound',-4,'UpperBound',4);
y=optimvar(y','LowerBound',-4,'UpperBound',4);
prob1.Objective=x^3-y"3+3*x^2+3*y~2-9*X;
x0.x=0; x0.y=0;
[8ol1,fval1,flag1,outl]=8olve (prob1,x0)
prab2=optAmproblem('Obectivesense','max')
prob2.0bjective=x^3-y"3+3*x~2+3*y^2-9*x;
op=optimoptions（0 fmincon，'Algorith2，'active-8et'）
[so12,Eval2,fLag2,out21=solve(prob2,x0,'options',op)
例3.6 求函数f（z）=100（x2"{）2+（1-x1）2的极小点。
解 求得杀数的极小点为（1，1）。
clc,clear, prob=optimproblem; 8最小值问题

x=optImvar 'x,2)

prob.0bjective=100*仅x（2）-x（1）~2）"2+（-x（））~2;
x0.x=rand(2,1) 号初始值
[eol,fval,flag,out]=golve {prob,x0),sol.x
2.有约束极值问题
有约束极值问题就是一般的非线性规划问题。Matlab有两种求解方法，即基于求解

器的求解方法和基于问题的求解方法。

在基于求解器的求解方法中，非线性规划的数学模型写成以下标准形式∶
amin f(x),

(Ax≤b,
Aegq·r=be,
e(x)=≤0,g.t.
e(x)=0,
≤工≤诚b.

式中f（x）是标量函数;A，，Aeq，beq，历，诚 是相应维数的矩阵和向量;e<x），eq（x）是
非线性向量函数。

Matlab 中的命令是
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［x′fv己1］＝fm工nc◎n（fun′x0′A′b′Aeq′beα′1b′ub′n◎n1c◎n′◎p仁土◎ns）

x的返回值是决策向量X的取值’fVal返回的是目标函数的取值’其中fim是用M函

数或匿名函数定义的函数∧X〉;x0是X的初始值;A’b’Aeq’beq定义了线性约束AX≤b,

Aeq·X＝beq’如果没有线性约束’则A≡［］’b＝［］’Aeq＝［］,beq＝［］;lb和ub是决策向
量X的下界和上界’如果上界和下界没有约束’即X无下界也无上界’则lb＝［］’ub＝［］’

也可以写成lb的各分量都为＝inf,ub的各分量都为inf;nonlcon是用M函数定义的非线

性向量函数c（X）’ceq（X）;opUons定义了优化参数’可以使用Matlab默认的参数设置°

例3.7求非线性规划

min火匆）＝z;＋卯i＋匆;＋8’

S.t

解求得当绷l＝0.5522’匆2＝1.2033’卯3＝0.9478时’最小值γ＝10.6511。

（1）基于求解器求解的Matlab程序°

c1c′c1e己r

fun1＝C （x）sum（x·＾2）＋8′

［x′y］＝fm1nc◎n（fun1′r己nd（3′1） ′ ［］′［］′ ［］′ ［］′zer◎s（3′1） ′ ［］′6fun2）

func℃1◎n［c′ceq］＝fun2（x）

c≡［-x（1）＾2＋x（2）一x（3）＾2

x（1）＋x（2）＾2＋x（3）＾3＝20］; 墙非线性不等式约束

ceq＝［一x（1）-x（2）＾2＋2

x（2）＋2＊x（3）＾2ˉ3］′ 老非线性等式约束

end

（2）基于问题求解的Matlab程序。

c1c′c1e己工′pr◎b＝◎p亡土mpr◎b1em′

x＝◎p七土mv己r（!x!′3′!L◎werB◎und｜ ′0）′

pr◎b·Objec亡土ve＝sum（x.＾2）＋8;

c◎n1＝ ［＝x（1）＾2＋x（2）＝x（3）＾2＜＝0

x（1）＋x（2）＾2＋x（3）＾3＜＝20］; 堵非线性不等式约束

c◎n2＝ ［＝x（1）＝x（2）＾2＋2＝＝0

x（2）＋2＊x（3）＾2＝＝3］; 嗜非线性等式约束

pr◎b。C◎ns仁r己土n亡s。c◎n1＝c◎n1;

p工◎b.C◎ns七r己土n亡s·c◎n2≡c◎n2;

x0.x＝r己nd（3′1）′ 嗜非线性规划必须赋初值

［s◎1′fva1′f1ag′◎u亡］＝s◎1ve（pr◎b′x0）′s◎1·x

3。4.2非线性规划的应用

例3·8（投资组合问题） 已知有A、B、C三种股票在过去12年的每年收益率如
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[x,fval]= fmincon (fun,x0,A,b,Aeq,beq,1b,ub,nonlcon,options
x 的返回值是决策向量x的取值，fval返回的是目标函数的取值，其中fnn 是用M函

数或匿名函数定义的函数fx）;x0是x的初始值;A，b，Aeq，beg定义了线性约束Ax≤b，
Aeg·x=beg，如果没有线性约束，则A=【j，b=【】，Aeq=【】，beqg=【】;山b 和山是决策向
量x的下界和上界，如果上界和下界没有约束，即x无下界也无上界，则I=【】，u=【】，
也可以写成 I 的各分量都为-inf.u的各分景都为 infangnlcon 是用M函数定义的非线

性向量函数c<x），ceg（x）;options 定义了优化参数，可以使用Maflab 默认的参数设置。
例3.7 求非线性规划

min f(x)=x+2+z+8,

驼占品曾匀
亨式总，号。
-*，-好2+2=0，s.1t.
2*+2t}=3,
‰，年2，年，≥0.

解 求得当x，=0.5522，好2=1.2033，xz=0.9478时，最小值y=10.6611。
（1）基于求解器求解的 Matlab程序。
cle, clear
funl = @ x}summ《x.^2)+8i
xoy]=fmincon(fun1,rand(3,1),[l,0],[],[],zero8(3,1),U,@ fun2)

function [c,ceq]=fun2 (x)
c={-x(1}"2+x(2)-x(3)~2

8非线性不等式约束x(1)+x(2)^2+*x (3)^3-20);
ceq= [-x()-x(2}^2+2

非线性等式约x(2)+2*x(3)*2-3];
雪
（2）基于问题求解的 Matlab 程序。
clc,clear,prob = optimproblem;
x= optimvar('x',3,'LowerBound',0);

prob.Objective = 3m(x.^2)+8;
con1 = [-x(1)"2+x (2)-x(3)^2 <=0

飞非线性不等式约京x(1)+x (2)"2*x(3)"3 <= 20];
con2 = [-x (l)x(2)^2+2 m= 0

非线性等式约束x亿2）+2*x（3）~2 == 3】;
prob.Constraint8,con1 * con1;
prob.ConBtzaints.con2x con2;

号非线性规划必须赋初值x0,x=rand (3.1);
[ao1,fval,flag,out]= solve{prob,x0),sol,x

3.4.2 非线性规划的应用

例3.8（投资组食问题） 已知有A、B、C三种股票在过去 12年的每年收益率如
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表3.2所列°

表3.2三种股票的年收益率数据

c的收益率

0.149

0·26

0·419

≡0·078

0· 169

＝0.035

0·133

0。732

0.021

0·131

0.006

0·908

A的收益率

0·3

0·103

0·216

～0·056

ˉ0.071

0.056

0·038

0·089

0·09

0·083

0。035

0·176

B的收益率

0·225

0。29

0·216

＝0·272

0·M4

0· 107

0.321

0·305

0· 195

0.39

＝0。072

0。715

年份

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

请从两个方面分别给出3种股票的投资比例:

（1）希望将投资组合中的股票收益的方差降到最小’以降低投资风险’并期望年收益
率至少达到15％’应如何投资?

（2）希望在方差最大不超过0.09的情况下’获得最大的收益’应如何投资?
1·问题分析

上面提出的问题称为投资组合（portfbho）’早在1952年’现代投资组合理论的开创者

Markowitz就给出了这个模型的基本框架’并于1990年获得了诺贝尔经济学奖。

一般来说’人们投资股票的收益是不确定的’可视为一个随机变量’其大小很自然地

可以用年收益率的期望来度量。收益的不确定性当然会带来风险’Markowitz建议’风险
可以用收益的方差（或标准差）来衡量:方差越大’风险越大;方差越小’风险越小。在-
定的假设下’用收益的方差来衡量风险确实是合适的°为此’我们可用表3.2给出的12
年数据’计算出3种股票收益的均值和协方差。

于是’一种股票收益的均值衡量的是这种股票的平均收益状况’而收益的方差衡量的
是这种股票收益的波动幅度’方差越大则彼动越大’收益越不稳定°两种股票收益的协方
差表示的则是它们之间的相关程度:

（1）协方差为0表示两者不相关°

（2）协方差为正表示两者正相关’协方差越大则正相关性越强（越有可能-赚兼赚’
-赔俱赔）°

（3）协方差为负表示两者负相关’绝对值越大则负相关性越强（越有可能—个赚’另
-个赔）°

2·模型的建立与求解

设匆l、匆2、鳃3分别表示A、B、C三只股票的投资比例’其收益率分别记为Rl、R2、R3’它
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表3.2所列。
表3.2 三种股票的年收益率数据

C纳收益率年份 B 的收益率A 的收益率
1 0.1490.2250.3
乞 0.260.290.103
日 0.4190.2160.216
四 -0.272 -0.078-0.056
多 0.169-0.07i 0.144
6 -0.0350.1079056
？ 0.038 0.1330.321
售 0.089 0.7326.305
9 0.0210.1950.09

0.1310.083ro 0.39
-0.0m003s工 0,006

12 0.7130.176 0.908
请从两个方面分别给出3 种股票的投资比例∶
（1）希望将投资组合中的股票收益的方差降到最小，以降低投资风险，并期望年收益

率至少达到15??应如何投资?

（2）希望在方差最大不超过0.09 的情况下，获得最大的收益，应如何投资?
1.问题分析
上面提出的问题称为投资组合（portfolio），早在 1952年，现代投资组合理论的开创者

Markowitz就给出了这个模型的基本框架，并于1990年获得了诺贝尔经济学奖。
一般来说，人们投资股票的收益是不确定的，可视为一个随机变量，其大小很自然地

可以用年收益率的期望来度量。收益的不确定性当然会带来风险，Markovwitz 建议，风险
可以用收益的方差（或标准差）来衡量∶方差越大，风险越大;方差越小，风险越小。在一
定的假设下，用收益的方差来衡量风险确实是合适的。为此.我们可用表3.2.给出的 12
年数据，计算出3种股票收益的均值和协方差。

于是，一种股票收益的均值衡量的是这种股票的平均收益状况，而收益的方差衡量的
是这种股票收益的波动幅度，方差越大则波动越大，收益越不稳定。两种股票收益的协方
差表示的则是它们之间的相关程度;

（1）协方差为0表示两者不相关。

（2）协方差为正表示两者正相关，协方差越大则正相关性越强（越有可能一赚兼赚，
一赔俱赔》。

（3）协方差为负表示两者负相关，绝对值越大剩负相关性越强（越有可能一个赚，另
一个赔》。

2.模型的建立与求解

设z;、等、如、分别表示A、B、C三只股票的投资比例，其收益率分别记为R，、R2、R，，它
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们是随机变量’则投资组合的总收益率为

R＝卯1R1＋匆2R2＋卯3R3.

R的数学期望

E（R）＝“lE（Rl）＋〃2E（R2）＋匆3E（R3）.

由概率统计的知识可得投资组合的方差为

Var（R）＝则｝Var（Rl）＋鳃;Var（R2）＋卯;Var（R3）

＋2见l卯2Cov（Rl ’R2）＋2鳃l卿3Cov（R! ,R3）＋2卿2“3Cov（R2’R3）。

由表3.2的数据’计算得到3种股票的年平均收益和年收益的协方差数据如表3,3

所列°

表3.3股票年收益的相关数据

］.01自

）·05§

0.09剧

记x＝［“l’m2’“3］T’表3.3中的协方差矩阵记作F,即

［‖攒蝶!｝‖皇｜F＝

则投资组合的方差为

Var（R）＝XTF比.

下面计算时’取

E（Rl）＝0.0882’ E（R2）＝0.2137’ E（R3）＝0.2346.

记肌＝［E（Rl〉’E（R2）’E（R3）］T＝［0.0882,0.2137’0.2346］T.
1）问题（1）的模型及求解

投资者希望将投资组合中的股票收益的方差降到最小’以降低投资风险’并希望年收

益不少于15％。于是’以投资组合的方差为目标函数’取最小化’而以3种股票的投资比
例总和为1与组合投资的总收益率不小于0.15为约束条件’来建立问题的优化模型’则
问题的数学模型为

minxTF证

‖S°t.

利用Matlab软件求得最优解为

卯1＝0.5269’ 卯2＝0.3578’ 卯3＝0. 1153.

其目标函数的最优值为0.0228。

在问题（1）要求的条件下’由模型的求解结果知’A、B、C3种股票最优的组合投资比
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们是随机变量，则投资组合的总收益率为

R=x,E1+*R1+☆,R.
R的数学期望

E(R)=xE(R)+z,E(R2)+z,E(R3).
由概率统计的知识可得投资组合的方差为

Var(R)=xVar((R))+2Var(R2)+z?Var(Rg)

+2a;z,Cor(R,,Rg)+2x;x,Cov(R,,R3)+2xz,Cov(Rz,Rz).
由表3.2 的数据，计算得到3种股票的年平均收益和年收益的协方差数据如表3.3

所列。
表3.3 股票年收益的相关数据

年收益率的协方差
年平均收益率 cA B

0.011A 0.04340.01280.082
B 0.0128 0.05540.05840.2137

0.09420.05540.0134C 0.2346

记x=【x，z，z】"，表3.3中的协方差矩阵记作F，即
[0.0111 0.0128 0.01347

F=0.0128 0.0584 0.0554
[0.0134 0.0554 0.0942]

则投资组合的方差为

Var(R)=x'Fx.
下面计算时，取

E(R,)=0.0882,E(R2)=0.2137,E(R,)=0.2346.
记μ=【E（R，），E（R2），E（R）】"=【0.0882，0.2137，0.2346】".

1）问题（1）的模型及求解
投资者希望将投资组合中的股票收益的方差降到最小，以降低投资风险，并希望年收

益不少于15??于是，以投资组合的方差为目标函数，取最小化，而以3种股票的投资比
例总和为1与组合投资的总收益率不小于0.15 为约束条件.来建立问题的优化模型，则
问题的数学模型为

minx'Fe
（x+x。2t的=1，

点t.μ"≥0.15，
雪工出“对留夕

利用 Matlab 软件求得最优解为
x,=0.5269,x2=0.3578,x,=0.1153.

其目标函数的最优值为0.0228。
在问题（1）要求的条件下，由模型的求解结果知，A、B、C 3种股票最优的组合投资比
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例分别为52.69％、35.78％、11.53％’其最小风险（方差）为0·0228。

2）问题（2）的模型及求解

根据问题（2）的要求’即在方差（投资风险）最大不超过0.09的情况下’期望获得最

大的收益°为此以投资总收益为目标函数’取最大化°以投资比例总和为1与方差不超

过0.09为约束条件’来建立问题的优化模型’则问题的数学模型为

maXZ＝′ZTX’

膘三｝S·t·

利用Madab软件求得最优解为

卯1＝0’ 卯2＝0·0562’ 卯3＝0·9438,

其目标函数的最优值为z＝O2334。

在问题（2）要求的条件下’方差最大不超过0.09’期望获得最大的收益。根据模型的

求解结果说明’最大收益率对应的A、B、C3种股票的组合投资最优比例分别为0｀

5.62％、94.38％’其最高收益率可达到23。34％°

c1c′c1e己r′a＝1◎己d（‖da仁己3』·七x七‖）′

mu＝me己n（己）′F＝c◎v（己）

x＝◎P口I∏v己r（｜x‖′3／L◎we工B◎und｜′0）;

x0·x＝r己nd（3′1）;pr◎b1＝◎p仁土∏pr◎b1em;

Pr◎b1.Ohjec仁土ve＝x!＊F＊x′

pr◎b1·C◎ns七ra1nts·c◎n1＝sum（x）＝＝1′

Pr◎b1·C◎ns仁r己jn仁s·c◎n2＝mu＊x＞＝0·15;

［s◎11′fv己11′f1己g1′◎u七1］ ＝s◎1ve（pr◎b1′x0）

S◎11.x . 堵显示最优解

pr◎h2＝◎p亡1∏pr◎b1em（!ObjectjveSense｜′｜m己x!）′

Pr◎b2.Objec仁土ve＝mu＊x′

pr◎b2·C◎ns亡r己土n亡s·c◎n1＝sum（x）＝＝1′

Pr◎b2。C◎ns七r己1n亡s。c◎n2＝x｜＊F＊x＜＝0。09;

［s◎12′fva12′f1己g2′◎u亡2］＝s◎1ve（pr◎D2′x0）

s◎12.x 哈显示最优解

例3.9（供应与选址） 建筑工地的位置（用平面坐标α’b表示’距离单位:km）及水
泥日用量c（单位:t）由表3.4给出。拟建两个料场向各工地运送水泥’两个料场日储量各
为20t’问料场建在何处’使总的吨千米数最小°

表3.4建筑工地的位置及水泥日用量表

～
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例分别为52.69??35.78??11.53??其最小风险（方差）为0.0228。
2）问题（2）的膜型及求解
根据问题（2）的要求，即在方差（投资风险》最大不超过0.09的情况下，期望获得最

大的收益。为此以投资总收益为目标函数，取最大化。以投资比例总和为1与方差不超
过0.09 为约束条件，来建立问题的优化模型，则问题的数学模型为

maX z=μxr
k,*2+*=1,

s. t. x"Fr≤0.09,
雪工计乎曾夕

利用 Matlab 软件求得最优解为
*=0,z2=0.0562,*2=0.9438,

其目标函数的最优值为z=0.2334。
在问题（2）要求的条件下，方差最大不超过0.09.期望获得大的收益。根据模型的

求解结果说明，最大收益率对应的 A、B、C3 种股票的组合投资最优比例分别为0、
5.62??94.38??其最高收益率可达到 23.34??

clc, clear, a = load('aata3_B,txt');
mu = mean (a),F = coy (a)

x = optimvar《x',3,'LowerBound',0);
x0.x= rand{3,1}; prob1= optimproblem;
prob1.0bjective =x'* F*x
prob1,Conatraintg,conl= sum(x)==l;
prob1.Constrain8.con2= mu*x>=0.15;
[sol1,fvall,flagl,out1]= solve(prob1,x0}

$显示最优解sol1,X

prob2 = optimproblem(ObjectiveSense','max');
prob2.Objactive= mu *X;
prob2,Constraints,con1 = sum(x>==1;
prob2.Constrainta.con2=x'*F*x<=0.09;
[sc12,fval2,flag2,out2]=8olvefprob2,x0)
so12.x 号显示最优解

例3.9（供应与选址}建筑工地的位置（用平面坐标a，5表示，距离单位;km）及水
泥日用量e（单位;t）由表3.4给出。拟建两个料场向各工地运送水泥，两个料场日储量各
为20t，问料场建在何处，使总的吨千米数最小。

表3.4 建筑工地的位置及永泥日用量表”差” 64
90.58.751.25 3.75a/km 7.25

1.25bha 34750.75 7.756.5
夕自一 6小 ”eA J

盆



解记工地的位置为（α‘’bi）（t＝1’2,…’6）,水泥曰用量为c《;拟建料场位置为（吗’

乃）（j＝1’2）’曰储量为乌’从料场j向工地j的运送量为z旷。
建立如下的非线性规划模型:

6 2

min∑∑z,
!＝l j＝1

（吗＝α卤）2＋（乃-b《）2 ’

’
β

’

●●●

●
夕

∑
’

］＿
ˉ

●
■
■
■●

■
歹

●
】
●

·
＝
ˉ

…
γ

S.t°

旷≤Q′’ j＝1’2’

0’ j＝1’2,…’6;j＝1,2.

利用Matlab软件,求得拟建料场的坐标为（7.25’7.75）’（3.2942’5.1790）。由两个

料场向6个工地运料方案如表3.5所列’总的吨千米数为72.6303。

表3.5两个料场向6个工地运料方案

U

O·98:

0＿O‖6

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

实际运送水泥时’每个建筑工地尽量由1个料场供应’因而把运料方案调整为如

表3.6所列’总的吨千米数为71.9372°

表3。6两个料场向6个工地的调整运料方案
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

轴1

c1c′c1e己r′d0＝1◎己d（｜d己七己3-9.仁x七｜）;

Pr◎b≡◎P仁土mPr◎b1em;

x＝◎p七1mv己r（｜x!′2′ ｜L◎werB◎und『′0）′

y＝◎P亡土∏lv己r（｜y｜ ′2′ ｜L◎werB◎und0′0）;

z＝◎p亡土∏『v己r（｜z‖′6′2′ !L◎werB◎und｜′0）′

己＝d0（1′ :）;b＝d0（2′ :）;c＝d0（3′ :）;

pr◎b.Ohjec七土ve＝fcn2◎p亡土mexpr（0fun3-9′x′y′z′己′D）;

pr◎b·C◎ns亡r己in仁s.c◎n1≡sum（z′2）≡＝c｜『

pr◎b.C◎ns仁r己土n亡s·c◎n2＝sum（z）＜＝20′

x0·x＝100＊r己nd（2′1）′x0。y≡100＊r己nd（2′1）′

x0.z＝100＊r己nd（6′2）′

［s◎1′fva1′f1己g′◎utpu七］ ＝s◎1ve（pr◎b′x0）

培显示决策向量的值s◎1.x′s◎1.y′s◎1.z

z0＝repm己七（sum（s◎1·z′2）′1′2）『 老调整Z的初值设置

z0（S◎1.z＜1）＝0 墙调整Z的最终取值
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1 2 3 4 5

0·0329 4·9231 0·0315 0·0390 0·0594

2·9671 0·0769 3·9685 6·9610 5·9406

1 2 3 4 5

0 5 0 0 0

3 0 4 7 6

解 记工地的位置为（a，6）（i=1，2，⋯，6），水泥日用量为c;拟建料场位置为（z，
y）（j=1，2），日储量为e;，从料场j向工地i的运送量为z。

建立如下的非线性规划模型;

“扩母！巴丫”十工”宁：身

E =e,i=12,,6,
s t. ≤e,j=1,2,

 i=1,2,⋯,6j=1,2.需曾夕。
利用Matlab软件，求得拟建料场的坐标为（7，25，7.75），（3.2942，5.1790）。由两个

料场向6个工地运料方案如表3.5 所列，总的吨千米数为72.6303。

表3.5 两个料场向6个工地运料方案
63 41 。

10.9370.05940.03900.83154.92310032料场1
0.0163料插2 5.94066.96100.07692.9671 3.9685

实际运送水泥时，每个建筑工地尽量由1个料场供应，因而把运料方案调整为如
表3.6所列，总的吨千米数为71.9372。

表3.6 两个料场向6个工地的调整运料方案

3 占乙1 6，电
夕 0 00 日料场1 。 0·引 7料杨2

cle,clear,a0 = load(data3_9.txt');
prob = optimproblem;
x= optimvar(x',2,'LowerBound',0);
y = optimvar(y',2, 'LowerBound',0);
z= optmvar('z',6,2,'LowerBound',0);
a= d0(1,:);b= d0 (2,:};c*d0 (3,;);
prob.Objective= fcn2optimexpr(efun3_9,x,y,z,a,b);
prob.Con等trainta.con1 = um{z，2）==c'∶
prob,Conetraints.con2 = aum(z)<=20;
x0,x= 100*rand(2,1);x0.y* 100·xand(2,1);
x0,z = 100*rand(6,2);

[ao1,fval,flag,output]= soLve(prob,x0)
显示决策向量的值8ol.x，图ol.y，8ol.z
调整z的初值设置z0 = repmat (sum {so1.z,2),1,2);
调整z的最终取值z0 16ol.2<1)=0
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◎b＝fun3￡（s◎1·x′s◎1.y′z0′己′b）

func仁1◎n◎hj＝fun3』（x′y′z′己′h）′

◎bj＝0′

f○r土＝1:6

f○rj＝1:2

◎bj＝◎］Oj＋z（土′j）＊sqrt（（x（j）-己（j））＾2＋（y（j）＝b（j））＾2）》

end

end

end

3·5飞行管理问题

例3.10（本题选自1995年全国大学生数学建模竞赛A题） 在约10000m高空的某

边长160km的正方形区域内’经常有若干架飞机水平飞行。区域内每架飞机的位置和速

度向量均由计算机记录其数据,以便进行飞行管理°当—架欲进人该区域的飞机到达区

域边缘时’记录其数据后,要立即计算并判断是否会与区域内的飞机发生碰撞°如果会碰

撞’则应计算如何调整各架（包括新进人的）飞机飞行的方向角’以避免碰撞°现假定条
件如下:

（1）不碰撞的标准为任意两架飞机的距离大于8km;

（2）飞机飞行方向角调整的幅度不应超过30°;

（3）所有飞机飞行速度均为800km／h;

（4）进人该区域的飞机在到达区域边缘时’与区域内飞机的距离应在60km以上;
（5）最多需考虑6架飞机;

（6）不必考虑飞机离开此区域后的状况°

请你对这个避免碰撞的飞行管理问题建立数学模型,列出计算步骤’对以下数据进行
计算（方向角误差不超过0.01。）,要求飞机飞行方向角调整的幅度尽量小。

设该区域4个顶点的坐标为（0’0）’（160’0）’（160’160）’（0’160）°飞行记录数据
见表3.7。

表3.7 飞行记录数据

飞机编号

1

2

3

4

5

新进人

横坐标匆

150

85

150

145

130

0

纵坐标γ

140

85

155

50

150

0

方向角／（。）

243

236

220·5

159

230

52

注3.3方向角指飞行方向与卿轴正向的夹角°
1·符号说明

α为飞机飞行速度’α＝800km／h;
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ob= fun3_9{8ol.x,sol.y,z0,a,b)

function obj= fun3_9(x,y,z,a,b);
obj =0;
fori= 1:6

for j=1:2
obj= obj+z(i,j)*sqEt((x(j)-a(i)1^2+(()-b(1)^2);

end
end
end

3.5 飞行管理问题

例3.10（本题选自1995 年全国大学生数学建模竟囊A题} 在约10000m 高空的某

边长160km的正方形区域内，经常有若干架飞机水平飞行。区域内每架飞机的位置和速
度向量均由计算机记录其数据，以便进行飞行管理。当一架欲进入该区城的飞机到达区
域边缘时，记录其数据后，要立即计算并判断是否会与区城内的飞机发生碰撞。如果会碰
撞，则应计算如何调整各架（包括新进入的）飞机飞行的方向角，以避免碰撞。现假定条
件如下∶

（1）不碰撞的标准为任意两架飞机的距离大于 8km;
（2）飞机飞行方向角调整的幅度不应超过30°;
（3）所有飞机飞行速度均为 800km/h;

（4）进人该区域的飞机在到达区域边缘时，与区域内飞机的距离应在60km 以上;
（5）最多需考虑6架飞机;
（6不必考虑飞机离开此区域后的状况。
请你对这个避免碰撞的飞行管理问题建立数学模型，列出计算步骤，对以下数据进行

计算（方向角误差不超过0.01°），要求飞机飞行方向角调整的幅度尽量小。
设该区域4个顶点的坐标为（0，0），（1600），（160，160），<0，160）。飞行记录数据

见表3.7
表3.7 飞行记录数据

飞机编号 横坐标 方向角/（">驯坐标了- 140150 243
2 85 2368S

155I50 220.53
145 50 139≤

5s 130 150 230

力新进人 0 52
注3.3 方向角指飞行方向与x轴正向的夹角。
1.符号说明
a为飞机飞行速度，a=800km/h;

56



（鳃!’＊）为第j架飞机的初始位置（t＝1’2’…’6）’t＝6对应新进人的飞机;

（驹（t）’y‘（t）〉为第t架飞机在t时刻的位置;

6!为第j架飞机的原飞行方向角’即飞行方向与”轴夹角’0≤0!＜2∏;

△0』为第碟飞机的方向角调整量′ˉ晋≤△a≤吾;
0《＝0!＋△0‘为第b架飞机调整后的飞行方向角。
2·模型建立与求解

1）模型一

根据相对运动的观点在考察两架飞机‘和j的飞行时’可以将飞机i视为不动而飞机

j以相对速度

γ＝吗ˉγ尸（αcos已＿αcos0‘,αsin@ˉαsin0‘） （3.16）
相对于飞机j运动,对式（3. 16）进行适当的计算可得

,咖m罕（＿咖竿》…竿）
≡帅m罕（…（吾蝉）,.m（吾毕））, （川）

不妨设吗≥‘』,此时相对飞行方向角为β,÷竿,见图M.

图3.6相对飞行方向角

由于两架飞机的初始距离为

′,（0）＝√『王『＝w工『歹『＝w’ （3｀ 18）
8

α;＝arcsin— （3. 19）
r旷（0）’

于是’只要相对飞行方向角β0满足

α押,＜2∏-α;’ （3.20）
两架飞机就不可能碰撞（见图3.6）°

记β;为调整前第j架飞机相对于第j架飞机的相对速度（向量）与这两架飞机连线
（从j指向′的向量）的夹角（以连线向量为基准’逆时针方向为正,）｜顶时针方向为负）°则
由式（3.20）知’两架飞机不碰撞的条件为

｜β;告（M叫） ｜≥鲤;, （川）
其中

ei附-ei6》

β匙＝相对速度″m的幅角ˉ从n指向m的连线向量的幅角＝arg（甄腮＋iy砸）—（鳃厕＋iy卿）.
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（鸡，r?）为第i架飞机的初始位置（i=1，2，⋯，6），i=6对应新进人的飞机;
{x;（s），x（t））为第i架飞机在t时刻的位置;
θ为第i架飞机的原飞行方向角，即飞行方向与x轴夹角，0≤02<2π;

A. 为第i架飞机的方向角调整量，可≤△θ≈晋;
θ=8）+A0，为第i架飞机调整后的飞行方向角。
2.模型建立与求解

1）模型一
根据相对运动的观点在考察两架飞机i和j的飞行时，可以将飞机i视为不动而飞机

j以相对速度
(3.16)v=V-》，=（zcos6;-acos8;，asinθ-asino;）

相对于飞机i运动，对式（3.16）进行适当的计算可得

论益 9+θ）9-8.=2cain (-sin2 ,cos-22 2
9一9（ 46) 叫目。 (3.17)=2asin2 0)[coe 下整？叫 ,2 2

长试。目 ，见图3.6不妨设θ≥θ，此时相对飞行方向角为β-= 2e
多、

，盗灞之乌。 -
图3.6 相对飞行方向角

由于两架飞机的初始距离为

(3.18)r(0))=√r(W-,
8岛”身昌” (3.19)实？

于是，只要相对飞行方向角β.满足

基企“寸品 (3.20)
两架飞机就不可能碰撞（见图3.6）。

记p为调整前第;架飞机相对于第i架飞机的相对速度（向量）与这两架飞机连线
（从j指向的向量）的夹角（以连线向量为基准，逆时针方向为正，顺时针方向为负）。则
由式（3.20）知，两架飞机不碰撞的条件为

季心宁岩土与二层 (3.21)

其中
“量人函

β2=相对速度?的幅角-从n指向m的连线向量的幅角=ag(.t。)-(,i
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（注意β蛊表达式中的i表示虚数单位’这里为了区别虚数单位i或j’下标改写成m’

n）利用复数的幅角’可以很方便地计算角度β蛊（m’n＝1’2’…’6）。

本问题中的优化目标函数可以有不同的形式:如使所有飞机的最大调整量最小;所有
飞机的调整量绝对值之和最小等°这里以所有飞机的调整量绝对值之和最小为目标函

数’可以得到如下的数学规划模型

’｜●
·
■
矽

β△｜
β
亏
〉
～
间

∏
●
■
■
凸皿

（3。22）

｜｜ 』仙吗卜蝇二｜!;（二二尸…∧S°t·

利用Matlab程序’求得α;的值如表3.8所示°求得β;的值如表3.9所示。

表3.8 α;的值

’·O9

5ˉ61

］.96

｜.80′

广
儿
写
已
们
〕
■

◎
删
肥
Ⅷ
…

用
宁
＜
山
巨
』
∑

●
●
●

‘0q（

0

｜·O9

］ˉ96

值的
∩
皿
‖

β’●
〕表

1

0

109.2636

＝128.2500

24·1798

173.0651

14·4749

2

109。2636

0

＝88·8711

＝42·2436

＝92·3048

9·0000

3

一128·2500

＝88·8711

0

12·4763

-58。7862

0.3108

4

24·1798

＝42·2436

12.4763

0

5°9692

＝3.5256

5

173·0651

-92.3048

ˉ58·7862

5.9692

0

1.9144

6

14·4749

9·0000

0。3108

ˉ3。5256

1.91q4

0

】
∑
〕
斗
日
β

求得式（3.22）的局部最优解为△05＝2.7979。’△06＝O9330。’其他调整角度为0。’总
的调整角度为3.7310°。

c1c′c1e己r

x0＝［150851501451300］;

y0＝［14085155501500］′

α＝［243236220·515923052］;

］q0＝［x0;y0］′

d0＝d1s亡（xy0）′ 哈求矩阵各个列向量之间的距离

d0（且nd（d0＝＝0））＝土nf;

己0＝己s1nd（8·／d0）; 号以度为单位的反函数
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（注意β°表达式中的i表示虚数单位，这里为了区别虚数单位i或j，下标改写成m，
n）利用复数的幅角，可以很方便地计算角度β2（m，n=1，2，⋯，6）。

本问题中的优化目标函数可以有不同的形式;如使所有飞机的最大调整量最小;所有
飞机的调整量绝对值之和最小等。这里以所有飞机的调整量绝对值之和最小为目标函

数，可以得到如下的数学规划模型

沁墨：min 
(3.22)上刁豆上沙盏广喜>a},i=12,⋯,5,j=i+1,2,⋯,6,t

A01≤30°, i=1,2⋯,6.
利用 Matab程序，求得α的值如表3.8所示。求得β的值如表3.9所示。

表3.8 α的值
53 4” 2 6” 32.23105.39l20 5.0918 20.9634 2.2345

乞 05.912 4.B040 5.879 3.81596.6135
多 3.210 4.3647T0 2.t25s22.83374.8040

5.0918人 4.3647 4.5377 2.98986.6135 0n 020.9634 2.8337 2.30984.375.8079o 2.245 02.12553.8159 2.30982.9898

表3.9 民的值- 53 6每，包’” 0 109.2636 -128.2500 173.065124.798 14.4749
2 19.2636 -88.87110 -42.2436 9.000-92.3048en -128.2500 -88711 0 -58.7862l2.4763 0.3108

24.1798 12 4763-42.2436 -3.3565.9692。审
5 1730651 -92.3048 -38.7862 L.91445.9692 0
6 0.31089.00014.4749 -3.5256 01.9144

求得式（3.22）的局部最优解为 △θ、=2.7979°，A6。=0.9330°，其他调整角度为0°，总
的调整角度为3.7310°。

clc,clear
x0 =[150 85 150 145 130 0];
y0=[140 85 155 50 150 0];

q={243 236 220.5 159 230 52];
xy0= [k0; y0;

名求矩阵各个列向量之间的距离&0 =aist(xy0);
d0 {find (dO= =0))=in;

名以度为单位的反面数a0 =asind (8./a0);

58



】q1＝x0＋j＊y0; 〕Ⅳ2＝exp（1＊q＊pj／180）′

f◎rm＝1:6

f◎rn＝1:6

jfn～＝m

b0（m′n）＝己ng1e（（〕四2（n）＝xy2（m））／（〕盯1（m）＝〕四1（n）））;、

end

end

end

b0＝b0＊180／p土;wr让em己亡r1x（己0′ ｜d己七a310·x1sx『）

wr让em己仁mx（b0′ ｜d己仁a310·x1sx｜′ ′Shee亡｜′2）

pr◎b＝◎p亡m胆r◎b1em;

x＝◎p仁1mv己r（｜x‖ ′6′ ｜L◎werB◎und｜′＝30′『UPperB◎und′′30）

◎b＝0（x）sum（己hs（x））

pr◎b.Objec七土ve＝fcn2◎p口mexPr（◎b′x）;

c◎n＝◎p七土mc◎ns七r（15）》k＝0′

f◎r工＝1:5

f◎rj＝j＋1:6

k≡k＋1『

c◎n（k） ＝ （b0（土′j）＋（x（j）＋x（j））／2）＾2＞＝己0（土′j）＾2;

end

end

pr◎b·C◎ns℃rajnts·c◎n＝c◎n;X0·x＝zer◎s（1′6）;

［s◎1′fv己1′ f1己g′◎ut］ ＝s◎1ve（Pr◎b′X0）

殆显示最优解xx≡S◎1。x

2）模型二

两架飞机j’j不发生碰撞的条件为

［“′（t）-吗（t）］2＋［γ『（′）-乃（t）］2≥64’
1≤j≤5, j＋1≤j≤6’ 0≤t≤min｛z’T｝｝ ’

.7ˉ 7.仆男｜｜韦示第贞ˉ′缨飞机飞出「方形区域边界的时刻∩泣里

（3.23）

式中:z’Z｝分别表示第j〃架飞机飞出正方形区域边界的时刻。这里
鳃』（‘〉＝则!＋α′cos0《’ yt（t）≡y!＋侧sin0d’ j＝1’2’…’n’

0尸0!十M” ｜△0』 ｜≤苦’问,2′…训
下面我们把约束条件式（3.23）加强为对所有的时间t都成立’记

』,＝［泌（‘）ˉ吗（‘）］2＋［γj（‘）ˉ乃（‘）］2ˉ64＝玛‘2＋禹‘＋乌,
式中

’

吗
∑

●
●
■
●

β
∑

∏
●
■
■
■吕

∑
α

〃
斗

一
＝

卯
驴

～
α

禹＝2α｛［鳃:（0）ˉ芍（0）］（coS0厂cosq）＋［γ‘（0）ˉy》（0）］（Sin0厂sinq）｝ ,
乌＝［鳃‘（0）ˉ吗（0）］2＋［y《（0）ˉ乃（0）］2ˉ64.

则两架j〃飞机不碰撞的条件是

△,＝辱ˉ4叭≤0. （3·24）
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xg1=x0+i*y0; xy2=exB(i*q*pi/180);
for m=1:6

for n=1:6
iEn~=m
b0（m，n）=anglet（xy2纽）-xy2tm））/（g1{）-xy1（m）l};
end

end
en
b0=b0*180/pi;writematrix(a0,'data3_10.xlsx')

writematrix(b0,'data3_10.xlsx','Sheet',2)
prob= optimproblen;
x= optimvar(x',6,'LowerBound',-30,'UperBound' ,30}
ob= e(x)sum(abg (x))
prob,0bjective = fcn2optimexpr {ob,x);
con = optimcon8tr (15);k=0;
for i = 1:5

for j= i+1:6
火=k+1;
con康k）■ （b0（，j）+（x（i）+xt））/2）~2>-a0（i，j〕~2;

end
end
prob.Conetraints.con = con; X0.x=zeros(L,6};
【sol，fval，flag， out】=solve作prcb，X0）

呈示最优解XX=80l,X
2）模型二
两架飞机ij不发生碰撞的条件为

[x(t)-x,(t)]+[y(t)-y(t)]1≥64,
(3.23)1≤i≤5，计1≤j≤6，0≤t≤min{T，T}，

式中∶7，7;分别表示第i架飞机飞出正方形区域边界的时刻。这里
*(t)=x+teos8e,y(#)=y+atsine;,i=1,2,⋯,n,

知“驱产。一监点艹。i=1,2,⋯,n
下面我们把约束条件式（3.23）加强为对所有的时间∶都成立，记

l=[x(t)-z(8)]+[y(t)-(2)]-64=a1+6gt+cy,
式中

,9-O型；艺图”2
b=2a{[z,(0)-*(O)](oas6;-eoe)+[y,(0)-y(0)](aine;-sine,),
G=[z(0)-z(0)]'+[yx(O)-y(0)]'-64.

则两架ij飞机不碰撞的条件是
(3.24)A,=6-4aeg≤0.
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建立如下非线性规划模型:
6

∑（M）2’
『＝1

｝l厉｛坠吾

〖nI∏

｝

’
β≤·

」
≤】

＋
°／◎

●
■
巳
■

’

’

●

＝
≈
∏
…
●●

≤
’∑

’

●
■
丘
田

』

≤

ˉ
ˉ

＜
■
□
■
二
●
■
■
二
■

S·t.

模型的求解留作习题°

拓展阅读材料

［1］StephenBoyd·ConvexOptimization.Cambridge:CambIidgeUniversityPress’2004

［2］StephenBoyd’LievenVandenbe聊e.ConvexOptimizatjonˉSolutionsManual.

习题3

｜ ｜｜擂刑求＿次型∧……在单位球面…』±3.1 已知矩阵A＝

的最小值。

3·2一个塑料大筐中装满了鸡蛋’两个两个地数,余1个鸡蛋;三个三个地数’正好数完;四个四个

地数’余1个鸡蛋;五个五个地数’余4个鸡蛋;六个六个地数’余3个鸡蛋;七个七个地数’余4个鸡蛋;

∧个八个地数’余1个鸡蛋;九个九个地数’正好数完°建立数学规划模型’求大筐中鸡蛋个数的最

小值°

3·3求解下列非线性整数规划问题:

maxz＝“｝＋鳃i＋3鳃;＋咖;＋2狮;ˉ8匆lˉ2鳃2-3鳃3ˉ匆4-2鲸5’

□
〗
□
■
』
‖
■
『
‖
『

＝1’2’…’5）’0≤勿°≤99ˉ尼 趁蚁（｜

400’

『唇≤80（S.t° 4丁U

200

》O

p

3·4求解下列非线性规划问题:

’俩
Ⅻ
∑
间

＝
ˉ逐酞Ⅲ

10’

2卯2≤20’

2卯2＋3卯3≤30’

2勿2＋3卯3＋咖4≤40,

101-j）匆′≤1000’

0’ j＝1’2’…’100·

｜

S°t.

3.5求解下列非线性规划问题:
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建立如下非线性规划模型∶

(@),min
[A,≤0, 1≤i≤5,+1≤j≤6,]

，二二墨下叫i=1,2,⋯,6.
模型的求解留作习题。

拓展阅读材料
[1] Stephen Boyd.Covex Optimiation. Camhridge; Cambidge University Press,2004,
[2] Stephen Boyd,Lieven Vandenberghe. Convex Optimization-Sohutions Marual

习 题 3

志3.1 已知矩阵械= ，求二次型八x河;年）=xTAx在单位球面n+鸡*号=1上

的最小值。
3.2 一个塑料大管中装满了潮蛋，两个两个地数，余1个鸡蛋;三个三个地数，正好数完;四个四个

地数，余1个鸡蛋;五个五个地数，余4个鸡蛋;六个六个地数，余3个鸡蛋;七个七个地数，余4个鸡蛋;
八个八个地数，余1个磅蛋;九个九个地数，正好数完。建立数学规划椭型，求大筐中鸡蛋个数的最

小值。
3.3 求解下列非战性鉴数规划问题;

marz=好性2+3号+ea+2g-8x-2-3-4-2uy，
0≤×=99，且≈;为整数（i=12，⋯，5），
新+r∶十nt*gtx，≤400
年t2，+2x十x+6x ≤800B.C·
2x t名+6x，≤200
45+*+5xg≤200

3.4 求解下列中线性规划问题∶

单名,自序”、
旷肉当
寸皆吊岂。
??2x2+3x1≤30,
*2x1*3n,＋4,≤40,品，t个
100
(101-i)x, ≤1000

r≥0，主=1，2，⋯，100.
3.5 求解下列非线性规划问题∶
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max∧X〉＝2“!＋3绷｝＋3卿2＋鳃;＋鳃3’

＋勿3≤10’

3≤50’

≤40’

不约束

3·6用罚函数法求解飞行管理问题的模型二.

3·7组合投资问题.现有50万元基金用于投资三种股票A、B、C°A每股年期望收益为5元（标

准差2元）’目前市价20元;B每股年期望收益8元（标准差6元）’目前市价25元;C每股年期望收益为

10元（标准差10元）’目前市价30元;股票A｀B收益的相关系数为5／24’股票A、C收益的相关系数为

-0.5’股票B｀C收益的相关系数为ˉ0.25·假设基金不一定要用完（不计利息或贬值）’风险通常用收益

的方差或标准差衡量°

（1）期望今年得到至少20％的投资回报’应如何投资?

（2）投资回报率与风险的关系如何?

3.8生产计划问题。某厂向用户提供发动机’合同规定’第一、二、三季度末分别交货40台、60台、

80台’每季度的生产费用为／（卯）＝毗＋枷2（元）’其中“是该季度生产的发动机台数。若交货后有剩余’

可用于下季度交货’但需支付存储费’每台每季度c元.

已知工厂每季度最大生产能力为100台’第一季度开始时无存货’设α≡50’b＝0.2’c≡4°

（1）工厂应如何安排生产计划’才能既满足合同要求’又使总费用最低?

（2）讨论α｀b、c的变化对计划的影响’并做出合理的解释°

3·9用Matlab软件求解

…＝‘丽x宇零如』

［霉瓣;‖S·t·

式中:c＝［6’8’4’2］T;x＝［“｜ ’“2’z3’z4］T;@是三对角线矩阵’主对角线上元素全为ˉ1’两条次对角线上
元素全为2°
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maxf（r）=2+3x3+3业2+x1+
[0+2j1x+2+x,10,
驴式喜点占朴垄。
2x1*xi*2-a*+*≤40
R2*站、=2，
可，+2，≥1，
使曾夕，扑护岁塔湍。

3.6 用罚函数法求解飞行管理问题的模型二。

3.7 组合投资何题。现有50万元基金用于投资三种股果A、B、C。A每股年期望收益为5元（标
准楚2元），目前市价20元;B每激年期盟收过8元（标准差6元）.目前市价25元C每搬年期望收益为

10元《标准差10元），目前市价30元;股票A、B收益的相关系数为5/24，股票A、C收益的相关系数为
-0.5，股票B、C收益的相关系数为-0.25。假设基金不一定要用完〔不计利息或贬值），风险通常用收益

的方差或标准差衡量。
（I）期盟今年得到至少20??投资回报，应如何投资?

（2）投资回振率与风险的关系如何?
3.8 生产计划问题。某厂向用户提供发动机，合同规定，第一、二、三季度末分别交货40台、60 台、

80台，每争度的生产费用为fz）=ax+b1（元），其中z是该季度生产的发动机台数。著交货后有剩余，
可用于下季淀交货，但需支付存储费，每台每季度e元。

已知工厂每季度最大生产能力为100台，第一季度开始时无存货，设 a=50，b=0.2，c=4。
（1）工厂应如何安排生产计划，才能既满足合同要求又使总费用最低?

2）讨论 a、b、e 的变化对计划的影响，并做出合理的解释。

3.9 用 Malab软件求解

自号““飞官。
【-16??十药*61，
-36x1+*，卡好，+*≤2，g.t.
名，，郑2，窝，考，E{-1，Ij.

式中;c=【6，8，4，2】";=【x;z，为，*】;患是三对角线矩阵，主对角线上元素全为-1，两条次对角线上
元素金为 2。
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第4章图与网络模型及方法

图论是近三十年发展非常活跃的一个数学分支。大量的最优化问题都可以抽象成网

络模型结构加以解释、描述和求解。它在建模时具有直观、易理解、适应性强等特点’已广

泛应用于管理科学｀物理学｀化学、计算机科学、信息论、控制论、社会科学（心理学、教育

学等）以及军事科学等领域°-些实际网络’如运输网｀电话网、电力网、计算机局域网

等’都可以用图的理论加以描述和分析’并借助于计算机算法直接求解°这一理论与

线性规划｀整数规划等优化理论和方法相互渗透’促进了图论方法在实际问题建模中

的应用°

本章主要介绍图论的基本概念’以及利用图论思想构建-些常用模型和模型求解的

方法°

4·1图与网络的基础理论

4·1·1图与网络的墓本概急

所谓图’概况地讲就是由一些点和这些点之间的连线组成的。

1·无向图和有向图

定义4·1-个无向图G是由非空顶点集V和边集E按-定的对应关系构成的连接

结构’记为G＝（V,E〉°其中非空集合V＝｛ol’锄2’…’o厕｝为G的顶点集’V中的元素称为G

的顶点’其元素的个数为顶点数;集合E＝｛el’e2’…’e厕｝为G的边集’E中的元素称为G
的边’其元素的个数为图G的边数。

以下用｜V｜表示图G＝（V’E）中顶点的个数’ ｜E｜表示边的条数。

图G的每＿条边是由连接G中两个顶点而得的-条线（可以是直线或曲线）’因此与

G的顶点对相对应’通常记作e脆＝（0‘’吗）’其中’顶点″』’纱称为边ek的两个端点’有时也
说边e庶与顶点o‘’必关联°

对无向图来说’对应＿条边的顶点对表示是无序的’即（″‘,吗）和（纠’o‘）表示同＿条
边ek°

有公共端点的两条边称为相邻的边’或称邻边°同样’同＿条边ek的两个端点（″‘和
吗）称为相邻的顶点。

带有方向的边称为有向边,又称为弧°如果给无向图的每条边规定-个方向,我们就
得到了有向图°

定义4.2有向图通常记为D＝（V,A）’其中非空集合V＝｛o!’,2’…’o厕｝为D的顶点
集’A＝｛αl’α2’…’α厕｝为D的弧集合’每一条弧与一个有序的顶点对相对应’弧αk＝（ot’

吗）表示弧的方向自顶点″j指向必’叫称为弧α胀的始端’吗称为弧αk的末端或终端’其中
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第 4 章 图与网络模型及方法

图论是近三十年发展非常活跃的一个数学分支。大量的最优化问题都可以抽象成网

络模型结构加以解释、描述和求解。它在建模时具有直观、易理解、适应性强等特点，已广

泛应用于管理科学、物理学、化学、计算机科学、信息论、控制论、社会科学（心理学、教育

学等）以及军事科学等领域。一些实际网络，如运输网、电话网、电力网、计算机局域网

等，都可以用图的理论加以描述和分析，并借助于计算机算法直接求解。这一理论与

线性规划、整数规划等优化理论和方法相互渗透，促进了图论方法在实际何题建模中

的应用。
本章主要介绍图论的基本概念，以及利用图论思想构建一些常用模型和模型求解的

方法。

4.1 图与网络的基础理论

4.1.1 图与网络的基本概愈

所谓图，概况地讲就是由一些点和这些点之间的连线组成的。
1、无向图和有向图
定义4.1 一个无向图G是由非空顶点集V和边集E按一定的对应关系构成的连接

结构，记为G=（V，E）。其中非空集合V={vu，v⋯，v为G的顶点集，V中的元素称为G

的顶点，其元素的个数为顶点数;集合E=|e;，e，⋯，e。|为G的边集，E中的元素称为G
的边，其元素的个数为图G的边数。

以下用|V|表示图G=（V，E）中顶点的个数，|E|表示边的条数。
图G的每一条边是由连接G中两个顶点而得的一条线（可以是直线或曲线），因此与

G的顶点对相对应，通常记作e=<vz，砂>，其中，顶点v，v，称为边e的两个端点，有时也
说边e，与顶点v，v;关联。

对无向图来说，对应一条边的顶点对表示是无序的，即（v，砂）和（v，号;）表示同一条
边c。

有公共端点的两条边称为相邻的边，或称邻边。同样，同一条边e.的两个端点（u，和

v;）称为相邻的顶点。
带有方向的边称为有向边，又称为弧。如果给无向图的每条边规定一个方向，我们就

得到了有向图。
定义4.2 有向图通常记为D=（V，A），其中非空集合V={，2，⋯，r，|为D的顶点

集，A={a，a2，⋯，4|为D的弧集合，每一条弧与一个有序的顶点对相对应，弧a，=（v，
2;）表示弧的方向自顶点v，指向v，p;称为弧 a;的始端，v，称为弧 a.的末端或终端，其中
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α偷称为″!的出弧’也称为吗的人弧°
与无向图不同’在有向图情形下’（″‘,吗）与（叫’″‘）表示不同的弧°
把有向图D＝（V,A）中所有弧的方向都去掉,得到的边集用E表示’就得到与有向图

D对应的无向图G＝（V,E）’称G为有向图D的基本图,称D为G的定向图。

例4·1设V＝｛似l ’″2’″3’″4’〃5｝ ’E＝｛el’e2’e3,e4’e5｝ ’其中

e］＝（〃l,″2）’ e2＝（″2’似3）, e3＝（″2,o3）’ e4＝（U3,″4）, e5＝（″4’o4）.

则G＝（V’E）是一个图’其图形如图4.1所示° Ul

2.简单图、完全图、赋权图

定义4·3如果一条边的两个端点是同-个顶点’则称

这条边为环。如果有两条边或多条边的端点是同＿对顶

点,则称这些边为重边或平行边。称不与任何边相关联的 o2

＜＞

顶点为孤立点° 图41 非简单图示例

图41中’边e2和e3为重边’e5为环’顶点o5为孤立点°
定义4.4无环且无重边的图称为简单图。

如果不特别申明’一般的图均指简单图。

图4.1不是简单图,因为图中既含有重边（e2和e3）又含环（e5）。

定义4.5任意两顶点均相邻的简单图称为完全图。含n个顶点的完全图记为K＂。

定义4·6如果图G的每条边e都附有＿个实数＂（e）’则称图G为赋权图’实数

测（e）称为边e的权。

赋权图也称为网络。赋权图中的权可以是距离、费用｀时间｀效益、成本等。赋权图G

-般记作G＝（V,E’W）’其中W为权重的邻接矩阵。赋权图也可以记作Ⅳ＝（V,E’W）°

如果有向图D的每条弧都被赋权’则称D为有向赋权图°以后对于无向图、有向图

或网络都可以用G表示’从下文中就能够区分出无向的还是有向的,赋权的还是非赋

权的°

3·顶点的度

定义4。7 （1）在无向图中,与顶点″关联的边的数目（环算两次）称为0的度’记为

d（″）°

（2）在有向图中’从顶点″弓｜出的弧的数目称为〃的出度’记为〃（″）,从顶点″弓｜人

的弧的数目称为o的人度’记为肋ˉ（U）’‘（o）＝d带（o）＋dˉ（刚）称为＂的度。

度为奇数的顶点称为奇顶点,度为偶数的顶点称为偶顶点°

定理4.1给定图G＝（V,E）’所有顶点的度数之和是边数的2倍’即

∑d（o）＝2｜E｜ .
pev

推论4。1任何图中奇顶点的总数必为偶数。

4·子图与图的连通性

定义4。8设Gl＝（Vl ’El）与C2＝（Vh’E2）是两个图,并且满足VlCL’ElCE2’则称

Gl是G2的子图’G2称为G!的母图°如Gl是G2的子图’且Vl＝L’则称Gl是G2的生成
子图（支撑子图）。

定义4·9设Ⅳ＝″oel＂le2…ekOk’其中e‘巨E（j＝1’2’…,k）’吗匡V（／＝0’1,…’∧）’e』与
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a。称为v;的出弧，也称为v;的入弧。
与无向图不同，在有向图惰形下，（v，v）与（炒，v）表示不同的弧。
把有向图D=（V，A）中所有弧的方向都去掉，得到的边集用E表示，就得到与有向图

D对应的无向图G=（V，E），称G为有向图D的基本图，称D为G的定向图。

例4.1 设V={印，份，题，V，vsl，E={e1，2，e，e，es}，其中
e=（v，），a=（t，），的=（V，），e4=（的，），eg=（v，va）.

则G=（V，E）是一个图，其图形如图4.1所示。 当 矿 秀
2.简单图、完全图、赋权图 刻

垒定义4.3 如果一条边的两个端点是同一个顶点，则称 /e e.
这条边为环。如果有两条边或多条边的端点是同一对顶 e 力？秒点，则称这些边为重边或平行边。称不与任何边相关联的

图4.1 非简单图示例顶点为孤立点。
图4.1中，边e。和e、为重边，e;为环，顶点vs为孤立点。
定义4.4 无环且无重边的图称为简单图。
如果不特别申明，一般的图均指简单图。

图4.1不是简单图，因为图中既含有重边（e。和e。）又含环（e;）。
定义4.5 任意两顶点均相邻的简单图称为完全图。含n个顶点的完全图记为K。
定义4.6 如果图G的每条边e都附有一个实数w（e），则称图G为赋权图，实数

如（e）称为边e的权。
赋权图也称为网络。赋权图中的权可以是距离、费用、时间、效益、成本等。赋权图G

一般记作G=（V，E，W），其中 W为权重的邻接矩阵。赋权图也可以记作N=（VE，W）。
如果有向图D的每条弧都被赋权，则称D为有向赋权图。以后对于无向图、有向图

或网络都可以用G表示，从下文中就能够区分出无向的还是有向的.赋权的还是非赋

权的。
3.顶点的度
定义4.7 1）在无向图中，与顶点。关联的边的数目（环算两次）称为。的度，记为

尖巳。
（2）在有向图中，从顶点φ引出的弧的数自称为s的出度，记为d*（v），从顶点。引人

的弧的数目称为·的人度，记为dr（u），d（o）=d*（v）+d{砂）称为φ的度。
度为奇数的顶点称为奇顶点，度为偶数的顶点称为偶顶点。
定理4.1 给定图 G=（V，E），所有顶点的度数之和是边数的2倍，即

>d(v)=2|E|,

推论 4.1 任何图中奇顶点的总数必为偶数。
4.子图与图的连通性

定义4.8 设G，=（V，E;）与G2=（V，E2）是两个图，并且满足VCV2，E，CE，，则称
G是G，的子图，G2称为G的母图。如G1是G2的子图，且V=V，则称G;是G。的生成
子图（支撑子图）。

定义4.9 设W=26e;也e⋯四初，其中e;eE（i=1，2，⋯，k），eV（=0，1，⋯，k），e与
6?



o《ˉ』和o‘关联’称Ⅳ是图G的-条道路（wa1k）,简称路’k为路长’u0为起点’ok为终点;各

边相异的道路称为迹（trail〉;各顶点相异的道路称为轨道（path）’记为P（u0’″臆）;起点和

终点重合的道路称为回路;起点和终点重合的轨道称为圈’即对轨道P（o0’〃k）’当″0≡ok
时成为＿个圈°

称以两顶点u’o分别为起点和终点的最短轨道之长为顶点u’U的距离。

定义4·10在无向图G中’如果从顶点u到顶点U存在道路’则称顶点u和″是连通

的。如果图G中的任意两个顶点u和″都是连通的’则称图G是连通图’否则称为非连通

图。非连通图中的连通子图’称为连通分支°

在有向图D中’如果对于任意两个顶点“和〃’从u到o和从U到u都存在道路’则称

图D是强连通图°

4.1.2图的矩阵表示

设图的顶点个数为几’边（或弧）的条数为加°

对于无向图G＝（V’E）’其中y≡｛″l,″2’…’″雁｝ ’E＝｛el ’e2’…’e娜｝。

对于有向图D＝（V’A）’其中y＝｛ol’o2’…’似腮｝ ’A＝｛αl’α2’…’α厕｝。
1·关联矩阵

对于无向图G’其关联矩阵M＝（m扩）厕×腮’其中

″厂｛左露;（翼:柔至鞋, 』≡1,2,…,川问,2,…,…
对有向图G’其关联矩阵M＝（m旷）＂×厕,其中

熟蟹间…2门″′7l『＝

2·邻接矩阵

对无向非赋权图G’其邻接矩阵W＝（测旷）碑厕’其中

№≡｜｜!至媳》鸳不相邻, ∑尸｜｀:』…｀″
对有向非赋权图D’其邻接矩阵W＝（测旷）＂×腮’其中

.厂｛搁憋》氢吗无弧,……』″
对无向赋权图G’其邻接矩阵W＝（″『）＂×愿’其中

″厂｜臆霸吗之间边的权, （州）朋,U成与吗之间无边’ j,j＝1,2’…’n.
注4。1当两个顶点之间不存在i力时ˉ根抿牢际问瓢的令Y成笆洼雷理y当两个顶点之间不存在边时’根据实际问题的含义或算法需要’对应的权可

以取为0或由’这里的邻接矩阵是数学上的邻接矩阵’不是计算机软件中的邻接矩阵°
有向赋权图的邻接矩阵可类似定义。

例42图4.2所示无向图的邻接矩阵

64

v-，和奶;关联，称W是图G的一条道路（wak}，简称路，，为路长，v为起点，V，为终点;各
边相异的道路称为迹（trail）;各顶点相异的道路称为轨道（path），记为P（P，">）;起点和
终点重合的道路称为回路;起点和终点重合的轨道称为围，即对轨道 P<u，u），当y。=v，
时成为一个圈。

称以两顶点 u，u分别为起点和终点的最短轨道之长为顶点 u，φ 的距离。

定义4.10 在无向图C中，如果从顶点u到顶点v存在道路，则称顶点μ和。是连通

的。如果图G中的任意两个顶点u和·都是连通的，则称图G是连通图，否则称为非连通
图。非连通图中的连通子图，称为连通分支。

在有向图D中，如果对于任意两个顶点u和z，从u到·和从。到u都存在道路，则称
图D是强连通图。

4.1.2 图的矩阵表示

设图的顶点个数为n，边（或弧）的条数为 m。

对于无向图G=（V，E），其中V={v，题，⋯，。I，E=le1，e，⋯，emI。
对于有向图D=（V，A），其中V=|v，v2，⋯，。!，A={a，a2，⋯，a.}。
1.关联矩阵
对于无向图G，其关联矩阵 M=（m.），，其中

【1，顶点v，与边e关联，
m台 i=1,2⋯,nj=1,2,⋯,m.\0， 顶点v与边e不关联，

对有向图G，其关联矩阵 M=（my）mm，其中
f1， 顶点v是弧σ，的始端，
{-1，顶点v是弧a的末端，i=1，2⋯，nj=1，2，⋯，m.身”
0，顶点v与弧a;不关联，

2.邻接矩阵
对无向非赋权图G，其邻接矩阵 W=（ws）其中

（1，顶点v。与v相邻，
即;三 ij=12,⋯,.i=j或顶点v;与σ，不相邻，0, 

对有向非赋权图D，其邻接矩阵W=（wg）m.，，其中

吆’。置当已”们峰。
i,j=1,2,⋯,2.0，i=j或顶点v，到砂，无弧，

对无向赋权图G，其邻接矩阵 W=（wg），其中
（顶点v与v之间边的权，（v，y）eE，

i,j=1,2,⋯,文焊昌。 v，与v之间无边，
注4.1 当两个顶点之间不存在边时，根据实际问题的含义或算法需要，对应的权可

以取为0或m，这里的邻接矩阵是数学上的邻接矩阵，不是计算机软件中的邻接矩阵。
有向赋权图的邻接矩阵可类似定义。
例4.2 图4，2所示无向图的邻接矩阵
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图4.2赋权无向图

4.2Matlab工具箱简介

1·图的生成

graph:无向图（undirectedGIaph）°

di俘aph:有向图（diIectedGraph）°

G≡graph:创建空的无向图对象°

G＝graph（A）:使用邻接矩阵A创建赋权无向图°

G＝graph（A’nodes）:使用邻接矩阵A和顶点名称nodes创建赋权无向图。
G＝graph（s’t）:使用顶点对组s’t创建无向图°

G＝即aph（s’t’weights）:使用顶点对组s’t和权重向量weights创建赋权无向图°
G＝graph（s,t,weights’nodes）:使用字符向量元胞数组nodes指定顶点名称°
G＝graph（s,t’wejghts,num）:使用数值标量num指定图中的顶点数°
G＝graph（A［’nodes］’type）:仅使用A的上或下三角形阵构造赋权图’type可以是

｜upper‖或｜lower‖°

例4·3画出一个60个顶点的3正则图（每个顶点的度都为3）°

c1c′c1◎se己11

G＝gr己ph（bucky）;p1◎t（G）

所画的图形如图4.4所示°
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图4.3所示有向图的邻接矩阵
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图 4.3 非赋权有向图图4.2 赋枚无向图

4.2 Matlab 工具箱筒介

1.图的生成
graph;无向图（undirected Graph）。
digraph∶有向图（directed Graph）。
G = graph;创建空的无向图对象。
G= graph（A）;使用邻接矩阵 A创建赋权无向图。
G= graph（A，nodes）;使用邻接矩阵 A和顶点名称 modes创建赋权无向图。
G= graph（s，t）;使用顶点对组 8，t创建无向图。
G=graph（a，t，weight）;使用顶点对组 8，t和权重向量weights 创建赋权无向图。
G= graph（8，t，weights，nodes）;使用字符向量元胞数组 nodes指定顶点名称。
G= graph（s，，t，weights，num）;使用数值标量 mm指定图中的顶点数。
G= graph（A【，nodes】，ype）∶仅使用A的上或下三角形阵构造赋权图，tpe可以是

'upper'或 lower'。
例4.3 画出一个60个顶点的3正则图（每个顶点的度都为3）。

cle,close all
G= graph(bucky); plot (G])
所画的图形如图4.4所示。
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2·数据存储结构

Matlab存储网络的相关数据时’使用了稀疏矩阵’这有利于在存储大规模稀疏网络时
节省存储空间°

例4.4（续例4·2） 画出图4.3的非赋权有向图并导出邻接矩阵和关联矩阵。

c1c′c1e己工′c1◎se己11

E＝［1′2′1′3;2′3》3′2′3′5》4′2;4′6;5′2;5′4;6′5］

s＝E（:′1）′亡＝E（:′2）;

n◎des＝ce11s七r（s亡rc己仁（｜v｜′土n亡2s仁r（［1:6］｜）））

G＝d土gr己ph（s′亡′ ［］′n◎des）;

p1◎仁（G／L1neW土d亡h｀′1·5′｜Lay◎u℃!／c土rc1e｜／N◎deF◎n七S1ze『′15）

W1＝己dj己cencY（G） 培导出邻接矩阵的稀疏矩阵

W2≡土nc1dence（G） 嗜导出关联矩阵的稀疏矩阵

所画的图如图45所示。

18

19

吻 U1

05 吨

图4.5Mat1ab画的有向图图44 3正则图

例4.5（续例4·2） 导出图4.2所示赋权图的邻接矩阵和关联矩阵’并重新画图。
c1c′c1ear′c1◎se己11

E＝ ［1′3′10;1′4′60;2′3′5;2′4′20;3′4′1］;

G＝gr己ph（E（:′1）′E（:′2）′E（:′3））;

W1＝己dj己cen◎y（G′!we土gh仁ed｜）′W2＝1nc1dence（G）

p1◎亡（G′0L己y◎u七‖′0f◎rce0′｜EdgeL己he1!′G°Edges.We土gh仁）

4·3最短路算法

最短路径问题是图论中非常经典的问题之-’旨在寻找图中两顶点之间的最短路径。

作为＿个基本工具’实际应用中的许多优化问题’如管道铺设、线路安排｀厂区布局、设备
更新等’都可被归结为最短路径问题来解决°

定义4·11设图G是赋权图’r为G中的一条路°则称r的各边权之和为路r的
长度°
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2.数据存储约构
Matlab存储网络的相关数据时，使用了稀疏矩阵，这有利于在存储大规模稀疏网络时

节省存储空间。
例4.4（续例4.2） 画出图4.3的非赋权有向图并导出邻接矩阵和关联矩阵。

cle, clear, cloge al1
B=[1,2;1,3;2,3:3,2;3.5;4,2;4,615,2;S,4;6,51
B= E(:,1);t = E(:,2);
node8 mcellstr (stzcat ('v',int2str([1:6]'))
G= digraph (8, t,[],noaea);
plot (G,'LineNldth',1.5,Layout','circle','NodeFontSize',15)
WL = adjacency (G) 导出邻接炖阵的稀疏矩阵

w2 = incidance (G) 名导出关联矩阵的稀疏矩阵

所画的图如图4.5所示。

萨、 3440
人3S97 33A7 S69 (S738 仍 档lo41

59.
曲04s 55 18人 ” ，，

应饲 马纤 妇 苟咨 瓷
内 52746 ao48” 端

、26/8
5

i221e
27、 1 垄支

图4.4 3正则图 图4.5 Matlab画的有向阳

例4.5（续例4.2） 导出图4.2所示赋权图的邻接矩阵和关联矩阵，并重新画图。
clc,clear, cloSe al1
E=[1,3,10;1,4.60;2,3,512,4,20;3,4,1];
G=graph[E(:,1),E(:.2), E(;,3}};
W1 = adjacency (G,'weighted'),M2 = incidence (G)

plot (G,'Layout','Force','BdgeLabel',G,Edges、Welght)

4.3 最短路算法

最短路径问题是图论中非常经典的问题之一，旨在寻找图中两顶点之间的最短路径。
作为一个基本工具，实际应用中的许多优化问题，如管道铺设、线路安排、厂区布局、设备
更新等，都可被归结为最短路径问题来解决。

定义4.11 设图G是赋权图，r为G中的一条路。则称I的各边权之和为路T的
长度。
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对于连通的赋权图G的两个顶点u0和″0’从u0到o0的路＿般不止＿条’其中最短的

（长度最小的）＿条称为从u0到″0的最短路;最短路的长称为从u0到刚o的距离’记

为d（u0’″o）。

求最短路的算法有D〗kstra（迪克斯特拉）标号算法和Floyd（弗洛伊德）算法等’但

D叮kstra标号算法只适用于边权是非负的情形。最短路问题也可以归结为—个0＝1整数
规划模型°

4·3.1固定起点的最短路

寻求从-固定起点u0到其余各点的最短路’最有效的算法之＿是E.W.D叮ks怔a于

1959年提出的DJkstra算法°这个算法是一种迭代算法’它的依据是一个重要而明显的
性质:最短路是一条路’最短路上的任一子段也是最短路。

对于给定的赋权无向图或有向图G＝（V’E’W）’其中V＝｛〃! ’″2,…,炒＂｝为顶点集合,

E为边（或弧）的集合,邻接矩阵W＝（＂0）腮×＂’这里

.厂｜穿叫之间边的权值, 当必与吗之间有边时,当″‘与u／之间无边时, j≠j’
测〖j＝0’ t＝1’2’…’几·

式中:u0为v中的某个固定起点°求顶点u0到V中另一顶点″0的最短距离d（uo’o0）’即
为求u0到U0的最短路长度°

Djkstra算法的基本思想:按距固定起点uo从近到远为顺序’依次求得u0到图G各
顶点的最短路和距离’直至某个顶点U0（或直至图G的所有顶点〉。

为避免重复并保留每一步的计算信息,对于任意顶点″巳V’定义两个标号:

′（〃）:顶点〃的标号’表示从起点uo到U的当前路径的长度°
z（o）:顶点o的父顶点标号’用以确定最短路的路线。
另外用Sd表示具有永久标号的顶点集。D叮kstra标号算法的计算步骤如下:
（1）令′（u0）＝0’对〃≠u0’令′（U）＝由’z（″）＝u0’S0＝｛u0｝ ’j＝0。
（2）对每个o巳S《（S‘＝V＼S!〉’令

′（〃）＝min｛′（″）,′（u）＋测（uo）｝ ’
u巳Sj

这里删（〃）表示顶点u和″之间边的权值,如果此次迭代利用顶点渺改了顶点″的标号
值′（o）’则z（U）＝汀,否则z（o）不变·计算mjn｛′（U）｝ ’把达到这个最小值的一个顶点记为

｝ U巳si

u叶l’令S龄!＝St口｛皿』＋l ｝°
（3）若j＝｜V｜ˉ1或″0进人S:’算法终止;否则’用t＋1代替j’转步骤（2）°
算法结束时’从u0到各顶点″的距离由″的最后一次标号』（0）给出。在U进人S』之

前的标号′（″）叫T标号’o进人S卤时的标号′（u）叫P标号°算法就是不断修改各顶点的
T标号’直至获得P标号°若在算法运行过程中’将每一顶点获得P标号所由来的边在图
上标明’则算法结束时’u0至各顶点的最短路也在图上标示出来了°

例4·6（有向图） 已知某人要从〃l出发去旅行’曰的地及其交通路线见图46所示’
线侧数字为所需费用。求该旅行者到目的地″8的费用最小的旅行路线。
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对于连通的赋权图G的两个顶点u。和v，从如。到v的路—般不止一条，其中最短的
（长度最小的）一条称为从 u。到 v。的最短路;最短路的长称为从 u。到v。的距离，记

咨尖牙马”
求最短路的算法有 Diketra（迪克斯特拉）标号算法和 Floyd（弗洛伊德）算法等，但

Dijktra标号算法只适用于边权是非负的情形。最短路问题也可以归结为一个0-1整数
规划模型。

4.3.1 固定起点的最短路

寻求从一固定起点t。到其余各点的最短路，最有效的算法之一是 E.W.Dijkstra于
1959年提出的 Dijkstra算法。这个算法是一种迭代算法，它的依据是一个重要而明显的
性质∶最短路是一条路，最短路上的任一子段也是最短路。

对于给定的赋权无向图或有向图 G=（V，E，W），其中V=|v，"，⋯，v，为顶点集合，
E为边（或弧）的集合，邻接矩阵W={w）.，这里

 o"与v之间边的权值， 当v，与 之间有边时，“善。w-=' 当v，与v 之间无边时，(,
如=0，i=1，2，⋯，n.

式中;。为V中的某个固定起点。求顶点u。到V中另一顶点v的最短距离d（u少），即
为求 u。到s。的最短路长度。

Dijkatra算法的基本思想∶按距固定起点么从近到远为顺序，依次求得到图G各
顶点的最短路和距离，直至某个顶点 y。（或直至图 G的所有顶点）。

为避免重复并保留每一步的计算信息，对于任意顶点vEV，定义两个标号;
（a）;顶点φ的标号，表示从起点 如。到v的当前路径的长度。
z（v）;顶点σ的父顶点标号，用以确定最短路的路线。
另外用S，表示具有永久标号的顶点集。Dijktra标号算法的计算步骤如下;
（1）令（u）=0，对u≠年，令认（z）=四，z（v）=山，S={u}，i=0。
（2）对每个veS;（S=VS，），令

(p)= min l(v),I(u)+w(u)|,
这里 w（w）表示顶点和φ之间边的权值，如果此次迭代利用顶点就修改了顶点φ的标号
值l（v），则x（v）=立，否则z（砂）不变。计算min|（D）}，把达到这个最小值的一个顶点记为

r盘S;

ua，令S =S，U|L41l。
（3）若i=|V|-1或v。进人S，算法终止;否则，用计+1代替i，转步骤（2）。
算法结束时，从u，到各顶点步的距离由φ的最后一次标号i（少）给出。在·进入S;之

前的标号（D）叫T标号，v进人S，时的标号l（u）叫P标号。算法就是不断修改各顶点的
T标号、直至获得P标号。若在算法运行过程中，将每一顶点获得P标号所由来的边在图
上标明，则算法结束时，u。至各顶点的最短路也在图上标示出来了。

例4.6（有向围）已知某人要从y，出发去旅行，目的地及其交通路线见图4.6 所示，
线侧数字为所需费用。求该旅行者到目的地v，的费用最小的旅行路线。
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图46旅行略线

解构造图4.6对应的赋权有向图D＝（V’A’W）’其中顶点集V＝｛〃l ’U2’…’o9｝ ’A
为弧的集合’W＝（＂『）9×9为邻接矩阵’这里
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我们使用D叮ksha标号算法求″l到″8的费用最小路径°对于任意顶点”巳V,定义两
个标号:

′（″）:顶点″的标号’表示从起点″』到〃的当前路径的长度°
z（刚）:顶点U的父顶点标号’用以确定最短路的路线°

另夕卜用S‘表示具有永久标号的顶点集°Djkstra标号算法的计算步骤如下:
（1）令′（″l）＝0’对″≠似! ’令′（″）＝·。’z（″）＝″!’S0＝｛U1 ｝ ’t＝0°
（2）对每个o巨S‘（S!＝V＼S《）’令

′（0）＝min｛′（o）’′（u）＋测（uU）｝ ’
匹匡si

这里″（砌）表示顶点u和″之间边的权值’如果此次迭代利用顶点ij修改了顶点似的标号

值′（U）’则z（U）＝汀’否则z（o）不变。计算mjp｛′（o）｝ ’设达到最小值的-个顶点为″财（o腮《巨
U匡sj

S《）’令S愈＋l＝S‘□｛″鹏‘ ｝°
（3）若j＝8或彻8进人S‘,算法终止;否则’用j＋1代替b’转步骤（2）。

算法结束时’从″l到各顶点o的距离由″的最后一次标号′（″）给出。在o进人S愈之
前的标号′（″）叫T标号’o进人S《时的标号〗（″）叫P标号。算法就是不断修改各顶点的
T标号’直至获得P标号。若在算法运行过程中’将每＿顶点获得P标号所由来的边在图
上标明’则算法结束时’″l至各顶点的最短路也在图上标示出来了°
利用Madab程序求得Ul到Us的费用最小路径为

U1-〉Z′3＝→o2—》Z′5—》〃8’
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锡 创纺 下
复。5 响 合：象 nof9O 身” (
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图4.6 旅行路线

解 构造图4.6对应的赋权有向图D=（V，A，W），其中顶点集V=|v，2，⋯，奶}，A
为弧的集合，W=（wa）pg为邻接矩阵，这里

Q

多

09

W罗 60

售
009
00 00

003

我们使用 Dijkstra标号算法求业到v的费用最小路径。对于任意顶点veV，定义两
个标号∶

Lv）∶顶点φ的标号，表示从起点v，到s的当前路径的长度。
z（（D）;顶点v的父顶点标号，用以确定最短路的路线。
另外用S，表示具有永久标号的顶点集。Djketra 标号算法的计算步骤如下;
（1）令（a，）=0，对p≠v，，令Z（切）=四，z（u）=v，8={v1，t=0。
（2）对每个veS（S;=V\S，），令

L（初）= min{K（口），甚（u）+w（za）}，

这里如《w）表示顶点α和s之间边的权值，如果此次迭代利用顶点立修改了顶点。的标号
值（x），则x（?）=创，否则x（砂）不变。计算minl（切）{，，设达到最小值的一个顶点为r（r，e

甲略31

5），令S，=S，UI0 !。
（3）若i=8或v进人S，算法终止;否则，用计1代替i，转步骤（2）。
算法结束时，从z，到各顶点φ的距离由v的最后一次标号l（?）给出。在v进人S;之

前的标号（o）叫T标号，v进入S，时的标号（（b）叫P标号。算法就是不断修改各顶点的
T标号，直至获得P标号。若在算法运行过程中，将每一顶点获得P标号所由来的边在图
上标明，则算法结束时，z，至各顶点的最短路也在图上标示出来了。

利用Matlab 程序求得 a、到v。的费用最小路径为
V;一→y3→V2→vy一→*
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对应的最小费用为12°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

E≡ ［1′2′6′1′3′3′1′4′1′2′5′1『3′2′2′3′4′2′4′6′10′5′4′6

5′6′4′5′7′3′5′8′6′6′5′10′6′7′2′7′8′4′9′5′2′9′8′3］′

G＝d土gr己ph（E（:′1） ′E（:′2） ′E（:′3））′

［p己仁h′d］ ＝sh◎r仁es亡p己七h（G′1′8′ ｜me七h◎d｜／p◎s让jve! ／

p＝p1◎亡（G′｜EdgeL己］oe1｜′G.Edges.We土ght′｜L己y◎u七｜ ′ ｜cjrc1e｜ ）》

hjgh1土gh亡（p′p己亡h′!EdgeC◎1◎r｜′｜r｜ ′′L±neW土d亡h｜′1。5）

注4.2在利用Madab工具箱计算时,如果两个顶点之间没有边’则对应的邻接矩阵

元素为0’而不是像数学理论上对应的邻接矩阵元素为＋。。或0°下面同样约定算法上的
数学邻接矩阵和Matlab工具箱调用时的邻接矩阵是不同的。

例4·7（无向图） 求图4.7中″l到＂u的最短路°

U2 1 U5 2 U8

UllUl

U4 9 U7 1 Ul0

图4.7赋权无向图

解求得的最短路径为1→2→5→6→3→7→10→9→11’最短路径长度为13。
c1c′c1e己r′c1◎se己11′己＝zer◎s（11）′

己（1′2）≡2′己（1′3）＝8;己（1′4）＝1′

a（2′3）＝1;a（2′3）＝6;a（2′5）＝1》

己（3′4）＝7′己（3′5）＝5′己（3′6）＝1′a（3′7）＝2′

己（4′7）＝9;己（5′6）＝3;己（5′8）＝2′己（5′9）＝9′

己（6′7）＝4;己（6′9）≡6′己（7′9）≡3′a（7′10）＝1;

己（8′9）＝7;己（8′11）≡9′

a（9′10）＝1;己（9′11）＝2′己（10′11）＝4′

s≡ce11s七r（s七rc己℃（｜v↑′土n亡2s亡r（［1:11］｜ ）））; 宅顶点字符串

堵利用邻接矩阵的上三角元素构造无向图G＝gr己ph（己′s′↑Upper!）′

［P′d］＝sh◎r℃es仁p己仁h（G′1′11） 堵求最短路径和最短距离
老画无向图h＝P1◎亡（G′′EdgeL己he1｜ ′G.Edges.We土gh亡）′

hjgh11gh亡（h′p′｜EdgeC◎1◎r｜ ′｜r｜′｜L工neW土d七h｜′2） 哈最短路径加粗

4·3.2所盲顶点对之间最短路的Floyd算法

利用D叮kstra算法’当然还可以寻求赋权图中所有顶点对之间最短路。具体方法:每
次以不同的顶点作为起点,用D叮kstra算法求出从该起点到其余顶点的最短路径,反复执
行几-1（厕为顶点个数）次这样的操作’就可得到每对顶点之间的最短路°但这样做需要
大量的重复计算’效率不高。为此,RW.Floyd另辟蹬径’于1962年提出了＿个直接寻求
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对应的最小费用为12。
clc, clear, close all
R= [1,246;1,3,3;1.4,1;2.5,;3,2,2;3,4,2;4,6,10;5,4,6

5.6,4;5,7,3;5,8,6;6,5,10;6,7,2;7,8,4;9,5,2;9,8,3];
G = digraph(E(:,1),E(;.2),E(:,3));

[path,d]=ahortestpath(G,1,8, 'method','pogitive',
p= plot (G,'BdgeLabel',G.Edges.Weight,'Layout','circle');
highlight (p,path,'EageColor','r','LAneWidth',1.5}
注4.2 在利用 Matlab 工具箱计算时，如果两个顶点之间没有边、则对应的邻接矩阵

元素为0.而不是像数学理论上对应的邻接矩阵元藏为+c或0。下面同样约定算法上的

数学邻接矩阵和 Matlab 工具箱调用时的邻接矩阵是不同的。
例4.7{无向图） 求图4.7中v，到v的最短路。

e， _9吃

多 C 9go Ln 飞2 。， 点 占l 评偏 e合术 ，F, 中 牧力己e
9 - 1900以

图4.7 赋权无向图

解 求得的最短路径为1→2→5→6→3→7→10→9→11，最短路径长度为13。
clc, clear,close all,a=zeros (1l};

a(1,2)=2;a(1,3)=8;a(L,4)=1;
a(2,3)=1;a(2,3)=6;8(2,5}=1;
a(3,4)=7:a(3,5)=5:a(3.6)=1;a3,7)=2;
a4,7>=9;a(5,6)=3;(5,8)=2;a(5,9)=9;
a(6,7)=4;(6,9}=6;a(7,9)=3;a{7,10)=l;
a18,9)=7;a(8,11)*9;
a(9,10)=1;a(9,11)=2;a(0,11)=4;

顶点字符串s=cel1str(9trcat('v,int2str([1;11])));
舍利用邻接矩阵的上三角元素构逾无向图G=graph (a,s3,'upper')}
℃求最短路径和最短距离[p,d]=shortestpath(G,1,11)
画无向图h*plot (G,'EdgeLabel',G.Edges.Welght);

highlight（h，p，'EdgeColor'r'，LineWidth'，2）告最短路径加租

4.3.2 所有顶点对之间最短路的 Floyd 算法
利用 Dijkstrm 算法，当然还可以寻求赋权图中所有顶点对之间最短路。具体方法;每

次以不同的顶点作为起点。用Dijkstra算法求出从该起点到其余顶点的最短路径，反复执
行 n-1（n为顶点个数）次这样的操作，就可得到每对顶点之间的最短路。但这样做需要
大量的重复计算，效率不高。为此，R.W.Floyd另辟溪径，于1962年提出了一个直接寻求
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任意两顶点之间最短路的算法°

Ⅲoyd算法允许赋权图中包含负权的边或弧’但是’对于赋权图中的每个圈C’要求圈

C上所有弧的权总和为非负。而D叮kstra算法要求所有边或弧的权都是非负的。Iloyd算
法包含三个关键算法;求距离矩阵、求路径矩阵、最短路查找算法°

设所考虑的赋权图G＝（V’E’A0〉’其中顶点集V≡｛″l’〃2…’o厕｝ ’邻接矩阵

Ⅲ｜ ｝了A0＝

这里

％≡｜兰氢吗间边的权值》 当翻』与吟之间有边时》当似t与纱之间无边时’ j≠j’
α肋＝0’ j＝1,2’…’几·

对于无向图’A0是对称矩阵’α0＝q′‘’′’j＝1’2’…’n°
1·求距离矩阵的算法

通常所说的Ⅲoyd算法’一般是指求距离矩阵的算法’实际是＿个经典的动态规划算

法’其基本思想是递推产生一个矩阵序列Al ’A2’…’Ak’…’A厕’其中矩阵A隐＝（αk（‘’
j））硒见’其第‘行第j列元素α您（哑）表示从顶点〃《到顶点吩的路径上所经过的顶点序号不
大于k的最短路径长度°

计算时用迭代公式

α膝（j’j）＝min（αkˉl（j’j）,α隐ˉl（t’k）＋αkˉl（k’j））’
k是迭代次数’j’j’k＝1’2,…’刃。

最后’当k＝厕时’A＂即是各顶点之间的最短距离值°
2·建立路径矩阵的算法

如果在求得两点间的最短距离时还需要求得两点间的最短路径’则需要在上面距离
矩阵Ak的迭代过程中弓｜人-个路由矩阵凡＝（rk（j,j））腮蒸厕来记录两点间路径的前驱后继
关系’其中厂脸（j’j）表示从顶点″』到顶点呼的路径经过编号为厂k（j’j）的顶点°

路径矩阵的迭代过程如下:

（1）初始时

R0＝0n×n.
（2）迭代公式为

R舟＝（r您（j’j））…
其中

若α隐ˉ｜（jJ）＞α隐ˉl（!’k）＋α脆ˉl（片’j）’
ⅨW）ˉ｜》1川）’ 否则

直到迭代到k＝″’算法终止°

3·最短路的路径查找算法

查找〃t到吟最短路径的方法如下:
70

任意两顶点之间最短路的算法。
Fioyd算法允许赋权图中包含负权的边或弧，但是，对于赋权图中的每个圈C，要求圈

C上所有弧的权总和为非负。而 Dijkatra算法要求所有边或弧的权都是非负的。Floyd 算

法包含三个关键算法;求距离矩阵、求路径矩阵、最短路查找算法。
设所考虑的赋权图 C=（V，E，Aa），其中顶点集V={v，V⋯，切，!，邻接矩阵

。了：。？。日:：：
芽”

这里
f伊s;与v间边的权值，当t，与v，之间有边时，“。艺且wn, 当·;与v之间无边时，

G=0,i=1,⋯,n.
对于无向图，A。是对称矩阵，αg=Gg，ij=12⋯，n。

1.求距离矩阵的算法
通常所说的 Floyd算法，一般是指求距离矩阵的算法，实际是一个经典的动态规划算

法，其基本思想是递推产生一个矩阵序列AA，⋯，A，⋯，A。，其中矩阵A，=（a，（i，
j）），，其第;行第j列元素g（ij）表示从顶点v，到顶点v的路径上所经过的顶点序号不
大于k的最短路径长度。

计算时用迭代公式

a(ij)= min(a-r(ij),g-(i,k)+4,-(kj)),
k是迭代次数，ij，k=1，2，⋯，。

最后，当本=n时，A.即是各顶点之间的最短距离值。
2。建立路径矩阵的算法
如果在求得两点间的最短距离时还需要求得两点间的最短路径，则需要在上面距离

矩阵A，的迭代过程中引人一个路由矩阵R，=（r，（i，j））来记录两点间路径的前驱后继
关系，其中r（i》表示从顶点v;到顶点v的路径经过编号为r （i，j）的顶点。

路径矩阵的迭代过程如下;
（1）初始时

R,=0
（2）迭代公式为

R,=(rx(i,))
其中

若a（i）>a-{i，k）+a-r（而j），予。z(:.)=-lr-x（i），否则.
直到迭代到k=n，算法终止。

3、最短路的麝径查找算法
查找v;到v，最短路径的方法如下∶
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若厂鹏（t,j）＝pl’则点!′pl是顶点〃′到顶点必的最短路的中间点’然后用同样的方法再
分头查找°若向顶点o《反向追踪得厂＂（j’pl）＝p2’厂厕（《’p2）＝p3’…’厂厕（′’ps）＝0’向顶点吟

正向追踪得厂雁（pl’j）＝ql’r鹏（9l ’j）＝q2’…’r厕（叭’j）＝0’则由点o『到吟的最短路径为叫’

Z′′‘,…’Z′p2’Z′pl ’Oql ’″q2’…’″9』,Z（／。

综上所述,求距离矩阵D＝（d『）厕×＂和路径矩阵R＝（厂旷）厕×厕的Ⅲoyd算法如下:
第-步’初始化’∧＝0’对j’j＝1’2’…’n’令d旷＝αj’厂矿＝0°

第二步’迭代’k＝k＋1’对j,j＝1’2’…,n’若Ⅲ旷＞d讹＋d财’则令d旷＝α雌＋i呵’厂『＝k;否贝M『
◎新更不…

γ

厂和

第三步’算法终止条件’如果片＝门’则算法终止;否则’转第二步。

Floyd算法的时间复杂度为O（网3）,空间复杂度为O（网2）°

例4·8（续例4·2） 求图4.2所示赋权图所有顶点对之间的最短距离°

解利用Floyd算法’用Mad汕软件’求得所有顶点对之间的最短距离矩阵为

｜
c1c′c1e己r′己＝zer◎s（4）′

己（1′ ［3′4］）＝［10′60］′ 啥输入邻接矩阵的上三角元素

己（2′ ［3′4］）＝［5′20］′a（3′4）＝1′

n≡1eng仁h（己）′b＝己＋己｜′ 哈构造完整的邻接矩阵

b（b≡＝0）≡土nf; 哈把零元素换成1nf

b（1:n＋1:end）＝0; 堵把对角线元素换成0

f◎rk≡1:n

f◎r土＝1:n

f◎rj≡1:n

jfb（1′k）＋b（k′j）＜b（j′j）

b（土′j）＝b（1′k）＋b（k′j）′

end

end

end

end

h 8显示两两顶点之间的最短距离

直接调用Djkstra算法求所有顶点对之间最短距离的Madab程序如下:
c1c′c1ear′己＝zer◎s（4）′

己（1′ ［2:4］）＝［15′10′11］′

己（2′ ［3′4］）＝［5′6］′己（3′4）＝1;

G＝gr己ph（己′,uppe工｜）;

d＝d土s亡己nces（G′!Me七h◎d｜′｜p◎s让土ve｜）

4·3.3最短路应用范例

例4.9设备更新问题。 某企业使用-台设备’在每年年初’企业领导部门就要决定
71

若r（i）=P，则点v，是顶点v，到顶点v;的最短路的中间点，然后用同样的方法再
分头查找。若向顶点v反向追踪得r，（i，p1）=Pa，（iP2）=py，⋯，r。（i，p.）=0，向顶点站
正向追踪得r，（P）=q，r，（q，）=92，⋯，r。（gj）=0，则由点舞到v的最短路径为t，
。.⋯，P2，Vp，W，0。，，，中。，;o

综上所述，，求距离矩阵D=（dgy），和路径矩阵R={rg）的 Fhoyd算法如下∶
第一步，初始化，k=0，对i，i=1，2，⋯，n，令d=a;g=0。
第二步，迭代，k=k+1，对ii=1，2，⋯，n，若d>da+d，则令d=dg+d;=k;否则d

和 r;不更新。
第三步，算法终止条件，如果花=n，则算法终止;否则，转第二步。
Floyd算法的时间复杂度为 O《n），空间复杂度为 0（π2）。
例4.8（续例4.2） 求图4.2所示赋权图所有顶点对之间的最短距离。
解 利用 Floyd算法，用 Matlab 软件，求得所有顶点对之间的最短距高矩阵为

哑平
0 ]叫

clG, clear,a = zerog (4);
输入邻接矩阵的上三角元素a{1,3,4])=[10,60];

a亿2，【3，4】1=5，20】;a（3，4）=1;
等构造完整的邻接矩阵n=length何a）;b*a+a';

b(b==0)*inf; 售把零元素换成inF
名把对角线元素换成0b(1:n+1:end)=0;

for k=1:n
fori=l:n

forj=1:n
ifb(,k)+(k,i)<b(,)

b(,j)=b(i,K)+b(k,j);
end

end
end

ena
8 显示两两顶点之间的最短距离b

直接调用 Dijkstra算法求所有顶点对之间最短距离的 Matlab 程序如下;
clc, clear, a = zeros (4);
a(2,[2;4])=[15,10,11];
a(2,[3,4])=15,6]; a(3,4)=l;
G = graph {a,'upper');
d = distances (G,'Method','pogitive')

4.3.3 最短路应用范例

例4.9 设备更新问题。某企业使用一台设备，在每年年初，企业领导部门就要决定
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是购置新的’还是继续使用旧的°若购置新设备’就要支付＿定的购置费用;若继续使用

｜日设备’则需支付更多的维修费用°现在的问题是如何制订-个几年之内更新设备的计

划’使得总支付费用最少°我们用-个五年之内更新某种设备的计划为例,若已知该种设

备在各年年初的价格如表4. 1所示’使用不同时间（年）的设备所需要的维修费用如

表4.2所示,那么如何制订使总支付费用最少的设备更新计划?

表4. 1 设备价格表

＝三≡＝尸≡≡匡＝尸乒＝巨产
表42维修费用表

＝票雾＝干＝≡二干＝尸≡二
解可以把这个问题化为图论中的最短路问题°

构造赋权有向图D＝（V,A,W）’其中顶点集V＝｛″l’″2’…,似6｝ ,这里″‘（j＝1’2’…’5）

表示第j年年初的时刻,″6表示第5年年末的时刻’A为弧的集合,邻接矩阵W＝（＂『）6×6,
这里测0表示时刻″』购置新设备使用到时刻叫,购置新设备的费用和维修费用之和。则邻
接矩阵

鳃W＝

则制订使总支付费用最小的设备更新计划’就是在有向图D中求从″l到o6的费用最
短路。

利用D叮kstra算法’使用Matlab软件’求得″l到〃6的最短路径为″l→〃3→o6’最短路
径的长度为48。设备更新最小费用路径见图48中的粗线所示’即设备更新计划为第1
年年初买进新设备’使用到第2年年底,第3年年初再购进新设备,使用到第5年年底°

c1c′c1e己r′c1◎sea11

a＝zer◎s（6）′ 啥邻接矩阵初始化

己（1′ ［2:6］）＝［1520273754］′

己（2′ ［3:6］）＝［15202737］′

己（3′ ［4:6］）＝［162128］′

己（4′ ［5′6］）＝［1621］′己（5′6）≡17′ 嗜输入有向图的邻接矩阵

s＝ce11s仁r（s七rc己仁（）v｜ ′1n仁2s仁r（［1:6］｜） ） ）;

G＝d土gr己ph（己′s）′ 老构造赋权有向图

p＝p1◎℃（G′｜L己y◎ut｜′｜f◎rce｜ ′｜EdgeC◎1◎r｜ ′′k｜ ′『N◎deF◎n仁S土ze｜′12）′

［p己七h′d′edge］＝sh◎r亡estp己七h（G′1′6）

h土gh1土gh仁（p′′Edges『′edge）
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是购置新的，还是继续使用旧的。若购置新设备，就要支付一定的购置费用;若继续使用

旧设备，则需支付更多的维修费用。现在的问题是如何制订一个几年之内更新设备的计

划，使得总支付费用最少。我们用一个五年之内更新某种设备的计划为例，若已知该种设

备在各年年初的价格如表4.1所示，使用不同时间（年）的设备所需要的维修费用如

表 4.2所示，那么如何制订使总支付费用最少的设备更新计划?

表4.1 设备价格表
第4年第1年 第5年第3年第2年

12巳 10 1312

表4.2 维修费用表
2+31-20-1使用年限 4-53-4

107日4维修费用 17
解 可以把这个问题化为图论中的最短路问题。
构造赋权有向图D=（V，A，W），其中顶点集V=lv，V2，⋯，vs，这里明（i=1，2，⋯，5>

表示第i年年初的时刻，v。表示第5年年末的时刻，A为弧的集合，邻接矩阵W=（w。）ws，
这里加表示时刻v，购置新设备使用到时刻v购置新设备的费用和维修费用之和。则邻
接矩阵

15 20 27 37 540

售 0 15 20 27‘
2816 21DW= 2160

的

则制订使总支付费用最小的设备更新计划，就是在有向图 D中求从》到 v。的费用最
短路。

利用Dijkstra 算法，使用Matlab软件，求得v到 s的最短路径为v→v;→v，最短路
径的长度为48。设备更新最小费用路径见图4.8中的粗线所示，即设备更新计划为第1
年年初买进新设备，使用到第 2年年底，第3年年初再购进新设备，使用到第5年年底。

clc,clear,close al1
a=zeroS (6); 名邻接矩阵初始化

a(1.[2:6])= [15 20 27 37 54];
a(2,3:6])=[15 2027 37];

a(3,[4:6])=[16 2128];
a（4，【5，6】）= 【16 21】;a（5，6）=17; 输入有向图的邻接矩阵
g=cellstr{9trcat (√',int2str([1:6])));

G=digraph (a,s); 名构造赋权有陶图
p=plot (G,'Layout','force','EdgeColor','k','NodeFontSize',12);
[path,d,edge]=shorteetpath (G,1,6)
highllghttp,'Edges',edge)
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例4·10选址问题°某连锁企业在某地区有6个销售点,已知该地区的交通网络如

图4.9所示’其中点代表销售点’边表示公路,边上的权重为销售点间公路距离’问仓库应

建在哪个销售点’可使离仓库最远的销售点到仓库的路程最近。

U4

60
30

U2
U2 U32020山

252520 18

Ul
＝;～1匙″6

U5

图4.8设备更新最小费用示意图 图4.9销售点之间距离

解这是＿个选址问题’可以化为-系列求最短路问题°先求出ol到所有各点的最

短路长dV’令D（ul）＝max（dll’dl2’…’‘｜6）,表示若仓库建在〃l ’则离仓库最远的销售点
距离为D（似l）°再依次计算″2’″3’…’″6到所有各点的最短距离,类似求出D（似2）～

D（似6）°D（o‘）（j＝1’2’…’6）中最小者即为所求’由上面的分析知’我们需要求所有的顶
点对之间的最短距离’可以使用Djkstra算法’用Madab软件的计算结果见表4.3°

表4.3所有顶点对之间的最短距离

销售曰 D（ ）

0 20 33 63 15 30 63

20 0 20 50 25 40 50

33 20 0 30 18 33 33

63 50 30 0 48 63 63

】5 25 18 q8 0 15 48

30 40 33 63 15 0 63

由于D（U3）＝33最小’所以仓库应建在o3’此时离仓库最远的销售点（0l和〃6）距离
为33°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝zer◎s（6）′己（1′ ［25］）＝［2015］′

己（2′ ［3:5］）≡［206025］′

己（3′ ［45］）≡［3018］;己（5′6）＝15′

s＝◎eUstr（s亡rc己仁（『v｜′jˉn七2s亡r（［1:6］｜）））′

G＝gr己ph（己′s′｜upper｛）;d≡djs仁己nces（G）

p1◎仁（G′｜EdgeL己be1｜ ′G.Edges.We土gh仁′｜L己y◎u亡‖′｀f◎rce!）

d1≡m己x（d′ ［］′2） 嗜逐行求最大值

［d2′土nd］＝m土n（d1） 墙求向量的最小值′及最小值的地址

v＝且nd（d（jˉnd′ :）＝＝d2） 号求向量中取值为d2的地址
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例4.10 洗问题。某连锁企业在某地区有6个销售点。已知该地区的交通网络如

图4.9所示，其中点代表销售点，边表示公路，边上的权重为销售点间公路距离，问仓库应
建在哪个销售点，可使离仓库最远的销售点到仓库的路程最近。

V
60. 30B 7p 砂2

醇2520

点v6) t155

图4.9 销售点之间距窝图4.8 设备更新最小费用示意图

解 这是一个选址问题，可以化为一系列求最短路问题。先求出·v;到所有各点的最

短路长du，令D（y，）=mar（du，dn，⋯，dn），表示若仓库建在v，则离仓库最远的销售点
距离为D（v）。再依次计算v，v，⋯，v到所有各点的最短距离，类似求出D<v2）~
D（u。）。D（u）（i=1，2，⋯，6）中最小者即为所求，由上面的分析知，我们需要求所有的顶
点对之间的最短距离，可以使用 Diikgtra算法.用 Marlab 软件的计算结果见表4.3。

表4.3 所有顶点对之间的最短距离

D(")？ 9。当 墨销售点 占够’
6。身 20 含3033 仍

0 5040502020 25经 e 33331830多 2033
3 6364506 oe 8。 1548182515os
6 15 O 6巷岂晶 3

由于D（v）=33最小，所以仓库应建在y，，此时离仓库最远的销售点（v和va）距离
为33。

clc, clear, cloBe all
a=zerog(6);aL,[2 5])=[20 15];
a亿2，【3∶5】）= 【2060 25】;
a3,[4 5])= [30 18]; a(5,6)=15;

g=cellatr(8trcat('√,int2str([1:6)'))li
G=graph(a,s,'upper');d=digtance (]
plot (G,'BdgeLabel',G.Bdgea.Weight,'Layout','force'}

靠逐行求最大值d1=max(d, [],2)
8 求向量的最小值，及最小值的地址[d2,IndJ=min (aL)

v=find（d（ind，∶）"=d2}晋求向量中取值为d2的地址
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4.3.4最短路问题的0＝1整数规划模型

下面以无向图为例说明最短路的0一1整数规划模型’对有向图来说也是类似的。

对于给定的赋权图G＝（V’E’W）’其中V＝｛Ul’″2’…’o厕｝为顶点集合’E为边的集合’

邻接矩阵W＝（测旷）腮×腮,这里

.厂｛穿吗之间边的权值, 当翻′与吗之间有边时,当″‘与吗之间无边时,

现不妨求从似l到″腮（加≤n）的最短路径。引进0-1变量

“厂｛;〈 墓盂γ吗）位于从叫到‰的最短路径上,
于是最短路问题的数学模型为

j’j＝1’2’…’∏.

t,j＝1’2’ .。·’∏°

酿
∑
问

鹏
∑
间

（4.1）In】n
川0卯『’

’
加≠

●
■
□
■
●且厕●

歹

●●●

●
夕

〕
’

∑＝
ˉ

●
■
∏
■

’

靴
’

″
了
△
间
‖
≡ˉ一

ˉ
ˉ
Ⅱ

№
γ

卯

卯

（4.2）S.t.

朽1＝0,

‰＝1,

＝0或1’ ●几●
夕

●●●

●
夕

∑
’

］＝
ˉ

●
·
∏
□
口
″’

●
■
丘
■

这是-个0ˉ1整数规划模型。

例4.11在图4.10中’求从o2到〃4的最短路径和最短距离°

U4

U2

10

18

U1

U6

图4·10赋权尤向图

解用G＝（V,E’W）表示图4.10所示的赋权无向图’其中V＝｛〃l’〃2…’U6｝为顶点集

合’E为边的集合’邻接矩阵W＝（测『）6×6’这里

.厂｛穿吗之间边的权值,勤』与叫之间有边时,当U』与吗之间无边时’
引进0＝1变量

●
β

’

●●●

●
厂

∑
’

〗ˉ
＝

●
口
ˉ
∏
〃
凹’

●
■
■
凸
＝
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4.3.4 最短路问题的0-1 整数规划模型

下面以无向图为例说明最短路的0-1整数规划模型，对有向图来说也是类似的。
对于给定的赋权图G=（V，E，W），其中V={u，v⋯，v。为顶点集合，E为边的集合，

邻接矩阵W=（w）），这里
fr.与v;之间边的权值，当v;与v，之间有边时，

曼义 ij=1,2,⋯,R, 当》;与v;之间无边时，

现不妨求从v，到v_（m≤n）的最短路径。引进0-1变量
{1， 边（v，uy）位于从v，到y的最短路径上，之 i=1,,⋯,n.0，否则，

于是最短路问题的数学模型为

出 (4.1)min

信-高i=2，3.⋯，n且i≠m，

=[A·v=,
(4.2)8.1. 2o0=0,

=1,e
ij=12,⋯,.工=0或1，，

这是一个0~1整数规划模型。

例4.11 在图4.10中，求从n，到v的最短路径和最短距高。

60. 30
21 占20

/葛12“
15当寸 15 也 才黎命

图4. 10 赋权元向图

解 用G=（V，E，W）表示图4.10所示的赋权无向图，其中V={，，，⋯，为顶点集
合，E为边的集合，邻接矩阵W=（w，>6kk，这里

【?;与y之间边的权值，当，与v，之间有边时，wod- ij=1,2,⋯,6.当v，与v;之间无边时，一昌。
引进0-1 变量
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％≡｜左碧勋恤于从屿到约的最短路径上,
于是最短路问题的数学模型为

6 6

min∑∑测州’
t＝l j＝1

j’j＝1’2’…’6,

’
β

’
日

’
〕

’
］ˉ

＝

●
●
几
凹

’螺

β
亏
〉
～
间
■
几

’

＝
ˉ

ˉ
ˉ

刁

『
卯

卯

S.t·

卯》2＝0’
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＝0或1’ 网
’

●●●
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″

∑
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ˉ

●
勺
口
∏
·
凹’

●
■
几
■

其中的第1个约束条件表示对于非起点和终点的其他顶点’进人的边数等于出来的边数’

第2个约束条件表示起点只能发出-条边’第3个约束条件表示起点不能进人边’第4个

约束条件表示终点只能进人1条边。

利用Matlab软件求得的最短路径为o2→《′5ˉ→《′6→o4’对应的最短距离为37。

c1c′c1e己r′己≡zer◎s（6）;

己（1′ ［2′5］）＝［18′15］;己（2′ ［3:5］）＝［20′60′12］′

己（3′［4′5］）＝［30′18］;a（4′6）＝10;己（5′6）＝15′

老输入完整的邻接矩阵b＝己＋己0;

哈这里1000000表示充分大的正实数b（b≡＝0）＝1000000;

Pr◎b＝◎P℃jmPr◎b1em;

x＝◎P℃土mv己r（!x｜′6′6′｜Iype‖′!土n℃eger‖′｜L◎werB◎und!′0′｜UpperB◎und｜ ′1）′

pr◎b.Objec七jve＝sum（sum（b.＊X））;

c◎n1＝◎P仁jmc◎ns℃r（4）;

f◎rj＝se七d土ff（［1:6］′ ［2′4］）

c◎n1（土） ＝sum（x（土′ :））≡＝su∏l（x（:′土））;

end

pr◎b·C◎ns亡ra土n亡s·c◎n1＝c◎n1;

pr◎b·C◎ns亡r己土n亡s.c◎n2＝ ［su∏l（x（2′ :））＝＝1′sum（x（:′2））＝≡0′sum（x（:′4））＝≡1］;

［S◎1′fv己1′f1己g′◎u七］＝S◎1ve（pr◎b）′xx＝S◎1.x

嗜找非零元素的行标和列标［土′j］＝且nd（xx）;

±j＝ ［j『;j!］

4.4最小生成树

树（扛ee）是图论中非常重要的一类图’它类似于自然界中的树,结构简单｀应用广泛’
最小生成树问题是其中的经典问题之＿。在实际应用中’许多问题的图论模型都是最小
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（1，边（r，y）位于从吃。到v。的最短路径上，量 ij=1,2,⋯,6.0，否则，
于是最短路问题的数学模型为

efAmgr,min
6

汹扩” i= 1,3,5,6,材乌

出当“
9、t。 计“。

涵甘”
诚j= 1，2，⋯，3.*=0或1，

其中的第1个约束条件表示对于非起点和终点的其他顶点，进入的边数等于出来的边数，
第2个约束条件表示起点只能发出一条边，第3个约束条件表示起点不能进人边.第4个

约束条件表示终点只能进入1条边。
利用 Matlab 软件求得的最短路径为 vn→v3一→vg一→v，对应的最短距离为37。
clc, clear, a= zeroB (6);
a(1,[2,5]= [18,15); a{2,[3:5])=[20,60,12];
a(3,[4,S))=[30,18]; a4,6)=10;a(5,6)=15;

b=a+a'; 8输入完整的邻接矩阵

b(D==0) =1000000; 8这里 1000000表示充分大的正实数

prob = optimproblem;
x= optimvar('x',6,6,'Type','integer','LowerBound',0,'UpperBound',1);
prob.Objective = sum [aumtb.*x));
con1 =optimcongstr (4)
for i=petdiff([1:6], [2,4])

con1 (1)= sum(x(i,:})= aun(x(:,i));

end
prob.Constraints.conl = con1;
prob.Conatraints.con2=[sum(x{2,:==1;sum(x(:,2))==0;sum(x(,4))=1];
[sol,fval,flag,out]= solve (prob),xox=9ol.x

老找非零元素的行标和列标[,3]= find(xx);
1j=[i;j"]

4.4 最小生成树

树（tree）是图论中非常重要的一类图，它类似于自然界中的树，结构简单、应用广泛，
最小生成树问题是其中的经典问题之一。在实际应用中，许多问题的图论模型都是最小
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生成树’如通信网络建设、有线电缆铺设、加工设备分组等°

4.4·1墓本概急和算法

1.基本概念

定义4.12连通的无圈图称为树。

例如’图4.11给出的Gl是树’但G2和G3则不是树°

U2 U3 U2 U3

／
U5

U5

山吻U】 Ul

G1 G2

图411树与非树

G3

定理4·2设G是具有n个顶点m条边的图’则以下命题等价°

（1）图G是树°

（2）图G中任意两个不同顶点之间存在唯—的路°

（3）图G连通’删除任一条边均不连通°

（4）图G连通’且Ⅶ＝m＋1°

（5）图G无圈,添加任一条边可得唯一的圈°

（6）图G无圈’且几＝m＋1°

定义4.13若图G的生成子图H是树’则称H为G的生成树或支撑树。

＿个图的生成树通常不唯＿°

定理4·3连通图的生成树＿定存在。

证明给定连通图G’若G无圈’则G本身就是自己的生成树。若G有圈证朋给定连通图G’若G无圈’则G本身就是自己的生成树。若G有圈’则任取G中

一个圈C’记删除C中-条边后所得之图为G′°显然G′中圈C已经不存在’但G′仍然连通。

若G′中还有圈’再重复以上过程,直至得到＿个无圈的连通图H°易知H是G的生成树。

定理4.3的证明方法也是求生成树的一种方法’称为“破圈法”。

定义4·14在赋权图G中’边权之和最小的生成树称为G的最小生成树。

＿个简单连通图只要不是树’其生成树＿般不唯-’而且非常多°-般地’n个顶点

的完全图’其不同生成树的个数为n厕ˉ2°因而’寻求—个给定赋权图的最小生成树’-般
是不能用枚举法的°例如’20个顶点的完全图有20l8个生成树’20l8有24位。所以’通过
枚举求最小生成树是无效的算法,必须寻求有效的算法°

构造连通图最小生成树的算法有Kruskal算法和Pnm算法。

对于赋权连通图G＝（V’E’W）’其中V为顶点集合,E为边的集合’W为邻接矩阵’这

里顶点集合V中有见个顶点’下面构造它的最小生成树°
2·Kruskal算法

Kruskal算法思想:每次将-条权最小的边加人子图T中’并保证不形成圈°Kruskal
算法如下:

（1）选el巳E’使得el是权值最小的边°
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生成树，如通信网络建设、有线电缆铺设、加工设备分组等。

4.4.1 基本概念和算法

1.基本概念
定义4.12 连通的无圈图称为树。
例如，图4.11给出的G是树，但C2和G;则不是树。

制司 的 占占 句

轨 ）的。
了 一占业 堂 兰初

G 印 G
图4.11 树与非树

定理4.2 设G是具有n个顶点m 条边的图，则以下命题等价。
（1）图G是树。
（2）图G中任意两个不同顶点之间存在唯一的路。
（3）图G连通，删除任一条边均不连通。
（4）图G连通，且n=m+1。
（5）图G无圈，添加任一条边可得唯一的圈。

（6）图G无圈，且n=m+1。

定义4.13 若图G的生成子图H是树，则称H为G的生成树或支撑树。
一个图的生成树通常不唯一。
定理4.3 连通困的生成树一定存在。
证明 给定连通图G，若G无圈，则G本身就是自已的生成树。若G有圈，则任取G中

一个圈C，记删除C中一条边后所得之图为G'。显然G'中圈C巳经不存在，但C仍然连通。
若G'中还有圈，再重复以上过程，直至得到一个无围的连通图H。易知H是G的生成树。

定理4.3的证明方法也是求生成树的一种方法，称为"破圈法"。
定义4.14 在赋权图C中，边权之和最小的生成树称为G的最小生成树。
一个简单连通图只要不是树，其生成树一般不唯一，而且非常多。一般地，n个顶点

的完全图，其不同生成树的个数为n一-2。因而，寻求一个给定赋权图的最小生成树，一般
是不能用枚举法的。例如，20个顶点的完全图有20"个生成树，201有 24位。所以，通过
枚举求最小生成树是无效的算法，必须寻求有效的算法。

构造连通图最小生成树的算法有 Kruskal算法和 Prim 算法。
对于赋权连通图G=（V，，E，W），其中V为顶点集合，E为边的集合，W为邻接矩阵，这

里顶点集合V中有n个顶点，下面构造它的最小生成树。
2.Krueral算法

Krukal算法思想∶每次将一条权最小的边加人子图T中，并保证不形成圈。Kruakal
算法如下∶

（1）选e;EE，使得e，是权值最小的边。
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（2）若el ’e2’…,e』已选好’则从E-｛el ’e2’…,e》｝中选取e龄l’使得｛el’e2’…’ed’e龄l ｝

中无圈’且e龄l是Eˉ｛el ,e2’…’e《 ｝中权值最小的边°

（3）直到选得e＂ˉl为止。

3.Prim算法

设置两个集合P和Q,其中P用于存放G的最小生成树中的顶点’集合Q存放G的
最小生成树中的边°令集合P的初值为P＝｛″l ｝ （假设构造最小生成树时,从顶点ol出

发）’集合Q的初值为Q＝○（空集）。Pnm算法的思想是’从所有p匡P’u匡V＝P的边中’
选取具有最小权值的边po’将顶点″加人集合P中’将边Ix′加人集合Q中’如此不断重
复’直到P＝V时’最小生成树构造完毕’这时集合Q中包含了最小生成树的所有边。
Pmm算法如下:

（1）P＝｛″l ｝ ’Q＝●;

（2）whileP～＝V

找最小边p〃,其中p匡P’″匡V-P;

P＝P＋｛U｝ ;

Q＝Q＋｛pU｝ ;
end

4·最小生成树举例

例4.12-个乡有9个自然村,其间道路及各道路长度如图4.12所示’各边上的数

字表示距离’问架设通信线时’如何拉线才能使用线最短。

解这就是-个最小生成树问题’用Kruskal算法求解。先将边按大小顺序由小至大
排列:

（″0’″2）:1’（″2’似3）:1,（″3’〃4）:1,（0l,″8）:1’（″0’″!）:2’（″0’″6）:2,（o5’″6）:2’（″0’″3）:3’
（似6’″7）:3,（似o’04）:4’（″0’″5）:4’（″0’″8）:4’（″l ’o2）:4’（″0,″7）:5’（″7’〃8）:5’（″4’″5）:5.

然后按照边的排列顺序’取定

el＝（〃0’〃2）’e2＝（″2’″3）’e3＝（o3’″4）’e4＝（″l ’似8）,e5＝（〃0’似l）’e6＝（″0’o6）’e7＝（刚5’″6）.
由于下＿个未选边中的最小权边（″0’o3）与已选边el’e2构成圈’所以排除’选e:＝

（″6,o7）’得到的图4.13就是图G的一颗最小生成树,它的权是13。
4 U2 l U3 UUl

ll

U8 UU4

55

U7 3 U6 2 U5

图412道路示意图 图4.13生成的最小生成树

基于邻接矩阵构造图的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11′a＝zer◎s（9）′

己（1′ ［2:9］）＝［21344254］′

a（2′ ［39］）＝［41］′己（3′4）＝1;己（4′5）＝1;

己（5′6）＝5;己（6′7）＝2′己（7′8）＝3′己（8′9）＝5′
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（2）若日，e，，⋯，e已选好，则从E-1e;，向a，⋯，e}中选取ew，，使得{e，e，⋯，e;eal
中无圈，且 e是E-{e;，，，⋯，e}中权值最小的边。

（3）直到选得e为止。
3. Prim 算法
设置两个集合P和Q，其中P用于存放G的最小生成树中的顶点，集合O存放G的

最小生成树中的边。令集合P的初值为P=|21}（假设构造最小生成树时，从顶点v出
发），集合Q的初值为Q=②（空集）。Prim算法的思想是，从所有peP，veV-P的边中，
选取具有最小权值的边p，将顶点。加入集合P中，将边p加入集合Q中，如此不断重
复，直到P=V时，最小生成树构造完毕，这时集合Q中包含了最小生成树的所有边。

Prim算法如下∶

（1） P=\v，，Q=?;
(2) while P~=V

找最小边 p，其中p∈P，wE V-P;
P=P+{创;
Q=Q+pm'l;

end
4.最小生成树举例

例4.12 一个乡有9个自然村，其间道路及各道路长度如图4.12所示，各边上的数
字表示距离，问架设通信线时，如何拉线才能使用线最短。

解 这就是一个最小生成树问题，用Kruakal算法求解。先将边按大小顺序由小至大
排列∶
（v，2）;1，（v，s）∶1，（vg，va）∶1，（v，）∶1，（to，）∶2，（b，v）∶2，<vs，va）∶2，（跆，四）∶3，
（v，）∶3，（2，v）∶4，<mo，也s）∶4.，（2o，vg）∶4，（v，a）∶4，（职，的）;5，（v，Pe）∶5，（以，v）∶5.

然后按照边的排列顺序，取定
e=（??P），e2=（2a，），e3=（的，4），e=（v，v），es=（to，）），心=（u，a），，=（v，ug）.

由于下一个未选边中的最小权边（少，v4）与已选边e，e，构成圈，所以排除，选eg=
（v，v），得到的图4.13就是图G的一颗最小生成树，它的权是13。一夕 g 当A 。 ry2‘ -； 司

吲 歇v言 巧9 变

A， e” 人分$
7 弘2 32b6 秒’色 包？

围4.13 生成的最小生成树图4.12 道路示意图

基于邻接矩阵构造图的 Maulab 程序如下; 
clc，clear， elo8e all，a=zero容（9）;
a(L,[2:9])=[2134425 4l;
a2,(39])=[41]; a(3,4)=1;a(4,5)=1;
a（5，6）=5;a16，7）=27a们，8）=3;a（8.9）=5;
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s＝ce11st工（s仁rca亡（｜v｜′±n七2str（［0:8］｜）））;

G＝gr己ph（己′s′0upper‖）;p＝p1◎七（G′｜EdgeL己be1‖′G·Edges.Wejght）′

T＝m土nsp己n℃ree（G′｜Me七h◎d｜′0sp己rse｜） 8Kruska1算法

L＝sum（T.Edges.Wejgh仁）′hjghUgh仁（p′T）

基于边的细胞数组构造图的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

n◎d＝ce11s七r（s仁rc己仁（｜v!′土nt2s仁r（［0:8］!）））;

G＝gr己ph;G＝己ddn◎de（G′n◎d）;

ed＝｛｜v0｜′｜v1｜′2′｜v0｜′｜v2｜′1;｜v0｜′｜v3｜′3′｜v0｜′｜v4｜′4

『v00′0v50′4;0v0!′0v60′2;『v0‖′0v7『′5;0v00′0v80′4

｜v1!′｜v2｜′4『｜v1｜′｜v8｜′1;｜v2!′0v3｜′1;｜v3『′‖v4｜′1

｜v4‖′｜v50′5′｜v5｜′｜v6!′2;!v60′｜v7!′3;『v7‖′!v80′5｝;

G＝己ddedge（G′ed（:′1）′ed（:′2） ′ce112m己t（ed（:′3）））;

p＝p1◎仁（G′‖EdgeLabe1｜ ′G·Edges·Wejgh仁）;

T＝m土nsp己n亡ree（G）′L＝sum（T·Edges·Wejgh亡）

h土gh11ght（p′T）

4.4.2最小生成树的数学规划模型

根据最小生成树问题的实际意义和实现方法’也可以用数学规划模型来描述’同时能
够方便地应用Madab来求解这类问题。

顶点o』表示树根’总共有n个顶点°顶点似‘到顶点吟边的权重用测矿表示’当两个顶
点之间没有边时,对应的权重用M（充分大的正实数）表示’这里Ⅷ蹦＝M’t＝1’2’…’n°
引人0-1变量

”ˉ｛;!鼓戳麓票蕊年
几 n

目标函数是使得z＝∑∑”洲最小化。
j＝1 j＝1

约束条件分成如下4类:

（1）根〃l至少有-条边连接到其他的顶点’即
见

∑鳃v≥1.
j＝1

（2）除根外’每个顶点只能有-条边进人’即
见

∑鳃墩＝1’ j＝2’…’″.
j＝1

以上两约束条件是必要的’但不是充分的’需要增加一组变量吟（／＝1’2,…,Ⅶ）,再附
加约束条件:

（3）限制q′的取值范围为
皿1＝0’ 1≤uj≤n-1’ t＝2’3’…’n·

（4）各条边不构成子圈’即

皿‘-吟＋狮旷≤′l-1’ j＝1’…’n’j＝2’…’几·
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sxcellstr(atrcat(v,int2gstr([0:8]')1);
G=graph(a,/'upper');p=plot(a,'BdgeLabe1',G.Edges,Weight);
T=minspantree (G,'Method','8parsel)鲁Kruskal算法

L=sum（性T.Edgee.Weight），highlight tp，T}
基于边的细胞数组构造图的 Matlab 程序如下;

clc, clear, cloge al1
nod =cellstr(strcat (v',int2str([0;8]')));

G= graph;G =addnode (G,nod);

ed=[v0',v1',2'v0',v2',1iv0','v31,3:'v0','v4',4

'v0','v5',4;'v0','v6',2 1'v0''v7t,5'v0*,'vB',
'v1','v2',4;v1','va',1;'v2','v3',1;v3','vd',1
'v4','v5',5/v5','v6',2;'v6','vT',3;'vT'vB',5);

g=addedge(G,ed(:,1),ed(:,2),cel12mat (ed(:,3)))
p=plot(G,'EageLabel',G.Edge8.Weght);

T=minspantree(G),Lxsum(P、Bdgee.Weight)
highlight (p,T)

4. 4.2 最小生成树的数学规划模型

根据最小生成树问题的实际意义和实现方法，也可以用数学规划模型来描述，同时能
够方便地应用 Matlab来求解这类问题。

顶点》，表示树根，总共有n个顶点。顶点v;到顶点v;边的权重用w表示，当两个顶
点之间没有边时，对应的权重用M（充分大的正实数）表示，这里w=M，i=1，2，⋯，n。

引人0-1变量
（1，当从v到v;的边在树中，

岁0，当从v;到y，的边不在树中.

目标函数是使得∶- 2二"μg最小化。
约束条件分成如下4类∶
（1）根 v，至少有一条边连接到其他的顶点，即

吵量当广
（2）除根外，每个顶点只能有一条边进入，即

心碧自“肖“了详
以上两约束条件是必要的，但不是充分的，需要增加一组变量u（j=1，2，⋯，n》，再附

加约束条件∶
（3）限制u，的取值范围为

u=0，1≤u，≤n-1，i=2，3，⋯，丹.
（（4）各条边不构成子圈，即

好-#+nay≤n-1，i=1，⋯，nJj=2，⋯，n.
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综上所述’最小生成树问题的0-1整数规划模型如下:
见 见

minz＝∑∑测,鳃,’
』＝1 j＝1

（43）

β
′

卯v≥1,

j＝2’…’见’’
］＝

＝

…
γ

卯

（4.4）S°t·

＝0’1≤皿j≤厕＝1’ ′＝2’3’…’n’

-吟＋几则旷≤几＝1’ t＝1’…’n’j＝2’…’几’
＝0或1’ j’j＝1’2’…’Ⅶ。

｛ 利用数学规划模型式（4.3）和式（4.4）求解例4.12°例4·13（续例4·12） 利用数学规划模型式（4.3）和式（4.4）求解例4.1

c1c′c1e己r′c1◎se己11′n＝9′

n◎d＝ce］ˉ1s七r（s仁rca七（｜v｜′土n亡2str（［0:n-1］｜）））′

G＝gr己ph（）;G≡addn◎de（G′n◎d）;

ed＝｛｜v0‖ ′｜v1｜′2;｜v0｜′｛v2｜′1;｜v0｜ ′｜v3｜′3『｜v0｛′｜v4｜′4

‖v00′｜v50′4;0v0‖′0v60′2;0v00 ′‖v70′5;0v0‖′0v8‖′4

0v1!′‖v20 ′4;‖v10′0v8‖′1;0v20′0v30′1;『v3‖′0v40′1

′v40′｜v5｜ ′5;0v5‖′0v6｀′2;0v6!′’v7‖′3;!v7↑′｜v8‖′5｝;

G＝己ddedge（G′ed（:′1）′ed（:′2）′ce112m己仁（ed（:′3）））;

w＝fu11（己dj己cency（G′!we1gh℃ed｀））;

嗜这里1000000表示充分大的正实数w（w＝＝0） ＝1000000;

pr◎b＝◎p七土∏pr◎b1em;

x＝◎P亡土mvar（!x｜′n′n／Type｜′｜jn亡eger｜′｛L◎werB◎und｜′0′｜UpperB◎und｜′1）′

u＝◎p仁土mvar（｀u『′n′0L◎werB◎und｜′0）;

pr◎b.Objec仁1ve≡sum（sum（w.＊x））;

pr◎b·C◎ns仁ra土n七s.c◎n1＝ ［sum（x（:′ ［2:end］））｜＝＝1》u（1）≡＝0］′

c◎n2≡ ［1＜＝sum（x（1′:））;1＜＝u（2:end）′u（2:end）＜＝n＝1］;

f◎rj＝1:n

.f◎rj＝2:n

c◎n2＝ ［c◎n2;u（1）ˉu（j）＋n＊x（j′j）＜＝n＝1］;

end

end

pr◎b°C◎ns亡r己1n亡s·c◎n2＝c◎n2;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u仁］ ＝s◎1ve（pr◎b）

［土′j］＝f土nd（s◎1·x）′

土nd＝ ［（土-1）‖;（jˉ1）｜］ 培输出树的顶点编号

4·5着色问题

已知图G＝（V’E）’对图G的所有顶点进行着色时’要求相邻的两顶点的颜色不一
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综上所述，最小生成树问题的0-1整数规划模型如下;

昌”沁沁之 (4.3)

昭？：
E[ “门！子。2·=1. (4.4)却中

山，=0，I≤恶≤n-1，i=2，3，⋯，R，
时-山+n≤n-1，i=1，⋯，热j=2，⋯，n，

ij=1,2⋯,A.z=0或1，
例4.13（簇例4.1）利用数学规划模型式（4.3）和式（4.4）求解例4.12。
elc,clear, close all,n = 9;
nod =cellgtr(strcat('√,int2str([0:n-1]))l;
G = graph();G = addnode (G,nod);
ed =f'v0','v1',2:'v0','v2',1;'v0',v3',3;'v0',v4',4

'v0','v5',4;'v0','v6',2rv0',v7',S'v0','v8',4
'v1','v2',4;'v1','v8',1;v2'.v3',1;'v3','v4',1
'v4','vs',5/v5','v6',2;'v6','v7',3?'v7','vB',5}7

G= addedge (G,ed(:,1),ed{:,2},cel12mat(ed(:,3)));
w = ful1 {adjacency (G,'weighted'1):
w（w==0}= 1000000; 8这里1000000表示充分大的正实数
prob= optimproblem;
x= optimvar(x',n,n,'Type',integer',LowerBound',0,'UpperBound',1);
u = optinvar (u',n,'LowerBound',0)
prob,Objective = sum (aum{w.*×));
prob.Constraints.con1 = [gum(x(:,[2;end]}'==1;u1)=0];
con2=[1<=aum(x(,:));1<=u(2:end); uf2tend)<=n-1];
foE 1= 1:n

.for j= 2:n
con2=[con2;u{i)-u(j)+n*x{i,)<=n-1];

end
end
prob,Conetraintg.con2= con2;
[sol,rval,Elag,out]= solve (/prob)

[i,j]=find {aol,x);
ind=【{-1'（-1"】 输出树的顶点编号

4.5 着 色 问题

已知图G=（V，E），对图G的所有顶点进行着色时，要求相邻的两顶点的颜色不一
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样’问至少需要几种颜色’这就是所谓的顶点着色问题。

若对图C的所有边进行着色时’要求相邻的两条边的颜色不＿样’问至少需要几种

颜色’这就是所谓的边着色问题°

这些问题的提出是有实际背景的°值得注意的是’着色模型中的图是无向图°对于

边着色问题可以转化为顶点着色问题。

例4.14物资存储问题°一家公司制造＂种化学制品Al’A2’…’A测,其中有些化学
制品若放在～起可能产生危险’如引发爆炸或产生毒气等’称这样的化学制品是不相容

的°安全起见’在存储这些化学制品时’不相容的不能放在同一储存室内°则至少需要多

少个存储室才能存放这些化学制品?

构造图G’用顶点ol ’o2’…’似厕分别表示见种化学制品’顶点叫与吟相邻’当且仅当化
学制品A‘与今不相容。
于是存储问题就化为对图G的顶点着色问题’对图G的顶点最少着色数目便是最少

需要的储存室数°

例4.15无线交换设备的波长分配°有5台设备’要给每一台设备分配一个彼长°

如果两台设备靠得太近,则不能给它们分配相同的彼长’以防干扰°已知ol和″2｀″4｀似5靠
得近’″2和″3｀〃啡靠得近’o3和″4、″5靠得近。问至少需要几个发射波长°

以设备为顶点构造图G＝（V’E）,其中V＝｛似l ,″2,…’o5｝ ’
ol’o2’…’似5分别代表5台设备。E为边集’如果两台设备靠

得太近’则用-条边连接它们。于是图C的着色给出—个波

长分配方案:给着同一种颜色的设备同-个波长。画出着色

图如图4.14所示’可知需要3个发射波长°

下面介绍着色的方法°下面介绍着色的方法° 图414 5台设备的关系图

对图G≡（V’E）的顶点进行着色所需最少的颜色数目用x（G）表示’称为图G的色数。
定理4.4若图G≡（V,E）’△＝max｛d（U） ｜O巨V｝为图G顶点的最大度数’则X（G）≤

△＋1。

例4·16会议安排°学校的学生会下设6个部门’部门的成员如下:部门1＝｛张’
李’王｝ ’部门2＝｛李’赵,刘｝ ’部门3＝｛张’刘’王｝ ’部门4＝｛赵’刘’孙｝ ’部门5＝｛张’
王’孙｝ ’部门6＝｛李,刘’王｝ ’每个月每个部门都要开-次会’为了确保每个人都能参加
他所在部门的会议’这6个会议至少需要安排在几个不同的时段?

构造图G＝（V’E）’其中V＝｛″l ’″2,…’U6｝ ’这里ol ’
U2’…’〃6分别表示部门1～部门6;E为边集’两个顶点之间有

-条边当且仅当它们代表的委员会成员中有共同的人’如
图4. 15所示’该图可以用4种颜色着色’可以看出至少要用4

种颜色’ol、o2、〃3构成＿个三角形,必须用3种颜色’o6和这3
个顶点都相邻’必须再用-种颜色。着同-种颜色的顶点代个顶点都相邻’必须再用-种颜色。着同-种颜色的顶点代图4.15部门之间关系图
表的部门会议可以安排在同一时间段’而不同颜色代表的部门会议必须安排在不同的时
间段’故这6个会议至少要安排在4个不同的时间段,其中’部门1和部门4’部门2和部
门5的会议可以安排在同一时间段°

定理4.4给出了色数的上界’着色算法目前还没有找到最优算法°下面给出例4. 16
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样，问至少需要几种颜色，这就是所谓的顶点著色问题。

若对图G的所有边进行着色时，要求相邻的两条边的颜色不一样，问至少需要几种
颜色，这就是所谓的边着色问题。

这些问题的提出是有实际背景的。值得注意的是，着色模型中的图是无向图。对于

边着色问题可以转化为顶点着色问题。

例4.14 物资存储问题。一家公司制造n种化学制品 A，，A，⋯，A，其中有些化学
制品若放在一起可能产生危险，如引发爆炸或产生毒气等，称这样的化学制品是不相容
的。安全起见，在存储这些化学制品时，不相容的不能放在同一储存室内。则至少需要多
少个存储室才能存放这些化学制品?

构造图C，用顶点v，V2，⋯，"，分别表示n种化学制品，顶点v与》;相邻，当且仅当化
学制品A.与A;不相容。

于是存储问题就化为对图G的顶点着色问题，对图G的顶点最少着色数目便是最少
需要的储存室数。

例4.15 无线交换设备的波长分配。有5台设备，要给每一台设备分配一个波长。
如果两台设备靠得太近，则不能给它们分配相同的波长，以防干扰。已知y，和y、vvz靠
得近，v和vs、v，靠得近，v和v、vs靠得近。问至少需要儿个发射波长。

以设备为顶点构造图G=（V，E），其中V={v，"，⋯，vs}， 1

v，"，⋯，vs分别代表5台设备。E为边集，如果两台设备靠
得太近，则用一条边连接它们。于是图G的着色给出一个波
长分配方案;给着同一种颜色的设备同一个波长。画出着色
图如图 4.14所示，可知需要 3个发射波长。

图4，14 5台设备的关系图下面介绍着色的方法。
对图 G=（V，E）的顶点进行着色所需最少的颜色数目用X（G）表示，称为图G的色数。
定理4.4 若图G=（V，E），A=max{d（v）|veV为图G顶点的最大度数，则X（G）≤

4+1。
例4.16 会议安排。学校的学生会下设6个部门.部门的成员如下∶部门1=张，

李，王}，部门2={李，赵，刘|，部门3={张，刘，王}，部门4={赵，刘，孙|，部门5={张，
王，孙|，部门6=|李，刘，王}，每个月每个部门都要开一次会，为了确保每个人都能参加
他所在部门的会议，这6个会议至少需要安排在几个不同的时段?

构造图G=（V，E），其中V={v;，t2，⋯，v}，这里 v，
t，，⋯，v分别表示部门1~部门6;E为边集，两个顶点之间有
一条边当且仅当它们代表的委员会成员中有共同的人，如
图 4.15所示，该图可以用4种颜色着色，可以看出至少要用4
种颜色，v、也、t，构成一个三角形，必须用3种颜色，v。和这3

图4.15 部门之间关系图个顶点都相邻，必须再用一种颜色。着同一种颜色的顶点代
表的部门会议可以安排在同一时间段，而不同颜色代表的部门会议必须安排在不同的时
间段，故这6个会议至少要安排在4个不同的时间段，其中，部门1和部门4.部门2和部
门5的会议可以安排在同一时间段。

定理4.4给出了色数的上界，着色算法目前还没有找到最优算法。下面给出例4.16
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计算色数的整数线性规划模型。

例416中顶点个数几＝6,顶点的最大度△＝5。引人0ˉ1变量

Ⅶ≡｛左喜扇ˉ第臆种颜色时,问,2』……,2｀…,川
设颜色总数为y’建立如下整数线性规划模型:

mIny’

ik＝1’ j＝1’2’…’n’

吼≤1’ （〃‘’u／）巨E’k＝I’2’…’△＋1’
A＋1

买肋雌’ ‘＝1’2’…,厕’
k＝1

0或1’ t＝1’2’…’几’k＝1’2,…,△＋1.

S·t°

c1c′c1e己r

S＝｛｛｜张‖′｜李｜′｜王｜｝;｛｛李｜′｜赵｜′｜刘｜｝′｛｜张｜ ′｜刘｜ ′｜王｜｝;

｛0赵｜′｜刘‖′｜孙｜｝′｛｜张｜ ′｜王｜ ′｜孙｜｝′｛｜李｜ ′｜刘｜′｜王｜｝｝′

n＝1eng仁h（s）;w＝zer◎s（n）;

f◎r工＝1:n-1

f◎rj＝1＋1:n

土f～土semp℃y（土n℃ersec仁（s｛1｝′s｛j｝））

w（j′j）＝1;

end

end

end

［n土′nj］＝且nd（w）′ 嗜边的顶点编号
老计算完整的邻接矩阵w＝w＋w0;

deg＝sum（w） ′K＝m己x（deg） 啥顶点的最大度

Pr◎b＝◎P亡1mPr◎b1em′

x＝◎P仁土mv己r（0x｜ ′n′K＋1′ !Ti／pe｜ ′｜土n仁eger｜′｜L◎werB◎und′′0／UPperB◎und｜ ′1）′

y＝◎p七土mv己r（｜y｜）′pr◎b.Objec仁1ve＝y′

pr◎b·C◎ns亡r己土n七s·c◎n1＝sum（x′2）＝＝1;

pr◎h.C◎ns七r己1n仁s.c◎n2＝x（n土′ :）＋x（nj′ :）＜＝1′

Pr◎］o.C◎ns℃r己土n仁s.c◎n3＝x＊［1:K＋1］｜＜≡y;

［s◎1′fva1′ f1ag′◎ut］ ＝s◎1ve（p工◎h）

［土′k］＝且nd（s◎1.x）;

fpr土n亡f（｜顶点和颜色的对应关系如下:＼n‖）

土k＝ ［土｜;k‖］

4·6最大流与最小费用流问题

4·6.1最大流问题

许多系统包含了流量问题’如公路系统中有车辆流｀物资调配系统中有物资流、金融
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计算色数的整数线性规划模型。
例4.16中顶点个数n=6，顶点的最大度A=5。引人0-1变量

（1，当o;着第k种颜色时， =1，2，⋯，双;k=1，2，⋯，4+1.量0，否则，
设颜色总数为y，建立如下整数线性规划模型∶

nmin y,

≥.=1,, i=1,2,⋯,a,
*a+*≤1,(8,y)EE,=I,2,⋯,A+1,8,1., A+J]

kea,i= 12⋯,n,2
【??=0或1，i=1，2，⋯，n，k=1，2，⋯，A+1.

clc, clear
3={{张'，李'，'王）;（李'，赵'，刘）;{张'，刘，王'》;

《赵'，'刘，'孙'）;'张，王'，孙'）;'李'，刘，王）};

n= length(s);w = zeros ();
for 1=1:n-1

or j=i+1:n
if~iserpty(intersect(8(i),3())

w(,3)=l;
end

end
end

边的顶点编号[ni,n]= find(w);
老计算完整的邻接矩阵 = W+ W';
顶点的最大度deg = gumt (w); K= max (deg)

prob =optimproblem;
x=optimvar(×,n,K+1,'Type''integer','LowerBound',0,'UpperBound',1);
y=optimvar (y'); prob.0bjective = Y;
prob.Con容trainte、con1l = gum （x，2）==1;
prob.Con8traints.con2 = x (ni,:}+x(nj,:)<=1;
prob.Constraint8.con3 = x*[1:K+1]'<=y;
[eol,fval, f1ag,out]= solve (prob)
[1,k] = find(eol.x);
fprlnt至（顶点和颜色的对应关系如下∶\n'）
ik=[i'; k']

4.6 最大流与最小费用流问题

4.6.1 最大流问题
许多系统包含了流量问题，如公路系统中有车辆流、物资调配系统中有物资流、金融
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系统中有现金流等。这些流问题都可归结为网络流问题’且都存在-个如何安排使流量

最大的问题’即最大流问题°下面先介绍最大流问题的相关概念°

1·基本概念

定义4·15给定-个有向图D＝（V,A）,其中A为弧集’在V中指定了＿点’称为发

点或源（记为os）’该点只有发出的弧;同时指定-个点称为收点或汇（记为″‘）’该点只有

进人的弧;其余的点叫中间点,对于每一条弧（″‘’吗）匡A,对应有＿个c（″t’吗）≥0（或简写
为c『）’称为弧的容量。通常把这样的有向图D称为一个网络’记作D＝（V’A’C）’其
中C＝｛c旷｝°

所谓网络上的流是指定义在弧集合A上的-个函数／＝｛乃｝＝｛帅d’叫）｝ ’并称乃为弧
（″《’吗）上的流量°

定义4·16满足下列条件的流f称为可行流°

（1）容量限制条件:对每一条弧（〃‘’纱）匡A’0≤／》≤c,°
（2）平衡条件:对于中间点’流出量＝流人量’即对于每个j（j≠s’t）有

∑乃ˉ ∑九＝0;
／:（o〔,0〉巨A k:（Uk,Ut）eA

对于发点似‘’有

∑乃＝″;
j:（Us,0〉巳A

对于收点刨』’有

∑戊』＝″;
k:（Uk’0〖）eA

式中:似称为这个可行流的流量’即发点的净输出量°
可行流总是存在的’例如零流°

最大流问题可以写为如下的线性规划模型:

maxu’

‖‖ α〗
S°t.

若给定-个可行流／＝｛乃｝ ’则把网络中使乃＝c,的弧称为饱和弧’使乃＜c,的弧称为非
饱和弧°把乃二0的弧称为零流弧蝎＞0的弧称为非零流弧°

若〃是网络中连接发点U＄和收点″′的＿条路’我们定义路的方向是从〃‘到o′’则路
上的弧被分为两类:-类是弧的方向与路的方向-致’叫作前向弧’全体记为〃＋;另一类
弧与路的方向相反’称为后向弧,全体记为〃ˉ°

定义4。17设／是一个可行流,〃是从U‘到U』的一条路’若〃满足前向弧是非饱和
弧’后向弧是非零流弧’则称〃为-条（关于可行流／）增广路。

2·寻求最大流的标号法（Ford＝Fulkerson）

从似s到ot的-个可行流出发（若网络中没有给定／,则可以设／是零流）’经过标号过
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系统中有现金流等。这些流问题都可归结为网络流问题，且都存在一个如何安排使流量
最大的问题，即最大流问题。下面先介绍最大流问题的相关概念。

1.基本概念
定义4.15 给定一个有向图D=（V，A），其中A为弧集，在V中指定了一点，称为发

点或源（记为u），该点只有发出的弧;同时指定一个点称为收点或汇（记为v），该点只有
进入的弧;其余的点叫中间点，对于每一条弧（vv）eA，对应有一个c（v;，））≥0（或简写
为cs），称为弧的容量。通常把这样的有向图D称为一个网络，记作D=（V，A，C），其
中C-=cg】。

所谓网络上的流是指定义在弧集合A上的一个函数f={。}=lfv，vy）|，并称;为弧
（v，V）上的流量。

定义416 满足下列条件的流f称为可行流。
（1）容量限制条件∶对每一条弧（v;，uy）EA，0≤f≤cey。
（2）平衡条件;对于中间点，流出量=流人量，即对于每个iis，6）有

Z fu=0;5,f-
多记一 岁地。

对于发点v，，有 =v一
i（号，"）

对于收点v，有

，吟““？
上∶（加，时）∶

式中;①称为这个可行流的流量，即发点的净输出量。
可行流总是存在的，例如零流。
最大流问题可以写为如下的线性规划模型∶

目岗少。“一5=,八弓己占“ f =0,i*s,,f- (4.5))y。中 如（2*卡∶

J=,、
予身

0≤6,c, Y（印，即）E A.
若给定一个可行流f={，则把网络中使人=c，的弧称为饱和弧，使f<c的弧称为非

饱和弧。把f。=0的弧称为零流弧，;>0的弧称为非零流弧。
若μ是网络中连接发点v，和收点v，的一条路，我们定义路的方向是从v，到v.，则路

上的弧被分为两类;一类是弧的方向与路的方向一致，叫作前向弧，全体记为μ';另一类
弧与路的方向相反，称为后向弧，全体记为μ~。

定义4.17 设f是一个可行流，是从v，到v，的一条路，若μ满足前向弧是非饱和
弧，后向弧是非零流弧，则称μ为一条（关于可行流介增广路。

2.寻求最大流的标号法（Ford-Fulkerson）
从v，到v，的一个可行流出发（若网络中没有给定f，则可以设f是零流），经过标号过
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程与调整过程’即可求得从似‘到″‘的最大流°这两个过程的步骤分述如下°

1）标号过程

在下面的算法中’每个顶点o露的标号值有两个’o霹的第-个标号值表示在可能的增

广路上U匆的前驱顶点;〃鳃的第二个标号值记为6露’表示在可能的增广路上可以调整的
流量。

（l）初始化’给发点″s标号为（0’m）°

（2）若顶点〃”已经标号’则对o藏的所有未标号的邻接顶点″y按以下规则标号:
@若（0缝’o,）匡A’且／iy＜c叮’令6y＝min｛c渺为’6露｝ ’则给顶点″’标号为（o霹’6γ）;若

乃＝c渺’则不给顶点oy标号。

@若（刚,,o露）巨A’且八＞0’令鸟＝min｛几’6霹｝ ’则给o,标号为（ˉ″鳃’6y）’这里第＿个
标号值ˉ″霹’表示在可能的增广路上’（″γ’o蔚〉为反向弧;若儿＝0’则不给oy标号。

（3）不断地重复步骤（2）直到收点U』被标号’或不再有顶点可以标号为止。当″』被

标号时’表明存在一条从o』到o‘的增广路’则转向增流过程°如若o‘点不能被标号’且不

存在其他可以标号的顶点’则表明不存在从″＄到U』的增广路’算法结束’此时所获得的流
就是最大流°

2）增流过程

（1）令Uγ＝o‘°

（2）若,γ的标号为（〃缉,6‘）’贝M二／iγ＋6』;若″,的标号为（ˉo翼’6』）’贝M弧ˉ6』。
（3）若″y＝〃‘’则把全部标号去掉’并回到标号过程的步骤（1）。否则’令″y＝U霹’并回

到增流过程的步骤（2）。

3·用Mauab求网络最大流

例4.17求图4.16中从o到o的最大流。

9◎＿

壁 白—匹 @

图416赋权有向图

解利用Madab软件求得的最大流量是15’求得的流量在这里就不赘述了°

c1c′c1e己r

己＝zer◎s（8）′己（1′ ［2:4］）＝［6′4′5］′

己（2′ ［3′5′6］）＝［3′9′9］′a（3′ ［4:7］）＝［5′6′7′3］;

a（4′ ［3′7］）＝［2′5］′己（5′8）＝12;

己（6′ ［5′8］）＝［8′10］;己（7′ ［6′8］）＝［4′15］′

G＝d土gr己ph（己）′H＝p1◎亡（G′｜EdgeL己be1‖′G·Edges·We土gh七）》

［M′F］＝m己xf1◎w（G′1′8） 啥使用默认se己rchtrees方法求最大流

F.Edges′hjgh1jgh七（H′F） 嗜显示最大流并画出最大流
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程与调整过程，即可求得从u，到 v，的最大流。这两个过程的步骤分述如下。
1）标号过程
在下面的算法中，每个顶点v的标号值有两个，v。的第一个标号值表示在可能的增

广路上v的前驱顶点;v.的第二个标号值记为δ，表示在可能的增广路上可以调整的
流量。

（1）初始化，给发点v，标号为（0，四）。
（2）若顶点v，已经标号，则对v，的所有未标号的邻接顶点v，按以下规则标号;

①若（p，，）EA，且f，<c，，令8，=minlc，-f，，6.I，则给顶点v，标号为（v，，δ，）;若
，=C，，则不给顶点v，标号。

②若（v，u，）eA，且f>0，令δ，=min打，，8，}，则给u，标号为（-v，，6，），这里第一个
标号值-v，表示在可能的增广路上，（v，，v，）为反向弧;若jw=0，则不给s，标号。

（3）不断地重复步骤（2）直到收点v.被标号，或不再有顶点可以标号为止。当v，被
标号时，表明存在一条从v.到p，的增广路，赔转向增流过程。如若·.点不能被标号，且不

存在其他可以标号的顶点，则表明不存在从v，到v。的增广路，算法结束，此时所获得的流
就是最大流。

2）增流过程
（1）令e，=t。
（2）若v的标号为（v，6），则广=+6，;若y，的标号为（-，6，），则f=f-6。
（3）若a，=v，，则把全部标号去掉，并回到标号过程的步骤（1）。否则，令v，=v，并回

到增流过程的步骤（2）。
3、用 Matb 求网络量大流
例4.17 求图4.16中从①到⑧的最大流。

②- -⑤)，命
9 2e\ 售 e) 8/

？ 10 C队 么气力传
my

多 艺M 1s~
图4.16 赋权有向图

解 利用 Matab软件求得的最大流量是 15，求得的流-在这里就不赞述了。

clc, clear
a = zeroa (8);a(1[2:4])=[6,4,5];

a(2,[3,5,6])=(3,9,9]; a3,[4:7])=[5,6,7,3];

a(4,[3,7]1)=[2,5];a(5,8)=12;

a(6,[5,8])*{8,10];a(7,(6,8])=[4,15];

G= digraph{a);H=plot(G,'EdgaLabel',G.Edge8.Weight);

告 使用默认gearchtreeB方法求最大流M,F] =maxflow (G,1,8)

P.Edges，highlight 阻，F>显示最大流并画出最大流
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利用数学规划求解最大流的Matlab程序如下:

c1c′c1ear

己＝zer◎s（8）;a（1′［2:4］）＝［6′4′5］′

己（2′［3′5′6］）＝［3′9′9］》己（3′ ［4:7］）＝［5′6′7′3］;

己（4′［3′7］）＝［2′5］;己（5′8）＝12;

己（6′［5′8］）＝［8′10］;己（7′［6′8］）＝［4′15］;

pr◎b≡◎p亡土mpr◎b1em（!ObjectjveSense!′｜m己x!）;

f＝◎p仁土∏lv己r（｜f｜′8′8′｜L◎werB◎und｜′0）;

v＝◎p亡土mv己r（｜v｜）′pr◎b.Objec℃土ve＝v;

c◎n1＝ ［sum（f（1′ :））≡≡v

sum（f（8′ ［28end-1］））0≡＝sum（f（［28endˉ1］′8）′2）

sum（f（:′8））＝＝v］;

pr◎b·C◎ns仁r己jn亡s°c◎n1＝c◎n1;

Pr◎b.C◎ns七r己jn亡s°c◎n2＝f＜＝己′

［s◎1′fv己1′f1ag′◎u亡］＝s◎1ve（pr◎b）

迁＝S◎1.f 嗜显示最大流对应的矩阵

4·6·2最小费用流问题

在许多实际问题中’往往还要考虑网络上流的费用问题°例如’在运输问题中’人们

总是希望在完成运输任务的同时’寻求-个使总的运输费用最小的运输方案°

设乃为弧（o《’吗）上的流量’6旷为弧（o‘’吗）上的单位费用’c旷为弧（o‘’吩）上的容量’则最
小费用流问题可以用如下的线性规划问题描述:

min∑b,乃’
（Ut,q′）巴A

阶‖ ＂●S·t.

当似＝最大流U厕皿时’本问题就是最小费用最大流问题;如果〃＞o…’则本问题无解◎
1961年’Busacker和Gowan提出了一种求最小费用流的迭代法。其步骤如下:

（1）求出从发点到收点的最小费用通路〃（U‘’〃‘）°

（2）对该通路仙（os’″‘）分配最大可能的流量:

户侧毗翘』）｛c’｝ ’
并让通路上的所有边的容量相应减少／b这时’对于通路上的饱和边’其单位流费用相应

改为由°

（3）作该通路〃（os’o』）上所有边（〃′’吗）的反向边（纱’叫）。令
啪手’ 织＝ˉb旷.

（4）在这样构成的新网络中’重复步骤（1）～（3）’直到从发点到收点的全部流量等
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利用数学规划求解最大流的 Matlab 程序如下;

cle, elear
a= zeroB(8);a(,[2:4])=[6,4,5];
a(2,[3,S,6])=[3.9,9];a(3,[4:7])=[5,6,7,3];
a(4, [3,7]}=[2,5];a(5,8)=12;
a(6,[5,8]>=[8,10];at7,[6,81)=[4,15];
prob =optimproblem(ObjectiveSense',hmax');
f =optimvar(f',8,8,'LowerBound',0);

v =optimvar (v'); prob.Objective = v;
con1 =[eum(f{1,;))==v

sum（f（∶，【2∶end-1】））'==sum{f（亿2;end-1】，∶，2）
sum(E(:,8))= =v];

prob.Constraint8.con1 = conL;
prob.Constraints,con2= f<=a;
[sol,fval,flag,out]= aolve (pxob)
ff =gol，f 8显示最大流对应的矩库

4.6.2 最小费用流问题

在许多实际问题中，往往还要考虑网络上流的费用问题。例如，在运输问题中、人们
总是希望在完成运输任务的同时，寻求一个使总的运输费用最小的运输方案。

设f为弧（v，r;）上的流量，b为弧（v，时z）上的单位费用，c为弧（v，u）上的容量，则最
小费用流问题可以用如下的线性规划问题描述∶

C, mnin
一号是

2论”污古号)●.

(4.6)2 =0,i≠s,4,”‘，：
8.t. 龄料学，1“讼“

心∶o旺A

0≤fjc, V（明，时）EA.
当 φ=最大流v时，本问题就是最小费用最大流问题;如果 沙>，则本问题无解。
1961 年，Busacker和 Gowan 提出了一种求最小费用流的迭代法。其步骤如下;

（1）求出从发点到收点的最小费用通路μ（r，，v.）。
（2>对该通路队（v，，，）分配最大可能的流量∶

min, egl,冒。一
破置、净。考

并让通路上的所有边的容量相应减少f。这时，对于通路上的饱和边。其单位流费用相应

改为的
（3）作该通路社（v，时）上所有边（v，y）的反向边（2，t;）。令

e=f,b=-b
（4）在这样构成的新网络中，重复步骤（1）~（3），直到从发点到收点的全部流量等
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于U为止。

例4。18如图4.17所示带有运费的网络’求从″‘到o』的最／

权重的第1个数字是网络的容量,第2个数字是网络的单位运费。

如图4.17所示带有运费的网络’求从″‘到o』的最小费用最大流’其中弧上

必 U′

‖

图4.17运费网络

解求得的最大流为5’最小费用为63。

c1c′c1e己r

嗜构造中间节点NN＝ce11s仁r（s仁rc己t（｜v｜′土n仁2s仁r（［2:5］｜）） ）′

NN＝｛′vs!′NN｛:｝′｜v仁′｝′ 殆添加发点和收点

L＝｛｜vs｜′｜v2｜′5′3; ｜vs‖′｜v3′ ′3′6′ ｜v2｜／v4｜′2′8; ｜v3!／v2｛′1′2

‖v30 ′0v5｜′4′2′ ‖v40′｜v3｜′1′1; ｜v4『′!v5! ′3′4′ ‖v4｜ ′｜v仁｜ ′2′10

‖v5｜ ′!v亡｜′5′2｝;

G＝d土gr己ph′G＝addn◎de（G′NN）′

G1＝addedge（G′L（:′1）′L（:′2） ′ce112m己七（L（:′3））） ′

［M′F］ ＝m己xf1◎w（G1／vs｜′｜v仁0） 嗜求最大流

G2＝己ddedge（G′L（:′1）′L（:′2）′ce112m己仁（L（:′4）））′

c＝fu11（己dj己cency（G1′ !we1gh亡ed｜））′ 啥导出容量矩阵

b≡fu11（己dj己cency（G2′ ‖we土gh七ed｜））; 哈导出费用矩阵

f＝◎p仁土I∏v己r（｜f｜ ′6′6′!L◎werB◎und｜′0）′

pr◎b＝◎pt土mpr◎h1em′p工◎］o.Objec七土ve＝sum（sum（b.＊f））′

c◎n1＝ ［sum（f（1′ :））＝＝M

sum（f（:′ ［2:end＝1］））｜＝＝su∏l（f（［2:end＝1］′ :）′2）

sum（f（:′end））＝＝M］′

Pr◎b·C◎ns仁r己土n仁s·c◎n1＝c◎n1′

pr◎b·C◎ns仁r己1n仁s·c◎n2＝f＜＝c;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u仁］ ＝s○1ve（Pr◎b）

迁≡S◎1.f 老显示最小费用最大流对应的矩阵

4·7Matlab的图论工具箱及应用

4.7.1Matlah图论工冕箱的函数

Madab图论工具箱的一些常见函数见表44°这些函数的用法就不解释了’在Matlab

命令窗口运行doc＋“函数关键字”就可以看到该函数的帮助信息。例如,运行doc

subgraph可以看到subgraph函数的帮助信息。
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于v为止。
例418 如图4.17所示带有运费的网络，求从v.到v.的最小费用最大流，其中弧上

权重的第1个数宇是网络的容量，第2个数字是网络的单位运费。

或(42)序？ (52)
(3.0 乙乙才马 冷 ≥e。
(3.3 (2.10)

(C,8)Ve
图4.17 运费网络

解 求得的最大流为5，最小费用为63。
clc, clear

号构造中间节点NN =cellstr(strcat (√,int2atr([2;5]')));

NN = {'va',NN{:1'vt'}; 8添加发点和收点

L=tvs','v2',5,3;'ve'.'v3',3,6;'v2','v4',2.8;'v3','v2',1.2
'v3','v5',4,2;vd','v3',11;'v4','v5',3,4;'v4',vt',2,10
'v','vt',5,2);

G= digraph; G =addnode (G,MV);

G1 =addedge(G,L(:,1),L(:,2),cell2mat((:,3)));

求最大流[M, F]= maxflow(G1,'vs','vt')

G2 =adsedge(G,L(:,1),L:,2},cel12mat[L(:,4)));

号导出容量矩阵c= full{adjacency (G1,'weighted'));
导出费用矩库b= full{adjacency (G2,'weighted'));

f =optimvaz('f',6,6,'LowerBound',0);

pxob =optimproblem; prob.Objective= sum(sum(b.*f));
conl = [Bum{f(1,;))==M

sum((;,[2;end-1])}==sum(f([2:end-1J,:),2)
sum(E{:,end))= =M];

prob,Constraint8.con1 = conl;
prob.Conatraints.con2= f<=g;
[sol,fval, flag,out]= aolve fprob)

ff =a6l.f 显示最小费用最大流对应的矩样

4.7 Matlab 的图论工具箱及应用

4.7.1 Madlab 图论工具箱的函数

Matlab 图论工具箱的一些常见函数见表4.4。这些函数的用法就不解释了，在 Matlab
命令窗口运行 doc+"函数关键字"就可以看到该函数的帮助信息。例如，运行 doc

8ulbgraph 可以看到 subgraph 函数的帮助信息。
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表44Matlab图论工具箱的相关函数

命令名

dis垣nces

conncomp

isdag

isomorphism

m皿IOW

minspantIee

reoIdemodes

shortestpath

shortestpathtree

subgraph

功 能

求图中所有顶点对之间的最短距离

找无向图的连通分支’或有向图的强（弱）连通分支

测试有向图是否含有圈’不含圈则返回1’否则返回0

确定两个图是否同构

计算有向图的最大流

在图中求最小生成树

对图顶点重新排序

求图中指定的一对顶点间的最短距离和最短路径

求顶点的最短路径树

提出子图

下面给出图论工具箱在最短路、最小生成树中的应用例子°

4.7.2应用举例

例4·19（渡河问题） 某人带狼｀羊以及蔬菜渡河,＿小船除需人划外’每次只能载一

物过河°而人不在场时’狼要吃羊’羊要吃菜’问此人应如何过河。

解该问题可以使用图论中的最短路算法进行求解°

可以用四维向量来表示状态’其中第一分量表示人’第二分量表示狼’第三分量表示

羊’第四分量表示蔬菜°当人或物在此岸时相应分量取1’在对岸时取0°

根据题意’人不在场时’狼要吃羊’羊要吃菜’因此’人不在场时’不能将狼与羊’羊与

蔬菜留在河的任—岸°例如’状态（0’1’1’0）表示人和菜在对岸’而狼和羊在此岸’这时

人不在场狼要吃羊’因此’这个状态是不可行的。

通过穷举法将所有可行的状态列举出来’可行的状态有

（1’1’1’1）’（1’1’1’0）’（1’1’0’1）’（1’0’1’1）’（1’0’1’0）’（0’1’0’1）’（0’1’0,

0）’（0’0’1’0）’（0’0’0’1）’（0,0’0,0）.

可行状态共有10种。每-次的渡河行为改变现有的状态。现构造赋权图G＝（V’E’

W）’其中顶点集合V＝｛ol’U2…’似l0｝中的顶点（按照上面的顺序编号）分别表示上述10个
可行状态’当且仅当对应的两个可行状态之间存在一个可行转移时两顶点之间才有边连

接’并且对应的权重取为1’当两个顶点之间不存在可行转移时’可以认为存在权重为m
的边°

因此问题变为在图G中寻找一条由初始状态（1’1’1’1）出发’经最小次数转移达到

最终状态（0’0’0’0〉的转移过程’即求从状态（1’1’1’1）到状态（0’0’0’0）的最短路径。
这就将问题转化成了图论中的最短路问题°

该题的难点在于计算邻接矩阵’由于摆渡＿次就改变现有的状态’为此再弓｜人一个四

维状态转移向量’用它来反映摆渡情况。用1表示过河’0表示未过河。例如’（1’1’0,0）
表示人带狼过河°状态转移只有4种情况’用如下的向量表示:

（1’0,0’0）’（1,1’0’0）’（1’0’1’0）’（1’0’0’1）.
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表4.4 Matlab 图论工具箱的相关函教

功 能命 令 名
dinance 求图中所有顶点对之间的最短距离

找无向图的违通分支，或有肉图的强（弱》连通分支councoup
良高， 测试有向图是否含有圈，不含围则返回1，否则返回0

确定两个图是否同构isotnarpizam
marflo 计算有向图的最大流

trinapealvoo 在图中求最小生成树

对图顶点重新排序reordernodes
求图中指定的一对顶点间的最短距离和最短路径shndetparh
求顶点的悬短路径树horetpeiberes
提出子图whgregpb

下面给出图论工具箱在最短路、最小生成树中的应用例子。

4.7.2 应用举例

例4.19（渡河问题） 某人带狼、羊以及蔬菜渡河，一小船除需人划外，每次只能载一

物过河。而人不在场时，狼要吃羊，羊要吃菜，问此人应如何过河。
解 该问题可以使用图论中的最短路算法进行求解。
可以用四维向量来表示状态.其中第一分量表示人第二分景表示狼，第三分量表示

羊，第四分量表示蔬菜。当人或物在此岸时相应分量取1，在对岸时取0。
根据题意，人不在场时，狼要吃羊，羊要吃菜，，因此，人不在场时，不能将狼与羊，羊与

蔬莱留在河的任一岸。例如，状态（0，1，1，0）表示人和菜在对岸，而狼和羊在此岸，这时
人不在场狼要吃羊，因此，这个状态是不可行的。

通过穷举法将所有可行的状态列举出来，可行的状态有
(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,1,0,

0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(0,0,0,0).
可行状态共有10种。每一次的渡河行为改变现有的状态。现构造赋权图 G=（V，E，

W），其中顶点集合V={o;，⋯，tol中的顶点（按照上面的顺序编号）分别表示上述10个
可行状态，当且仅当对应的两个可行状态之间存在一个可行转移时两顶点之间才有边连
接，并且对应的权重取为1.当两个顶点之间不存在可行转移时，可以认为存在权重为四

的边。
因此问题变为在图G中寻找一条由初始状态（1，1，1，1）出发，经最小次数转移达到

最终状态（0，0，0，0）的转移过程，即求从状态（1，1，1，1）到状态（0，0，0，0）的最短路径。
这就将问题转化成了图论中的最短路问题。

该题的难点在于计算邻接矩阵，由于摆渡一次就改变现有的状态为此再引人一个四

维状态转移向量，用它来反映摆渡情况。用1表示过河，0表示未过河。例如，（1，1，0，0）
表示人带狼过河。状态转移只有4种情况，用如下的向量表示;

(1,0,0,0),(1,1,0,D),(1,0,1,0),(1,0,0,1).
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现在规定状态向量分量与转移向量分量之间的运算为

0＋0＝0,1＋0＝1’0＋1＝1’1＋1＝0。

通过上面的定义’如果某-个可行状态加上转移向

量得到的新向量还属于可行状态’则这两个可行状态对

应的顶点之间就存在＿条边。用计算机编程时’可以利

用普通向量的异或运算实现。 6.

利用Madab软件求得赋权图G的状态转移关系见

图4.18’状态转移顺序为

1→6→3→7→2→8→5→10,

≥ C∩

从
／◆
卢′

〃

／

-＝-ˉ＝●1

、

≈

＼

℃″

即经过7次渡河就可以把狼｀羊｀蔬菜运过河,第一次运 图4.18可行状态之间的转移
羊过河’空船返回;第二次运菜过河,带羊返回;第三次

运狼过河’空船返回;第四次运羊过河°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝［1111;1110;1101;1011′1010

0101′0100′0010′0001;0000］; 哈每一行是一个可行状态

］O＝［1000′1100′1010′1001］; 嗜每一行是一个转移状态

w＝zer◎s（10）′ 老邻接矩阵初始化

f◎rj＝1:9

f◎rj＝土＋1:10

f◎rk＝1:4

迁s亡r且nd（x◎r（己（土′ :） ′b（k′ :）） ′己（j′ :））

w（j′j）＝1;

end

end

end

end

［j′j′v］二且nd（w）′ 堵找非零元素

s＝ce11s仁r（土n七2s亡r（［1:10］｜））; 老构造顶点字符串

G＝gr己Ph（土′j′v′s） 哈构造无向图

堵求最短路径和最短距离［p′d］＝sh◎r亡estp己仁h（G′1′10）

h＝p1◎亡（G／L己y◎u七｜ ′｜c土rc1e｜′′N◎deF○n七S土ze｜′12′｜EdgeC◎1◎r｜′｜k｜）

h土gh1jgh仁（h′p／L1neW1d仁h｜′2／L工neS七y1e0 ′｀ˉˉ｜ ） 老最短路径虚线加粗

例4.20设有9个顶点叫（j＝1,2’…,9）,坐标分别为（蚂’y‘）’具体数据见表45°
意两个顶点之间的距离为

d0＝｜绷dˉ吟｜＋｜y‘ˉ乃｜ ’ j’j＝1’2’…’9’
怎样连接电缆’使每个顶点都连通’且所用的电缆总长度最短?

表45 点的坐标数据

任

—

’
川
〕

＿

●
□
●

●
■
●

●
●
∏
■

卯
γ
′
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1 2 3 4 5 6 7 8

0 5 16 20 33 23 35 25

15 20 24 20 25 11 7 0

现在规定状态向量分量与转移向量分量之间的运算为
0+0=0,1+0=1,0+1=1,1+1=0。

通过上面的定义，如果某一个可行状态加上转移向

量得到的新向量还属于可行状态，则这两个可行状态对

应的顶点之间就存在一条边。用计算机编程时，可以利
用普通向量的异或运算实现。 1

利用 Matab软件求得赋权图G的状态转移关系见 。 -o图 4.18，状态转移顺序为

1→6→3→+7→2→8-5→10,
即经过7次渡河就可以把狼、羊、蔬菜运过河，第一次运 图4.18 可行状态之间的转移

羊过河，空船返回;第二次运菜过河，带羊返回;第三次

运狼过河，空船返回;第四次运羊过河。

clc, clear, close al1
a=[111:110;101;1011/010

号每一行是一个可行状态0101:0100:0010:0001;0000];
b=[000:1100;1010:1001]; 每一行是一个转移状态

兔邻接矩阵初始化w=zeros (10);
fori=1:9

for j=i+1:10
for k=1:4

if strfind(xor(a(i,,b(k,:)),a(,:))

w(L,5)=1;
end

end
end

end
8找非零元素[i.j,v]=find(w);
8构造项点字符串s=cel1str(int2str([1:10]'));
构造无向图G=graph(i,j,v,3)
8 求最短路径和最短距离[p,d]=shortestpath (G,1,10)

h=plot(G,Layout','circle','NodeFontsize',12,'Edgecolor','k'}
highlight （h，p，'Linewidth'，2，'LineStyle'，'--）号最煨路径虚线加粗
例4.20 设有9个顶点时（i=1，2，⋯，9），坐标分别为（龙∶，y），具体数据见表4.5。任

意两个顶点之间的距离为

d=|?*;l+1-;l,ij=1,2,⋯,9,
怎样连接电缆，使每个顶点都连通，且所用的电缆总长度最短?

表4.5 点的坐标数据
9各6e2” o ”” ？？

S。售 10352333 252016
喘 日 mee2020 2415 3

87



解以y＝｛″l’″2’…’o9｝作为顶点集’构造赋权图G＝（V,E’W〉’这里W二（d『）9×9为
邻接矩阵°求电缆总长度最短的问题实际上就是求图G的最小生成树。

求得最小生成树的边集为｛ol″2’〃2o3,o3o4’锄3〃5’o4〃6’″6″7’″6,8’08″9｝ ’电缆总长度的最
小值为110°

c1c′c1e己r′ 】四＝1○己d（｜da七己420.亡x亡｜）》

啥求河的两两列向量间的绝对值距离d＝m己nd土s亡（］Ⅳ）′

s≡ce11s仁r（s亡rc己仁（｜v｜ ′土n仁2s℃r（［1:9］｜ ）））′ 嗜构造顶点字符串

G＝gr己ph（d′s） ′ 培构造无向图

老用默认的Pr1m算法求最小生成树T＝Ⅲ1nsp己n亡ree（G）′

L＝sum（T.Edges.We土gh仁） 殆计算最小生成树的权重

T.Edges 老显示最小生成树的边集

h＝p1◎亡（G′｜L己y◎u七｜′0cjrc1e｜／N◎deF◎ntS土ze｜ ′12）『嗜画无向图

h土gh1土gh仁（h′T′‖EdgeC◎1◎r｜′｜r｜ ′｜L土neW土d仁h‖ ′2） 嗜加粗最小生成树的边

4·8旅行商（TSP）问题

4·8.1修改圈近似算法

＿名推销员准备前往若干城市推销产品’然后回到他的出发地。如何为他设计一条

最短的旅行路线（从驻地出发’经过每个城市恰好＿次’最后返回驻地）?这个问题称为

旅行商问题°用图论的术语说’就是在＿个赋权完全图中’找出-个有最小权的Hamilton

圈°称这种圈为最优圈°目前还没有求解旅行商问题的有效算法’希望有＿个方法以获

得相当好（但不＿定最优）的解°

＿个可行的办法是首先求一个Hamilton圈C’然后适当修改C以得到具有较小权的

另一个Hamilton圈。修改的方法叫做改良圈算法。设初始圈C＝ol″2…o厕″l。
对于1≤j＜j＋1≤／≤Ⅶ’构造新的Hamilton圈

C矿＝Ol02…0泌吗ˉ1吗ˉ2…0‘＋l吗＋1吗＋2…D风Dl ’

它是由C中删去边蛔叶l和吟咖l’添加边似必和似叶』‰!而得到的。若
＂（似〔吗）＋＂（刚龄l咯＋l）＜测（″州l）＋侧（必弥l）’

则以C『代替C,C0叫做C的改良圈°
重复以上过程’直至无法改进’停止。

用改良圈算法得到的结果几乎可以肯定不是最优的°为了得到更高的精确度’可以

选择不同的初始圈’重复进行几次’以求得较精确的结果。

圈的修改过程＿次替换三条边比-次仅替换两条边更有效;然而奇怪的是’进一步推

广这＿想法’就不对了°

例4·21从北京（Pe）乘飞机到东京（T）、纽约（N）、墨西哥城（M）｀伦敦（L）、巴黎

（Pa）五城市旅游’每城市恰去＿次后再回北京’应如何安排旅游线’使旅程最短?用修改

圈算法’求一个近似解。各城市之间的航线距离如表4.6所示。
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解 以V=|;⋯，时作为顶点集，构造赋权图G=（V，E，W），这里W=（dg）为
邻接矩阵。求电缆总长度最短的问题实际上就是求图G 的最小生成树。

求得最小生成树的边集为{吃，2v，只"，v，v四，勘，vav，码o}，电缆总长度的最
小值为 110。

clc, clear, 2x=loadt'data4_20.txe');

d=mandgE {xcy); 舍求xy 的两两列向量间的绝对值距高
号构造顶点字符串g=cel1lstr{etrcat (v',int2str([1;9]')));
构造无向图G=graph (d,s);
用欧认的 Prim算法求最小生成树T=minspantree (G);
8计算最小生成树的权重L=sum (T.Eage8, Weight)

T.Edge名 8墨示最小生成刺的边集

h=plot （G，'Layout'，'circle'，NodeFontSize'，12）;名画无向图
highlight （h，7'EdgeColor'r'，'Linewidth'，2）  加粗最小生成树的边

4.8 旅行商（TSP）问题

4.8.1 修改圜近似算法

一名推销员准备前往若干城市推销产品，然后回到他的出发地。如何为他设计一条
最短的旅行路线（从驻地出发，经过每个城市恰好一次。最后返回驻地）?这个问题称为

旅行商问题。用图论的术语说，就是在一个赋权完全图中，找出一个有最小权的 Hamilton

圈。称这种圈为最优圈。目前还没有求解旅行商问题的有效算法，希望有一个方法以获

得相当好（但不一定最优）的解。
一个可行的办法是首先求一个 Hamilton圈C，然后适当修改C 以得到具有较小权的

另一个Hamilton 圈。修改的方法叫做改良围算法。设初始圈 C=v2⋯v。V。
对于1≤i<i+1<j≤n，构造新的Hamilton 圈

C、=0;即2⋯8;》-V-'1;1V）2-2V。V，
它是由C中删去边y;v和》p，添加边vv，和 r11V而得到的。若

如（B;0;）+w<V1V;n，）<（vVie）+w（y;V。1），
则以C，代替C，C，叫做C的改良圈。

重复以上过程，直至无法改进，停止。

用改良圈算法得到的结果几乎可以肯定不是最优的。为了到更高的精确度，可以

选择不同的初始圈，重复进行几次，以求得较精确的结果。
圈的修改过程一次替换三条边比一次仅替换两条边更有效;然而奇怪的是，进一步推

广这一想法，就不对了。
例4.21 从北京（Pe）乘飞机到东京（T）、纽约（N）、墨西哥城（M）、伦敦（L）、巴黎

（Pa）五城市旅游，每城市恰去一次后再回北京，应如何安排旅游线，使旅程最短?用修改
圈算法，求一个近似解。各城市之间的航线距离如表4.6所示。
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表46六城市间的距离

『
—
刨
～
Ⅶ
—
朋
—
α
＿
旧

几
＿
Ⅲ
＿
Ⅳ
＿
№
＿
氏
—
了

解求得近似圈为5→4→1→3→2→6→5’近似圈的长度为211。

c1c′c1ear′己≡re己d∏l己七mx（｜d己亡己421.x1sx‖）;

己（1sn己n（a））＝0 嗜对角线元素替换为0

L＝s土ze（己′1）;c＝［51:465］′ 嗜选取初始圈

［cjrc1e′1◎ng］＝m◎d迁Ycjrc1e（己′L′c） 嗜调用下面修改圈的子函数

func亡土◎n［cjrc1e′1◎ng］＝m◎d土fyc工rc1e（己′L′c）

f◎rk＝1:L

f1己g＝0; 墙退出标志

f◎r土＝1:L＝2

f◎rj＝j＋2:L

土f己（C（土）′C（j））＋己（C（土＋1）′C（j＋1） ）＜. . .

己（C（1）′C（土＋1））＋a（C（j） ′C（j＋1））

c（土＋1:j）＝c（j:＝1:土＋1）;

f1己g＝f1己g＋1′ 老修改一次′标志加1

end

end

end

迁f1己g＝＝0 殆一条边也没有修改′就返回

1◎ng＝0′ 老圈长的初始值

f◎rj＝1:L

1◎ng≡1◎ng＋己（c（j）′c（j＋1））′ 嗜求改良圈的长度

end

c工rc1e＝c′ 老返回修改圈

工e仁urn

end

end

end

实际上可以用数学规划模型求得精确的最短圈长度为211’这里的近似算法凑巧求

出了准确解。

4.8.2旅行商问题的数字规划模型

旅行商的0一1整数规划模型在第2章整数规划中已经给出了’这里就不赘述了°
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表4.6 六城市间的距离

M工 TPs Pe？- 60台356 21” 56 707857心‘
可 686836213s

36Pa 5721 6L51
Pe 13516878台
置 61图 136870

解 求得近似圈为5→4→1→3→2→6→5，近似圈的长度为211。

clc,clear,a=readmatrix((data4_21.xl8x');

a《isnan (a))=0 告对角线元素誉换为0
号选取初始围L=sizea,1);c=[51:4 65];

调用下面修次雷的子函数[eircle,long)=modifyeirele(a,L,c)

function (circle,longl=modifycirele(a,L,c)

for k=1;L
flag=0; 名退出标志
fori=1:L-2

for jz1+2:L
if a<e(),c())+a(c(*1),c(j+1))<.

a(c(i)c(i+1))*a{c(1,c(+1]]
c《+1:j)=c(j:-1:i+1);

flag=flag+1; 修改一次，标志加1
ena

end
end
if lag==0 号一条边也没有修改，就返回

8 围长的初始值long=0;
for1■1:L

Long=long+a（c（1），c{1+1）l; 号求改良圈的长度
end
circle=c; 名返回修改围

retum
end

end
end
实际上可以用数学规划模型求得精确的最短圈长度为 211，这里的近似算法凑巧求

出了准确解。

4.8.2 旅行商问题的数学规划模型

旅行商的0-1整数规划模型在第2章整数规划中已经给出了，这里就不赘述了。
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例4.22已知SV地区各城镇之间距离见表4.7’某公司计划在SV地区做广告宣

传’推销员从城市1出发’经过各个城镇’再回到城市1°为节约开支’公司希望推销员走
过这10个城镇的总距离最少。

表4.7城镇之间的距离

「
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

解求得的最短路径为1→3→7→9→10→8-〉4→5＿护6→2→1’最短路径长度为73°

c1c′c1e己r′己≡re己dm己七r土x（｜d己亡a422。x1sx｜ ）′

己（jsn己n（己））＝0′ 老把N己N替换为0

b＝ze工◎s（10）; 堵邻接矩阵初始化

b（［1:end＝1］′ ［2:end］）＝己; 8邻接矩阵上三角元素赋值

b＝］O＋h‖′ 嗜构造完整的邻接矩阵

n＝10;b（［1:n＋1:end］）＝1000000》 哈对角线元素换为充分大

pr◎b＝◎pt土∏lpr◎b1em;

x＝◎p仁1mv己r（｜x｜ ′n′n′｜Ⅳpe『′｜土n亡eger｜′｜L◎werB◎und｜ ′0′｜UPperB◎und｜′1）;

u＝◎p口mvar（｜u‖ ′n′｜L◎werB◎und‖′0）′ 嗜序号变量

pr◎b.Object土ve＝sum（sum（D·＊x））;

pr◎b·C◎ns仁r己jn亡s·c◎n1＝［sum（x′2）＝＝1′sum（x′1）0＝＝1′u（1）＝＝0］′

c◎n2≡ ［1＜＝u（2:end）′u（2:end）＜＝14］′

f◎r土≡1:n

f◎rj≡2:n

c◎n2＝ ［c◎n2′u（j）-u（j）＋n＊x（1′j）＜＝n＝1］′

end

end

p工◎h·C◎ns亡r己土n亡s·c◎n2＝c◎n2;

［s◎1′ fv己1′f1ag］＝s◎1ve（pr◎b）

xx＝s◎1.x; ［土′j］＝且nd（XX） ;

fprjn亡f（｜xjj＝1对应的行列位置如下:＼n｜）

土j＝［±｜′j｜］

4·9计划评审法和关键路线法

计划评审方法（ProgramEva1uatjonandReviewTechmque’PERT）和关键路线法（Critˉ
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例4.22 已知SV 地区各城镇之间距离见表4.7，某公司计划在 SV地区做广告宣
传，推销员从城市1出发，经过各个城镇，再回到城市1。为节约开支，公司希望推销员走

过这10个城镇的总距离最少。

表4.7 城镇之间的距离 ”8？6”4引叫 tO
12· 9“ 221161412’

筝工才 9 喜 2218汇15
？3 171212“” ”？， 引 ？ 18151017

15”多 1510 。句
响9 166 14
68” 1

8 1LL
叫 10
解 求得的最短路径为1→3→7→9→10→8→4→5→6→2→1，最短路径长度为73。
clc,clear,axreadmatrlx(data4_22.xlax'》;

号把NaN誉换为0a(isnan (a)=0;
8邻接矩阵初始化b=zero8 (10);

b([1:end-1], [2:end])=a; 名邻接矩阵上三角元素赋值

b=b+b'; $构造完鉴的邻接矩阵
对角线元素换为充分大n=10; b（【1 ∶n+1∶end】】=1000000;鲁

prob=optimpzoblem;
x=optimvar(×,n.n,'Type',nteger',LowerBound',0,'UpperBound',1);
u=optimvar 'u'，n，'LowerBound'，0）;$序号变量
prob.Objective*eum (aum {b.*x));

prob.ConstraintB.conl=[sum(x,2)==1;sumx,1}'==1;u()==0];
con2=[1<=u(2:end);u (2 :end)<=14];
for i=1:n

for j=2:n
con2 = [con2;u(i)-u(j1+n·x(i,j)<=n-1];

end
end
prob.Contraint3.con2 = con2;
[sol,fval,flag]=8clve (prob)
xax=sol.x;[i,j]=find(2xoK);

fprintf《'xij=1对应的行列位置如下∶\n'）
4=[1';J"]

4.9 计划评审法和关键路线法

计划评审方法（Program Evaluation and Review Techaique，PERT））和关键路线法（Crit-
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ical Path Method，CPM）是网络分析的重要组成部分，它广泛地用于系统分析和项目管
理。计划评审与关键路线方法是在20世纪 50年代提出并发展起来的.1956年.美国杜
邦公司为了协调企业不同业务部门的系统规划，提出了关键路线法。1958年，美国海军
武装部在研制"北极星"导弹计划时，由于导弹的研制系统过于庞大、复杂.为找到一种有

效的管理方法，设计了计划评审方法。由于PERT与 CPM 既有着相同的目标应用，又有
很多相同的术语，因此这两种方法已合并为一种方法，在国外称为 PERT/CPM，在国内称
为统筹方法（Scheduling Method）。

4.9.1 计划网络图
例4.23 某项目工程由11项作业组成（分别用代号A，B，⋯，J，K表示），其计划完

成时间及作业间相互关系如表4.8所示，求作业的关键路径。

表4.8 作业流程数据

作业 作业 紧前作业紧前作业计划完成时间/天 计划完成时间/天

叫”A G 8,E21
35四 且占 B,Eo 25“t1 B,E

D 居一4 “ F,G,1S
Ae 鼠四 F,G20”

F C,D15

例4.23 就是计划评审方法或关键路线法需要解决的问题。
1.计划网络图的概念

定义4.18 称任何消耗时间或资源的行动称为作业。称作业的开始或结束为事件，
事件本身不消耗资源。

在计划网络图中通常用圆圈表示事件，用箭线表示工作，如图4.19 所示，1、2、3表示
事件，A、B表示作业。由这种方法画出的网络图称为计划网络图。

<lO 知人吗心

困4.19 计划网络图的基衣画法

虚作业用虚箭线"⋯⋯→"表示。它表示工时为零，不消耗任何资源的虚构作业。其
作用只是正确表示工作的前驱后继关系。

定义4.19 在计划网络图中，称从初始事件到最终事件的由各项工作连贯组成的一
条路为路线。具有累计作业时间最长的路线称为关键路线。

由此看来，例4.23 就是求相应的计划网络图中的关键路径。
2. 建立计划网络图应注意的问题

（1）任何作业在网络中用唯一的箭线表示，任何作业其终点事件的编号必须大于其

起点事件。
{2）两个事件之间只能画一条箭线，表示一项作业。对于具有相同开始和结束事件
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的两项以上的作业’要引进虚事件和虚作业°

（3）任何计划网络图应有唯＿的最初事件和唯-的最终事件°

（4）计划网络图不允许出现回路°

（5）计划网络图的画法-般是从左到右’从上到下’尽量做到清晰美观’避免箭头
交叉°

4.9.2时间参数

1.事件时间参数

1）事件的最早时间

事件j的最早时间用t厘（j）表示’它表明以事件j为始点的各工作最早可能开始的时

间’也表示以事件j为终点的各工作的最早可能完成时间’它等于从始点事件到该事件的
最长路线上所有工作的工时总和。事件最早时间可用下列递推公式’按照事件编号从小

到大的顺序逐个计算°

设事件编号为1’2’…’n’则

｜!:｝憋｛呛（州川 α〃）
式中:′厘（j）是与事件j相邻的各紧前事件的最早时间;t（j〃）是作业（′’j）所需的工时。

终点事件的最早时间显然就是整个工程的总最早完工期’即

tE（n）＝总最早完工期.

2）事件的最迟时间

事件j的最迟时间用tL（t）表示’它表明在不影响任务总工期条件下’以事件j为始点

的工作的最迟必须开始时间’或以事件j为终点的各工作的最迟必须完成时间°由于一

般情况下都把任务的最早完工时间作为任务的总工期’所以事件最迟时间的计算公式为

｜!!｝雾二删铡｜｛｀ （4●
式中:tL（j）是与事件j相邻的各紧后事件的最迟时间°

式（4.8）也是递推公式’但与式（4.7）相反’是从终点事件开始’按编号由大至小的顺

序逐个由后向前计算°

2·工作的时间参数

1）工作的最早可能开工时间与工作的最早可能完工时间

＿个工作（j’j）的最早可能开工时间用jgs（j’′）表示。任何一件工作都必须在其所有

紧前工作全部完工后才能开始°工作（j,j）的最早可能完工时间用t″（t’j）表示’它表示

工作按最早开工时间开始所能达到的完工时间°它们的计算公式为

）川（侧‖ α〗
这组公式也是递推公式。即所有从总开工事件出发的工作（1,j）’其最早可能开工时

『
「
□
‖
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的两项以上的作业，要引进虚事件和虚作业。
（3）任何计划网络图应有唯一的最初事件和唯一的最终事件。
（4）计划网络图不允许出现回路。
（5）计划网络图的画法一般是从左到右，从上到下，尽量做到清晰美观，避免箭头

交叉。

4.9.2 时间参数

1事件时间参数
1）事件的最平时间

事件j的最早时间用 s（j）表示，它表明以事件j为始点的各工作最早可能开始的时
间，也表示以事件i为终点的各工作的最早可紫完成时间，它等于从始点事件到该事件的
最长路线上所有工作的工时总和。事件最早时间可用下列递推公式.按照事件编号从小

到大的顺序逐个计算。

设事件编号为12，⋯，n，则
1(1)=0, (4.7)t,(j)= max;t(i)+r(ij)!,

式中;4（i）是与事件j相邻的各紧前事件的最早时间;《ij）是作业（i）所需的工时。
终点事件的最早时间显然就是整个工程的总最早完工期，即

（n）=总最早完工期.
2）事件的最迟时间
事件i的最迟时间用t（i）表示，它表明在不影响任务总工期条件下，以事件﹔为始点

的工作的最迟必须开始时间，或以事件i为终点的各工作的最迟必须完成时间。由于一
般情况下都把任务的最早完工时间作为任务的总工期、所以事件最迟时间的计算公式为

（t（n>=总工期（或∶（n）），
(4.8)t（i）=min{本（j）-f（ij）}.

式中;t，（）是与事件i相邻的各紧后事件的最迟时间。

式（4.8）也是递推公式，但与式（4.7）相反，，是从终点事件开始，按编号由大至小的顺
序逐个由后向前计算。

2. 工作的时间参数
1）工作的最平可能开工时间与工作的最早可能完工时间
一个工作（ij）的最早可能开工时间用t（i，i）表示。任何一件工作都必须在其所有

紧前工作全部完工后才能开始。工作（ii）的最早可能完工时间用t（ij）表示，它表示
工作按最早开工时间开始所能达到的完工时间。它们的计算公式为

fe(1)=0,
(4.9)tne(ij)= maxta(k,i)+t(k,E},

ta(i,j)=t(i,)+(i,).
这组公式也是递推公式。即所有从总开工事件出发的工作（1，）），其最早可能并工时

92



间为零;任一工作（′’j）的最早开工时间要由它的所有紧前工作（k’t）的最早开工时间决

定;工作（t’j）的最早完工时间显然等于其最早开工时间与工时之和°

2）工作的最迟必须开工时间与工作的最迟必须完工时间

＿个工作（j,j）的最迟开工时间用t凹（j’j）表示°它表示工作（t’j）在不影响整个任务

如期完成的前提下’必须开始的最晚时间°

工作（j,j）的最迟必须完工时间用tLF（j’j）表示°它表示工作（j’j）按最迟时间开工,

所能达到的完工时间°它们的计算公式为

｝!｛‖ 贾｝箩｜）】 α‖｜
这组公式是按工作的最迟必须开工时间由终点向始点逐个递推的公式°凡是进人

总完工事件″的工作（j,n）’其最迟完工时间必须等于预定总工期或等于这个工作的

最早可能完工时间。任＿工作（t’j）的最迟必须开工时间由它的所有紧后工作（j’k）的

最迟开工时间确定。而工作（j’j）的最迟完工时间显然等于本工作的最迟开工时间与
工时的和°

由于任一个事件j（除去始点事件和终点事件）’既表示某些工作的开始又表示某些

工作的结束°所以从事件与工作的关系考虑’用式（4.9）和式（410）求得的有关工作的

时间参数’也可以通过事件的时间参数式（4.7）和式（4.8）来计算。如工作（t’j）的最早

可能开工时间tzs（M）就等于事件j的最早时间t厘（′）°工作（i’j）的最迟必须完工时间等
于事件／的最迟时间°

3。时差

工作的时差又叫工作的机动时间或富裕时间’常用的时差有两种。

1）工作的总时差

在不影响任务总工期的条件下’某工作（t’j）可以延迟其开工时间的最大幅度’叫作

该工作的总时差,用R（j,j）表示°其计算公式为

R（j’j）＝tLF（哑）ˉt″（《,j） （4.11）

即工作（j’j〉的总时差等于它的最迟完工时间与最早完工时间的差°显然R（t’／）也等于
该工作的最迟开工时间与最早开工时间之差°

2）工作的单时差

工作的单时差是指在不影响紧后工作的最早开工时间条件下’此工作可以延迟其开

工时间的最大幅度’用厂（″）表示°其计算公式为

厂（j,j）＝t“（′’k）＝t″（j’j） （412）
即单时差等于其紧后工作的最早开工时间与本工作的最早完工时间之差°

4。9·3计划网络图的计算

以例423的求解过程为例介绍计划网络图的计算方法°

1·建立计划网络图

首先建立计划网络图°按照上述规则,建立例4.23的计划网络图’如图420所示°
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｜ 间为零;任一工作（i）的最早开工时间要由它的所有紧前工作（k，i）的最早开工时间决
定;工作（i，）的最早完工时间显然等于其最早开工时间与工时之和。

2）工作的最迟必须开工时间与工作的最迟必须完工时间
一个工作（i）的最迟开工时间用ts（i）表示。它表示工作（i，j）在不影响整个任务

如期完成的前提下，必须开始的最晚时间。

工作（i）的最迟必须完工时间用t（（i，）表示。它表示工作（i，j）按最迟时间开工，
所能达到的完工时间。它们的计算公式为

【r（i，n）=总完工期（或tz（i，n）），
(4.10)tz(i,j)= minltg(j,k)-(ij)},

tu(ij)=t,(ij)+(i,).
这组公式是按工作的最迟必须开工时间由终点向始点逐个遵推的公式。凡是进人

总完工事件n的工作（i，n），其最迟完工时间必须等于预定总工期或等于这个工作的
最早可能完工时间。任一工作{i.）的最迟必须开工时间由它的所有紧后工作（j，k）的
最迟开工时间确定。而工作（i）的最迟完工时间显然等于本工作的最迟开工时间与

工时的和。
由于任一个事件i（除去始点事件和终点事件），既表示某些工作的开始又表示某些

工作的结束。所以从事件与工作的关系考虑，用式（4.9）和式（4.10）求得的有关工作的
时间参数，也可以通过事件的时间参数式（4.7）和式（4.8）来计算。如工作（i，）的最早
可能开工时间 t（ij）就等于事件∶的最早时间，（i。工作（i，）的最迟必须完工时间等
于事件j的最迟时间。

3.时塞
工作的时差又叫工作的机动时间或富裕时间，常用的时差有两种。
1）工作的总时差
在不影响任务总工期的条件下，某工作（i.i可以延迟其开工时间的最大幅度，叫作

 该工作的总时差，用 R（i，i）表示。其计算公式为
(4.11)R（ij）=t，（i，j）-μs（ij）

即工作（i，j）的总时差等于它的最迟完工时间与最早完工时间的差。显然 R（i，）也等于
该工作的最迟开工时间与最早开工时间之差。

2）工作的单时差
工作的单时差是指在不影响紧后工作的最早开工时间条件下，此工作可以延迟其开

工时间的最大幅度，用r（i，i）表示。其计算公式为
(4.12)r(i,j)=tn(j,k)-p(i,i)

即单时差等于其紧后工作的最旱开工时间与本工作的最早完工时间之差。

4.9.3 计划网络图的计算
以例4.23 的求解过程为例介绍计划网络图的计算方法。
1.建立计划网络图
首先建立计划网络图。按照上述规则，建立例4.23的计划网络图，如图4.20所示。
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图420例4.23的计划网络图

2·写出相应的规划问题

设z‘是事件t的开始时间’1为最初事件’厕为最终事件°希望总的工期最短’即极小

化绷鹏’为了求所有事件的最早开工时间,把目标函数取为min∑延°设‘,是作业（j’j）的
『巳v

计划时间’因此’对于事件j与事件j有不等式

芍≥卯i＋t旷,

由此得到相应的数学规划问题

min∑“』’
t巳v

｛霍;广殉｛阶ⅫS.t.

式中:V是所有的事件集合;A是所有作业的集合°

3·问题求解

用Madab软件求解例423。编写Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

L＝ ［1′2′5′1′3′10;1′4′11;2′5′4

3′4′4;3′5′0;4′6′15;5′6′21

5′7′25;5′8′35′6′7′0;6′8′20;7′8′15］;

pr◎b＝◎p仁土∏lpr◎b1em;

x＝◎p七土mv己r（↑x〕′8′ ｜L◎werB◎und｜′0）;

Pr◎b·Objec七jve＝sum（x）′

n＝1eng亡h（L）′c◎n＝◎p亡imc◎ns仁r（n）;

f◎rk＝1:n

c◎n（k） ＝x（L（k′2））＞＝x（L（k′1））＋L（k′3）′

end

p工◎b·C◎ns亡r己1n仁s。◎◎n＝c◎n′

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u七］ ＝s◎1ve（pr◎b）

xx＝S◎1.x｜ 嗜显示最优解

（4.13）

｜

求得的最优解为“l＝0,z2＝5’鳃3＝10,匆4＝14’“5＝10’“6＝31’“7＝35’“8＝51。
目标函数的最优值为156.0°

计算结果给出了各个项目的开工时间’如匆l＝0,则作业A｀B、C的开工时间均是第0

天;”2＝5’则作业E的开工时间是第5天;匆3＝10’则作业D的开工时间是第10天;等等°
每个作业只要按规定的时间开工’整个项目的最短工期为51天。
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‘下行 -③ 量253
15o O 8牙贷 言rhoO

4D11

15 20() (6)二。 K
图 4.20 例4.23的计划网络图

2.写出相应的规划问题
设x，是事件i的开始时间，1为最初事件，n为最终事件。希望总的工期最短，即极小

化x。，为了求所有事件的最早开工时间，把目标函数取为 min2*;。设t是作业（i）的
计划时间，因此，对于事件i与事件j有不等式

z;多#;+，
由此得到相应的数学规划问题

2*;,min,
(4.13);≥x+h,(i,j)E A.t. ie V,言胃夕，

式中;V是所有的事件集合;A是所有作业的集合。
3。问题求解
用 Matlab 软件求解例4.23。编写Malab程序如下;
cle, eleaz
L= [1,2.5;1,3,10;1/4,1l;2,5,4

3,4,4;3,5.0:4,6,15;5,6,21
5,7.25;5,835:5,7,0;6,8,20;7,8,15];

prob =optimproblem;
X =optimvar ('kx',8,'LcwerBound',0}
prob.Objective = sum(x);
n = 1ength 亿L）; con =optimconstr（n）;

for k= 1:n
con (k)=x(L(k,2))>=x(L(k,1))+L(k,3);

end
prob. Constraintg,con = con;
[so1,Eval,flag, out]= golve prob)

告墨示最优解XX =sol,x',
求得的最优解为x=0，x2=5，对=10，好4=14，xg=10，对。=31，x，=35，xa=51。
目标函数的最优值为156.0。
计算结果给出了各个项目的开工时间，如x，=0，则作业A、B、C的开工时间均是第0

天;z=5，则作业E的开工时间是第5天;5、=10，则作业D的开工时间是第10天;等等。
每个作业只要按规定的时间开工，整个项目的最短工期为 51天。
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尽管上述Madab程序给出相应的开工时间和整个项目的最短工期’但统筹方法中许

多有用的信息并没有得到’如项目的关键路径、每个作业的最早开工时间、最迟开工时

间等。

例4.24（续例4·23） 求例4.23中每个作业的最早开工时间、最迟开工时间和作业

的关键路径°

解分别用泌’z‘表示第j（j＝1’2’…’8）个事件的最早时间和最迟时间’t『表示作业

（t’j）的计划时间’es,’k,’咙’吮分别表示作业（j’j）的最早开工时间、最迟开工时间、最早
完工时间和最晚完工时间。对应作业的最早开工时间与最迟开工时间相同’就得到项目

的关键路径°

首先使用数学规划模型式（4.13）’求事件的最早开工时间鳃《（j＝1’2’…’8）。然后用

下面的递推公式求其他指标。

z厕＝卯＂’ 见＝8’
（414）

2博＝呼n｛马ˉ‘,｝ , 前＝厕ˉl’…,2’1’（j’j）匡A’

es0＝卯《’ （j’j）巨A’ （415）

吮＝务’ （t,j）巨A’ （416）

k,＝蚂ˉt,’ （j’j）巨A’ （4.17）

呐＝独＋‘,’ （j’j）匡A’ （4.18）

使用式（4。15）和式（417）可以得到所有作业的最早开工时间和最迟开工时间’如

表4.9所示’方括号中第1个数字是最早开工时间’第2个数字是最迟开工时间。

表49作业数据

计划完成时间／天

21

35

25

15

20

开工时间

［10’10］

［10’16］

［10’11］

［35’36］

［3l’31］

作业（j′）

G（5’6）

H（5’8）

I（5’7）

J（7’8）

K（6’8）

计划完成时间／天

5

10

11

4

4

15

开工时间

［0’1］

［0,0］

［0’5］

［10,12］

［5’6］

［14,16］

作业（j’／）

A〈1’2）

B（1’3）

c（1’4）

D（3’4）

E（2’5）

F（4’6）

从表4。9可以看出’当最早开工时间与最迟开工时间相同时’对应的作业在关键路线

上’因此可以画出计划网络图中的关键路线’如图4.21粗线所示’关键路线为1→3→5→
6→8◎

图4。21 带有关键路线的计划网络图
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尽管上述 Matlab 程序给出相应的开工时间和整个项目的最短工期，但统筹方法中许
多有用的信息并没有得到。如项目的关键路径、每个作业的最早开工时间、最迟开工时

间等。
例4.24{续例4.23）求例4.23中每个作业的最早开工时间、最迟开工时间和作业

的关键路径。
解 分别用x;，z，表示第i（i=1，2，⋯，8）个事件的最早时间和最迟时间，七表示作业

（i，）的计划时间，s，k，6，玩分别表示作业（i，）的最早开工时间、最迟开工时间、最早
完工时间和最晚完工时间。对应作业的最早开工时间与最迟开工时间相同，就得到项目
的关键路径。

首先使用数学规划模型式（4.13），求事件的最早开工时间x（i=1，2，⋯，8）。然后用
下面的递推公式求其他指标。

Z,=×,n=8,
(4.14)z，=miniz-时}，i=n-1，⋯，2，1，（ij）eA，
(4.15)eg=×;,(i,)EA、
(4.16)路门出。一“己自峰
(4.17)ls,=V;-t,{i)eA,
(4.18)j=x;+;,(i,jeA,

使用式（4.15）和式（4.17）可以得到所有作业的最早开工时间和最迟开工时间，如
表4.9所示，方括号中第1个数宇是最早开工时间，第2个数字是最迟开工时间。

表4.9 作业数据
开工时间作业（I） 作业（i） 计划疙成时间/天开工时间 计划完成时阀/天

27一岁己C(5,6)[0,1]A(1,2) ‘’
H(5,8) [10,16] 35[0o,0] 10B(1,3)
(5,7) [19,1 25[0,5]C(1,4) 1L

35,36]1(7,8) 15[10,12]D(3,4)
[30,31K(6,8) 20[s,6]E(2,3) 些

F(4,6) [L4,16 15

从表4.9可以看出，当最早开工时间与最迟开工时间相同时，对应的作业在关键路线
上，因此可以画出计划网络图中的关键路线，如图 4.21 粗线所示，关键路线为 1→3一→5→
6一→8 邯仰 -⑤ “钟低6v 3

1 业六u]3 (① 8]3)B
4D1]

15 20叠④ 响节
图4.2I 带有关键路线的计划网络图
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｜

」

｜

｜

c1c′c1e己r

L＝ ［1′2′5′1′3′10;1′4′11′2′5′4

3′4′4′3′5′0;4′6′15;5′6′21

5′7′25;5′8′35′6′7′0;6′8′20;7′8′15］′

pr◎b＝◎P亡jInpr◎b1em′

x＝◎p仁土mv己工（｜x!′8′ ｜L◎werB◎und!′0）;

Pr◎b.Obje◎亡土ve＝sum（x）′

n＝1eng℃h（L）′c◎n＝◎p七土mc◎ns仁工（n）′

f◎rk＝1:n

c◎n（k） ＝x（L（k′2））＞＝x（L（k′1））＋L（k′3）′

end

pr◎b·C◎nstr己土n亡s·c◎n＝c◎n′

［s◎1′fva1′f1己g′◎u亡］＝s◎1ve（Pr◎b）

xx＝S◎1.x』 老显示最优解

z（8） ＝xx（end）′

f◎rk＝7:＝1:1

土nd＝且nd（L（:′1）＝≡k）

z（k）＝mjn（z（L（土nd′2））＝L（jnd′3）‖）

end

es＝ ［］;1f＝［］′1s＝［］′ef＝ ［］;

f◎r1＝1:n

es＝ ［es; ［L（土′1）′L（1′2）′xx（L（j′1））］］′

1f＝ ［1f; ［L（j′1）′L（1′2）′z（L（土′2））］］;

1s＝ ［1s′ ［L（j′1）′L（土′2〉′z（L（土′2））-L（土′3）］］;

ef＝ ［ef『 ［L（土′1）′L（土′2）′xx（L（1′1））＋L（j′3）］］′

end

es′1f′1s′ef

4·将关键路线看成最长路

如果将关键路线看成最长路’则可以按照求最短路的方法（将求极小改为求极大）求
出关键路线。

设zy为0＝1变量’当作业（j’j）位于关键路线上取1’否则取0°数学规划问题写成

max∑』洲’
〈j,′）eA

∑鳃,＝1’
（1,j）巳A

∑斑,ˉ∑鳃愿＝0, t≠1,″,
（i,j）巳A k:（k,j〉巴A

宽“颜＝1’
（k,几）巳A

『＝0或1’ （′’j）巨A.

S.t.

例4.25用最长路的方法’求解例4.23。

解求得工期需要51天’关键路线为1→3→5→6→8。
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clC, clear
L= [1,2,5;1,3.10;1,4,11;2,5,4

3,4,4;3,5,0;4,6,15:5,6,21
5,7,25;5,B,35;6.7,0;6,8,20;7,B,15];

prob =optimproblem;
x=optimvar(×,8,'LowerBound',0);

prob.Objective = sum(x);
n= length (L);con =optimconstz(n);

for k= 1:n
con（k}=x（L你k，2）>=x亿你，1））+L{，3）;

end
prob.Constraintg.con = con;
[8o1,fval,flag,out]= solve(iprob)

8 墨示最优解目图叶一礼“
2(8)= xx (end);
for k = 7;-1:1

ind= fLnd(L(,1)= =k)
z0k}=min (2 (L(ind,2})-L(ind,3))

end
e8 = [];1E =[];1a= [];ef = [];
fori = 1:n

es =ea;[L(i,1},L(1,2),xx((,1))]];

1E= [f;[L(i,1),L(,2),z(L(,2))]];
l8=[ls;[L(i,1),L(,23,z{Lfi,2))-L(L,3)]]:
ef= 【ef;【L（，1}，L（，2），xox （（，1））+L住i，3）】】;

end
es,lf, 1B, ef
4.将关输路统者成最长路

如果将关键路线看成最长路，则可以按照求最短路的方法（将求极小改为求极大）求
出关健路线。

设x;为0-1变量，当作业（i）位于关键路线上取1，否则取0。数学规划问题写成

产”max
tij

讼当自“jn（t，分∶

当！汹。量“夕。“售广了。
8.t 宁夕呼

6,=1,公∶（E，如）∶

(i,)E A.xy=0或1，
例4.25 用最长路的方法，求解例4.23。
解 求得工期需要51天，关键路线为1→3→5→6→8。
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c1c′c1e己r

L＝ ［1′2′5;1′3′10′1′4′11′2′5′4

3′4′4′3′5′0′4′6′15′5′6′21

5′7′25;5′8′35′6′7′0′6′8′20′7′8′15］′

n＝8;N＝sjze（L′1）;◎］oj＝0′ 嗜目标函数初始化

p〕r◎b＝◎p亡土∏pr◎b1em（｜Objec仁土veSense『′｜m己x｜）;

x≡◎p亡土∏［v己工（｜x!′n′n′ ｜IYpe′′｜1n℃eger!′!L◎werB◎und‖′0／UpperB◎und｜ ′1）′

f◎rk＝1:N

◎bj＝◎bj＋x（L（k′1）′L（k′2））＊L（k′3）;

end

c◎n＝◎p仁jmc◎ns仁r（n）;

md1＝f土nd（L（:′1）＝＝1）′c○n（1）＝sum（x（1′L（jnd1′2）））≡＝1′

f◎r土＝2:n-1

◎u仁＝且nd（L（:′1）＝＝土）;in＝且nd（L（:′2）＝＝土）′

c◎n（土）≡sum（x（土′L（○u亡′2）））＝＝sum（x（L（土n′1） ′土））;

end

土ndn＝且nd（L（:′2）＝＝n）′c◎n（n）＝sum（x（L（土ndn′1） ′n））＝＝1′

Pr◎b.C◎ns亡工a土n七s.c◎n≡◎◎n;pr◎b.Objec仁1ve＝◎hj′

［s◎1′fv己1］ ＝s◎1ve（pr◎］o）′xx≡s◎1.x 皂显示最优解

［i′j］ ＝f土nd（xx）′土j＝ ［土‖; j!］

4.9·4关键路线与计划网络的优化

例4.26（关键路线与计划网络的优化） 假设例423中所列的工程要求在49天内
完成°为提前完成工程’有些作业需要加快进度’缩短工期’而加快进度需要额外增加费
用°表410列出例4.23中可缩短工期的所有作业和缩短＿天工期额外增加的费用°现
在的问题是’如何安排作业才能使额外增加的总费用最少?

表4.10工程作业数据
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

作业

（j′）
—

Ⅷ
＿
Ⅻ
＿
Ⅷ
—
Ⅷ

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

例426所涉及的问题就是计划网络的优化问题’这时需要压缩关键路径来减少最短

工期°

1·计划网络优化的数学表达式

设匆‘是事件t的开始时间’t『是作业（』,j）的计划时间’′n旷是完成作业（t’j）的最短时
间’y0是作业（j’j）可能减少的时间,c『是作业（j,j）缩短-天增加的费用’因此有

吗-卯k≥t旷＝γ旷且0≤y0≤t『＝加0.
设d是要求完成的天数’1为最初事件’几为最终事件’所以有卯″-卿l≤‘°而问题的总目标
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计划完成

时间／天

最短完成

时间／天

缩短-天工期

增加的费用／天

作业

（j’j）

计划完成

时间／天

最短完成

时间／天

10 8 700 H（5,8） 35 30

11 8 400 I（5’7） 25 22

4 3 45O J（7’8） 15 12

21 16 600 K（6’8） 20 16

clc,clear
L=[1,2,5;1,3,10;1,4.11;2.5,4

3,4,4;3,5,0;46,15;5.6.21
5,7,25:5,8,35; 6,2,0;6,8,20;7,8,15);

名 目标函数初始化n = 8;N=size(,1; obj=0;
prob =optimproblem ('ObjectiveSense',max');

x=optimvar{x',n,n,'Type','integer',LowerBound',0,'upperBound',1);
for k=1:N

obj=oabj+x汇（k，1），L （k，2））*L（k，3）;

end
con =optimconstr {n);

ind1=find(<:,1}==1);con[1)=sum《x(1,L(indl,2)))x=1;
for i=2;n-1

out=find(L(:,1)==1);n=find(<:,2)==i);
con（i）=sum（x（1，工（out，2）））==sum（x（L（1n，1），i）;

end
indn=find(L(;,2)==n);con tn)=Bum (x (L(indn,1),n))==1;
prob.Constrainta.con = con; prob.Objective =obj;

号星示最优解[8ol,fval]= solve tprob),xX = 8ol,x
[i,j]=fAnd(xa);ij=[i; j]

4.9.4 关键路线与计划网络的优化

例4.26（关输路线与计划网络的优化） 假设例4.23中所列的工程要求在 49天内
完成。为提前完成工程，有些作业需要加快进度、缩短工期，而加快进度需要额外增加费
用。表4.10列出例4.23中可缩短工期的所有作业和缩短一天工期额外增加的费用。现
在的问题是，如何安排作业才能使额外增加的总费用最少?

表4.10 工程作业数据
最短完成 缩短一天工期作业 计划完威作业 缩短一天工期最短宪成计划完成
时间/天时间/天(i) 增加的费用/天时间/天 增加的费用关时间/天(iA

5008 3035H(5,8)70010B(1,3)
谬、句、 300μ 2215.2400c(1,4)
15 40012叫 J7,8)450E(2,5)

500K(6,8) 162060016G(5,6) 21

例4.26 所涉及的问题就是计划网络的优化问题，这时需要压缩关健路径来减少最短
工期。

1.计划网络优化的数学袭达式
设x，是事件i的开始时间，七是作业（i，）的计划时间，m，是完成作业（i的最短时

间，y是作业（i）可能减少的时间，c;是作业（i.）缩短一天增加的费用，因此有
等-xy≥tg-y 且 0≤y，≤8g-mg

设d是要求完成的天数，1为最初事件，n为最终事件，所以有x，-x，≤d。而问题的总目标
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是使额外增加的费用最小’即目标函数为min∑c,y,°由此得到相应的数学规划问题
（t’j）巴A

mm∑c’y,’
（i’／）巨A

｜二）S.t·

2.计划网络优化的求解

利用Madab软件求得结果如下:作业（1’3）（B）压缩1天的工期’作业（6’8）（K）压
缩1天工期’这样可以在49天完工’需要多花费1200元°

c1c′c1e己工

L＝ ［1′2′5′5′0′1′3′10′8′700′1′4′11′8′400;2′5′4′3′450

3′4′4′4′0′3′5′0′0′0′4′6′15′15′0′5′6′21′16′600

5′7′25′22′300′5′8′35′30′500;6′7′0′0′0

6′8′20′16′500;7′8′15′12′400］′

n＝8′◎Dj＝◎P七土me】四r; 啥目标函数初始化

pr○b＝◎p七m胆r◎b1em′

x＝◎pt土mv己r（｜x｜′n′!ITpe｜′!1n亡eger!′′L◎werB◎und｜′0）;

y＝◎p七土mvar（｜y!′n′n′ ｜ITpe!′‖土n亡eger｜′!L◎werB◎und｜′0）》

N＝s土ze（L′1）;c◎n＝◎p亡土mc◎ns亡r（2＊N＋1）′

c◎n（1）＝x（n）＝x（1）＜＝49′

f◎rk＝1:N

◎bj＝◎bj＋L（k′5）＊y（L（k′1）′L（k′2））′

c◎n（2＊k）＝L（k′3）＜＝x（L（k′2））＝x（L（k′1））＋Y（L（k′1）′L（k′2））′

c◎n（2＊k＋1）＝y（L（k′1）′L（k′2））＜＝L（k′3）一L（k′4）′

end

P工◎b.Objec℃土ve＝◎bj′

pr◎b·C◎ns亡r己1n亡s·c◎n＝c◎n;

［s◎1′fv己1′ f1己g′◎u亡］ ＝s◎1ve（p］r◎b）

xx＝s○1·x′yy＝s◎1·y

［j′j］ ＝f土nd（yy）′土j＝ ［土｜′j｝］

如果需要知道压缩工期后的关键路径’则需要稍复杂—点的计算°

例4·27（续例4·26） 用Matlab软件求解例4.26’并求出相应的关键路径、各作业
的最早开工时间和最迟开工时间。

解使用前面例子相同符号°为了得到作业的最早开工时间’在目标函数中加人

∑鳃』 ’建立如下的数学规划模型:
!巳v

min∑c,y,＋∑鳃』’
（i’j）eA teV

二!‖‖二S.t°
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是使额外增加的费用最小，即目标函数为 min Ccp1y。由此得到相应的数学规划问题
文，

泓它昆台“
入产吗

（r;-*+为，≥，（ij）E A，
8.1t.《名-年;≤d，

0≤y≤L-my,(ij)EA.
2.计划网络优化的求解
利用Matlab软件求得结果如下∶作业（1，3）（B）压缩1天的工期，作业（6，，8）（K）压

缩1天工期，这样可以在 49天完工，需要多花费 1200 元。
cle,clear
L=[1,2,5,5.0;1,3,10,8,700;1,4,11,8.400;2,S,4,3,450

3,4,4,4,0;3,5,0,0,0;4,6,15,15,0;5,6,21,16,600
5,7,2522,300;5,8,35,30,500;6,7,0,0,0
6,8,20,16,500;7.8,15,12,400]l;

n = 8; obj =opEimexqpr; 8 目标函数初始化

prob =optimproblem;
x=optimvar('x',n,'mypel,'integer','LowerBound',0);
y =optimvar(y',n,n,'Type''integer','uowerBound',0);
N=size(L,1); con =optimconstr(2*N+1);
con (1)=x(n)-x(1)<=49;
faor k=1.:N

obj=obj+L(k,5)·y(L(k,1),L(k,2)};
con（2·k}=L你k，3）<=x【L（k，2））-x（（k，1））+位（k，1，L你k，2））;
con亿2*k+1）=y（L（k，1），L（k，2））<=L（k，3}-L（k，4）;

end
prob.0bject1ve = obj;
prob,Constraintg,con = con;
[3ol,fval, flag, out] = golve tprob}
XX =6ol.X,yy = 8ol.Y,
[i,j]= fAndtry);ij= [i';']
如果需要知道压缩工期后的关键路径，则需要稍复杂一点的计算。
例4.27（续例4.26）用 Matlab 软件求解例4.26，并求出相应的关键路径、各作业

的最早开工时间和最迟开工时间。
解 使用能面例子相同符号。为了得到作业的最早开工时间，在目标函数中加入

乙.*x，，建立如下的数学规划模型;

声予飞“部？一涵自

窝-π+y≥b，（i，）eA，
81t.名。-??d.

0≤y,≤-m,(i,)e A.
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先求出纳’γ旷’其中j巨V’（j’j）巨A。再使用迭代公式
z厕＝卯厕’（这里网＝8）’

轮＝呼n｛弓ˉ‘,＋y’｝ ’ 』＝″ˉ1’…’2’1’（』’j）巨A’

es旷＝卯‘’（j’j）巳A’

k0＝马-t矿＋y0’（j’／）巳A’

求出事件最迟时间z‘、作业最早开工时间es旷和最迟开工时间k『°
计算出所有作业的最早开工时间和最迟开工时间’如表4. 11所列。

表4. 11 作业数据

作业（j’j）

A（1’2）

B（1’3）

C（1’4）

D（3’4）

E（2’5）

F（4,6）

实际完成时间／天

5

9

11

4

4

15

作业（iJ）

G（5’6）

H（5’8）

I（5’7）

J（7’8）

K（6’8）

开工时间

［0’0］

［0’0］

［0,4］

［9’11］

［5’5］

［13,15］

开工时间

［9,9］

［9’14］

［9’9］

［34,34］

［30,30］

实际完成时间／天

21 .

35

25

15

19

当最早开工时间与最迟开工时间相同时’对应的作业就在关键路线上’图4.22中的

粗线表示优化后的关键路线°从图422可以看到’关键路线不止-条。

图422优化后的关键略线图

c1c′c1e己r

L＝ ［1′2′5′5′0′1′3′10′8′700′1′4′11′8′400′2′5′4′3′450

3′4′4′4′0;3′5′0′0′0′4′6′15′15′0′5′6′21′16′600

5′7′25′22′300;5′8′35′30′500;6′7′0′0′0

6′8′20′16′500;7′8′15′12′400］′

N≡s±ze（L′1）;n＝8′

x＝◎p仁jI∏v己r（′x｜ ′n′｜Iype!′!土n℃eger‖ ′｜L◎werB◎und｜′0）;

Y＝◎P℃土mv己工（!Y!′n′n′ !TyPe‖′｜jn七eger｜′｜L◎werB◎und｜′0）;

pr◎b＝◎p亡jmpr◎b1em;◎bj≡sum（x）′ 堵目标函数初始化

◎◎n＝◎p℃土mc◎ns仁工（2＊N＋1）;c◎n（1）＝x（n）＝x（1）＜＝49;

f◎rk＝1:N

◎bj＝◎bj＋L（k′5）＊y（L（k′1） ′L（k′2））;

c◎n（2＊k）＝L（k′3）＜＝x（L（k′2））＝x（L（k′1））＋y（L（k′1）′L（k′2））;
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先求出s;，yg，其中ieV，（i）eA。再使用迭代公式
z。=x，（这里n=8），
玉=min河z-t+gl，i=n-1，⋯，2，1，（i）EA，

时y=*;，（ij）eA，
扩川时上警工气俩峰

求出事件最迟时间z;、作业最早开工时间es，和最迟开工时间s。
计算出所有作业的最早开工时间和最迟开工时间，如表4.11所列。

表4.11 作业数据

作业（5.） 作业（;） 开工时间 实际完成时间/天实际完成时间/天开工时间

[9,9]G(5,6)[o,o]A(1,2) 21
H(5,8)[o,0]B(1,3) [9,14] 端9

25[9.9]I5.7)[0,4]c(1,4) n
I(7,8) [34,34](9,11]D(3,4) 15章

[30,307[5,51E(2,5) 4 K(6,8) 19
[13,15]F(4,6)

当最早开工时间与最迟开工时间相同时，对应的作业就在关键路线上，图4.22 中的
粗线表示优化后的关键路线。从图4.22可以看到，关健路线不止一条。

‘百③ 邛③.25
岁2 G 吗s (8)砷 [3

矽4D
1 19团 六色督置 K

图 4.22 优化后的关健路线图

clc, clear
L=【12，5，5，0江，3，10，8，700;1，4，11，8，400;25，4，3，450

3,4,4,4,0;3,5,0,0,0;4,6,15,15,0:5,6,21,15,600
5,7,25,22,300;5,8,35,30,500;6,7,0,0,0
6,8,20,16,500;7.8.15,12,400];

N=aize(L,1); n = 8;
x=optimvar《'x',n,'TYype'integer','towerBound',0);
y=optimvar!y,n, n,'Type','integer','LowerBound',0);

8目标面数初始化prob =optimprcblem;obj= 9um (x);
con =optimconstr(2*N+1); con(1)=x(n)-x()<=49;
for K=1:N

objmobj+L(k,5}*y (L0k,1),L(k,2));
con2*k）=L（k，3）<=x（你，2））-x（作k，1）+（你k，11，L（k，，2）;
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（

c◎n（2＊k＋1）≡y（L（k′1）′L（k′2））＜＝L（k′3）-L（k′4）′

end

pr◎b.Objec仁土ve≡◎hj;

pr◎b·C◎ns七ra土n七s。c◎n＝c◎n『

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u亡］ ＝s◎1ve（Pr◎b）

xx＝s◎1°x′yy＝s◎1.y

［土′j］ ＝且nd（Yy）;土j＝ ［土｜;j｜］

z（8） ＝xx（end）;

f◎rk＝7:ˉ1:1

土nd＝且nd（L（:′1）＝＝k）′

z（k）＝mjn（z（L（土nd′2））-L（土nd′3）｜＋yy（k′L（土nd′2）））′

end

e1s＝ ［］;

f◎r土＝1:1eng亡h（L）

e1s＝ ［e1s′ ［L（土′1）′L（土′2）′xx（L（土′1））′· · ·

z（L（1′2））-L（土′3）＋yy（L（j′1） ′L（j′2））］］;

end

e1s 培显示最早和最迟开工时间

｜

4·9·5完成作业期望利实现事件的概率

在例4.23中’每项作业完成的时间均看成固定的’但在实际应用中’每一工作的完成

会受到-些意外因素的干扰,一般不可能是完全确定的’往往只能凭借经验和过去完成类

似工作需要的时间进行估计。通常情况下’对完成-项作业可以给出三个时间上的估计

值:最乐观值的估计值（α）、最悲观的估计值（b）和最可能的估计值（e）。

设t矿是完成作业（M）的实际时间（是一随机变量）’通常用下面的方法计算相应的数
学期望和方差:

α旷＋4e『＋b『
E（t旷）≡ 6 ’

Var（殆）＝（b琵,）i
设T为实际工期’即

T＝仰）三鹏鳃‘加
由中心极限定理’可以假设T服从正态分布’并且期望值和方差满足

T＝E（T）＝仰〕呈键路巍E（‘,）′
S2二Var（T）＝ ∑ Var（槛,）.

（!,j）巴关键路线、

设规定的工期为‘’则在规定的工期内完成整个项目的概率为

′｛T≤仆o闸,
式中:o（匆）为标准正态分布的分布函数°
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（4.19）

（420）

（4.21）

）
）

∑
〕

∑
〗

●

●

▲
▲

（
（ ｜

（424）

con2*k+1)-y(L(k,1),L(k,2)<=L(k,3)-L(k,4li
end
prob.Objective=obj; ⋯-
prob.Constraint8.con = con;
[Bol,Eval,flag,out]= aolve (prob1

xx =sol,x,YY = sol,y
[i,j]= findbpy);ij=[';j']
z (8)= XRx(end):
for k =7:-1;1
ind = find(L(:,1)==k);

z(k)=min(z(L(ind,2)/-L《ind,31'+yy(k,L(ind,2)1i

end
els = [1;
for i = 1;length (L)

els= [els;L(,1),L[1,2),x((,1))..
z(L(i,2)1-L《i,3)+yy(L(i,1),L(i,2))]];

end
els 显示量早和最迟开工时间

4.9.5 完成作业期垫和实现事件的概率

在例4.23中，每项作业完成的时间均看成固定的，但在实际应用中，每一工作的完成
会受到一些意外因素的干扰，一般不可能是完全确定的，往往只能凭借经验和过去完成类
似工作需要的时间进行估计。通常情况下，对完成一项作业可以给出三个时间上的估计

值;最乐观值的估计值（a）、最悲观的估计值（b）和最可能的估计值（e）。

设t是完成作业（（i，j>的实际时间（是一随机变量），通常用下面的方法计算相应的数

学期望和方差∶

-*色地（话）= (4.19)6
(6-0)Va(t)-S (4.20)36

设T为实际工期，即

(4.21)多"7=
（i，弄1，‘子

由中心极限定理，可以假设T服从正态分布，并且期望值和方差满足

？吹初：7=E(T)= (4.22)
（i） 《关帽测纸

s2= Var（T） = (4.23)二 Var（t）.
六严串滞喜晶

设规定的工期为a，则在规定的工期内完成整个项目的概率为

(d-r)巳门 (4.24)S
式中;①《x）为标准正态分布的分布函数。
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例4.28已知例4.23中各项作业完成的三个估计时间如表4. 12所示。如果规定时

间为52天’求在规定时间内完成全部作业的概率。进一步’如果完成全部作业的概率大

于或等于95％’那么工期至少需要多少天?

表4.12作业数据

估十时｜］天

■■■■■■■ ■■■■
■■■≡■■
■■■■■…回回
■■■■∏■■■■■
■■■■■元■■
■F…■■

■■■■■■■■■

作业

（j’j）

作业

（′’／）

A（1’2）

B（1’3）

c（1’4）

D（3’4〉

E（2’5）

F（4,6）

解对于这个问题采用最长路的方法°

按式（4.19）计算出各作业的期望值’再建立求关键路径的数学规划模型

max∑E（』,）绣,’
（t’／）巳A

1’

∑峨二0’ t＝2’3’…’7’
j:（j,j）eA

1’

S°t.

, （t,j）匡A.

求解上述数学规划模型即可得到关键路径和完成整个项目的时间’再由式（4.20）计算
出关键路线上各作业方差的估计值’最后利用式（4.24）即可计算出完成作业的概率。

计算得到关键路线的时间期望为51天’标准差为3.1623’在52天完成全部作业的概
率为62.41％。

设工期至少需要n天’才能使完成全部作业的概率大于等于95％°则由

@e了盖）≥O’5,
得莹≡盖≥Oˉ!（O95）’厕≥Ⅷ1623O—!（O95）≡56川.

c1c′c1e己r

L＝ ［1′2′3′5′7′1′3′8′9′16′1′4′8′11′14′2′5′3′4′5

3′4′2′4′6;3′5′0′0′0′4′6′8′16′18′5′6′18′20′28

5′7′18′25′32′5′8′26′33′52′6′7′0′0′0

6′8′11′21′25′7′8′12′15′18］》

e仁≡（L（:′3）＋4＊L（:′4）＋L（:′5））／6′ 啥计算均值
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例4.28 已知例4.23中各项作业完成的三个估计时间如表4.12所示。如果规定时
间为 52天，求在规定时间内完成全部作业的概率。进一步，如果完成全部作业的概率大

于或等于 95??那么工期至少需要多少天?

表4.12 作业数据
估计时间/天估计时间/天作业 作业

(4) (i) 品0 。目。 ms多 C(5,6)E 2818A(1,2) 20”四 H(5,8) 52B(1,3) 332616。 之少已cC(1,4) 321841 ？’” 矿 。D(3,4) 霸J7,8) 1512
具s4 25E(2,5) 210K(6,8)司、

gP(4,6) 1816

解 对于这个问题采用最长路的方法。

按式（4.19）计算出各作业的期望值，再建立求关键路径的数学规划模型

售胃矽爱艺营
(in s4

2.r=1,
二.r-二.s =0，i=23⋯7，

多中一(."=1,编
G,3)a

xv=0或1，（ij）EA.
求解上述数学规划模型即可得到关键路径和完成整个项目的时间，再由式（（4.20）计算

出关键路线上各作业方差的估计值，最后利用式（4.24）即可计算出完成作业的概率。
计算得到关键路线的时间期望为51天，标准差为3.1623，在52 天完成全部作业的概

率为62.41??
设工期至少需要π天，才能使完成全部作业的概率大于等于 95??则由

n-516 J)0.,(3.1623)
n-51=≥φ-l（0.95），n≥51+3.16234'（0.95）=56.2015。着3.1623'
clc, elear
L=[1,2,3,5,7;1.3.8,9,16;1,4,8.11.14;2,5,3,4,5

3.4,2,4,6:3,5,0.0,0;4,6,8.16,18;5,6,18,20,28
5,7,18,25,32;5,8,26,33,52;6,7.0,0,0
6,8,11,21,25;7,8,12,15,18);

8计算均值et=((:,3)*4*L(:,4)+L(:,5))/6;
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d℃＝（L（:′5）-L（:′3））.＾2／36′ 老计算方差

p工◎D＝◎p亡土mpr◎b1em（｜Objec亡1veSense!′｜m己x!）『

n＝8′N＝s土ze（L′1）;◎bj＝0′c◎n＝◎P亡1mc◎ns亡r（n）′

x＝◎p仁1mvar（‖x!′n′n′｜Type｜′｜in仁eger‖′!L◎werB◎und｜′0′｜UpPerB◎und『′1）′

f◎rk＝1:N

◎hj＝◎bj＋x（L（k′1） ′L（k′2））＊e亡（k）′

end

土nd1＝fjnd（L（:′1）＝＝1）;c○n（1）≡sum（x（1′L（土nd1′2）））＝＝1′

f◎rj＝2:nˉ1

◎u仁＝f土nd（L（:′1）＝＝土）′jn＝且nd（L（:′2）＝＝j）′

c◎n（土）＝sum（x（j′L（◎u仁′2）））＝＝su∏l（x（L（1n′1）′土））′

end

土ndn＝且nd（L（:′2）≡＝n）′c◎n（n）＝sum（x（L（jndn′1） ′n））＝＝1′

pr◎b.C◎ns亡r己j.nts·c◎n＝c◎n;pr◎h.Objec亡jve＝◎bj′

［s◎1′f］ ＝s◎1ve（pr◎b）

xx＝s◎1.x′ ［jˉ′j］ ＝且nd（xx）;jj＝ ［土′ j］

s2＝0′ 啥方差的初值

f◎rk≡1:size（土j′1）

s2＝s2＋d七（f1nd（土smembe工（L（:′ ［1′2］）′土j（k′ :） ′｜r◎ws｜ ）））′

end

s＝sqr亡（s2）′p＝n◎rmcdf（52′f′s） 老计算标准差和概率

n＝n◎rm土nv（0·95）＊s＋f

4。ⅢO钢管订购和运输

4.10.1问题描述（2O00年全国大学生数学建模竞赛B题）

要铺设-条Al→A2→…→Al5的输送天然气的主管道’如图423所示°

以生产这种主管道钢管的钢厂有Sl’S2’…S7。图中粗线表示铁路’单细线表

妥脯哎-杀Al→A2→…→Al5的输送天然气的主管道’如图4.23所示°经筛选后可

以生产这种主管道钢管的钢厂有Sl’S2’…S7。图中粗线表示铁路’单细线表示公路,双细
线表示要铺设的管道（假设沿管道或者原来有公路’或者建有施工公路）’圆圈表示火车
站,每段铁路、公路和管道旁的阿拉伯数字表示里程（单位:km）。

为方便计’1km主管道钢管称为1单位钢管。

一个钢厂如果承担制造这种钢管’至少需要生产500个单位°钢厂S愈在指定期限内
能生产该钢管的最大数量为s《个单位’钢管出厂销价1单位钢管为P‘万元’见表413;
1单位钢管的铁路运价见表4.14°

表4.13各钢管厂的供货上限及销价

】
＿
嘶
＿
眺

7

3000

160

800 800 1000 2000 2000
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计算方差at= (L(:,5)-L(:,3)1.^2/36;
prob =optimproblert ('ObjectiveSense','max');

n = 8;N=size（L，1};obj=0;con=optimconstr细）;
X=optitvar(x',n,n,'Type',integer',LowerBound',0,'UpperBound',1);

for 火= 1∶N
obj=obj+x（L（k，1），L你k，2））*et （k）;

end
indl = find(L(:,1)==1);con()=sum(x(,(ind1,2))==1;
for =2:n-1

out=find(L{:,1)==i);in=find(L(:,2)==i);

con(i)=sumx(i,L(out,2))==sum(x(L<in,1),i));
end
indn=find {L(:,2)==n); con(n)=sum(x(L(indn,1),n}}==1;

prob.Con8traints.con = con;prob,Objective=obj;
[sol,E] = aolve (prob]
xx =9oL,x,[i.]= Eina(xx};ij=[i,1]
62=0; 客方差的初值
for k=1:8ize (ij,1)

s2=s2+dt(find(ismemberL(:,[1,2]1,ij(k,s),'rows'}};
end

8计算标准差和概率8=sqrt (82), p=nommcaf (52,f,s)
n =norminv(0.95)*s+f

4.10 钢管订购和运输

4.10.1 问题描述（2000年全国大学生数学建模竞赛 B题）

要铺设一条A;→A2→→A的输送天然气的主管道，如图4.23 所示。经筛选后可

以生产这种主管道钢管的钢厂有S，S，⋯S，。图中粗线表示铁路，单细线表示公路，双细
线表示要铺设的管道（假设沿管道或者原来有公路，或者建有施工公路），圆圈表示火车
站，每段铁路、公路和管道旁的阿拉伯数字表示里程（单位;km）。

为方便计，1km 主管道钢管称为1单位钢管。
一个钢厂如果承担制造这种钢管，至少需要生产 500个单位。钢厂S.在指定期限内

能生产该钢管的最大数量为s;个单位，钢管出厂销价1单位钢管为p;万元，见表4.13;
1单位钢管的铁路运价见表4.14。

表4.13 各钢管厂的供货上限及销价
2 多1e 小 6的 7

÷ 800800 1000 岂号20 3002000
少 160 155 1015s “套150155
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d1

图423交通网络及管道图

表414单位钢管的铁路运价

1000km以上每增加1～100km’运价增加5万元°公路运输费用为1单位钢管每千米

0·1万元（不足整千米部分按整千米计算）。钢管可由铁路、公路运往铺设地点（不只是运

到点Al’A2’…’Al5’而是管道全线）°
请制订＿个主管道钢管的订购和运输计划’使总费用最小（给出总费用）°

4.1O.2问题分析

问题的建模目的是求一个主管道钢管的订购和运输策略’使总费用最小。首先’问题

给出了7个供选择的钢厂’选择哪些、订购多少是要解决的问题。其次’每＿个钢厂到铺

设地点大多都有多条可供选择的运输路线’应选择哪-条路线运输,取决于建模的目标。

而目标总费用包含两个组成部分:订购费用和运输费用°订购费用取决于单价和订购数

量’运输费用取决于往哪里运和运输路线°结合总目标的要求’可以很容易地想到应选择
运费最小的路线°

从同-个钢管厂订购钢管运往同一个目的地’-旦最小运输费用路线确定’单位钢管

的运费就确定了’单位钢管的总订购及运输费用＝钢管单价＋运输费用。因此’同一个钢
管厂订购钢管运往同-个目的地的总费用等于订购数量乘以单位钢管的购运费用（单

价＋单位钢管运费）。因而’在制订订购与运输计划时’要分成两个子问题考虑:

（1）运输路线及运输费用的确定:钢管可以通过铁路或公路运输°公路运费是运输

里程的线性函数’但是铁路运价却是一种分段的阶跃的常数函数°因此在计算时’不管对

运输里程还是费用而言,都不具有可加性’只能将铁路运价（即由运输总里程找出对应费
103
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图4.23 交通网络及管道图

表4.14 单位钢管的铁路运价

401-450351~400301-350300 451-500里悬/km
2923运价/万元 20 3225

801-900601-700501~600 901-100701-800里程/km

e0运价万元 5550437

1000km 以上每增加1~100km，运价增加5万元。公路运输费用为1单位钢管每干米
0.1万元（不足整千米部分按整千米计算）。钢管可由铁路、公路运往铺设地点（不只是运
到点A、，A2，⋯，A，s，而是管道全线>。

请制订一个主管道钢管的订购和运输计划，使总费用最小〈给出总费用）。

4.10.2 问题分析

问题的建模目的是求一个主管道钢管的订购和运输策略，使总费用最小。首先，问题
给出了7个供选择的钢厂。选择哪些、订购多少是要解决的同题。其次，每一个钢厂到健

设地点大多都有多条可供选择的运输路线.应选择哪一条路线运输，取决于建模的目标。

而目标总费用包含两个组成部分;订购费用和运输费用。订购费用取决于单价和订购数
量，运输费用取决于往哪里运和运输路线。结合总目标的要求，可以很容易地想到应选择
运费最小的路线。

从同一个钢管厂订购钢管运往同一个目的地，一且最小运输费用路线确定，单位钢管
的运费就确定了，单位钢管的总订购及运输费用=钢管单价+运输费用。因此。同一个钢

管厂订购钢管运往同一个目的地的总费用等于订购数量乘以单位钢管的购运费用（单
价+单位钢管运费）。因而，在制订订购与运输计划时、要分成两个子问题考虑;

（1）运输路线及运输费用的确定;钢管可以通过铁路或公路运输。公路运费是运输
里程的线性函数.但是铁路运价却是一种分段的阶跃的常数函数。因此在计算时，不管对

运输里程还是费用而言，都不具有可加性，只能将铁路运价（即由运输总里程找出对应费
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率）和公路运价分别计算后再叠加°

（2）铺设方案的设定:从钢管厂订购若干个单位的钢管运送至枢纽点Al ’A2’…’Al5’

再由枢纽点按＿个单位计分别往枢纽点两侧运送至最终铺设地点’计算从枢纽点开始的

铺设费用°

虽然准备把问题分解为两个子问题进行处理,但最终优化时’必须作为一个综合的优

化问题进行处理’否则无法得到全局最优解°

4·10·3模型的建立与求解

记第j（t＝1’2’…’7）个钢厂的最大供应量为s‘’从第《个钢厂到铺设节点j（′＝1’

2’…’15）的订购和运输费用为c,;用I临＝｜A腮A胎l ｜（∧＝1’2’…’14）表示管道第∧段需要铺

设的钢管量。卯矿是从钢厂S‘运到节点j的钢管量,y）是从节点j向左铺设的钢管量’弓是
从节点j向右铺设的钢管量。

根据题中所给数据’可以先计算出从供应点S旗到需求点4的最小购运费c0（即出厂
售价与运输费用之和）’再根据c旷求解总费用’总费用应包括:订购费用（已包含在c旷中）’
运输费用（由各厂S‘经铁路、公路至各点A′’j＝1’2’…’7’j＝1’2’…’15）’铺设管道4今l
（j＝1’2’…’14）的运费。

1·运费矩阵的计算模型

购买单位钢管及从S‘（j＝1’2’…’7）运送到△（j＝1’2’…’15）的最小购运费用c『的计
算如下°

1）计算铁路任意两点间的最小运输费用

由于铁路运费不是连续的,故不能直接构造铁路费用赋权图’用Floyd算法计算任意

两点间的最小运输费用°但可以首先构造铁路距离赋权图’用Floyd算法计算任意两点
间的最短铁路距离值’再依据题中的铁路运价表求出任意两点间的最小铁路运输费用°

这就巧妙地避开了铁路运费不连续问题°

首先构造铁路距离赋权图Cl＝（V,El ’Wl）’其中

V＝｛Sl ’S2’…’S7’A」 ,A2’…’A』5’Bl’B2’…’Bl7｝＝｛″l ’″2,…’O39｝ ’总共39个顶点的

编号如图4.23所示;W』＝（测｛!））3,×39。

”』＂ˉ｛堂〈蜕二:露麓臻≡
式中:a』l）表示〃』,必两点之间的铁路路程°然后应用D叮kstra标号算法求得任意两点间的
最短铁路距离。

根据铁路运价表,可以得到铁路费用赋权完全图己＝（V’E! ,顽）,其中顽＝
（c』l〕）3’×3’’这里c｛l）为第j’j顶点间的最小铁路运输费用’若两点间的铁路距离值为无穷
大’则对应的铁路运输费用也为无穷大。

2）构造公略费用的赋权图

构造公路费用赋权图G2＝（V’E2’W2）,其中V同上’W2＝（c』2））…°

.』儿｜!兰《』哪, ;!!!二:蕊麓熏莲
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率）和公路运价分别计算后再叠加。

（2）铺设方案的设定;从钢管厂订购若干个单位的钢管运送至枢纽点A，A，2⋯，Ag，
再由枢纽点按一个单位计分别往枢纽点两侧运送至最终铺设地点，计算从枢纽点开始的

铺设费用。
虽然准备把问题分解为两个子问题进行处理，但最终优化时，必须作为一个综合的优

化问题进行处理，否则无法得到全局最优解。

4.10.3 模型的建立与求解

记第式i=1，2，⋯，7）个钢厂的最大供应量为s，从第i个钢广到铺设节点式j=1，
2，⋯，15）的订购和运输费用为c∶;用l，=|A.Am】（k=1，2，⋯，14）表示管道第k段需要铺

设的钢管量。x是从钢厂S，运到节点j的钢管量，y;是从节点j向左铺设的钢管量，z;是
从节点j向右铺设的钢管量。

根据题中所给数据，可以先计算出从供应点S，到需求点A，的最小购运费c，（即出厂
售价与运输费用之和），再根据 c;求解总费用，总费用应包括∶订购费用（已包含在c中），
运输费用（由各厂S，，经铁路、公路至各点A，i=1，2⋯，7，j=1，2，⋯，15），铺设管道4A，，
（j=1，2，⋯，14）的运费。

1.运费矩阵的计算模型

购买单位钢管及从S，（i=1，2，⋯，7）运送到A，（Gi=1，2，⋯，15）的最小购运费用c的计

算如下。
1）计算铁路任素两点间的最小运输费用

由于铁路运费不是连续的，故不能直接构造铁路费用赋权图，用 Floyd算法计算任意

两点间的最小运输费用。但可以首先构造铁路距离赋权图，用 Flovd 算法计算任意两点
间的最短铁路距离值，再依据题中的铁路运价表求出任煮两点间的最小铁路运输费用。
这就巧妙地避开了铁路运费不连续问题。

首先构造铁路距离赋权图G=（V，E，W，），其中
V={S，S2，⋯，S，，A，Az⋯·，As，B，B，，⋯，Bn|={v，，"z⋯，v1，总共39个顶点的

编号如图 4.23所示;W，=（w/{））a期。
d682，v;，v 之间有铁路直接相连，悬六+o，v，，炒.之间没有铁路直接相连，

式中∶d表示 v，，两点之间的铁路路程。然后应用 Dikstra标号算法求得任意两点间的
最短铁路距离。

根据铁路运价表，可以得到铁路费用赋权完全图℃ =（V，E，，前），其中帘 =
（c4）xx，这里c"为第i顶点间的最小铁路运输费用，若两点间的铁路距离值为无穷
大，则对应的铁路运输费用也为无穷大。

2）构造公路费用的赋权图

构造公路费用赋权图G2=（V，E，，W。），其中V同上，W2=（c（②））as。
 0.142），v;，，之间有公路直接相连，eP-/一十图。 v;，v， 之间没有公路直接相连、
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式中:‘｛2）表示〃』’吗两点之间的公路路程°
3）计算任意两点间的最小运输费用
由于可以用铁路、公路交叉运送’所以任意相邻两点间的最小运输费用为铁路、公路

两者最小运输费用的最小值。

构造铁路公路的混合赋权图G＝（V’E’W）’W＝（c↓3））…’其中c↓3）＝min（c』l） ’c｛2））°
对图G应用Djkstra标号算法’就可以计算出所有顶点对之间的最小运输费用’最后

提取需要的S旗（‘＝1’2’…’7）到△（j＝1’2’…’15）的最小运输费用乌（单位:万元）’见
表4.15。

表4
—

■■■■■■■■■■■■■■■■■

［
『

］
〈

—

—

2
—

■■■■■■■■■■■■■■■■

任意两点间的最小运输费用加上出厂售价’得到单位钢管从任＿个S‘（t＝1,2’…’7）

到4（j＝1’2’…’15）的购买和运送最小费用c,°
2·总费用的数学规划模型

目标函数
7 l5

（1）从钢管厂到各枢纽点A!’A2’…’Al5的总购运费用为∑∑c,鳃,°
j＝l ／＝1

（2）铺设管道不仅只运输到枢纽点’而是要运送并铺设到全部管线’注意到将总量为

乃的钢管从枢纽点往左运到每单位铺设点’其运费应为第一千米、第二千米……直到第刃
千米的运费之和’即为

01×（l册…＋乃）≡钻（乃川
从枢纽点4往右也一样’对应的铺设费用为

01×（l＋…芍）二钻（弓川
总的铺设费用为

山兰［w′＋l）＋弓（芍＋l）］
2j＝l

因而’总费用为

二兰窿″等二［乃（乃川呐÷川
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160·3 140·2 98·6 38 20。5 3. 1 21·2 64。2 92 96 106 121。2 128

205·3 190·2 171.6 111 95·5 86 71.2 114。2 142 146 156 171·2 178

220。3 200·2 181·6 121 105·5 96 86.2 48。2 82 86 96 111·2 118

250·3 235·2 216·6 156 140·5 131 116·2 84·2 62 51 61 76。2 83

245·3 225·2 206°6 146 130·5 121 111·2 79·2 57 33 51 71。2 73

255·3 235·2 216·6 156 140·5 131 121·2 84·2 62 51 45 26·2 11

265·3 245·2 226。6 166 150·5 141 131·2 99·2 76 66 56 38·2 26

式中;d2）表示 v，v，两点之间的公路路程。
3）计算任意两点间的最小运输费用
由于可以用铁路、公路交叉运送，所以任意相邻两点间的最小运输费用为铁路、公路

两者最小运输费用的最小值。

构造铁路公路的混合赋权图G=<V，E，W），W=（c）x，其中c{=min（c》，c2）。
对图G应用 Dijtatha 标号算法，就可以计算出所有顶点对之间的最小运输费用，最后

提取需要的S（i=1，2，⋯，7）到A，（j=1，2⋯，15）的最小运输费用6（单位∶万元），见
表4.15。

表4.15 最小运费计算结果
142128121.2106969221.23.120.59.6140.2 64.210.3] 3870.7

2.2 192146 17815心71.295.5 14286占171.6190.z205.3215.7
211896 1328648.28.2 8296os.5181.612100220.3230.7

掌心 97837626tS116.2l131T40.s 62156216.6l250.32607 23s.2
予、 e771、25179.2u.2 33S730.s12114622s.2|245.3 206.6255.7

2826.2工84.2 455L62(21.2131苍少156216.623s.2265.7255.3
266 382263699.213t.2141 7610.525.3275.7 166226.6245.2

任意两点间的最小运输费用加上出厂售价，得到单位钢管从任一个S（i=1，2，⋯，7）
到A，（j=1，2，⋯，15）的购买和运送最小费用 c。

2。总费用的数学规划模型
目标函数

艺的（（1）从钢管厂到各枢纽点A，A、，⋯，Ag;的总购运费用为

（2）铺设管道不仅只运输到枢纽点，而是要运送并铺设到全部管线，注意到将总量为
y的钢管从枢纽点往左运到每单位铺设点，其运费应为第一千米、第二千米⋯⋯直到第y;
千米的运费之和，即为

0.L(7+1).0.1×(1+2++ry;)=:2
从柩枢纽点A，往右也一样，对应的铺设费用为

0.10.1×(1+2+⋯*)=业2
总的铺设费用为

0.1t/0?+张1）】.2
因而，总费用为

捷 t（+1）+码+1】.是42
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约束条件

（1）根据钢管厂生产能力约束或购买限制’有
15

∑鳃旷匡 ｛0｝O［500’s』］’j＝1,2’…’7.
j＝l

（2）购运量应等于铺设量
7

∑“,＝马＋乃,j≡1’2,…’15.
t＝1

（3）枢纽点间距约束:从两个相邻枢纽点分别往右、往左铺设的总单位钢管数应等于

其间距’即

芍＋乃＋l＝｜今伞l ｜＝↓’j＝1’2’…’14

（4）端点约束:从枢纽点Al只能往右铺’不能往左铺’故

y1≡0’

从枢纽点A］5只能往左铺’不能往右铺’故

z15＝0.

（5）非负约束:

匆『≥0’乃≥0,哥≥0’j＝1’2’…’7,j＝1’2’…’15.

综上所述’建立如下数学规划模型:

Ⅷm二二愿″罢二（弓（弓＃D带乃（乃÷］））》 （425）

｜

0｝□［500’s‘］’ j＝1,2’…’7’

j＝1’2’…’15’

′＝1’2’…,14’

＋乃,
（4.26）S°t.

↓’

＝0’

≥0’弓≥0, j＝1’2’…’7,j＝1’2’…’15.

3·模型求解

使用计算机求解上述数学规划时’需要对约束条件（4.26）中的第-个非线性约束
15

∑喻匡 ｛0｝□［500’‘d］’j＝1’2’…’7 （4.27）
j＝1

进行处理°

首先把约束条件松弛为
15

0≤∑勿,≤s』’j＝1’2’…’7. （428）
／＝1

求解发现第4个钢管厂和第7个钢管厂的供货量达不到500’不符合要求°

再利用分支定界的思想’在约束式（4.28）的基础上’把原问题分解为4个优化问题’
在原来目标函数和约束条件的基础上’分别再加如下的4个约束条件:
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约束条件
（1）根据钢管厂生产能力约束或购买限制，有

么【
2对e {0} U 【50，.，，=12.⋯.

（2）购运量应等于铺设量

年=石±yj=1，，15.
（3）枢纽点间距约束∶从两个相邻枢细点分别往右、往左铺设的总单位钢管激应等于

其间距，即
z个yj =|A;A，=lj=12，⋯，14.

（4）端点约束∶从枢纽点 A，只能往右铺，不能往左铺，故

y=0,
从枢纽点 A只能往左铺，不能往右铺，故

*s=0.
（5）非负约束∶

年;≥0，y;≥0，z;≥0，i=1，2，⋯，7，j=1，⋯，15.
综上所述，建立如下数学规划模型;

仍 宁”高
(n(2+1)+yry+1)),子”min (4.25)2j=1i =L

ve10l U[500,,=1,2⋯,
涵“子 j=1,2,⋯,15,

(4.25)8.
j=1,2,⋯,14,西十当“宁

下它日“夕
i=1,2,⋯,7j=1,2,⋯,15.g≥0,y; ≥0,≥0,

3。模型求解
使用计算机求解上述数学规划时，需要对约束条件（4.26）中的第一个非线性约束

淘L
云ze {0} U【500，s∶】，= 1，2，⋯，7 (4.27)

进行处理。
首先把约束条件松弛为

0≤ (4.28)看≤8，i=1，2，⋯，7.

求解发现第4个钢管厂和第7个钢管厂的供货量达不到500，不符合要求。
再利用分支定界的思想，在约束式（4.28）的基础上，把原问题分解为4个优化问题，

在原来目标函数和约柬条件的基础上，分别再加如下的 4个约束条件∶
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●

β

β

ˉ
ˉ

＝
＝

匆

勺
勿
办

临
∑
问
晦
∑
间

问题1: （4·29）

｜ 二‖‖ α川′问题2:

｜ 二＂ ‖Ⅲ′问题3:

｜ 二0 Ⅶ”问题4:

利用Mat1ab软件’分别求解上述4个问题°从计算结果得知’问题1的解是最优的°

求得总费用的最小值为127.8632亿°具体的订购和运输方案如表4.16所示°

表4.16钢管订购和运输方案

—
＿
岛
＿
岛
—
鲍
—
＆
—
纶
＿
纯
—
易
—

—

Al5

「 ］

■

■■

∩

■

■■】

∩

已

■■

∩

g

■■

∩

凹

■■

5
■■

］

c1c′c1e己r

NN1＝s亡rc己仁（｜S｜ ′ce11s仁r（1n七2s亡r（［1:7］!）））;

NN2＝s亡rc己七（｜A｜′s亡rtr土m（ce11s七r（（jn亡2s亡r（［1:15］｜）））））′

NN3＝s亡rc己七（‖B｜′s亡rtr土m（ce11str（土n仁2s亡r（［1:17］!））））′

NN≡｛NN1｛:｝′NN2｛:｝′NN3｛:｝｝;

G＝gr己ph;G≡己ddn◎de（G′NN）′

L1＝｛｜B1!′｜B3｜′450; ｜B2!′｜B3｜′80′ ｜B3｜′!B5｜ ′1150

0B50′‖B80′1100′ 0B40′｜B6‖ ′306′ 0B6‖′‖B70′195

0S10′0B70′20厂 0S10′‖B8‖′202》 ′S2『′0B8‖ ′1200
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订购量 A
l A 2 A 3 A4 A

5 A 6 A 7 A 8 A9 A l0 A 1l A l2 A l3 A
l4

800 0 0 0 147 188 200 265 0 0 0 0 0 0 0

800 0 179 113 99 109 0 0 300 0 0 0 0 0 0

1000 0 0 124 95 117 0 0 0 664 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1216 0 0 271 127 202 0 0 0 0 201 415 0 0 0

1355 0 0 0 0 0 0 0 0 0 150 0 86 333 62I

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

sy 4=0,
j1问题1∶ (4.29)=l =0.

i≥0,
(4.30)问题2∶管当”艺

斜
x≥500,

问题3∶ (4.31)啡入 =0.毕过

咨*=0,么间问题4∶ (4.32)“下t, 500来下

利用Matab软件，分别求解上述4个问题。从计算结果得知，问题1的解是最优的。
求得总费用的最小值为127.8632亿。具体的订购和运输方案姻表4.16所示。

表 4.16 钢管订购和运输方案

量 才才本片右本 AsAa订购量 A石经A asA片
5 O句自。 。。。-。。。 葛 2s20014700
区 。。。。-。。日日913 岁1o917980 。
同， ee。售句e日。 色凸1000 664“己95124 0
S. 夕 e 0司。句。0日。0。夕 ”oo
局 。日。。e。 。。 。e1216 12 415201202271
纠 e 日售。e 含二。e。e 。135 16s8633150。。。。岛 o000自o句。0。 ”

clc, clear
NINI =gtrcat(S',cellstr(int28tr([;7]')));
NN2 strcat (A',strtrim{cellatr{(int2str([1:15]'}))));
N3 =gtrcat (E',strtrim{cellstr{int2str([1;17)))));
NN= {0DN1{:},NN2{:),NDN3(;));

G = graph;G =addnode (G,NN);
L1 =(B1','B3',450;'B2','B3',80;'B3','B5',1150

'B5','B8',1100;'B4','B6',306;'B6','B7',195
's1','B7',20; 181','1B8',202;'s2','B8',1200
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｜

｜B8′′｛B9｜′720; ↑S3｜ ′｛B9｜′690》 ｜B9『′｜B10｜′520

｜B10｜′‖B12‖′170′ ‖S4‖′‖B12『′690; 0S5｜′｜B11｜ ′462

｜B110′‖B120′88′ ｜B12‖′0B14｜′160′ 0B13｜′‖B14｜′70

｜B14｜′｜B15｜′320; 『B15｛′『B16｜′160; !S6｜′｜B16↑′70

｜B16!′!B17｜′290′ ｜S7!′!B17｀′30｝;

G1＝己ddedge（G′L1（:′1）′L1（:′2）′ceU2ma七（L1（:′3）））′

d1＝d土s仁己nces（G1）′ 啥求所有点对之间的最短距离

｜

｜

c1＝土nf＊◎nes（s1ze（d1））;

c1（d1≡＝0）＝0′c1（（d1＞0）＆ （d1＜＝300））＝20;

c1（（d1＞300）＆（d1＜＝350））＝23′

c1（（d1＞350）＆（d1＜＝400））＝26;

c1（（d1＞400）＆（d1＜＝450））＝29;

c1（（d1＞450）＆ （d1＜＝500））＝32′

c1（（d1＞500）＆（d1＜＝600））＝37′

c1（（d1＞600）＆（d1＜＝700））＝44′

c1（（d1＞700）＆（d1＜＝800））＝50;

c1（（d1＞800）＆（d1＜＝900））＝55;

c1（（d1＞900）＆（d1＜＝1000））＝60;

土nd＝（d1＞1000）＆ （d1＜土nf）;

c1（土nd）＝60＋5＊ce土1（d1（土nd）／100ˉ10）》

L2＝｛!A1‖′!A2‖′104′ ｜A2′′‖B10′3; !A20′｜A3『′301

｜A30厂0B2｜′2; 0A30′｜A4‖′750; ′A4｜′｜B50′600

0A40′‖A50′606′ 0A50′0B40′10; 0A50′0A60′194

｜A5‖′｜B6‖′5; ｜A6｜′‖A7‖′205; ｜A70′｜B7｜′10

｜S10′｜A7｜′31′ ｜A7‖′｜A8｜′201; !A8‖′!B8｜′12

｜A8｜′｜A9｜′680; ｜A9‖′｜B9｜′42′ ｜A9!／A10｜′480

↑A10｜′!B10｜′70; ｜A10′′0A110′300; ′A11↑′｀B11!′10

!A11!′0A120′220; !A120′0B13『′10′ ｜A120′0A13『′210

｜A13｜／B15｜′62; ｜A13‖′0A14｜′420′ 0S6‖′｜A14｜′110

｜A14‖′0B16‖′30′ ‖A140′‖A15｜′500; 0A15‖′｜B17‖′20

!S7!′｜A15!′20｝′

G2≡己ddedge（G′L2（:′1）′L2（:′2）′ceU2m己七（L2（:′3）））′

w2≡fuU（己djacency（G2／we土gh仁ed!））; 哈导出权重邻接矩阵

w2（w2＝＝0） ＝土nf′ 嗜把0替换为土nf

w3＝mjn（c1′0.1＊w2）′ 嗜对应元素取最小值

G3＝gr己ph（w3）;c3＝d1s仁己nces（G3）′

c4≡c3（1:7′8:22）

wr让em己tnx（c4′｜己n1土61.x1sx｜）

嗜提出7行15列的运费数据

［800′800′1000′2000′2000′2000′3000］′『

［160′155′155′160′155′150′160］‖;

［104′301′750′606′194′205′201′680′ · 。 ·

480′300′220′210′420′500］‖;

一
＝
＝
～
＝
ˉ

巴
口
·
口
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，
'B8','E94,720;'33','B9',690;'B9','B10',520
'B10,'B12',170;'s4','B12',690;'S5','B11',462
'B11','B12',88;'B12','B14',160;'B13','B14',70
'B14'，'B15'，320;'印15'，'B16'，160;'S6'，'B16'，70
'B16','B17',290;'S7','B17',30];

G1=addedge(3,L1t:,1),L1(x,2),cel12mat[L1{:,3)));
d = dLstancas (G1)? 舍求所有点对之间的最短距高

cl = inf *one8 (8ize(d1));
cl（dl==0）=0;c1（（dl>0）乐（ll<=300））=20;

cl{(a1>300)& {d1<=3501)=23;
cl((d1>350)& (d1<=400))=26;

c1l(dl>400)& {d1<=450)=29;

clt(dl>450)& 《d1<=500)}=32;
c1{（d1>500}东 （dl<=600））=37;

c1{(d1>600}&(d<=700})=44;

c1{(dl>700)& (d1<=800)]=50;

cl((d1>800)& (d1<*900}}=55;

c1（（dL>900）东（d<=1000））=60;

ind= （d1>1000）东（d<inf）;

c1(ind>=60+5*ceil(dL(ind)/100-10);

L2= [A1''A2',104;A2','B1',3;'A2','A3',301
'A3';*92',2;'A3','A4',750;Ad','B5',600
'A4','A5',606;A5',B4',10;'A5','A6',194
'AS','B6',5;'A6','A7',205;'A7','B7',10
's1''A7',31;'A7'A8',201;'A8','BB',12
'A8','A9',680;'A9','B9',42;'A9','A10',480
A10','B10',70;'A10*,'A11',300;'A11','B11',10
'A11' 'A12',220;'A12','B131,10;'A12','A13',210
'A13','B15',62;'A13',A14',420;'S6','A14',110
A4','B16',30;'A14',A15',500;'A15','B17,20
187','A15',20);

G2 =addedge(G,L2(;,1),L2{:,2),cell2mat(L2(:,3)));
w2 = full (adjacency (G2,'weighted')); 导出权置邻按矩阵
w2 (w2==0)= inf; 8把0着换为 inF

w3 = min (C1,0.1*w2); 对应元素取最小值

G3 =graph (w3);c3 = distances (G3);
c4 = c3 (1;7,8:22) 号提出7行15列的运费数据
writematrix(e4,'anli6_1.xlex')

s = [800,800,1000,2000,2000,2000,3000]';
p=[160,155,155,160,155,150,160)';
b=(04,301,750,606,194,205,201,680,

480,300,220,210,420,500]';
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c≡rePm己亡（P′1′15）＋c4 老购运费用

Pr◎b＝◎p亡mpr◎b1em;

x＝◎p仁1mvar（!x｜′7′15′ ｜L◎werB◎und0′0）;

y＝◎Pt土∏Ivar（‖y!′15′ ｜L◎werB◎und‖′0）;

z＝◎P仁土Inv己r（『z!′15′ ｜L◎werB◎und‖′0）;

◎bj＝sum（sum（c.＊x））＋0.05＊su∏l（y.＾2＋y＋z.＾2＋z）′

Pr◎b·Objec仁土ve＝◎hj;

pr◎h·C◎ns仁r己土n仁s.c◎n1＝sum（x′2）＜≡s;

pr◎b·C◎ns七r己j.n亡s·c◎n2＝sum（x）＝＝y｀＋z0

Pr◎b·C◎ns七r己土n七s·c◎n3＝y（2:end）＋z（1:end-1）＝＝b;

Pr◎b·C◎ns亡r己土n七s.c◎n4＝ ［Y（1）＝＝0;z（15）＝≡0］;

［s◎1′fv己1′f1己g′◎u仁］ ＝s◎1ve（pr◎b）

check1＝su∏l（s◎1·x′2）

pr◎b1＝pr◎b;pr◎b2＝pr◎b;pr◎b3＝pr◎b;pr◎b4＝pr◎b》

Pr◎b1·C◎ns七r己土n亡s。c◎n5＝ ［sum（x（4′ :））＝＝0『sum（x（7′ :））＝≡0］;

［s◎11′fv己11′f1己g1′◎u亡1］ ＝s◎1ve（Pr◎b1）

pr◎b2·C◎ns仁r己1n亡s。c◎n5＝ ［sum（x〈4′ :））＞＝500;sum（x（7′ :））＞＝500］;

［s◎12′fv己12′ f1己g2′◎u仁2］ ＝s◎1ve（pr◎b2）

pr◎b3·C◎ns仁r己土n七s.c◎n5＝sum（x（4′:））＞＝500;

pr◎b3·C◎ns亡r己土n七s。c◎n6＝sum（x（7′:））＝＝0′

［s◎13′fv己13′f1己g3′◎u亡3］ ＝s◎1ve（Pr◎b3）

pr◎b4·C◎nstr己jn仁s·c◎n5＝sum（x（4′ :））＝＝0『

pr◎h4·C◎nstr己1nts·c◎n6＝suIⅡ（x（7′ :））＞＝500;

［s◎14′fv己14′f1己g4′◎u亡4］ ＝s◎1ve（pr◎b3）

s◎U·x′sx＝sum（s◎11·x′2）

七x＝r◎und（s◎11.x）′仁sx＝sum（℃x′2） 嗜取整后的解

wr让em己亡mx（［sum（s◎11.x′2）′s◎11.x］′｜an1土61.x1sx｜′｜Shee仁｜′2）

wr让em己仁nx（［仁sx′亡x］′ ｛己n1土61.x1sx｜′ ｜Shee仁｜′2′ ｜Range｜′ ‖A9｜）

习题4

4·1用Matlab分别画出图424所示图形·

2

U5U5U5
U3 3

3

U404吻

（c）（b）

图4.24三种图

（a）非赋权图;（b）赋权图;（c）有向图。

（a）
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e购运费用c =repmat (p,1.15}+ c4

prob =optimproblem;
xxoptimvar （x'，7，15，'LowerBoun3'，0）;
y =optimvar (y',15,'LowerBound',0);

z =optimvar('z',15, 'LowerBound',0);
obj= 8um(3um(c,*X))+0,05*umty.~2+y+z.^2+z);

prob.0bjective = obj;
prob.Constraints.con1 = sum{x,2)<=;
prob,Constraints.con2= gum ()==y'+z'
prob.Constraints.con3= y (2:end)+z(1;end-1)==bf

prob.Constraintg.con4 = L(1)==0;z(15)=0];

[8ol,fval,flag,out]= solve fprob)
check1 x sum (so1.x,2)

prob1 = prob;prob2 = prob;prob3=prob;prob4=prob;
prob1.Conetraint图.con5=【eum（x（4，∶））*z0;sum（x（7，∶）==0】;
{soll,Evall,flagL,out1]= solve (prob1)

prob2.Constraints.con5=【eum（x（4，∶）））>-500;学um（x（7，））>=500】;
[8ol2,fval2,flag2, out2]= solve tprob2)

prob3.Constraint9.con5 = sum (x(4,;))>=500;

prohb3.Constraints.con6= sum(x(7,:))==0;
[sol3,fva13,flag3, out3]= solve (prob3)
prob4.Conatrain良，con5 = sum （x（4，∶））==0;
prob4.Congtraints.con6 = sum (x (7,:))>=500;
[sol4,fval4,flag4,cut4]= solve ((prob3)
sol1.x,Bx = sum(eol1.x,2)

8取整后的解tx= round (sol1.x),Esx =sum(tx,2)
writematrix([sum(gol1.x,2),8ol1.x],'anli6_1.xlsx','Sheet',2}
writematrix([EBx,tx],'anli6_1.xlsx','Sheet',2,'Range','A9'〉

习 题 4

4.1 用 Matdab分别画出图4.24所示图形。 - 尊，，、 轮： Ayr 心3 古 即1y卢当 3b
？es旦 Py 的产了“占 合。fea a 才宫

护影
(e)o气

图4.24 三种图

（a）非戴权图;（b）赋权国;（c）有向图。
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4·2在图4.25中’用点表示城市,现有A、B］、B2、C!｀C2｀C3｀D共7个城市°点与点之间的连线表

示城市间有道路相连。连线旁的数字表示道路的长度°现计划从城市A到城市D铺设一条沿道路的天

然气管道’请设计出最小长度管道的铺设方案。

DA

图425 7个城市间的连线图

4·3求图4.26所示赋权图的最小生成树。

吻

§9一56

Ⅶ
／
屿

Ⅶ
／
屿

U2
20

≥＼!』
20

≥＼!』 10
3535

20

15U lˉ
15 D5

U6

图4.26赋权无向图

4·4在图4.26中求从〃l到U4的最短路径和最短距离.

4·5 图4.27给出了6支球队的比赛结果’即1队战胜2、4、5、6队’而输给了3队;5队战胜3、6队’

而输给1｀2、4队等。

1 2

36

｜

5 4

图4.27球队的比赛结呆

（1）利用竞赛图的适当方法’给出6支球队的一个排名顺序;

（2）利用PageRank算法’再次给出6支球队的排名顺序。

4.6 已知95个目标点的数据见Excel文件data‘M.xlsx’第1列是这95个点的编号’第2、3列是这

95个点的卯’y坐标,第4列是这些点重要性分类’标明“1”的是第一类重要目标点,标明“2,,的是第二类

重要目标点’未标明类别的是一般目标点’第5、6｀7列标明了这些点的连接关系°如第三行的数据

C ˉ1160 587.5 D F

表示顶点C的坐标为（-1160’587.5）’它是一般目标点’C点和D点相连’C点也和F点相连。
研究如下问题:

（1〉画出上面的无向图’一类重要目标点用“☆”画出’二类重要点用“＊”画出’一般目标点用“.”
画出。

110

｜

4.2 在围4.25中，用点表示城市，现有A、B;、B2、C;、C2、C，、D共7个城市。点与点之间的连线表
示城市问有道路相连。连线旁的教字表示道路的长度。现计划从城市A到城市D铺设一条沿道路的天
然气管道，请设计出最小长度管道的铺设方案。 ' CB1

包
你 l ·

4ien序、 宁
图4.25 7个城市间的连线图

4.3 求图4.26所示赋权围的最小生成树。

6 30色 矿20
8 ho/as20 25

1纠 15 影 g
图 4.26 赋权无肉图

4.4 在图4.26中求从切，到v。的最短路径和最短距离。

45 图4.27给出了6支球队的比赛绪果，即1队战胜2、4、5、6队，而翰给了3队;5队战胜3、6队，
而输给1、2、4队等。

围4.27 球队的比真结果

（1）利用党奏图的适当方法，给出6支球队的一个操名顺序;
（2）利用PageRank算法，再次给出6支球队的排名顺序。

4.6 已知95个目标点的数据见Excel文件datm4_6.xlx，第1列是这95个点的蟾号，第2、3列是这
95个点的x.y坐标，第4列是这些点重要性分类，标明"1"的是第一类重要目标点，标明"2"的是第二类

重要目标点，未标明类别的是一般目标点，第5、6、列标明了这些点的连接关系。如第三行的数据
C-1160587.5 FD

表示顶点C的坐标为（-1160.587.5），它是一般县标点，C点和D点相连，C点也和F点相连。
研究如下问题;
（1）画出上面的无肉图，一类重要目标点用"☆"画出，二类重要点用"*"副出，一般目标点用"、"

画出。
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要求必须画出无向图的度量图’顶点的位置坐标必须准确’不要画出无向图的拓扑图。

（2）当权重为距离时’求上面无向图的最小生成树’并画出最小生成树.

（3）求顶点L到顶点R3的最短距离及最短路径’并画出最短路径。

4.7 已知有6个村庄’各村的小学生人数如表4.17所示’各村庄问的距离如图4·28所示。现在计

划建造一所医院和一所小学’则医院应建在哪个村庄才能使最远村庄的人到医院看病所走的路最短?

小学建在哪个村庄可使得所有学生上学走的总路程最短?

表4.17各村小学生人数

村庄
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

小学生

U3 U5 U6

■■■■■■■

90

Ul U2 U4

U1
6

图428各村庄示意图

4.8在10个顶点的无向图中’每对顶点之间以概率0.6存在一条权重为［1’10］上随机整数的边’

首先生成该图·然后求解下列问题:

（1）求该图的最小生成树°

（2）求顶点″l到顶点U!0的最短距离及最短路径。

（3）求所有顶点对之间的最短距离。

4.9 5个人参加某场特殊考试’为了公平’要求任何两个认识的人不能分在同一个考场。5个人总

共有8种认识关系’如表418所示’求至少需要分几个考场才能满足条件·

表418 5个人的8种认识关系

—
日
］
日
—

认识关系

i

j

4·10有4个公司来某重点高校招聘企业管理（A）、国际贸易（B）、管理信息系统（C）｀工业工程

（D）、市场营销（E）专业的本科毕业生°经本人报名和两轮筛选’最后可供选择的各专业毕业生人数分
别为4、3、3、2、4人。若公司O想招聘A｀B｀C、D、E各专业毕业生各1人;公司@拟招聘4人’其中C｀D
专业各1人’A｀B｀E专业可从任两个专业中各选1人;公司O招聘4人’其中C、B、E专业各1人’再从
A或D专业中选1人;公司@招聘3人’其中须有E专业1人’其余2人可从余下A、B、C｀D专业中任选
其中两个专业各1人°问上述4个公司是否都能招聘到各自需要的专业人才’并将此问题归结为求网

络最大流问题·

4·11求图4.29所示网络的最小费用最大流’弧上的第1个数字为单位流的费用’第2个数字为

弧的容量。

111

1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 2 2 2 3

2 3 4 3 4 5 4

要求必须画出无岗图的度量图，顶点的位置坐标必须准确，不要画出无向图的拓扑田。

（2）当权重为距离时，求上面无向图的最小生成树，并画出最小生成树。

（3）求顶点L到顶点 R3的最短距离及最短路径，并畜出景嫂路径。
47 已知有6个村庄，各村的小学生人数如表4.17所示，各村庄间的距离如图4.28所示。现在计

划建造一所医院和一所小学，则医院应建在卿个材庄才能使最远村庄的人到医洗看痫所走的路最矩?
小学建在癞个村庄可使得所有学生上学走的总路程最短?

表4，17 各村小学生人数

特 E 查的zP 卸石，·
小掌生 9070605D 2040

” 部
w /o 6，当 3

？o
分 e
困4.28 各村庄示量困

48 在10个顶点的无向图中、每对顶点之问以报率0.6存在一条权重为【1，10】上随机整数的边，，

首先生威该园。然后求解下列问趣∶

（1）求该图的最小生成树。
（2）求顶点v0到顶点 v的最短距高及最短路径。

（3）求所有顶点对之间的最短距高。
49 5个人参加某场特殊考试，为了公平，要求任何两个认识的人不能分在同一个考场。5个人总

共有8种认识关系，如表4.18所示，求至少雷要分几个考场才能满足条件。

表4.18 5个人的8种认识关紧

6 8？4- e认识关系 。 。 mo-- 的， 2( 。” 5，。。乙了 ：3

410 有4个公司来其食点高校招聘企业管理（A），国际置易（B）、管理信息系统（C）、工业工程
（D）、市场管销（E）专业的本科华业生。经本人摄名和两轮筛选，最后可供选择的各专业毕业生人数分
别为4、3，3、2、4人。若公司①想招聘A、B、C、D、E各专业毕业生各1人;公司②拟招聘4人，其中 C、D
专业备I人，A、B、E专业可从任两个专业中各选1人;公同③招聘4人，其中C、B、E专业备1人，再从

A或D专业中选1人;公司④招聘3人，其中须有E专业1人，其余2人可从余下A、B、C、D专业中任选
其中两个专业各1人。问上述4个公司是否都能招聘到各自需要的专业人才，并将此问题归结为求网
络最大流问题。

411 求图4.29所示网络的最小费用最大流，驱上的第1个数字为单位流的费用，第2个数字为

孤的容量。
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图4.29最小费用最大流的网络图

4·12某公司计划推出一种新型产品’需要完成的作业由表419所示·

表4.19计算网络图的相关数据

作业名称 计划完成时间／周 紧前作业 最短完成时间／周 缩短1周的费用／元

A设计产品

B市场调查

C原材料订货

D原材料收购

E建立产品设计规范

F产品广告宣传

G建立产品生产基地

H产品运输到库

β
日
〕
∑
〕
∑
斗
∑

删
硼
Ⅷ
硼
咖
Ⅷ
删
删

斗
〕
］
〗
〗
】
∑
∑

A

C

A、D

B

E

G｀F

（1）画出产品的计划网络图;

（2）求完成新产品的最短时间’列出各项作业的最早开始时问、最迟开始时间和计划网络的关键

路线;

（3）假定公司计划在17周内推出该产品’各项作业的最短时间和缩短1周的费用如上表所示’求

产品在17周内上市的最小费用;

（4）如果各项作业的完成时间并不能完全确定’而是根据以往的经验估计出来的’其估计值如

表4.20所示·试计算出产品在21周内上市的概率和以95％的概率完成新产品上市所需的周数°

表4.20作业数据

作 业 A B C D E F G H

最乐观的估计

最可能的估计

最悲观的估计

∑
β
Ⅲ

斗
日
β

∑
］
▲

］
∑
日

］
〕
日

日
斗
日

∑
斗
β

】
∑
▲

｜

｜
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24)
(1,6) (3,10) 6吃

图4.29 最小费用最大流的网络图

4.12 某公词计划推出一种新型产品，警要完成的作业由表4.19所示。

表419 计算网络图的相关数据

作业名称 采前作业 最短光成时间/周计划完成时阔/属 缩短1周的费用/元

800A设计产品 46
5 3B市场弹查 60O

C 愿材料订货 3 3001A
60D原材料收购 2 c

追
1 4003E建立产品设计规范 A、D” 一F产品广告宣传 B

4G建立产品生产基地 2B 200

c、P 200日产品运输到库 2 2

（1）西出产品的计划网络图;

（2）求完成新产品的最短时间，列出各项作业的最早开始时间、最迟开始时间和计划网络的关使

略线;
（3）假定公司计划在 I周内抱出该产品，各项作业的最妞时间和绪短1周的费用如上表所示，求

产品在17周内上市的最小费用;
（4）如果各项作业的宪成时间并不能完全确定，而是根据以往的经验估计出来的，其估计值如

表4.20所示。试计算出产革在21厕内上市的概率和以95??概率完成新产品上市所警的周数。

表4.20 作业数据

8。 DA GE作 业 F，鸣
叫乞 - ”~最乐观的估计 -4 。

中兼可能的估计 45 ‘3。 2“
3 6最想观的馅计 10 6 s4 4o
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第S章插值与拟合

在数学建模过程中’通常要处理由试验、测量得到的大量数据或一些过于复杂而不便

于计算的函数表达式’针对此情况’很自然的想法就是’构造＿个简单的函数作为要考察
数据或复杂函数的近似。插值和拟合就可以解决这样的问题°

给定一组数据’需要确定满足特定要求的曲线’如果所求曲线通过所给定有限个数据
点’这就是插值。有时由于给定的数据存在测量误差,往往具有-定的随机性°因而’要
求曲线通过所有数据点不现实也不必要。如果不要求曲线通过所有数据点’而是要求它

反映对象整体的变化态势’得到简单实用的近似函数,这就是曲线拟合。

插值和拟合都是根据-组数据构造-个近似函数’但由于近似的要求不同’二者在数

学方法上是完全不同的°而面对一个实际问题’究竟应该用插值还是拟合’有时容易确

定’有时并不明显°

S.1插值方法

5.1·1＿维插值

1·基本概念

已知未知函数在n＋1个互不相同的观测点卯o’匆l ’…’“鹏处的函数值（或观测值）:

y‘丫（匆‘）’j＝0’1’…’″.

寻求-个近似函数（即近似曲线）巾（”）,使之满足

中（卯《）＝y‘’j＝0’1’…’几. （5.1）

即求-条近似曲线中（“）’使其通过所有数据点（匆《’y《）’j＝0’1’…’n。

对任意非观测点￡（￡≠匆‘’t＝0’1’…’n）’要估计该点的函数值f（￡）,就可以用小（￡）

的值作为／（￡）的近似估计值’即巾（允）寸（￡）°通常称此类建模问题为插值问题’而构造
近似函数的方法就称为插值方法°

观测点“《（j＝0’1’…’n）称为插值节点奶（匆〉称为被插函数或原函数’中（z）为插值函

数’式（5.1）称为插值条件’含蝇（j＝0’1’…’＂）的最小区间［α’b］（α＝鹤呈｛鳃′ ｝ ,b＝拇篙

｛蝇｝）称为插值区间’￡称为插值点’巾（￡）为被插函数／（匆）在￡巨［α’6］点处的插值。
若￡匡［α’b］’则称为内插’否则称为外推°值得注意的是’插值方法一般用于插值区

间内部点的函数值估计或预测’利用该方法进行趋势外推预测时’可进行短期预测估计’

对中长期预测并不适用°

特别地’若插值函数为代数多项式’则该插值方法称为多项式插值°
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第5章 插值与拟合

在数学建模过程中，通常要处理由试验、测量得到的大量数据或一些过于复杂而不便
于计算的函数表达式，针对此情况，很自然的想法就是，构造一个简单的函数作为要考察
教据或复杂函数的近似。插值和拟合就可以解决这样的问题。

给定一组数据，需要确定满足特定要求的曲线，如果所求曲线通过所给定有限个数据
点，这就是插值。有时由于给定的数据存在测量误差，往往具有一定的随机性。因而，要
求曲线通过所有数据点不现实也不必要。如果不要求曲线通过所有数据点，而是要求它

反映对象整体的变化态势，得到简单实用的近似函数，这就是曲线拟合。
插值和拟合都是根据一组数据构造一个近似函数，但由于近似的要求不同，二者在数

学方法上是完全不同的。而面对一个实际问题，究竟应该用插值还是拟合，有时容易确
定，有时并不明显。

5.1 插值方 法

5.1.1 一维插值

1，基本概念
已知未知函数在 n+1个互不相同的观测点zo;??，x。处的函数值（或观测值）;

y=f(x),i=0,1,⋯,n.
寻求一个近似函数（即近似曲线》φ（x>，使之满足

(5.1)φ（z;）= y，i=0，1，⋯，n.
即求一条近似曲线φ（x），使其通过所有数据点（x;，y），i=0，1，⋯，n。

对任意非观测点效（金x，运=0，1，⋯，n），要估计该点的函数值f（2），就可以用φ（彩）
的值作为f{分的近似估计值，即φ（年）≈f（我）。通常称此类建模问题为插值问题，而构造
近似函数的方法就称为播值方法。

观测点x;（i=0，1，⋯，π）称为插值节点，f（（x）称为被插函数或原函数，中（x）为插值函
数，式（5.1）称为插值条件，含x;（i=0，1，⋯，n）的最小区间【a，b】（α=min{x，b=mgx威IA

1x）称为插值区间，我称为插值点，中（郊）为被插函数f（x）在宠∈【a，b】】点处的插值。
若龙e【a，b】】，则称为内插，否则称为外推。值得注意的是，插值方法一般用于插值区

间内部点的函数值估计或预测，利用该方法进行趋势外推预测时，可进行短期预测估计，
对中长期预测并不适用。

特别地，若插值函数为代数多项式，则该插值方法称为多项式插值。
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2·利用待定系数法确定插值多项式

鉴于插值条件（5.1）共含有n＋1个约束方程’而n次多项式也恰好有厕＋1个待定系

数°因此若已知y寸（z）在n＋1个互不相同的观测点则0’匆l’…’z腮处的观测值或函数值
y0’yl’…’y厕’则可以确定一个次数不超过n的多项式

P鹏（z）＝α厕z厕＋α＂ˉIz＂ˉl＋…＋α1鳃＋α0’ （5.2）

使其满足

P卿（匆k）＝γk’k＝0’1’…’几. （5.3）

称P腮（绷）为满足插值条件（5.3）的n次插值多项式。

把P愿（则）的表达式（5.2）代人插值条件（5.3）中’可得关于多项式待定系数的n＋1元
线性方程组

! 〔｜猾 ●0
记此方程的系数矩阵为A’则

见

卯0 …卯0 1
几

勿1 …卯1 1 厕 dˉl
det（A）＝ . . . . ＝∏∏（匆』ˉ呜）

● ● ● ●

i＝1 ′＝0

∏

卯鹏 …卯n 1

为著名的范德蒙德（Vandermonde）行列式’当“0’勿l ’…’弧腮互不相同时’行列式det（A）
≠0°根据解线性方程组的克莱姆（Gramer）法则’方程组的解存在且唯-°唯一性说

明’不论用何种方法来构造’也不论用何种形式来表示插值多项式’只要满足插值条件

（5.3）’其结果都是相同的°当插值节点逐渐增多时’多项式的次数会逐渐增大’线性
方程组会变成病态方程组’求解结果也变得不可靠°待定系数法无法直接构造出插值

多项式的表达式’插值多项式的次数每提高一次’都要重新求解’从而影响了方法的
推广°

定理5·1满足插值条件（5.3）的次数不超过＂的多项式存在而且唯＿。

插值多项式P鹏（“）与被插函数／（“）之间的差

R鹏（卯）＝／（“）＝P腮（匆）

称为截断误差’又称为插值余项°当f（匆）充分光滑时’有

凡（露）ˉ／（蹦）—冉（露）ˉ二瓣.霹』（露）…‘）’
几

其中@＂带l（厕）＝∏（鳃ˉ吗）°
／＝0

例5·1 已知未知函数y寸（鳃）的6个观测点（则‘’y‘）（j＝0’1’…’5）的值如表5.1所

示’试求插值函数γ羊（则）,并求“＝1.5’2.6处函数的估计值°
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2.利用特定系数法确定插值多项式

鉴于插值条件（5.1）共含有n+1个约束方程，而n次多项式也恰好有n+1个待定系
数。因此若已知y=f（x）在n+1个互不相同的观测点z，⋯，x。处的观测值或函数值
y。，y⋯，y，，则可以确定一个次数不超过n 的多项式

P。(x)=a,"+a-2*"+·⋯+8z+a。 (5.2)
使其满足

P。(*)=y,k=0,1,⋯,n. (5.3)
称P，（z）为满足插值条件（5.3）的n次插值多项式。

把P（z）的表达式（5.2）代入插值条件（5.3）中，可得关于多项式待定系数的n+1元
线性方程组

驴批产；述十古于岩古“咨。
a.×}十a-宁'+·+a*j+a。=y，， (5.4)：。平

a，窝十ayx"+⋯+a1+ao=。
记此方程的系数矩阵为A，则+9 立为（a-）der(A)=-

第

为著名的范德蒙德（（Vandermonde）行列式，当z，x，⋯，z。互不相同时，行列式 det（A）
*0。根据解线性方程组的克莱姆（Gramer）法则，方程组的解存在且唯一。唯一性说
明，不论用何种方法来构造，也不论用何种形式来表示插值多项式，只要满足插值条件
（5.3），其结果都是相同的。当插值节点逐渐增多时，多项式的次数会逐渐增大，线性
方程组会变成病态方程组，求解结果也变得不可靠。待定系数法无法直接构造出插值
多项式的表达式，插值多项式的次数每提高一次，都要重新求解，从而影响了方法的
推广。

定理5，1 满足插值条件（5.3）的次数不超过n的多项式存在而且唯一。
插值多项式P（x）与被插函数 f（x）之间的差

R(x)=f(x)-P,(x)
称为截断误差，又称为插值余项。当f（x）充分光滑时，有

它之呼R(>)=f(x)-,(x)= -m(*),6e(a,b),(n+1)?
其中0m，（*）=门（x一动）。

例5.1 已知未知函数y=f（x）的6个观测点（x;，y;）（i=0，1，⋯，5）的值如表5.1所
示，试求插值函数y=f（（x》，并求x=1.5，2.6处函数的估计值。“



表5.1 观测点数据

β
—
皿

利用Mat1ab软件’求得的插值多项式为

γ＝ˉ0·2417卯5＋4.3333卯4-28.9583卯3＋87.6667-115.8卯＋69·0’

鳃＝1.5’2.6处函数的估计值分别为14.918’20.8846。

c1c′c1ear

x0≡［1:6］!;y0≡［16′18′21′17′15′ 12］!′

A＝vander（x0）′p＝A＼y0

x＝［1·5′2·6］′

yh＝P◎1yv己1（p′x） 嗜求估计值

3·拉格朗曰插值方法

实际上求插值多项式比较方便的做法不是解方程（5.4）求待定系数’而是先构造-

组基函数

Ⅸ小（二≡羔三盖≡釜｛｝｛慧羌≡↓云二棚篇』ˉαL…,№
′′（匆）是n次多项式’满足

』‖（呜）≡｛!｜ ｝二,
令

＾仙ˉ∑删ˉ抛悬） 65｜
见

t＝0

上式称为″次拉格朗日插值多项式’由方程（5.4）解的唯＿性’门＋1个节点的″次拉格朗
曰插值多项式存在唯-。

例5.2（续例5·1） 用拉格朗曰插值再求例5.1的问题°
使用多项式插值一般最高次数不超过3次°由于拉格朗曰插值和牛顿插值只有理论

上的意义’实际应用价值不大’Matlab工具箱中没有拉格朗曰插值和牛顿插值的函数。
我们可以编写如下拉格朗曰插值的函数:

func亡土◎nY＝1己grange（x0′y0′x）′

n≡1eng仁h（x0）;m≡1eng℃h（x）′

f◎r1＝1:m

z＝x（1）;S＝0.0′

f◎rk＝1:n

P＝1·0′

f◎rj＝1:n

迁j～＝k

p＝p＊（z＝x0（j））／（x0（k）ˉx0（j））;

end
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表 5.1 观测点数据

1 6432 5*
12151716 2118仍

利用 Matlab 软件，求得的插值多项式为
y=-0.2417x2+4.3333x'-28.958322+87.6667-115.8&x+69.0，

x=1.5，2.6处函数的估计值分别为14.918，20.8846。
clc, clear
x0=[1:6]';y0=[16,18,21,17,15,12]';

A=vander (x0),p=A \y0

x=[1.5,2.61;
名求估计值yh =polyval (p,x)

3.拉格朗日插值方法
实际上求插值多项式比较方便的做法不是解方程（5.4）求待定系数，而是先构造一

组基函数
（x-*6）⋯（x-年-_）（x-xwn）⋯（x一*.） 革一为,=01,⋯,n,I(x)= 岁！吐一当！述了护史上”史此艺了人进！吐

L，（x）是n次多项式，满足
(0,j*i,4(x)=7={1,j=i.

岭
12)O-高ko-高 (5.5)

祥。！单。

上式称为n次拉格朗日插值多项式，由方程（5.4）解的唯一性，n+1个节点的n次拉格朗
日插值多项式存在唯一。

例5.2（续例s.1） 用拉格朗日插值再求例5.1的问题。
使用多项式插值一般最高次数不超过3次。由于拉格朗日插值和牛顿插值只有理论

上的意义，实际应用价值不大，Matlab 工具箱中没有拉格朗日插值和牛顿插值的函数。
我们可以编写如下拉格朗日插值的函数∶
function y=lagrange (x0,y0,x);
n=length(x0):m=1ength (x);
for i=1:m
z=x();8=0.0;
for k=1:n
p=1.0;
for j=1:n
fj-=k

p=p*(z-x0(6))/x0 (k)-x0(ji)):
end
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）

end

s＝P＊y0（k）＋s′

end

y（j）≡s;

end

end

调用拉格朗日插值函数的程序如下:

c1c′c1e己r

x0＝［1:6］｜;y0＝［16′18′21′17′15′12］｜;

x＝［1·5′2.6］;

yh＝1己gr己nge（x0′y0′x） 8求估计值

求得绷＝1.5’2.6处函数的估计值和例5.1是一样的°

4·牛顿（Newton）插值

在导出牛顿公式前’先介绍公式表示中所需要用到的差商｀差分的概念及性质°

1）差商

～w曰· 岛皿亡＝踏′′｀ . . 华＝万0『亡一…雄汽启上…厂（纳）丁（吗）
定义5.1设有函数／（卯）’“0’卯l’卯2’…为-系列互不相等的点’称

j）为／（鳃）关于点脾’吗的-阶差商（也称均差）’记为／［“′’吗］’即

（b≠
卯i-纽′

／［鳃》’吗］工（鳃‘）丫（吗）
卯t＝吗

称一阶差商的差商

／［虹‘’芍］丁［芍’卯您］
卯卤＝％k

为／（“）关于点“《’芍,”脓的二阶差商’记为／［匆d’吗’匆k］°-般地’称
／［“0’“l ’…’匆喻ˉl］丁［勿l ’“2,…,鳃k］

卯0＝卯k

为／（“）关于点匆0’卯l’…’则k的府阶差商’记为

／［鳃o’鳃］,…,鳃偷］工［“0’缆｜ ’…’绷臆ˉ］］丫［鳃」,绷2,…,卯臆］
匆0＝卯k

容易证明’差商具有下述性质:

犹［“‘’芍］＝／［芍,卯‘］’

／［鳃《’吗’鳃k］手［“!’“隐’吗］丫［吗’“《’勿喻］.
2）牛顿插值公式

线性插值公式可表示成

巾l（“）＝／（卵0）＋（则ˉ“0）／［鳃0’绷l］’

称为-次牛顿插值多项式°-般地’由各阶差商的定义’依次可得
／（勿）＝f（卯0〉＋（“＝“0〃［勿’z0］’

／［则,匆0］丫［“0’匆］］＋（卯-“l）／［财’“0’匆l］’

／［勿’“0’“』］丫［匆0’“l’勿2］＋（“ˉ″2）／［鳃,鳃0’匆l,“2］’

巳

｜

／［“’“o’…’卯厕ˉl］寸［“0’则l’…’z腮］＋（卯＝“愿）／［“’勿0’…’“厕］’
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end
8*p*y0(k)+g;

?end
Yy(i)=s;

end
end
调用拉格朗日插值函数的程序如下;

clc, clear
x0=住1∶6】'; y0=【6，18，21，17，15，12】';

x=(1.5,2.6]?
器求估计值yh=lagTange (x0,y0,x)

求得x=1.5，2.6处函数的估计值和例5.1是一样的。
4.牛顿（Newton）插值
在导出牛顿公式前，先介绍公式表示中所需要用到的差商、差分的概念及性质。
1）装商

.F(x)-(x)定义5.1 设有函数f（x），，;，为，⋯为一系列互不相等的点，称-“
i）为f（x）关于点为，的一阶差商（也称均差），记为f【x，利，即

（x）-f（两）f[,*,]: 正∶一部
称一阶差商的差商

f;,*]-[zp,]
时当

为f（z）关于点x，考，，的二阶差商，记为f【x，x，*】。一般地，称
f【*o，等，，，环】-f【z1，2.⋯，而】

艺
为f（xz）关于点???，⋯，的&阶差商，记为

六乎正了艺“号出上了产“长中卫吁了迁*6~*t
容易证明，差商具有下述性质∶

f[?*]=f[z,31],
f【z，所，所】=f【???4，z】=f【考，年4】.

2）牛频插值公式
线性插值公式可表示成

申（x）=f（xo）+（x=of【年p，zx，】，
称为一次牛顿插值多项式。一般地，由各阶差商的定义，依次可得

f(#)=f(xo)+(x-*)f[x,*o],
f【z，≈】=f【x0，】+（x-z）【*，断，x;】，
f【x，???*j】=f【知，*，知2】+（*-x）【x，知，年;妈2】，

叫’

f【x，???，年】=f【xg;考，⋯，名】+（x-x，）f【x，??⋯，不】，
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将以上各式分别乘以1’（“-z0）,（鳃ˉ”0）（匆ˉ卿!）,…,（卵一卯0）（卯ˉ卿l）…（匆ˉ卯侧ˉ］）,然后相加
并消去两边相等的部分’即得

／（“）＝／（匆0）＋（卯-匆0）／［“0,绷l］＋…＋（勿＿“0）（勿-卯!）…（“-卯厕ˉl）／［则0’鳃l ’…’“腮］

＋（鳃ˉ″0）（匆ˉ卯l）…（”ˉ“厕）／［则’绷0’绷!’…’聪鹏］.

记

Ⅳ腿（勿）＝／（匆0）＋（“ˉ绷0）／［师0’匆l］＋…＋（勿一绷0）（”-匆l）…（如ˉ匆厕ˉ｜）／［匆0’鳃l ’…’绷n］’

R腮（卯）＝（鳃＝卯0）（匆-绷l）…（卯-“则）／［则’缅0’“l ’…’卯厕］＝@厕＋!（匆）／［鳃’“0’绷l ’…’鳃厕］.

显然’／γh（卯）是至多Ⅶ次的多项式’且满足插值条件’因而它是／（匆）的Ⅶ次插值多项

式°这种形式的插值多项式称为牛顿插值多项式。R厕（卯）称为牛顿插值余项°

牛顿插值的优点是每增加一个节点’插值多项式只增加一项’即

Ⅳ＂争l（“）＝／γh（卯）＋（“-“0）…（匆＝则厕）／［匆0’狮l ,…,匆厕÷l］’

因而便于递推运算。而且牛顿插值的计算量小于拉格朗日插值·

由插值多项式的唯一性可知’牛顿插值余项与拉格朗日余项也是相等的’即

凡（…侧［…』 ,…』露卿］黑｛弄蜘』（鳃）,嗡…）
由此可得差商与导数的关系

,“＂］工（＂）（占）
几!

／［”0’ml ’… ’

其中音巨（α’b〉’α＝码呈｛卯』｝ ’b＝攫麓｛”』 ｝°
5·分段线性插值

1）龙格振荡现象

用多项式作插值函数’随着插值节点（或插值条件）的增加’插值多项式次数也相应

增加’高次插值不但计算复杂且往往效果不理想,甚至可能会产生龙格振荡现象°
利用多项式对某＿函数作近似逼近,计算相应的函数值’一般情况下’多项式的次数

越多’需要的数据就越多’而预测也就越准确°然而’插值次数越高’插值结果越偏离原函
数的现象称为龙格振荡现象。

例5。3在区间［-5’5］上’用n＋1个等距节点作多项式P鹏（甄）’使得它在节点处的值

与函数γ＝1／（1＋鳃2）在对应节点处的值相等’考察＂＝6’8,10时’多项式的次数与逼近误
差的关系°

从图5·1可以看到’当节点的个数增加时’拉格朗曰多项式插值逼近函数γ＝1／（1＋卯2）
不但没有变得更好’反而变得更加失真’振荡现象非常严重。这就迫使我们探求其他-些
更稳定、高效的插值格式°

c1c′c1e己工′c1◎se己11′g1◎b己1Yxx

yx≡6（x）1.／（1＋x.＾2）;

x＝1inspace（-5′5′100）′

se亡（gc己′‖F◎n亡S1ze′′15）;

h◎1d◎n′fun（6′1）′fun（8′2） ′fun（10′3）

fp1◎七（Yx′ ［-5′5］′｜L土neWjd仁h｜′1.5）

1egend（｛｜Sn＝6S｀′｜＄n＝8S｜′｜＄n＝10＄｜ ′｜Sy＝1／（1＋x2）＄｜｝′. . .
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将以上各式分别乘以1，x-z6），（z-）（x-x1），⋯，（x-xo）（x-x1>⋯<x-x-），然后相加
并消去两边相等的部分，即得

f(x)=f(x0)+(*-~)f[x0,1]++(x-*o)(x-x;))⋯(#-*_)[x,,⋯,x]
+（x部。）（x-年）⋯（x-x。）f【x，而，12，⋯，z、】.

记
N（x）=f（zo）+（x-）f【zo;析】+⋯+（x-ao）（x-x;⋯（x--1）f【和，21，⋯，2】，
R，（x）=（x-）（x-知行）⋯（x）f【年，z，⋯，x，】=a（x）f【*，6，x，，⋯，x。】.
显然，N<z）是至多n次的多项式，且满足插值条件，因而它是f（z）的n次插值多项

式。这种形式的插值多项式称为牛顿插值多项式。R。（x）称为牛顿插值余项。

牛顿插值的优点是每增加一个节点，插值多项式只增加一项，即
Nan（x）=N（x）+（x-zo）⋯（x-z。）f【2o，断，⋯，Fa，】，

因而便于递推运算。而且牛顿插值的计算量小于拉格朗日插值。

由插值多项式的唯一性可知，牛顿插值余项与拉格朗日余项也是相等的，即

Ff"(C。R(x)=004(z)f[x,2,,⋯,2。]= -wo.r(z),6E(a,b).(+1
由此可得差商与导数的关系

六占了已芯斗
其中e（a，b），a= min {x;|，6=mgx|对;|。

0备后n

5。分段线性插值

1）龙格振荡现象
用多项式作插值函数，随着插值节点（或插值条件）的增加、插值多项式次数也相应

增加，，高次插值不但计算复杂且往往效果不理想，甚至可能会产生龙格振荡现象。

利用多项式对某一函数作近似暹近，计算相应的函数值，一般情况下，多项式的次数
越多，需要的数据就越多，而预测也就越准确。然而，插值次数越高，插值结果越偏离原函
数的现象称为龙格振荡现象。

例s.3 在区间【-5，5】上，用n+1个等距节点作多项式P（x），使得它在节点处的值
与函数γ=1/（1+x*）在对应节点处的值相等，考察n=6，8.10时，多项式的次数与逼近误
差的关系。

从图5.1可以看到，当节点的个数增加时，拉格朗日多项式插值逼近函数y=1/（1+z）
不但没有变得更好，反而变得更加失真，振荡现象非常严重。这就迫使我们探求其他一些
更稳定、高效的插值格式。

clc,clear,elose all, global yx x
yx=@ (x)1./ (1+x."2):
x=linspace(-5,5,100);

aet (gCa,'FontSize',15);
hold on, fun(6,1),fun (8,2),Ffun(10,3)
fplot tyx, {-5,5],'Linewiath',1.5)
legend(I'Sn=6s','Sn=Bs','Sn=10$','sy=1/(+x2)s'),..
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0In七erpre仁er｜′『L己七ex｜′｜L◎c己亡j◎n｜′｜n◎r亡h｜）

funct土◎nfun（n′土）

g1◎b己1yxx

S＝｛｜-＊k′′ 『ˉ.k｜′ ‖ˉpk｀｝;

x0＝1土nsp己ce（＝5′5′n＋1）;

y0≡yx（x0）;y＝1agr己nge（x0′y0′x）′

p1◎七（x′y′s｛土｝）

end
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图5.1 当n＝6’8’10时拉格朗日插值与原函数图形比较

2）分段线性插值

简单地说’将每两个相邻的节点用直线连起来’如此形成的＿条折线就是分段线性插

值函数’记作么（匆）’它满足见（“‘）＝y‘’且L（匆）在每个小区间［“‘’“j余l］上是线性函数（′＝
0’1’…’＂＝1）°

Ih（卯）可以表示为
见

Ih（鳃）＝∑γ;′‘（鳃）, （5.6）
t＝0

其中插值基函数为

恬
勿巳［匆0’卯l］’

其他’

’ “巨［如′ˉl’熊j］’

j＝1’2’…’厕ˉ1,
’ 匆匡［勿‘’“龄l］’

其他’

’

′0（“）＝

′i（则）≡

伊虱…1′厕（则）＝

显然,对任一插值节点’其对应的插值基函数′《（“）（j＝0’1,…’＂）满足
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'Interpreter','Latex','Location','north')
function fun (n,i)

global yx x
g= C--*K','-、k','-pk};

x0=linspace(-5,5,n+1);
y0=yx{0);y=lagrange(x0,y0,x)
plot (x,Y,8{i)
end

e 素化一◆=6
总=81.5 →n=10
—y=Lk1材），

0.5

-0.5

51 ywD
图5.1 当 n=6，8，10时拉格朗日插值与原函教图影比较

2）分段线性播值
简单地说，将每两个相邻的节点用直线连起来，如此形成的一条折线就是分段线性插

值函数，记作I。（z），它满足I（x;）=y且I，《x）在每个小区间【x*】上是线性函数（i=
0,1,⋯,n-1)。

I（x））可以表示为

1（4）点xM4） (5.6)
其中插值基函数为

下xe[6,*],6(z)={*o-*1'
0，其他，
（x-号d 计自一当工其。;-w'

(x)=x-号g. i=1,2,⋯,n-1,“。田了。谋之”
其他，lo,，事

** xe【*1，勾。】，3(2)=7名，-r-
其他。0,

显然，对任一插值节点，其对应的插值基函数l;（x）（i=0，1，⋯，n）满足
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』（吗）-｛;: ｝二, ′ˉ0,1,…,＾
′h（z）有良好的收敛性’即对于”巨［α,b］’有

limIh（卯）＝J（匆）.
见→@

用Ih（匆）计算则点的插值时’只用到匆左右的两个节点’计算量与节点个数n无关。

但n越大’分段越多’插值误差越小°实际上用函数表作插值计算时’分段线性插值就足

够了’如数学、物理中用的特殊函数表’数理统计中用的概率分布表等。

定理5.2设给定插值节点α＝勿o＜卯l＜…＜匆n＝6及节点上的函数值／（Z‘）＝y′’且

／″（卯）在［α’b］上存在’则对任意的“巨［α’6］’有

″2h2
｜R厕（纯） ｜＝ ｜／（狐）ˉIh（卯） ｜≤-丁’

其中鹏＝药骡］｛ ｜／″（卿） ｜ ｝ ’h＝婴慧｛ ｜泌ˉ购ˉl ｜ ｝°
6·三次样条插值

1）样条函数的概念

分段插值函数在相邻子区间的端点处（衔接点）光滑程序不高’如分段线性插值函数

在插值节点处一阶导数不存在。对-些实际问题’不但要求在端点处插值函数的一阶导

数连续’而且要求二阶导数甚至更高阶导数连续°如飞机的机翼外形’内燃机的进、排气
门的凸轮曲线’医学断层扫描图像的3D重构等’都要求所作的曲线具有足够的光滑性’
不仅要连续’而且要有连续的曲率等°如何由给定的-系列数据点作出-条整体比较光
滑的曲线呢?解决这个问题的常用方法就是采用样条插值函数。

样条（Spline）是工程设计中使用的＿种绘图工具’它是富有弹性的细木条或细金属
条。绘图员利用它把-些已知点连接成一条光滑曲线（称为样条曲线）’并使连接点处有
连续的曲率°

数学上将具有一定光滑性的分段多项式称为样条函数°具体地说’给定区间［α’b］
的-个分划

△:α＝卯0＜卯l＜…＜卯″-l＜卯＂＝6’

如果函数S（卯）满足:

（1）在每个小区间［购’缅dˉl］（j＝0’1,…’网ˉ1）上S（鲍）是R次多项式。
（2）S（匆）在［α’b］上具有∧＝1阶连续导数。

则称S（卯）为关于分划△的A次样条函数’其图形称为k次样条曲线°卯0’鳃l ’…’m腿称为
样条节点’“l’卯2’…’”厕＿!称为内节点’卯O’卯雁称为边界点.

显然’折线是一次样条曲线°

2）三次样条插值

已知函数J（“）在区间［α’b］上的n＋1个点

α＝卯0＜卯1＜…＜卯厕ˉl＜卯见＝6

处的函数值（或观测值）a／（鳃‘）＝γ‘’j＝0’1’…’n。如果分段表示的函数S（鳃）满足如下
条件:

（1）S（鳃）在每个子区间［勿《’鳃龄!］（j＝0’1’…’厕一1）上的表达式St（匆）均为一个三次多
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[1,j=i,K=)- j=01,⋯,.(0,j≠i,
I{x）有良好的收敛性，即对于xe【a，b】，有

Him I(x)=f(x).
用L（z）计算x点的插值时，只用到x左右的两个节点，计算量与节点个数n无关。

但n越大，分段越多，插值误差越小。实际上用函数表作插值计算时，分段线性插值就足

够了，如数学、物理中用的特殊函数表、数理统计中用的概率分布表等。
定理5.2 设给定插值节点 a=x。<xq<⋯<x。=b及节点上的函数值f〈x）=y;且

f（x）在【a，b】上存在，则对任意的xe【a，b】，有

()I-1J(O)-43)1-m0
其中M2= max，{|f"（x）|}，h= maxt|z;-1l。

6.三次样条插值
1）样条涵数的概念
分段插值函数在相邻子区间的端点处（衔接点）光滑程序不高，如分段线性插值函数

在插值节点处一阶导数不存在。对一些实际问题，不但要求在端点处插值函数的一阶导
数连续，而且要求二阶导数甚至更高阶导数连续。如飞机的机翼外形，内燃机的进、排气
门的凸轮曲线，医学断层扫描图像的 3D 重构等，都要求所作的曲线具有足够的光滑性，
不仅要连续，而且要有连续的曲率等。如何由给定的一系列数据点作出一条整体比较光
滑的曲线呢?解决这个问题的常用方法就是采用样条插值函数。

样条（Spline）是工程设计中使用的一种绘图工具，它是富有弹性的细木条或细金属
条。绘图员利用它把一些已知点连接成一条光滑曲线（称为样条曲线），并使连接点处有
连续的曲率。

数学上将具有一定光滑性的分段多项式称为样条函数。具体地说，给定区间【a，b】
的一个分划

A∶a=zo<子下⋯<?r。=6b，
如果函数S（z）满足∶

（1）在每个小区间【x，z_1l（i=0，1，⋯，n-1）上S（x）是表次多项式。
（2）S（x）在【a，b】上具有 k-1阶连续导数。

则称S（x）为关于分划A的卡次样条函数，其图形称为k次样条曲线。xo，，⋯，x称为
样条节点，??年，，⋯，x称为内节点，zo，z，称为边界点。

显然，折线是一次样条曲线。
2）三次样条插值

已知函数f（x）在区间【a，b】上的n+1个点
年目岩入乎入：允斗。在出。自呼

处的函数值（或观测值）;f（x）=y，i=0，1，⋯，n。如果分段表示的函数S（x）满足如下
条件∶

（1）S（x）在每个子区间【x;*】（i=0，1，⋯，n-1）上的表达式S（x>均为一个三次多
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项式

S‘（卯）≡α‘匆3＋b“2＋c‘卯M‘’j＝0’1,…,n-1.
（2）在每个节点处有

S（则《）＝y‘手（鳃!）’j＝0’1’…,n。 （5.7）

（3）S（鳃）在区间［α’b］上有连续的二阶导数’即在所有插值内节点处’满足

S‘（躯龄l）＝S沁l（“龄l）’t＝0’1’…’n-2’

S!（如龄l）＝S｛＋l（勿龄l）’j＝0’1’…’n-2’

S!（鳃龄!）＝S隐l（卯′＋l）’j＝0’1’…’＂ˉ2.

S（鳃）在每个小区间［匆d’匆淤l］（j＝0’1,…’nˉ1）上是三次多项式’它有4个待定系数’

而［α,6］共有n个小区间’故共有4″个待定参数’因而需要4厕个插值条件’而条件（2）有

厕＋1个条件’条件（3）给出了3（乃ˉ1）个条件’全部共有4厕ˉ2个条件,仍少2个条件’根据

问题的不同情况可以补充相应的边界条件°

（4）在边界点处满足如下边界条件之-:

O自由边界条件（FTeeboundaryCondition）:

S′′（z0）＝f″（匆0）’S′′（匆厕）＝／″（狐愿〉’

特别地’当S″（“o）＝S″（“则）＝0时’称为自然样条。

@固定边界条件（ClampedBoundaryCondi位on〉:

S′（匆0）＝／′（则0）’S′（卯腮）＝／′（“膊）.

@周期边界条件（PenodicBoundaryCondiⅡon）:

当γ寸（卯）是以6-α＝勿厕＿“0为周期的周期函数时’要求S（”）也是周期函数’故端点要
满足S′（m0）＝S′（卯＂）’S″（则o）＝S′′（卯厕）。

称满足以上4个条件的S（“）为／（匆）的三次样条插值函数,简称三次样条（Cubic

Spline）。三次样条插值函数的计算和推导在数值分析或计算方法类的图书中都有介绍’
有兴趣的读者可以查阅相关资料。

5.1.2二维插值

二维插值问题描述如下’给定匆O）′平面上厕×n个互不相同的插值节点

（吗’y〉）’t＝1’2’…’m,j＝1’2’…’n
处的观测值（函数值）

z『’j＝1’2’…肌’j＝1’2,…’见’

求＿个近似的二元插值曲面函数／（z’γ）’使其通过全部已知节点’即
f（匆‘,y《）＝z旷’j＝1’2’…,m,j＝1’2’…’Ⅺ.

要求任＿插值点（卵＊ ,y＊）处的函数值’可利用插值函数／（鳃’γ）近似求得z＊＝／（z＊’y＊）°
二维插值常见的可分为两种:网格节点插值和散乱数据插值。网格节点插值用于规

则矩形网格点插值情形’而散乱数据插值适用于-般的数据点,尤其是数据点杂乱无章的
情况°

二维插值函数的构造思想与-维插值基本相同’仍可采用构造插值基函数的方法。
1·网格节点插值法

为方便起见’不妨设定
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项式
S(x)=a,z'+b;x*+c;*+d;,i=0,1,⋯,n-1.

（2）在每个节点处有
(5.7)S(x;)=y,=f(a)),i=0,1⋯,n.

（3）S（x）在区间【a，6】上有连续的二阶导数，即在所有插值内节点处，满足
S(xa1)= S,(?),i=0,1,⋯,n-2,
S!（r）= S4（xi），论=0，⋯，n-2，
SY(*x;)=SH(?,i=0,1,⋯,n-2.

S（x）在每个小区间【龙;，】（i=0，1，⋯，n-1）上是三次多项式，它有4个待定系数。
而【a，6】共有n个小区间，故共有4n个待定鑫数，因而需要4个插值条件，而条件（2）有

n+1个条件，条件（3）给出了3（n-1）个条件，全部共有4n-2个条件，仍少2个条件，根据

问题的不同情况可以补充相应的边界条件。
（4）在边界点处满足如下边界条件之一∶

①自由边界条件（ Freeboundary Condition）∶
S"（=）=f"（写），S"（x）=f"（x，），

特别地，，当 SY（xn）=S"（x.）=0时，称为自然样条。
②固定边界条件（Clamped Boundary Condition）∶

S'(xo)=f'(*),S'(xa)=f'(xz).
③周期边界条件（Periodic Boundary Condition）∶
当y=f（x）是以b-α=x，-。为周期的周期函数时，要求S（x）也是周期函数，故端点要

满足S'（za）= S'（x。），S*（x）=SY（x，）。
称满足以上4个条件的S<x）为f（x）的三次样条插值函数，简称三次样条（Cubic

Spline）。三次样条插值函数的计算和推导在数值分析或计算方法类的图书中都有介绍，
有兴趣的读者可以查阅相关资料。

5.1.2 二维插值

二维插值问题描述如下，给定xOy平面上 mxn个互不相同的插值节点
（年;，y），i=1，2，⋯，mj=1，2⋯，

处的观测值（函数值）
饭，i=I，2⋯，m，j=1，2，⋯，n，

求一个近似的二元插值曲面函数f（x，y），使其通过全部已知节点，即
f(xy;)=z,i=1,2⋯,m,j=1,2,⋯,n.

要求任一插值点（x'，y*）处的函数值，可利用插值函数f（x，y>近似求得z*=f（x"，y"）。
二维插值常见的可分为两种;网格节点插值和散乱数据插值。网格节点插值用于规

则矩形网格点插值情形，而散乱数据插值适用于一般的数据点，尤其是数据点杂乱无章的
情况。

二维插值函数的构造思想与一维插值基本相同，仍可采用构造插值基函数的方法。
1.网格节点插信法

为方便起见，不妨设定
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α＝卯1＜…＜卯腮＝b,c＝y1＜…＜y厕＝d,

则［α’6］×［c’Ⅲ］构成了卯O）′平面上的一个矩形插值区域°

显然’一系列平行直线“＝勿!’y＝乃’t＝1’2’…’加’／＝1’2’…’n将区域［α’b］×［c’d］剖
分成〈加＝1）×（nˉ1）个子矩形网络’所有网络的交叉点即构成了m×n个插值节点°

1）最邻近点插值

二维或高维情形的最邻近点插值’即零次多项式插值’取插值点的函数值为其最邻近

插值节点的函数值。最邻近点插值-般不连续°具有连续性的最简单的插值是分片线性

插值°

2）分片线性插值

分片线性插值对应于-维情形的分段线性插值。其基本思想:若插值点（绷’y〉在矩形

网格子区域内’则卯‘≤卯≤卯计l’y》≤y≤‰l ’如图5.2所示°连接两个节点（卯i,乃）’（m滁l’乃＋!）
构成-条直线段’将该子区域划分为两个三角形区域°

图5.2矩形网格示意图

在上三角形区域内’（卵’y）满足

y＞1丝二2l（zˉ泌）＋乃’
勿《＋l＝卯i

则其插值函数为

／（鳃〃）二驴（舅…—枷）策锥（…徽）悬
在下三角形区域’（匆’y）满足

y≤些土1二21（卵ˉ卵d）＋乃’
卯i＋1＝卯j

则其插值函数为

f（川）三驴（…,）羔半（舅…—枷）诺
3）双线性插值

双线性插值由-片—片的空间网格构成°以某＿个子矩形网络为例（图5.2）’不妨

设该网络的4个顶点坐标为

（卯‘’外）’（虹沁］’乃）’（卯‘’乃令l）’（z龄! ’‰l）.
设在该子区域内’其双线性插值函数形式如下:

f（卯’γ）＝Azy＋删＋C）′＋D’

式中:A｀B、C、D为待定系数’其值可利用待定系数方法确定’即利用该函数在矩形的4个

顶点（插值节点）的函数值
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a=x<⋯<x。=b,c=y <·<y。=d,
则【a，b】×【c，d】构成了zOy平面上的一个矩形播值区域。

显然，一系列平行直线z=xz，y=7i=1，2，⋯，mj=1，2，⋯，n将区域【a，b】×【c，d】剖
分成（m-1）×（n-1）个子矩形网络，所有网络的交叉点即构成了m×n个插值节点。

1）最邻近点擒值
二维或高维情形的最邻近点插值，即生次多项式插值、取插值点的函数值为其最邻近

插值节点的函数值。最邻近点插值一般不连续。具有连续性的最简单的插值是分片线性

插值。
2）分片线性插值
分片线性插值对应于一维情形的分段线性插值。其基本思想;若播值点（x，y）在矩形

网格子区城内，则x，≤x≤xp1，y≤y≤y，如图5.2所示。连接两个节点（x;，y），（x，yw）
构成一条直线段，将该子区域划分为两个三角形区域。

为D加D

室越一(2.y)

图5.2 矩形网格示意困

在上三角形区域内，（z，y）满足

n((x-)t,“’
则其插值函数为

“产： “义占飞f(x,y)=z*(21tn-tm) 寸斗�-*2
在下三角形区域，（x，y）满足

艾。-（*一*》）*，“息当’
则其插值函数为

.2*-*f（x，y）=n+（n-2） 式当王艺”74名n1~%;
3）双线性播值
双线性插值由一片一片的空间网格构成。以某一个子矩形网络为例（图5.2），不妨

设该网络的4个顶点坐标为

(E;,),(r:n1,y;),(xz,y1),(xA137y41).
设在该子区域内，其双线性插值函数形式如下∶

f(x,y)= Aey+Bx+Cy+D,
式中;A、B、C、D为待定系数，其值可利用待定系数方法确定，即利用该函数在矩形的4个
顶点（插值节点）的函数值
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／（卯‘’乃）＝z〃（则叶l’约）＝z龄1J,

／（z《＋1’‰l）＝z龄l淤l浙（泌’‰l）＝z妙1’
代人上述函数表达式即得到4个代数方程’求解即可得4个待定系数°

采用拉格朗日插值构造方法亦可以给出其插值函数表达式。类似于＿维插值的方

法’首先构造四个网格点的插值基函数:

小厂盖二二｝｛瑞』巾旷（…）（川』）,
（”＝施‘）（yˉ‰l）

●川尸（蕴尝二｝｛错）｀师（…（‰厂乃）
（卯ˉ匆叶l）（y-乃）

则在矩形子区域［“‘’“淤l］×［乃’‰l］内的插值函数可表示为
／（”’y）＝砂旷（则,γ）＋z叶lJ咖lJ（卿’y）＋z龄l′＋】巾《＋lJ令l（“’γ）＋z‘州咖＋l（”,y）.

2·散乱数据插值法

已知在O＝［α’6］×［c’d］内散乱分布Ⅳ个观测点（匆隐’y臆）2片＝1’2’…’Ⅳ及其观测值

zk（k＝1’2’…’Ⅳ）’要求寻找Q上的二元函数f（匆’y）’使

／（卯k’yk）＝zk’k＝1’2’…’川

解决散乱数据点插值问题’常见的是‘‘反距离加权平均’’方法’又称Shepard（谢巴德）
方法°其基本思想是由已知数据点的观测值估算任意非观测点（勿’y）处的函数值’其影
响程度按距离远近不同而不同’距离越远影响程度越低’距离越近影‖向程度越大’因此每
-观测点的函数值对（匆’γ）处函数值的影响可用两个点之间距离的倒数（即反距离）来度
量’所有数据点对（“’γ）处函数值的影响可以采用加权平均的形式来估算。

首先计算任意观测点（匆k’y隐）离插值点（匆’y）的欧几里得距离:

厂隐＝√『万＝豆丁可『歹＝7『）了’k＝1,2’…’Ⅳ;
然后定义第k个观测点的观测值对（幻’y）点函数值的影响权值:

…≡专／二专,俐’2,…,川
即（绷’y）处的函数值可由已知数据按与该点距离的远近作反距离加权平均决定,即

僵…重二｝慧／（z’y）＝

按Shepard方法定义的插值曲面是全局相关的’即对曲面的任-点作插值计算都要

涉及全体观测数据’当实测数据点过多’空间范围过大时’采用这种方法会导致计算工作
量偏大。此外扔（匆’y）在每个插值点（则k’y臃）附近产生一个小的“平台,’’使曲面不具有光
滑性°但因为这种做法思想简单’仍具有很强的应用价值。

为提高其光滑性’人们对它进行了种种改进’例如’取适当常数R＞0’令

O≤
@（r）＝
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当亡”凸入艺茎二”
f（xinypt）=初lLf（az，芳。）=Zj，

代人上述函数表达式即得到4个代数方程，求解即可得4个待定系数。
采用拉格朗日插值构造方法亦可以给出其插值函数表达式。类似于一维插值的方

法，首先构造四个网格点的插值基函数∶

(x-→)(yypn) (*~*)(Y-7n)中 ”(*6-*;)(y-JA)'入当县置跨艺
(x=*)(y) (x=t.)(y-y)

雪巳”针也试。子巳“严艺
则在矩形子区域【;*】×【y，，y】内的插值函数可表示为

f（x，y）=*4中（*，y）+zan 中au（z，y）+ztLn1中1.n（x，y）+z;中eyr（z，y）.
2 散乱数据插值法
已知在Ω=【a，b】×【e，d】内散乱分布N个观测点（x，y??，，在=1，2，⋯，N及其观测值

（k=1，2，⋯，N），要求寻找Ω上的二元函数f（z，y），使
f（*y，）=区，F=1，2，⋯·，N.

解决散乱数据点插值问题，常见的是"反距离加权平均"方法，又称 Shepard（谢巴德）
方法。其基本思想是由已知数据点的观测值估算任意非观测点（z，y）处的函数值，其影
响程度按距离远近不同而不同，距离越远影响程度越低，距离越近影响程度越大，因此每
一观测点的函数值对（x，y）处函数值的影响可用两个点之间距离的倒数（即反距离）来度
量，所有数据点对（x，y）处函数值的影响可以采用加权平均的形式来估算。

首先计算任意观测点（z，y））离插值点（x，y）的欧几里得距离∶
r一√（a-2（P-产，k=1，2.⋯，N;

然后定义第压个观测点的观测值对（x，y）点函数值的影响权值∶

《2n)-. ,=12⋯,
即（z，y）处的函数值可由已知数据按与该点距离的远近作反距离加权平均决定，即

当r，=0时，云，

它己上碎子己子路户售占谨
按 Shepard 方法定义的插值曲面是全局相关的，即对曲面的任一点作插值计算都要

涉及全体观测数据，当实测数据点过多，空间范围过大时，采用这种方法会导致计算工作
量偏大。此外，f（x，y）在每个插值点（z，y）附近产生一个小的"平台"，使曲面不具有光
滑性。但因为这种做法思想简单，仍具有很强的应用价值。

为提高其光滑性，人们对它进行了种种改进，例如，取适当常数 R>0，令

;R它“叫下

哎砂（r）=∶27 --14RP

0, rR.
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@（r）是可微函数’使得如下定义的∧卯’γ）在性能上有所改善:
″

／（“’γ）＝∑测隐（鳃’y）z账’
k＝1

其中

″雁（瓣,γ）≡帅肌）／茎帅雁）,脚,2,…》Ⅸ
S.2Matlab→维插值及应用

5·2。1Matlab＿维插值函数

1·函数interp1

Matlab中＿维函数interp1的调用格式为

vq＝jn℃erp1（x0′y0′xq′me亡h◎d′ex仁r己p◎1己仁土◎n）

其中x0为已知的插值节点’y0是对应于x0的函数值’xq是欲求函数值的节点坐标’返回
值vq是求得的节点xq处的函数值’method指定插值的方法’默认为线性插值’其值常用
的有:

｜nearest0 最近邻插值。

‖hnear｜ 线性插值。

‖sphne｜ 三次样条插值’函数是二次光滑的。

｜cubic｜ 立方插值,函数是一次光滑的。

extIapolation是外插策略°

Madab2020A不提倡使用函数inteIp1’建议使用函数griddedInteIpolant°

2.函数griddedhterpolant

函数griddedInterpolant适用于任意维数的插值°

＿维插值的调用格式为

F＝gr土dded工n七erp◎1己n亡（x′v′me亡h◎d′ex亡r己p◎1己仁1◎n）

计算对应的函数值的使用格式为vq＝F（xq）°

n维插值的调用格式为

F＝gr1dded工n仁erp◎1己n仁（x1′x2′…′xn′v′me仁h◎d′ex仁r己P◎1己t1◎n）

计算对应的函数值的使用格式为vq＝F（xq1’xq1’…’xqn）°

3.三次样条插值函数csape

三次样条插值还可以使用函数csape’csape的返回值是pp形式。求插值点的函数

值’调用函数fhval。

pp＝csape（x0’y0）使用默认的边界条件’即拉格朗曰边界条件°

pp＝csape（x0’y0’conds’valconds）中的conds指定插值的边界条件’其值可为:

｜complete｜ 边界为＿阶导数,一阶导数的值在valconds参数中给出’若忽略

valconds参数’则按默认情况处理°

｜not-a-knot｜ 非扭结条件°
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o（r）是可徽函数，使得如下定义的f（x，y）在性能上有所改善∶

子己”沁子己子
其中

是宁己”上已沁良艺千”口了气
5.2 Matlab 一维插值及应用

5.2.1 Matlab一维插值函数

1.函数 interp1
Matlab中一维函数 inotemp!的调用格式为

vq=interpl (x0,y0,xq,method,extrapolation)
其中x为已知的插值节点，y0是对应于x0 的函数值，xq是欲求函数值的节点坐标，返回
值 vq是求得的节点 xg处的函数值，method指定插值的方法，默认为线性插值，其值常用

的有∶
'nearest' 最近邻插值。

线性插值。'linear' 结
三次样条插值，函数是二次光滑的。spkine' 
立方插值、函数是一次光滑的。'culbic'

extrapolation 是外插策略。
Matlab2020A不提倡使用函数 interp1，建议使用函数 gridedInterpolant。
2. 函数 griddcdIntarpolant
函数 griddedInterpolant 适用于任意维数的插值。

一维插值的调用格式为

F=griddedInterpolant (x, v,method, extrepolation)

计算对应的函数值的使用格式为 vq=F（xq）。
n维插值的调用格式为

F=griddedInterpolant (x1,x2 ,⋯,xn, v,uethod,exctrapolation)

计算对应的函数值的使用格式为 vq=F<xq1，xq1，⋯，xqm）。
3.三次样条插值函数csape
三次样条插值还可以使用函数 caspe，csape 的返回值是 pp形式。求插值点的函数

值，调用函数 fnval。
Pp=csape（x0，y0））使用默认的边界条件，即拉格朗日边界条件。
Pp=c8ape（x0，y0，conds，valconds）中的conde指定插值的边界条件，其值可为;
'complete'边界为一阶导数，一阶导数的值在 valconds 参数中给出，若忽略

valconds 参数，则按默认情况处理。
'not-a-knot' 非扭结条件。
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｜penodic｜ 周期条件。

｜second｜ 边界为二阶导数’二阶导数的值在valconds参数中给出,若忽略va1ˉ

conds参数’二阶导数的默认值为［0’0］。

｜variational｜ 设置边界的二阶导数值为［0,0］。

对于-些特殊的边界条件’可以通过conds的一个1×2向量来表示’conds元素的取

值为0’1’2。

conds（i）＝j的含义是给定端点j的j阶导数,即conds的第＿个元素表示左边界的条
件’第二个元素表示右边界的条件’conds＝［2’1］表示左边界是二阶导数’右边界是一阶
导数’对应的值由valconds给出。

详细情况请使用帮助doccsape°

利用pp结构的返回值’还可以计算返回值函数的导数和积分’命令分别为fnder’
fhint’这两个函数的返回值还是pp结构。

pp结构相关函数的功能总结于表5.2°

表5.2 pp结构的相关函数

计算酒值函驭

草pp1对应函数的导数’返回值pp2也是p【

算pp1对应函数的积分’返回值pp3也是p【

计笆DD1对府的函数在X点的取值

〕p1＝csape（x0,y（」

pp2＝允der（pp1）

pp3＝fhint（pp1）

V＝hVa1（DD1ˉX）

5.2·2＿维插值应用

例5·4机床加工。待加工零件的外形根据工艺要求由一组数据（鳃’y）给出（在平面

情况下）,用程控铣床加工时每＿刀只能沿鳃方向和y方向走非常小的-步’这就需要从

已知数据得到加工所要求的步长很小的（卯’y〉坐标°

表5.3中给出的卯’y数据位于机翼断面的下轮廓线上’假设需要得到勿坐标每改变

0.1时的γ坐标°试完成加工所需数据’画出曲线’并求出匆＝0处的曲线斜率和13≤卵≤

15范围内y的最小值°要求用拉格朗日、分段线性和三次样条三种插值方法计算°

表5.3插值数据点
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

15
—

1·6
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—
勿
γ

｜

解编写以下程序:

c1c′c1e己r′c1◎sea11

x0＝［0 3 5 7 9 11 12 13 14 15］;

y0＝［0 1·2 1·7 2。0 2·1 2·0 1·8 1·2 1.0

x＝0:0.1:15′y1＝1己gr己nge（x0′y0′x）;

Y2＝jn仁erp1（x0′y0′x）′

y3＝1n℃erP1（x0′Y0′x／sp1jne｜）;
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1·6］;

哈拉格朗日插值

嗜分段线性插值

8三次样条插值

0 3 5 7 9 11 12 13 14

0 1·2 1·7 2·0 2·1 2。0 1.8 1·2 1°0

周期条件。peniodic'月
边界为二阶导数，二阶导数的值在 valconds 参数中给出，若忽略 val-'gsecond'·

conds参数，二阶导数的默认值为【0，0】。
'variational' 设置边界的二阶导数值为【0，0】。
对于一些特殊的边界条件，可以通过 conda的一个1×2向量来表示，conda元素的取

值为0，1，2。
conds（i）=j的含义是给定端点i的j阶导数，即 conds 的第一个元素表示左边界的条

件，第二个元素表示右边界的条件、conds=【2、1】表示左边界是二阶导数，右边界是一阶
导数，对应的值由 valconds 给出。

详细情况请使用帮助 doc caape。
利用pp结构的返回值，还可以计算返回值函数的导数和积分，命令分别为 fnder，

fnint，这两个函数的返回值还是 pp 结构。
pp 结构相关函数的功能总结于表5.2。

表5.2 pp 结构的相关函数
函数功能调用格式
计算损值函数pp1-cpe(x0,70)

pP2=fnlar p) 计算pp1对应函数的导数，返回值 pp2也是 pp 结构
计算 pp! 对应函数的积分。返国值 pp3也是 p 结构Ppa3=fin(p1)

y=fmlalpp1,x) 计算 p1对应的函数在x点的取值

.5.2.2 一维插值应用
例5.4 机床加工。待加工零件的外形根据工艺要求由一组数据（x，y）给出《在平面

情况下），用程控铣床加工时每一刀只能沿x方向和y方向走非常小的一步，这就需要从
巳知数据得到加工所要求的步长很小的（x，y）坐标。

表5.3中给出的x，7数据位于机翼断面的下轮廓线上，假设需要得到x坐标每改变
0.1时的γ坐标。试完成加工所需数据，画出曲线，并求出x=0处的曲线斜率和13≤x≤

15 范围内y的最小值。要求用拉格朗日、分段线性和三次样条三种插值方法计算。

表5.3 插值数据点。 9” 15141312113？ ”。 1.61.01.21.82.02.1201,2 1.7“
解 编写以下程序;

clc, clear, cloge all
x0=[03 5 7 9 11 12 13 14 15];

y0=[0 1.2 1.7 2.0 2.1 2.0 1.8 1.2 1.0 1.6]
e拉格竣日插值x=0:0.1:15; y1xlagrange(x0,y0,x);

号 分段线性播值y2=interpl fx0,y0,x);
8三次样条插值y3=interp1 x0,y0,x,'spline');
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pp4＝cs己pe（x0′y0）′y4＝fnv己1（pp4′x）; 墙三次样条插值

yx5＝gmdded工n仁erp◎1己n仁（x0′y0／sp1土ne｜） 嗜三次样条插值

y5＝Yx5（x）′ ［y10 ′y2｀′y3｜′y40′y50］ 老五种插值函数比较

subp1◎亡（1′3′1）′p1◎亡（x′y1） ′℃让1e（｜朗格朗日插值｜）

subP1◎亡（1′3′2）′p1◎℃（x′y2）′c让1e（｜分段线性插值｜）

subp1◎t（1′3′3）′p1◎t（x′y3）′t让1e（｜三次样条插值｜）

dx≡d迁f（x）;dy＝d1ff（y3）;

dy』x≡dy·／dx;dy』x0＝dy』x（1）

y亡e∏P＝y3（131:151）;yIIljn＝m土n（y仁e∏胆）;

土ndex＝且nd（Y3＝＝ym1n）;

xmjn＝x（1ndex）; ［xm土n′ym1n］

求出”＝0处的曲线斜率为0.4986,13≤勿≤15范围内的最小点为13.8’对应的最小

值为0.9828°画出的三种插值曲线如图5.3所示。可以看出’拉格朗曰插值的结果根本

不能应用,分段线性插值的光滑性较差（特别是在卯＝14附近弯曲处）’建议选用三次样条

插值的结果。

分段线性插值朗格朗日插值
5

厂
0

＝5

＝10

ˉ15

＝200 5 10 15-凸u0 5 10 15

三次样条插值
2.5 2.5

2 2

l.5 I.5

1 1

0.5 05

00
U 0 5 10 15 U0 5 10 15

图5.3三种插值曲线对比

已知速度曲线U（t）上的4个数据点如表5.4所示°

表5.4速度的4个观测值

例5·5

三＝≡下三＝「＝子＝「三子＝尸＝＝
用三次样条插值求位移s＝｜!」!,（‘）d‘.
解求出三次样条插值函数为

｝≡鹅‖撒蒸｛｝三｜ ｝撇捌删U（t）＝
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8三次样条插值pp4 =cgape (x0.y0);y4=fnval (pp4 ,x);
yx5=grlddedInterpolant (x0,y0,'spline'> 6三次样条插值

8五种插值函教比较y5=yx5 (x);[1',y2',y3',y4',y5']

Bubplo {1.3，1），plot（x，y1），七itle（朗格朗日插值'>

subplot （1，3，2），Plot （x，y2）。zitlef分段线性插值'）

subplat（1，3，3），plot （x，，y3），title（三次样条播值'

dx=diff (x); dy=diff ty3);
dy_dx=dy./dx;dy_dxk0=ay_dx(1)
ytemp=y3 (131:151);ymin=nintytep);
index=Find ty3= =yminl;
xamnin=x(index);[xmin,ymin]
求出x=0处的曲线斜率为0.4986.13≤z≤15范围内的最小点为13.8.对应的最小

值为0.9828。画出的三种插值曲线如图5.3所示。可以看出，拉格朗日插值的结果根本
不能应用，分段线性插值的光滑性较差（特别是在站=14附近弯曲处），建议选用三次样条

插值的结果。
三次样条播值分段线经新值朗格制日插值 2.5.2,5r

e。 >
1.5 35---16 -

0.50.5-sf
9 060 ”610 5R17 些：

图5.3 三种播值曲线对比

例5.5 已知速度曲线v（t）上的4个数据点如表5.4所示。

表5.4 速度的4个观测值
0.L80.170.160.15，。‘
2.82.51.53.5伙D）

用三次样条插值求位移S=。，（r）山 。
解 求出三次样条插值函数为

-61666.7（r-0.15）+33500（t-0.15）2-473.33（t-0.15）+3.5，te【0.15，0.16】，
v（t）={-616667（t-0.16）+15000（t-0.16）2-11.67（红-0.16）+1.5，e【0.16，0.17】，

-616666.7(t-0.17)5-3500(t-0.16)-126.67(t-0.17)+2.5,te[0.17,0.18].
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位移S二归｝:聊（‘）d′≡O06S6.
c1c′c1e己r′f◎rmat1◎ngg

仁0＝0·15:0.01:0·18;v0＝［3·51·52.52·8］′

pp＝cs己pe（亡0′v0） 嗜默认的边界条件′拉格朗日边界条件
x土shu＝pp·c◎efs 嗜显示每个区间上三次多项式的系数

s1＝1ntegr己1（e（仁）fnva1（pp′亡） ′0.15′0.18） 墙求积分

v仁＝gr±dded工n亡erp◎1己n亡（亡0′v0′0sp11ne‖） 哈求三次插值样条

s2＝土ntegr己1（6（亡）v七（仁）′0.15′0.18） 嗜求积分

f◎rm己仁 墙恢复短小数的显示格式

例5·6已知欧洲-个国家的地图’为了算出它的国土面积和边界长度’首先对地图

作如下测量:以由西向东方向为鳃轴’由南向北方向为y轴’选择方便的原点’并将从最西

边界点到最东边界点在“轴上的区间适当地分为若干段’在每个分点的y方向测出南边

界点和北边界点的y坐标yl和y2’这样就得到了表5.5的数据°

表5.5某国国土地图边界测量值 （单位:mm）

—
勿
Ⅵ
№

106.5勿

28川
—
此 121

158·0

68

68
—

卯
』
∑
γ
γ

根据地图的比例可知18mm相当于40km’试由测量数据计算该国国±的近似面积和

边界的近似长度’并与国±面积的精确值41288km2比较。

解该地区的示意图见图5。4°

140

120

100

80

60

40

2％ 20 40 60 80 100 120 140 16 0

图5.4区域边界示意图
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7·0 10·5 13。0 17·5 34·0 40·5 44·5 48·0

44 45 47 50 50 38 30 30

纠4 59 70 72 93 100 110 110

61·0 68.5 76·5 80·5 91·0 96.0 101.0 104.0

36 34 41 45 46 43 37 33

117 118 116 118 118 121 124 121

111·5 118。0 123·5 136·5 142·0 146。0 150。0 157·0

32 65 55 54 52 50 66 66

121 122 116 83 81 82 86 85

管

位移S-"v(t)d =0.0686。
clc, clear,format long g
t0=0.15:0.01:0.18;v0=[3.51.52.52.8];

名默认的边界条件，拉格朗日边界条件Dp=cgape{c0,0)
显示每个区间上三次多项式的系数Xighu =pp.coefB
号求积分81=integral(t)fnval tpp,t),0.15,0.18)
舍求三次插值样条vt=griddedInterpolant(t0,v0sp1ine)
8求积分s2=integral（化）vt（t}，0.15，0.18）
恢复冠小数的墨示格式format

例5.6 已知欧洲一个国家的地图，为了算出它的国土面积和边界长度，首先对地图
作如下测量;以由西向东方向为表轴，由南向北方向为y轴，选择方便的原点.并将从最西

边界点到最东边界点在x轴上的区间适当地分为若干段，在每个分点的y方向测出南边
界点和北边界点的y坐标y，和 y，这样就得到了表5.5的数据。

（单位∶mm）表5.5 某圆国土地图边界测量值

36.048.044.548.534.017.5123.010.57.0单“ 5044 343030s0告45 38
10110 109试7039T2 10044

80.576.5“ 106.5101.09.068.561.0 104.091.0
尊* 46 3岂4345台34为

计 t2t118u7 12112418118116 f21
时 136.513.5118.011.5 158.0150.0142.0 157.0146.0

的 s五 32 66545s 6866与
121 688586气81116122谱 告’

根据地图的比例可知18mm相当于40km，试由测量数据计算该国国土的近似面积和
边界的近似长度，并与国土面积的精确值 41288km2比较。

解 该地区的示意图见图5.4。

140-
120
100
四t
)
0
总 和 6 如 10 I2 【40 1602

图5.4 区城边界示意图
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若区域的下边界和上边界曲线的方程分别为yl＝yl（缅）,γ2＝y2（〃）’α≤“≤b’则该地
区的边界线长为

｜h√iˉ下歹『『丽d肿｜β｀／T丁歹IWk,
计算时用数值积分即可°

计算该区域的面积’可以把该区域看成是上｀下两个边界为曲边的曲边四边形’则区
域的面积

5二｜:（γ2（鳃）—γ」（鳃））咖
计算相应的数值积分就可求出面积。

为了提高计算的精度’可以把上、下边界曲线分别进行三次样条插值’利用三次样条

函数计算相应的弧长和曲边四边形的面积°

利用三次样条插值计算时’得到边界长度的近似值为1163km’区域面积的近似值为

42476km2,与其准确值41288km2只相差2.88％。

c1c′c1e己r′c1◎se己11′己＝1◎己d（!da℃己5上.亡x℃｜）′

x0＝a（1:3:end′ :）》x0＝x0｜;x0＝x0（:）′ 嗜提取点的横坐标

y1＝己（2:3:end′:）′y1＝y1｜;y1＝y1（:）; 老提出下边界的纵坐标

y2＝己（3:3:end′ :）;y2＝y2!′y2＝y2（:）; 墙提出上边界的纵坐标

p1◎亡（x0′y1′｜＊ˉ｜）′h◎1d◎n′p1◎仁（x0′y2′｜.＝0）

pp1＝cs己pe（x0′y1）;pp2≡csape（x0′y2）′ 哈计算三次样条插值函数

dP1＝fnder（pp1）;dp2＝fnder（pp2）; 墙求三次样条插值函数的导数

L1＝土n亡egr己1（6（x）sαr亡（1＋fnva1（dp1′x） ·＾2）＋. . .

sqr℃（1＋fnv己1（dP2′x）·＾2）′x0（1）′x0（end）） 老计算地图上的弧长

L2≡L1／18＊40 哈换算成边界的实际长度

S1＝土n仁egr己1（0（x）fnva1（pP2′x）-fnv己1（pp1′x）′x0（1）′x0（end））哈计算地图上面积

S2＝S1／18＾2＊1600 老换算成实际面积

de1℃己＝（S2-41288）／41288 号计算与精确值的相对误差

注5·1为了熟悉Matlab离散点数值积分的命令’下面给出根据表5.5的数据直接

进行数值积分计算边界长度和国±面积的程序°得到边界长度的近似值为968.2873km’

区域面积的近似值为4241.4km2°

c1c′c1e己r′己＝1◎ad（｜d己t己5上.亡x亡『）′

x0＝己（1:3:end′ :）》x0≡x0｜′x0＝x0（:）; 嗜提取点的横坐标

y1＝己（2:3:end′ :）;y1＝y1‖′y1＝y1（:）; 老提出下边界的纵坐标

y2＝己（3:3:end′ :）′y2＝y2｜;Y2＝y2（:）′

L1＝亡rapz（x0′sqr亡（1＋gr己d土en仁（Y1′x0）.＾2））′ 哈计算下边界的长度

L2＝亡rapz（x0′sαr℃（1＋gr己d土en七（y2′x0）.＾2））; 啥计算上边界的长度

L＝L1＋L2; 哈计算地图边界的长度

LL≡L／18＊40 哈计算实际的边界长度

S＝亡rapz（x0′y2ˉy1）′ 堵计算地图的近似面积

SS＝S／18＾2＊1600 墙换算成实际近似面积
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若区域的下边界和上边界曲线的方程分别为y1=y，<x），y2=y。（x），a≤x≤b，则该地
区的边界线长为

1+H7(2)a,、1+Y(z)Fax+
计算时用数值积分即可。

计算该区域的面积，可以把该区域看成是上、下两个边界为曲边的曲边四边形，则区
域的面积

S=(r(x)-(2))
计算相应的数值积分就可求出面积。

为了提高计算的精度。可以把上、下边界曲线分别进行三次样条插值，利用三次样条

函数计算相应的弧长和曲边四边形的面积。
利用三次样条插值计算时，得到边界长度的近似值为1163km，区域面积的近似值为

42476km2，与其准确值41288km2只相差2.88??

clc, clear, close al1,a=load{'data5_6.txt');
提取点的横坐标x0=a(1:3:end,:〕;x0=x0';x0=x0(:};

8提出下也界的纵坐标y1=a{2:3:end,;);yL=y1'; y1=y1(:);

y2=a(3:3;end,); y2 =y2'; y2=y2(:); 提出上边界的纵坐标

plot (x0,y1,'*-'),hold on, plot (x0,y2,'.-'>
8计算三次样条插值函数pp1=csape{x0,y1)/pp2=CBape(x0,y2);

告求三次样条插值函数的导数dp1=fnder (p1); dp2=fnder (pp2);

Ll*integral(@ (x)9grt (2+Enval (dp1,x).^2)+.,.
eart（1+fnval（dp2，x）."2），x0（1），x0 （end）） 名计算地图上的教长

L2=L1/18*40 号 换算成边界的实际长度

S1=integra1传 （x）fnvaltpp2，x）-fnval（pp1，x），x0（），x0（end））舍计算地图上面积
换算岚实际面积S2=81/18"2*1600
舍计算与精确值的相对误差delta= (S2-41288)/41288

注5.1 为了熟悉 Matlab 离散点数值积分的命令，下面给出根据表5.5的数据直接
进行数值积分计算边界长度和国主土面积的程序。得到边界长度的近似值为 968.2873km，

区域面积的近似值为 4241.4km2。

clc,clear,a=load('data5_5.Ext');
8提取点的横坐标x0=a(1:3:end,:); x0 =x0'; x0=x0 (:);
影提出下边界的纵坐标y1=a (2;3:end.,;); y1=y1';y1=y1(:);

Y2 =a(3:3:end,;);y2=y2';y2*y2(:);
Ll=trapz（x0，sqrt （+gradient （y1，x0）.^2）;计算下边界的长度
E2=trapz （x0，3qrt（1+gradient ty2，x0）.^2））;舍计算上边界的长度
L=L1+L2; 8计算地图边界的长度

L=L/1B·40 8计算实际的边界长度

计算地图的近似面积S=trapz(x0,y2-y1);
号换算成实际近似面积SS=s/18^2*1600
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S.3Matlab二维插值及应用

5·3.1网格数据的擂值

已知m×′l个节点（蝇’j《′’z旷）（j＝1’2’…’m;j＝1’2’…’门）,且躯l＜…＜鳃砸;yl＜…＜y腮。求
点（鳃’y）处的插值z。

Matlab中有一些计算二维插值的函数°如

z＝土n亡erP2（x0′y0′z0′x′Y′!me七h◎d0）

其中’x0’y0分别为m维和厕维向量’表示节点;z0为厕×加维矩阵’表示节点值;x’y为-

维数组’表示插值点;x与y应是方向不同的向量’即-个是行向量’另-个是列向量;z为

矩阵’它的行数为y的维数’列数为x的维数’表示得到的插值;｜method｜的用法同上面的

—维插值°

如果是三次样条插值’可以使用函数griddedInterpolant和csape°函数griddedInterpoˉ

lant前面已经介绍过°csape的二维插值调用格式如下:

pp≡cs己pe（｛x0′y0｝′z0′c◎nds′v己1c◎nds）′z＝fnv己1（pp′｛x′y｝）

其中x0’y0分别为加维和n维向量;z0为加×n维矩阵;z为矩阵’它的行数为x的维数’列

数为y的维数’表示得到的插值’具体使用方法同-维插值°

例5·7已知平面区域0≤鳃≤1400,0≤y≤1200的高程数据见表5.6（单位:m）°

表5.6高程数据表

1200

1100

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

0

w勿

1350

1370

1380

1420

1430

950

910

880

830

740

650

510

370

0

1370

1390

1410

1430

1450

1190

1090

1060

980

880

760

620

470

100

960

1140

1320

1550

1600

1100

1100

1500

1420

1280

1050

870

690

500

1390

1410

1430

1450

1460

1370

1270

1230

1180

1080

880

730

550

200

1400

1430

1450

1480

1500

1500

1500

1390

1320

1130

970

800

600

300

1410

1440

1470

1500

1550

1200

1200

1500

1450

1250

1020

850

670

斗00

940

1110

1280

1510

1550

1550

1350

1400

400

1230

1020

850

670

600

880

1050

1200

1430

1600

1600

1450

900

1300

10qO

830

780

620

700

800

950

1080

1300

1600

1550

1200

1100

700

900

8＂

720

580

800

690

820

940

1200

1600

1380

1150

1060

900

500

700

650

450

900

570

690

780

980

1550

1070

1010

950

850

700

300

500

400

1000

430

540

620

850

1500

900

880

870

810

780

500

200

300

1100

290

380

460

750

1500

1050

1000

900

380

750

550

300

100

1200

210

300

370

550

1550

1150

1050

936

780

650

480

350

150

1300

150

210

350

500

1550

1200

1100

950

750

550

350

320

250

1400

（1）用双三次样条插值,求“’y方向的间隔都为10的节点处的高程值’并求该区域

的最大高程和最小高程’画出等高线图和三维网格图。

（2）用双三次样条插值,求该区域表面面积的近似值。
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5.3 Matlab 二维插值及应用

5.3.1 网格数据的插值

已知m×n个节点（z，;，）（i=1，2，⋯，mij=1，2，⋯，n），且x<⋯<?y<⋯<y。。求
点（x，y）处的插值z。

Matlab 中有一些计算二维插值的函数。如
z=interp2 {x0,y0,z0,x,y,'method'}

其中，x0，y0分别为m 维和n维向量，表示节点;20为n×m维矩阵，表示节点值;x，y为一
维数组，表示插值点;x与y应是方向不同的向量，即一个是行向量，另一个是列向量;z为

矩阵，它的行数为y的维数，列数为x的维数，表示得到的插值;'method'的用法同上面的

一维插值。
如果是三次样条插值，可以使用函数 giddednterpolant 和 csape。函数 griddedInterpo-

lant前面已经介绍过。cape 的二维插值调用格式如下∶

pp=csape{x0,y0),z0,conds,valconda),z=fnval pD,(x,y)

其中x0，y0分别为m 维和n维向量;z0为mxn维矩阵;z为矩阵，它的行数为x的维数，列
数为y的维数，表示得到的插值，具体使用方法同一-维插值。

例5，7 已知平面区域0≤x≤1400，0≤y≤1200的高程数据见表5.6（单位∶m）。

表5.6 高程数据表

1200 130 1370 1390 1400 1410 960 940 880 800 690 570 430 290 210 150
1100 1370 1390 1410 1430 1440 1140t10 1050 950 820 690 540 380 300 210
1000 1380 1410 1430 1450 1470 132 [280 1200 1080 940 T80 620 460 370 350

1429 1430 1450 1480 1500 1550 1510 1430 1300 1200 980 850 730 550 500900

800 1430 1450 1460 1500 1550 1600 1550 600 1600 1600 1550 1500 1500 1550 1550
700 950 1190 1370 1500 1200 10 1550 1600 1550 1380 1070 900 1050 1150 1200

910 1090 12201500 1200 1i00 1350 1450 1200 1150 1019 880 1000 1050 1100600
500 880 1060 1230 390 1500 1500 1400 900 1100 1060 950 870 900 936 950
400 830 980 11801320 1450 1420400 1300 200 900 850 810 380 780 750
300 740 88 1080 1130 1250 1280 1230 1040 900 500 700 780 750 650 550
200 650 760 880 970 1020 1050 120830 B00 7030O 500 550 80 390

100 510620 730 800 850 870 850 780 ) 320350340

0 550 670470370 100690670600 150300450 250400580620。100 80070600yY* 200 900580400300 1000 1100 1200 1300 1400

（1）用双三次样条插值，求x，y方向的间隔都为 10的节点处的高程值，并求该区城
的最大高程和最小高程，画出等高线图和三维网格图。

（2）用双三次样条插值，求该区域表面面积的近似值。
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解（1）原始数据给出的100×100网格节点上的高程数据’为了提高计算精度,利用

双三次样条插值’得到给定区域上10×10网格节点上的高程。求得该区域的最大高程为

1649.6m’最小高程为89。1382m’等高线图和三维网格图如图5·5所示。
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↑2＂

＼＼
＼
、

尸

夕

份

臼

■

｜＂＂蛔°
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‖

↑0＂

800

600

m0

q00

0

‖咖
厂

】＜≈孟侧
200

↑0m

500

o
0 田0 ‖0凹

（a）

图5.5等高线图和三维表面图

（a）等高线图;（b）三维网格图°

0 0

（b）

（2）利用分点匆‘＝10j（j＝0’1’…’140）把0≤匆≤1400剖分成140个小区间’利用分

点乃＝10／（j＝0’1’…’120）把0≤y≤1200剖分成120个小区间’把平面区域0≤卿≤1400’
0≤y≤1200剖分成140×120个小矩形’对应地把所计算的三维曲面剖分成140×120个小
曲面进行计算’每个小曲面的面积用对应的三维空间中4个点所构成的两个小三角形面

积的和作为近似值°

计算三角形面积时’使用海伦公式’即设△ABC的边长分别为α’b’c,p＝（α＋b＋c）／2’

则△ABC的面积s＝｀／β了万＝刃ˉ『万二历ˉ『万二叮。
最终求得地表面积的近似值为4.7575×106m2。

c1c′c1e己r′c1◎se己11′z0＝1◎己d（‖d己仁己5〕.仁x仁｜）;

x0＝0:100:1400》y0＝1200:＝100:0》

x＝0810:1400;Y＝［1200:＝10:0］!『

pp＝cs己pe（｛x0′y0｝′z0｜）′ 墙双三次样条插值′注意这里z0要转置

z＝fnv己1（pp′｛x′y｝）′z＝z｀; 啥为了和z0的矩阵维数一致

m己X-Z＝m己x（m己x〈z））′m1n多＝m土n（m土n（z））

subp1◎亡（121）′h≡c◎n仁◎u工（x′y′z）′c1己De1（h） 哈画等高线

subp1◎仁（122）′mesh（x′y′z） 老画三维网格图

m＝1ength（x）′n＝1eng仁h（y）;s＝0′

f◎rj＝1:m-1

f◎rj＝1:nˉ1

p1＝［x（土）′y（j）′z（j′土）］;

P2＝［×（土＋1）′y（j） ′z（j′土＋1）］′
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解 （1）原始数据给出的100×100 网格节点上的高程数据，为了提高计算精度，利用
双三次样条插值，得到给定区域上 10×10网格节点上的高程。求得该区域的最大高程为

1649.6m，最小高程为 89.1382m，等高线图和三维网格图如图5.5 所示。

t200

100 2000y坯

600
10m

0

18
20 10

餐00

10
00 00蒙穿霭
0Do050D

(b)()
图5.5 等高线图和三维表面图

（a）等高线阳;（b）三编网格图。

（2）利用分点z，=10i（i=0，1，⋯.140）把0≤x≤1400剖分成140个小区间，利用分

点y;=10=0，1，⋯，120）把0≤y≤1200剖分成120个小区间，把平面区城0≤x≤1400，
0≤y≤1200剖分成140x120个小矩形，对应地把所计算的三维曲面剖分成 140×120个小
曲面进行计算，每个小曲面的面积用对应的三维空间中4个点所构成的两个小三角形面
积的和作为近似值。

计算三角形面积时，使用海伦公式，即设△ABC的边长分别为a，b，cvp=<a+b+c）/2，

则△ABC 的面积s=√p（p-a）（p-b（p-c）。
最终求得地表面积的近似值为4.7575×10°m2。
clc,clear,close al1,z0=load(data5_7.txt');
x0=0:100:1400; y0=1200:-100:0;
x=0:10:;1400;y=[1200;-10:0]';

名双三次样条播值，注意这里 z0 婴轴置pp=caape([x0,y0),z0');
9为了和 z0 的矩阵雌数一致z=fnval [pp, {x.y);z=z';

maxz=max (max(z}),min_z=min(min(z))
aubplot（121），h=contour （x序，z）;clabel（h） 画等高线

9 高三维网格图subpglot （122）， mesh 仅x，y，z}

m=length (x>; n=1ength ty);8=0;
for 1=1:m-1

for j=1;n-1
p1=[x()y(),z(,1)1;
p2=[x(+1),y6),zG,i+1);
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p3≡［x（土＋1）′y（j＋1）′z（j＋1′j＋1）］′

p4＝［x（1）′y（j＋1）′z（j＋1′1）］;

p12＝n◎工m（p1ˉp2）;p23＝n◎rm（p3＝p2）;p13＝n◎rm（p3ˉp1）′

p14＝n◎rIIl（p4＝p1）;p34＝n◎rm（p4一p3）′

z1≡（p12＋p23＋p13）／2;s1＝sαr七（z1＊ （z1-D12）＊（z1＝p23）＊（z1-p13））;

z2＝（p13＋p14＋p34）／2′s2＝sqrt（z2＊（z2-p13）＊（z2＝p14）＊（z2一p34））′

s＝s＋s1＋s2′

end

end

S 老显示面积的近似值

5·3.2散乱数据插值

已知几个节点（z‘’y《,z‘）（j＝1’2’…’n）’求点（绷’y）处的插值z。

对上述问题’Matlab中提供了插值函数griddata和sca忱eredInterpolant°

1.函数griddata

函数碘ddata的调用格式为

Z工＝gr土dd己亡己（X′y′z′X工′Y工）

其中’x、y、z均为n维向量’指明所给数据点的横坐标、纵坐标和竖坐标;向量Ⅺ、YI是给

定的网格点的横坐标和纵坐标;返回值ZI为网格（XI’Ⅵ）处的函数值°XI与YI应是方
向不同的向量’即一个是行向量,另-个是列向量°

2·函数scatteredhterpolant

函数scatteredInterpolant的调用格式为

Fz＝sca仁七ered工n仁erp◎1己nt（x0′y0′z0′Me七h◎d′Ex亡rap◎1a亡j◎nMe七h◎d）;

其中’返回值Fz是结构数组’相当于给出了插值函数的表达式;x0’y0’z0分别为已知几个
点的则’y’z坐标;Method是插值方法;ExtIapolationMethod是区域外部节点的外插方法’
ExhapolationMethod的值可以取为｜linear｜和｜nearest0’默认值为′linear｜°

要计算插值点（x’y）处的值’调用Fz即可。

z＝Fz（x′y）

就求出所要求点的插值°

3·例题

例5.8在某海域测得一些点（卯’y）处的水深z由表5·7给出,在卯’y的最大范围所
确定的矩形区域内画出海底曲面的图形°要求用函数sca忧eredInterpolant插值°

表5.7海底高程数据
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

x

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

117·5

一33·5

9

■■■■■■■■■■■■■■■

—

γ
√
团

插值后所做的三维网格图如图5.6所示。
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129 140 103·5 88 185·5 195 105 157·5 107·5 77 81 162 162

7。5 141·5 23 147 22。5 137·5 85·5 ＝6。5 ＝81 3 56·5 ＝66·5 84

4 8 6 8 6 8 8 9 9 8 8 9 4

p3= 【x（i+1），y行+1），z（j+1，i+1）】∶
p4=x(1),y(+1),z(j+1,i)J;
p12=naratp1-p2); p23=norm(p3-p2): p13=norm(p3-pl);

p14=noru(p4-pg1):p34=nozm (ip4-p3);
z1= (p12+p23+p13)/2;91=sqrt(zl*(z21-p12)*(z1-p23)*(z1-pl3);
z2=tp13+pl4+p34)/2;s2=sqrt{z2*(z2-p13)*(z2-p14)*(z2-p34);

8=8+81+82;
end

end
8 显示面积岗近似值B

5.3.2 散乱数据插值

已知n个节点（xy;，z）（i=1，2，⋯，n），求点《x，y）处的插值z。
对上述问题，Matlb中提供了插值函数 griddata 和 scatteredinterpolant。
1.函数 gridat盘
函数 griddata的调用格式为
ZI=griddatatx，Y，z，XI，Y工）

其中，xy、z 均为n维向量，指明所给数据点的横坐标、纵坐标和竖坐标;向量 X、YI是给
定的网格点的横坐标和纵坐标;返回值Z为两格（X，Y）处的函数值。XI与 Y应是方
向不同的向量，即一个是行向量，另一个是列向量。

2. 西数 scatteredlnterpolant
函数 9scatteredinterpolant 的调用格式为

Fz=8catteredInterpolant(x0,y0,z0,Method,ExtrapolationMethod);
其中，返回值Fz是结构数组，相当于给出了插值函数的表达式;x0，y0，2分别为已知n个
点的x，，y，z坐标;Method 是插值方法;ExtrapolationMethod 是区域外部节点的外插方法，
ExtrapolationMethod 的值可以取为'linear'和'nearest'，默认值为'linear'。

要计算插值点（x，y）处的值，调用Pz即可。
z=Fz(x,y)

就求出所要求点的插值。
3.例题
例5.8 在某海域测得一些点（x，y）处的水深z由表3.7给出，在z，y的最大范围所

确定的矩形区域内画出海底曲面的图形。要求用函数 scatteredIntapolant 插值。

表5.7 海底高程数据

to2.s岗心183.58140129 162162159.505195  1O.581训”
7.5 n13.s2s4.5 14723 -81-6s85.5 -3.55.5 84-66s户

6 8.o中 o昌” w身 。身 4日

插值后所做的三维网格图如图5.6 所示。

130



刽
宅
七
叼
毛
毛
扣
咖

m0

≈↑凹印

图5.6三维网格图

c1c′c1e己r′c1◎se己11

x0＝［129′140′103.5′88′185·5′195′105′157·5′107.5′77′81′162′162′117·5］;

y0＝［7·5′141·5′23′147′22.5′137.5′85·5′＝6·5′-81′3′56·5′-66·5′84′＿33.5］;

z0≡ˉ［4′8′6′8′6′8′8′9′9′8′8′9′4′9］′

〕ml0＝m土nmax（x0） 老求x0的最小值和最大值

ym0＝mjnm己x（y0） 嗜求y0的最小值和最大值

x工＝】ml0（1） :〕ml0（2）′ 老插值点的x坐标取值

y工＝ym0（1） :ym0（2）; 嗜插值点的y坐标取值

Fz＝sc己t仁ered工n仁erp◎1己n仁（x0!′y0｜′z0｜／n己亡ur己1｜ ′!ne己res℃｜）

［x土′y土］＝meshgr土d（x土′Y土）; 堵化成网格数据

z1＝Fz（x1′yi）′mesh（x土′yj′z土）

S.4拟
八
口

5·4·1最小二乘拟台

已知-组二维数据’即平面上的n个点（鳃′’yt）（j＝1’2’…’n）’要寻求一个函数（曲

线）y寸（鳃）’使f（卯）在某种准则下与所有数据点最为接近’即曲线拟合得最好°记

6d手（勿!）＝γ!’j＝1’2’…’〃’

则称6‘为拟合函数／（“）在捣点处的偏差（或残差）°为使厂（“）在整体上尽可能与给定
数据最为接近’可以采用“偏差的平方和最小”作为判定准则’即使

＂

J≡∑（／（鳃』）ˉy‘）2 （5.8）
〖＝l

达到最小值°这-原则称为最小二乘原则’根据最小二乘原则确定拟合函数／（幻）的方法

称为最小二乘法。

-般来讲’拟合函数应是自变量卯和待定参数αl’α2’…’α砸的函数,即

r（“）＝／（卿,αl ’α2’…,α顺）. （5.9）

因此’按照／（匆）关于参数α1’α2’…’α厕的线性与否’最小二乘法也分为线性最小二
乘法和非线性最小二乘法两类。
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图5.6 三维网格图

clc, clear, close all
x0=[29,140,103.5,88,185.5,195,105,157.5,107.5,77,81/162,162.117.51;

y0={.5,141.5,23,147,22.5,137.5,85.5,-6.5,81.3,56.5,-66.5.84,-33.5];
z0=-[4,8,6,8,6,8,8,9,9,8,8,9,4,9]!

号 求x0 的最小值和最大值2xm0=minmax(x0
8求y0 的最小值和最大值ym0=minmax (y0)

xf=xcm0 [1):xmO [2); 号插值点的x 坐标取值

yi =ym0 (L) ym0 (2); 号播值点的y坐标取值

Fz=scatteredInterpolant (x0'y0',z0','natural','nearest'
号化成网格数据[txi,yi]=meshgrid (xi,yl);

zi=Fz [xiyi);me8h (xi,yi,2i)

5.4 拟 合

5.4.1 最小二乘拟合

已知一组二维数据，即平面上的n个点（x，7;）（i=1，2，⋯，n），要寻求一个函数（曲
线）y=f（x），使f（x）在某种准则下与所有数据点最为接近，即曲线拟合得最好。记

δ=f（*;）-y，i=1，2，⋯，n，
则称8，为拟合函数f（z）在玉，点处的偏差（或残叠）。为使f（x）在整体上尽可能与给定
数据最为接近，可以采用"偏差的平方和最小"作为判定准则，即使

J=E(x)-x)' (5.8)
达到最小值。这一原则称为最小二乘原则，根据最小二乘原则确定拟合函数f（x）的方法
称为最小二乘法。

一般来讲，拟合函数应是自变量x和待定参数α，0，⋯，a。的函数，即
(5.9)f (x)=f(z,4;,a,",8m).

因此，按照f（x）关于参数a1，α2，⋯，，a。的线性与否，最小二乘法也分为线性最小二
乘法和非线性最小二乘法两类。
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1·线性最小二乘法

给定-个线性无关的函数系｛pk（绷） ｜k＝1’2’…’加｝ ’如果拟合函数以其线性组合的

形式
m

／（鳃）＝∑α州（“） （5.10〉
k＝1

出现’例如

／（匆）≡α砸“砸ˉl＋α砸ˉl财腮ˉ2＋…＋α2则＋αl’
或者

m

／（“）＝∑α腮cos（胁）,
k＝1

则f（筋）＝f（则’αl’α2’…’α腮）就是关于参数αl’α2’…’α砸的线性函数6

将式（5.10）代人式（5.8）’则目标函数J二J（αl’α2’…’α腮）是关于参数αl’α2,…’α砸
的多元函数°由

业≡0,k＝1’2’…’m’
0α隐

亦即
见

∑［（／（“‘）ˉy‘）中k（绷‘）］＝0,k＝1’2’…’m.
d＝1

可得

二｜三吗（甄川娠小二二肌（购）,作!,2’…川
于是式（5.11）形成了一个关于αl’α2’…’α腮的线性方程组’称为正规方程组°

记

｜ ｛ ｜ ｛‖‖｜!｜R＝

则正规方程组（5·11）可表示为

（5·11） ｜

RTRA≡RTⅨ （5.12）

由线性代数知识可知’当矩阵R是列满秩时’RTR是可逆的°于是正规方程组
（5.12）有唯一解’即

A＝（RTR）ˉ1RTY （5.13）

为所求的拟合函数的系数’就可得到最小二乘拟合函数／（“）。
2·非线性最小二乘拟合

对于给定的线性无关函数系｛例（“） ｜k＝1’2’…’加｝ ’如果拟合函数不能以其线性组

合的形式出现’例如

／（卯）＝—上或者／（匆）≡αl＋α2eˉ°辨＋α4eˉ°笋’
α1卯＋α2

132

｜

1战性最小二乘法
给定一个线性无关的函数系|p（x）k=1，2，⋯，m}，如果拟合函数以其线性组合的

形式

言沁言 (5.10)
出现，，例如

f(x)=a_x"taxs*"+⋯+az*ta;,
或者

f(z)= aen(kr)
则f（x）=f（x，④，四g.⋯，。）就是关于参数a，a，⋯，a。的线性函数。

将式（5.10）代入式（5.8），则目标函数J=J（a，a，⋯，am）是关于参数如，a，⋯，-。
的多元函数。由

8J。=0,=1,⋯,m,四
亦即

三【G（（x）-y）《x）】=0，=12⋯，m
可得

沁沁艺子艺”沁言艺下口己了寻 (5.11)
于是式（5.11）形成了一个关于a，a2，⋯，a。的线性方程组，称为正规方程组。
记

干三刻-骨
予不当”只当“‘’。
寸工”史艺！R= : 叫

宁量岁！
则正规方程组（5.11）可衰示为

(5.12)R'RA=RTy.
由线性代数知识可知，当矩阵R是列满秩时，R最是可逆的。于是正规方程组

（5.12）有唯一解，即

(5.13)A=(R`R)'RTy

为所求的拟合函数的系数，就可得到最小二乘拟合函数f（x）。
2.非线性最小二乘拟合

对于给定的线性无关函数系{p（x）|k=1，2，⋯，m}，如果拟合函数不能以其线性组
合的形式出现，例如

或者f（x）=a+a2e**+2，e~*，f(z)=-④**a2
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则／（“）＝／（“’αl’α2’…’α腮）就是关于参数αl,α2,…’α腮的非线性函数。

将／（如）代人式（5.8）中’则形成一个非线性函数的极小化问题°为得到最小二乘拟

合函数／（卯）的具体表达式’可用非线性优化方法求解出参数αl’α2’…’α厕°

3·拟合函数的选择

数据拟合时’首要也是最关键的一步就是选取恰当的拟合函数。如果能够根据问题

的背景通过机理分析得到变量之间的函数关系’那么只需估计相应的参数即可。但很多

情况下’问题的机理并不清楚。此时’-个较为自然的方法是先做出数据的散点图’从直

观上判断应选用什么样的拟合函数。

-般来讲’如果数据分布接近于直线’则宜选用线性函数／（鳃）＝α｜匆＋α2拟合;如果数

据分布接近于抛物线’则宜选用二次多项式／（鳃）＝αl勿2＋α2卯＋α3拟合;如果数据分布特点

是开始上升较快随后逐渐变缓’则宜选用双曲线型函数或指数型函数’即用
α2

／（卯）＝＿上或／（“）＝αleˉ百
α1卯＋α2

拟合·如果数据分布特点是开始下降较快随后逐渐变缓’则宜选用

／（鳃）≡＿上帅）ˉ瓦六盂或／（翔）ˉ·Ⅱ.ˉ…α1卯＋α2

等函数拟合。

常被选用的非线性拟合函数有对数函数,二“』带咖’s形曲线函数,二志等.

5·4.2线性最小二乘法的Matlab实现

1·解线性方程组拟合参数

要拟合式（5.10）中的参数αl ’α2’…’α顾’把观测值代人式（5.10）’在上面的记号下’

得到线性方程组

RA＝Ⅸ

则Matlab中拟合参数向量A的命令为A＝pinv（R）＊Y’或简化格式A＝R＼Y。

例5·9为了测量刀具的磨损速度’我们做这样的实验:经过一定时间（如每隔1h）’

测量一次刀具的厚度’得到-组实验数据（tt’γ‘）（j＝1’2’…’8）如表5.8所示。试根据实

验数据建立y与t之间的经验公式y＝αt＋b°

表5.8实验数据观测值
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

7

24·8
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

陶
～
％

解拟合参数α’b的准则是最小二乘准则’即求α’b’使得
8

6（α’b）＝∑（α‘』＋bˉy‘）2
j＝1

达到最小值’由极值的必要条件’得
133

0 1 2 3 .4 5 6

27·0 26°8 26·5 26°3 26·1 25·7 25·3

则f（x）=f（x，a1，a，，⋯，a）就是关于参数α，42，⋯，a。的非线性函数。
将f（z）代入式（5.8）中，则形成一个非线性函数的极小化问题。为得到最小二乘拟

合函数f（z）的具体表达式，可用非线性优化方法求解出参数α，az，⋯，a.。
3.拟合函数的选择
数据拟合时，首要也是最关键的一步就是选取恰当的拟合函数。如果能够根据问题

的背景通过就理分析得到变量之间的函数关系，那么只需估计相应的参数即可。但很多

情况下，问题的机理并不清楚。此时，一个较为自然的方法是先做出数据的散点图，从真
观上判断应选用什么样的拟合函数。

一般来讲，如果数据分布接近于直线，则宜选用线性函数f（x）=a*+a2拟合;如果数
据分布接近于抛物线，则宜选用二次多项式f（z）=a，z2+a，x+a，拟合;如果数据分布特点
是开始上升较快随后逐渐变缓，则宜选用双曲线型函数或指数型函数，即用

f（x）=或f（x）=a，e°。才引’
拟合。如果数据分布特点是开始下降较快随后逐渐变缓，则宣选用- 上F(a)=: 一或f（x）=a1e*P‘引子”a,2*+。"
等函数拟合。

1等。常被选用的非线性拟合函数有对数函数y=a，+a2lns，S 形曲线函数，(a+be
5.4.2 线性最小二乘法的 Matlab 实现

1.解线性方程组拟合参数
要拟合式（5.10）中的参数a，a2，⋯，a。，把观测值代入式（5.10），在上面的记号下，

得到线性方程组
RA=Y.

则Matlab中拟合参数向量A的命令为A=pinv《R》*Y，或简化格式A=R\Y。
例5.9 为了测量刀具的磨损速度，我们做这样的实验;经过一定时间（如每隔 1h），

测量一次刀具的厚度，得到一组实验数据（ty）（i=1，2⋯，8）如表5.8所示。试根据实
验数据建立γ与t之间的经验公式ysat+b。

表5.8 实验数据观测值

3 刊力 叫e 净小 60
26.1 24.825.325.726.326.827.0 26.5量

解 拟合参数a，b的准则是最小二乘准则，即求a，b，使得

8(a,b)=,(m+b-r)'
达到最小值，由极值的必要条件，得
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《二i｝:｜茧Ⅲ!‖!;‖

｜二 ‰

化简’得到正规方程组

｜

解之’得α’b的估计值分别为

8

∑（′』ˉ『）（y』ˉ丁）
＾ !＝1

α＝
8

∑（‘』ˉ『）2
i＝1

b＝歹ˉi『’

其中庐÷二昨÷二,｜分别为诊《的均值和’』的均值.
利用给定的观测值和Matlab软件,求得α,6的估计值为d＝ˉ0.3036’j＝27.1250。
c1c′c1e己r′仁＝［0:7］『『

y＝［27·0′26·8′26·5′26·3′26。1′25·7′25·3′24·8］｜;

七b＝me己n（t）『yb＝mean（y）》

己h己亡≡sum（（仁ˉ亡b）.＊（y-yb））／sum（（七-亡b）.＾2） 嗜编程计算

bh己七＝yb＝ah己t＊仁b

己＝［七′◎nes（8′1）］;

cs＝己＼Y 老解超定线性方程组求拟合参数

例5·10某天文学家要确定-颗小行星绕太阳运行的轨道’他在轨道平面内建立以

太阳为原点的直角坐标系’两坐标轴上的单位长度取为1天文测量单位（1天文测量单位

为地球到太阳的平均距离:1.496×108km）。在5个不同的时间对小行星作了5次观察’
测得轨道上5个点的坐标数据见表5.9。由开普勒第＿定律知’小行星的轨道为-椭圆’
其-般方程可表示为

α1卯2＋α2则y＋α3y2＋α4勿＋α5y＋1＝0·
请根据观测数据建立行星运行轨道的方程’并画出轨道曲线。

｜

｜

表5.9小行星观察数据的坐标

｜
』
｜
■
｜

【

『

抑
Ⅷ
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[a8 (a;*b-x》4,=0,-2(3a
]a8因-2（a+6-y）=0，涵仰

化简，得到正规方程组

 =4.“十认
元【

吗：喜吗
解之，得a，b的估计值分别为

叫子‘子‘“=
子“”，

6=万-ai，
1x其中-; v，F=1二，力，分别为t的均值和，的均值。8

利用给定的观测值和Matlab软件，求得a，b的估计值为a=-0.3036，δ=27.1250。
clc, clear, t= [0:7]';
y=[27.0,26.8,26.5.26.3,26.1,25.7,25.3.24.8]';
tb=mean [t); yb=mean (y);
ahat=sum((-tb).* (-yb)/sum({t-tb).^2) 8编程计算
bhat =yb-ahat* tb
a= [t,ones (8,1)];
C路=a y 号解超定线性方程组求拟合参数

侧5.10 某天文学家要确定一顾小行星绕太阳运行的轨道，，他在轨道平面内建立以
太阳为原点的直角坐标系，两坐标轴上的单位长度取为1天文测量单位（1天文测量单位
为地球到太阳的平均距离;1.496x10km）。在5个不同的时间对小行星作了5次观察，
测得轨道上5个点的坐标数据见表5.9。由开普勒第一定律知，小行里的轨道为一椭圆，
其一般方程可表示为

a22*a，xy+a;y+agx十agy+1=0.
请根据观测数据建立行里运行轨道的方程，并画出轨道曲线。

表5.9 小行星观察数据的坐标

21 s43
*缴标 6.2365764 6.79 7.4087.168

2.351.82a.648r坐标 1.22 3.360
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解将天文学家所测的轨道上5个点的坐标数据（卯‘’y‘）（i≡1’2,…,5）代人椭圆轨

道方程’可得线性方程组

l躯｝＋α2绷lyl＋α3y｝＋α4赃l＋α5γl＝ˉ1’

l腮i＋α2则2y2＋α3y;＋α4绷2＋α5γ2＝ˉ1’

l鳃;ˉM2宛3y3＋α3y;＋α4鳃3＋α5γ3＝ˉ1’

l“;＋α2鳃4y4＋α3y:＋α4卯4＋α5y您＝ˉ1’

l“;＋α2则5y5＋α3y;＋α4匆5＋α5γ5＝ˉ1.

日

日

∩

∩

□

解上述线性方程组’得

α1＝0.0508’α2＝＝0.0702,α3＝0·0381’α4＝＝0.4531’α5＝0。2643’

即小行星轨道的椭圆方程为

0.0508勿2-0.0702聊＋0.0381y2＝0.4531卯＋0.2643γ＋1＝0.

小行星的运行轨道曲线如图5·7所示。

5

4

3

’2

1

0

一1
7.5 835 4 45 5 5.5 6 6.5 7

x

图5·7小行星运行轨道图

c1c′c1e己r

x0≡［5·764 6·286 6·759 7·168 7·408］0;

y0＝［0·648 1.202 1.823 2.526 3·360］!;
己＝［x0·＾2′x0.＊y0′y0.＾2′x0′Y0］;

b＝ˉ◎nes（5′1）;c＝己＼b

C四＝6（x′y）c（1）＊x.＾2＋c（2）＊x.＊y＋c（3）＊y.＾2＋c（4）

h＝f土mp1土c让（f〕哑′ ［3·5′8′一1′5］）′仁土亡1e（＂）

se仁（h′℃◎1◎r‖′｜k0′!L土neWidth′′1.5）

x1己be1（｜＄x＄!′!工n亡erpre仁er｛′｜L己亡ex｜）

y1abe1（｜＄yS!′｜工n亡erpre仁er｜′｜L己亡ex｜／R◎仁己亡j◎n｜′0）

2·约束线性最小二乘解

在最小二乘意义下解约束线性方程组
α＝α’

＊y＋c（3）＊y.＾2＋c（4）＊×＋c（5）＊y＋1′墙定义匿名函数
｜ ］）′仁土亡1e（‖｜）

腥:;:0S.t°
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解 将天文学家所测的轨道上5个点的坐标数据{x;，y）（i=1，2，⋯，5）代人椭圆轨
道方程，可得线性方程组

a好+a3Y+ay*ag+ay=-1，
a;+a,*sy2ta,y3+ag2+asya=-1,
a药3+a23yy+ay3+agis+asy3=-1，
8无tag*ay.tay?+aga+ay4=-1，
[avnz+azy,ta,y3+a,ws+a,y,=-1.

解上述线性方程组，得

a=0.0508，2=-0.0702，a，=0.0381，g=-0.4531，每，=0.2643，
即小行星轨道的椭圆方程为

0.0508x2-0.0702xy+0.0381y-0.4531x+0.2643y+1=0.
小行星的运行轨道曲线如图 5.7 所示。

多

n
y 22~
of
-35冰S.8 66.5 77.5

图5.7 小行星适行轨道图

clc,clear
.x0=[5.764 6,286 6、759 7.168 7.408]';
y0= [0.648 1.202 1.823 2.526 3.360]';
a=[x0.~2,x0.*y0, y0."2,x0, y0];
b=-ones (5,1]; c=a \b
fsxy=8（x?）c（）*x.~2+c（2）*x.*y*（3）*y.~2+c（）*x*（5）*y+1;*定义匿名面数
h=fmplicit(fxy, [3.5,8,-1,51),title(')
set(h,"Coloz','k','Linetwidth',1.5)
xlabel('sx $','rntempzeter','Latex'}
ylabel('sy $','Interpreter','atex','Rotation',0)
2. 约束线性最小二乘解
在最小二乘意义下解约束线性方程组

Cx=d,
[Ax≤b,

9.t. Aeg·x=beq,
场≤x≤b.
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即求解数学规划问题

Ⅷ÷｜｜α＿α｜｜ ;’

0S.t·

求解上述问题的Madab函数lsqlm调用格式为

x＝1sα11n（C′d′A′b′Aeq′beq′1b′uh）

例5.11 已知z’y的观测值见表5.10°用给定数据拟合函数y＝αe鳃＋bln绷’且满足

α≥0,b≥0’α＋6≤1。

表5.10 z’y的观测值

＝毛干＝尸三尸≡＝＝尸二尸三干≡尸三
解利用Matlab软件求得

α＝0.0005’b＝0.9995.

c1c′c1ear′己＝1◎ad（｜d己℃己5」1.亡x亡｜）;

x0＝己（1′ :）｜′d＝己（2′ :）｜;C＝［exP（x0）′1◎g（x0）］′

A＝［11］;b＝1′ 嗜线性不等式的约束矩阵和常数项列

1b＝zer◎s（2′1）; 老参数向量的下界

cs＝1sα1土n（C′d′A′b′［］′ ［］′1b） 哈拟合参数

3·多项式拟台

Matlab多项式拟合的函数为polyfit’调用格式为

p＝p◎1yf让（x′y′n） 墙拟合n次多项式′返回值p是多项式对应的系数′排列次序为从高次幂
系数到低次幂系数.

计算多项式P在x处的函数值命令为

y＝p◎1Yva1（P′x）

例5·12在研究某单分子化学反应速度时’得到数据（t《’γ‘）（t＝1’2’…’8）如
表5.11所示°其中t表示从实验开始算起的时间’y表示时刻t反应物的量。试根据上述
数据定出经验公式y＝kem’其中k、m是待定常数°

表5.11反应物的观测值数据

—
叫
们

ti

yj
＿

解对y＝ke哪两边取对数’得lny＝加t＋lM’记lM＝b’则有ln）′＝＂＋b’我们使用线性
最小二乘法拟合参数加和6’即求m和6的估计值使得

8

∑（＂』＋6』ˉlnyd）2
6＝1

达到最小值°
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3 6 9 12 15 18 21

57·6 41。9 31.0 22·7 16.6 12·2 8·9

即求解数学规划问题

工乙”？土元售：
[Ax≤b,

a.t.Aeg·x=beq,
场≤x≤xb.

求解上述问题的 Matlab 函数 lsglin 调用格式为

x=lsqlin C,d,A,b,Aeq,beq.1b,ub)
例5.11 已知x，y的观测值见表5.10。用给定数据拟合函数y=ae*+5lnz，且满足

a≥0,b≥0,a+b≤1。
表5.10 x，y的观测值

o 日→？ 9号？o，串
日e 乞言9 58J 。

解 利用Malab软件求得
a=0.0005,b=0.9995.

clc, clear,a=1oad('data5_11,txt');
x0=a(1,:)'; d=a(2,:'; C= [exp(x0),log(x0)1];
A-(1 1];b=1; 舍线性不等式的约束矩阵和堂数项列
1b=zeroS(2,1) 名春数问量的下界
ca=l3qLinC，d，A，b，【J，【1，1b） 号报合参款
3.多项式拟合
Matlab 多项式拟合的函数为 polyit，调用格式为
p=polyfit仅y，n） 8拟合n次多项式，返国值p是多项式对应的系数，排列次序为从高次幂

系数到低次幂系数.

计算多项式p在x处的函数值命令为
y=polyval (p,x)

例5.12 在研究某单分子化学反应速度时，得到数据（ty;）（i=1，2，⋯，8）如
表5.11所示。其中;表示从实验开始算起的时间，y表示时刻∶反应物的量。试根据上述
数据定出经验公式y=ke"，其中k、m是待定常数。

表5.11 反应物的观测值数据。 3 9自 12 2118氵 24
51.6计 31.041.9 12216.622.7 8.9 6.5

解 对y=ke"两边取对数，得ly=mt+lnk，记lnk=δ，则有ly=mt+b，我们使用线性
最小二乘法拟合参数m 和b，即求 m 和b的估计值使得

孙言；；喜飞
达到最小值。
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利用Matlab软件,求得m和b的估计值分别为
＾

抗＝-0.1037,6＝4.3640,

从而k的估计值为片＝78.5700’即所求的经验公式为γ＝78.5700eˉ0. !037′°
c1c′c1e己r′a≡1◎己d（‖d己七己5-12·℃x亡｜）′

t0＝己（1′:）′y0＝1◎g（己（2′:））;

p＝p◎1Yf让（七0′y0′1）′p（2）＝exp（p（2））

5·4.3httype利ht函数

函数fit需要和函数fittype配合使用’fittype用于定义拟合的函数类’fit进行函数拟

合°fit既可以拟合一元或二元线性函数’也可以拟合非线性-元或二元函数°这里首先

介绍这两个函数的调用格式’然后举几个拟合的例子°

fittype的调用格式为

己F让type＝f让七ype（1j］oraryM◎deName） 号利用库模型定义函数类.

己F止type≡f让七Ype（express土◎n′N己me′V己1ue） 啥利用字符串定义函数类.

己F让七ype≡f让℃ype（1土nearM◎deTerm′N己me′V己1ue）啥利用基函数的线性组合定义函数类.

己F让亡ype＝f让亡ype（己n◎nym◎usFunc亡1◎n′N己me′V己1ue） 哈利用匿名函数定义函数类.

函数fit的调用格式为

f让◎lOjec七＝f让（x′y′aF让七yPe） 墙x和y分别为自变量和因变量的观测值列向
量′返回值f让◎bjec亡为拟合函数的信息.

f让◎bjec七＝f让（［x′Y］′z′己F让仁Ype） 老 ［x′y］为自变量的观测值的两列矩阵′z为
因变量的观测值列向量′这里是拟合二元函数.

［f让◎bjec亡′g◎f］＝f让（x′y′aF让七ype′N己me′V己1ue） 老返回值g◎f为结构数组′给出了
模型的一些检验统计量.

例5.13（续例5·9） 拟合例5.9中的参数α、b。

c1c′c1e己r′t＝［0:7］｜『

y＝［27·0′26.8′26.5′26·3′26·1′25·7′25.3′24·8］0;

f＝f让（仁′Y′｜P◎1y1!） 堵利用库模型函数类

例5·14用模拟数据拟合函数z＝α＋bln卯＋cγ°

c1c′c1e己r

x0＝1insp己ce（1′10′20）;y0＝1土nsP己ce（3′20′20）;

z0＝1＋2＊1◎g（x0）＋3＊y0; 殆产生z≡1＋21nX＋3y的数据

g＝f土仁仁Ype（‖己＋b＊1◎g（x）＋c＊y｜′ ｜dependent0′ ｛｜z｜｝′ !土ndePenden仁‖′ ｛｜x『′ ｜y0｝）

f＝f让（［x00′y0｜］′z0｜′g／S仁己r七P◎m亡｜′r己nd（1′3）） 哈利用模拟数据拟合

注5·2定义拟合函数类型时’需要说明自变量属性｜independent｜和因变量属性‖deˉ

pendent｜的值;自变量属性!independent｜的默认值为｜x｜ ’可以不说明;因变量属性!dependent｜
的默认值‖y｜也可以不说明°

5·4·4非线性拟台的MatMb实现

非线性拟合的主要准则也是最小二乘准则’我们以一元函数为例进行说明。对于未
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利用 Matlab 软件，求得m和b的估计值分别为

m=-0.1037,b=4.3640,
从而k的估计值为表=78.5700，即所求的经验公式为y=78.5700e-4.1w.

clc, clear, a=load(data5_1.2.txt');
t0=a(1,;);y0=log (a (2,:));
p=polyfit (E0,y0,1),p(2)=ex(p(2)}

5.4.3 itype 和 fit 函数
函数ft 需要和函数ftype 配合使用.fiyoe 用于定义拟合的函数类，ft.进行函数拟

合。位t 既可以拟合一元或二元线性菌数.也可以拟合非线性一元或二元函数。这里首先

介绍这两个函数的调用格式，然后举几个拟合的例子。
fttype 的调用格式为

8利用库模型定义西数类，aFittype=fitype (libraryModeName)
舍利用字符串定义西数类，aFittype=fitype (expreggion,Name,Value)

aPittype=fittype（linearModeTerm，Neme，Value）$利用基函数的线性组合定义面教类.
aFittype=fittype（anonymougFunction，Name，Value） 当利用匿名函数定义函数类，
函数 fit 的调用格式为

6 x和y分别为自变量和因变量的观测值列向fitobject =fit (x,y, aFittype)
量，返恒值 ficobject 为拟合函数的信息.

? 【x，y】为自变量的观测值的两列矩阵，z 为Eitobject=fite ([xy],z,aFittype}

因变量的观测值列向量，这里是拟合二元函数、

【fitobject，gof】=fit（体x，y，aPLttype，Name，Value） 当返回值 gof为绪构数组，给出了
模型的一塑检验统计量。

例5.13（续例3.9） 拟合例5.9中的参数a、b。

clc, clear,t=[0:?]':
y=[27.0,26.8,26.5,26.3,26.1,25,7,25.3,24.8];
f=fit 〔，y，poly1'}舍利用库模型函数类
例5.14 用模拟数据拟合函数z=a+blnx+ecy。

cle, clear
x0=linspace(1,10,20);y0=linspace (3,20,20};

客产生 z=1+21nx+3y 的数据z0=1+2*log (x0}+3*y0:
g=fittype(a+blog(x)+c*y,'derpendent',{z'},'independent',{x',√}}
f=fit{【x0'，y0'】.z0'，g;'StartPoint'，rand（，3）〉告利用模拟数据拟合
注5，2 定义拟合函数类型时，需要说明自变量属性'independent'和因变量属性'de-

pendent'的值;自变量属性independent'的默认值为'x'，可以不说明;因变量属性'dependent'
的默认值'y'也可以不说明。

5.4.4 非线性拟合的Matlab 实现

非线性拟合的主要准则也是最小二乘准则，我们以一元函数为例进行说明。对于未
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｜

知函数γ二／（0’匆）’其中0为未知的参数向量’函数关于0是非线性的°给定γ手（0’鳃）的

-些观狈‖值（“‘’y‘）,j＝1’2’…’几’拟合参数0的最小二乘准则’就是所确定参数0的值要

使在观测点上误差平方和
见

J（0）＝∑（y』ˉ久）2 （5.14）
t＝l

最小’这里′‘＝／（0’购‘）。

求式（5.14）的最小值问题有很多算法’例如Matlab工具箱Ⅱt函数使用的默认算法

是kvenberg＝Marquardt算法’还有TTustˉRegion等算法。

Matlab非线性拟合的主要命令有ht（要用httype定义函数类〉’lsqcurveht’nljnfit等命

令°丘t函数使用很方便’但只能拟合一元和二元函数’lsqcurveht可以拟合任意多个自变

量的函数’并且可以约束未知参数的下界和上界;nhn1it函数无法约束参数的界限’这里

就不介绍了。

下面再给出几个使用ht函数进行非线性拟合的例子’然后给出lsqcurveht的用法说

明’并举几个用lsqcurveht拟合函数的例子°

1°ht函数

例5·15用表5.12的数据拟合函数z＝αe加＋cy2。

表5.12 卯’y’z的观测值

｜

＿
输
鲍
γ
＿

9

2

11·1737

c1c′c1e己r′d＝1◎己d（｜d己七己5ˉ15·亡x七｜）;

〕酣0＝d（［1′2］′ :）!;z0＝d（3′ :）!;

g＝f让七ype（｜己＊exp（b＊x）＋c＊y＾2｜′｜dependen亡｜′｜z!′!土ndependent｜ ′｛0x｜ ′ ′y!｝）

［f′s仁］＝f让（〕盯0′z0′g／S亡己r七P◎土n七′′r己nd（1′3））

求得z＝6.193eα腮5弘＋0.3995y2。

拟合优度R2＝0.9995’拟合的剩余标准差RMSE＝0.2970’拟合效果很好°

例5·16利用函数y＝2cos2“＋6sin2鳃产生模拟数据’使用模拟数据拟合-个如下的
二阶傅里叶级数

2

／（鳃）＝αo＋∑［α雁cos（k＂”）＋b腮sin（k铡鳃）］,其中测＝1.
k＝l

拟合时通过参数下界属性‘‘Lower’,和上界属性“Upper,’的限制’使得测等于常数1°
C1C′C1ear

x0＝［1:50］｜;y0＝2＊c◎s（2＊x0）＋6＊s土n（2＊x0）′

1b＝［ˉ土nf＊◎nes（1′5）′1］;uh＝［土nf＊◎nes（1′5）′1］;嗜w参数在最后一个位置′约束w＝1

［f′g］＝f让（x0′y0′‖f◎u工土er2!′｜L◎wer’′1］o′‖Upper!′ub）

得到的拟合函数球（绷）＝2cos2鳃＋6sin2鳃’并且拟合的检验指标都很好。
例5·17 （MATLAB工具箱的帮助例程） 利用给定数据拟合分段线性函数
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｜

□
〗
‖
｜
■
『
『
｜
‖
｜
‖
‖
｜
｜
｜
‖
可
』
■
‖

6 2 6 7 4 2 5

4 9 5 3 8 5 8

14·2077 39·3622 17·8077 11·8310 32·8618 16·9622 33·0941

知函数y=f《θ，x），其中8为未知的参数向量，函数关于θ是非线性的。给定y=f（0，x）的
一些观测值（x，y;），i=1，2，⋯，n，拟合参数θ的最小二乘准则，就是所确定参数θ的值要
使在观测点上误差平方和

飞”叫又‘它 (5.14)

最小，这里;=f（θ，x;）。
求式（5.14）的最小值问题有很多算法，例如 Matlab 工具箱 fit 函数使用的默认算法

是 Levenberg-Marquardt算法，还有Trust-Region 等算法。
Matlab 非线性拟合的主要命令有fit（要用 ftype 定义函数类），lqcurvefit，nlinfit等命

令。ft 函数使用很方便，但只能拟合一元和二元函数，lgqcurveft 可以拟合任意多个自变

量的函数，并且可以约束未知参数的下界和上界;rlinfit 函数无法约束参数的界限，这里

就不介绍了。
下面再给出几个使用 ft 函数进行非线性拟合的例子，然后给出 leqourvefit 的用法说

明，并举几个用 laqgcurvefit 拟合函数的例子。
1.nt 酒数

例5，15 用表5.12的数据拟合函数z=ae"+cy?。
表5.12 名，y，z的观测值

766 9夕2 日当 4
9 叫34 285*2 、，

岁 17.807739.3622142077 11.173733.09416.962232.861811.310
clc, clear, d*load('data5_15,txt');
xy0=d([1,2],:)';z0=d(3,:}';

g=fittype(a*expb*x)+c*y^2','dependent','z','independent',(x',Y)
[f,gt]=fit (xy0,z0,g,'StartPoint',rand(1,3))

求得z=6.193e063*+0.3995y1。
拟合优度R=0.9995，拟合的剩余标准差 RMSE=0.2970，拟合效果很好。
例5.16 利用函数γ=2cos2x+6ein2x 产生模拟数据，使用模拟数据拟合一个如下的

二阶傅里叶级数

文艺与卜心。【a，Cos kw0c）+b，ein（kuz）】，其中w= 1.

拟合时通过鑫数下界属性"Lower"和上界属性"Upper"的限制，使得山等于常数1。
clc,clear
x0= [1:50J'; y0=2* coe (2*x0)+6*sin(2*x0);
1b=【-inf*one8（，5），1l;ub=【nf*ones任，5），1】;告w参数在最后一个位置，约束w=1

[f,g]=fit(x0 ,y0,'fourlar2','Lower',1b,'Opper',ub)

得到的拟合函数为f（x）=2cos2x+6ein2x，并且拟合的检验指标都很好。
例5.17 （MATLAB 工具箱的帮助例程） 利用给定数据拟合分段线性函数
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′＝｛鳃（戳
原始数据的散点图及拟合的曲线如图5.8所示°

0.7

0.6

0.5

0.4

’03

0·2

0·1

0

ˉO1

. 原始数据点
—拟合的曲线

0 0·1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0·8 0.9
x

图5.8原始数据散点图及拟合的分段函数

l

所拟合的分段函数为

尸｜盏孵封i严,勤乏
. c1c′c1e己r

g＝e（己′b′c′d′k′x） （己＋b＊x） ·＊（x＜k）＋（c＋d＊x） ·＊（x＞≡k）; 嗜定义匿名函数

g＝f让type（g） 啥生成f让仁ype类型的函数类

x＝［0.81′0·91′0.13;0·91′0·63;0。098;0·28》0.55;0·96;0·96;0.16′0.97′0.96］′

y≡［0·17′0·12;0.16′0.0035′0·37;0·082;0·34;0·56》0·15;ˉ0.046′0.17′＝0.091′一0.071］;

f＝f让（x′y′g／S亡己r七P◎土n亡｜ ′ ［1′0′1′0′0.5］） 哈函数拟合

p1◎t（f′x′y）′1egend（｛‖原始数据点‖′‖拟合的曲线｜｝）

x1己be1（｜SxS!′!工n亡erpre七er｜′｜La亡ex!）

y1己be1（!＄YS｜′｜工n仁erPre℃er!′｜L己七ex!′!R◎ta七土◎n｜ ′0）

注5.3匿名函数的定义中’必须把自变量放在匿名函数输人参数的最后-个。

2·监qcurve【it函数

要拟合函数y丫（0,躯）’给定“的观测值鳃血tα’y的观测值mαtα’求参数向量6’使得

误差平方和最小’即

呼n ‖／（a…）ˉγ灿｜｜ ;＝二（／（叭…傅）—′灿‘）乳
lsqcurvefit函数的调用格式为

仁he仁己≡1sα◎urvef让（fun′the仁己0′xd己亡己′Yd己七己′1b′ub′◎p℃土◎ns）

其中’fun是定义函数／（0’〃）的M函数或匿名函数’theta0是0的初始值’lb是参数0的

下界’ub是参数0的上界’options参数可以对计算过程的-些算法等属性进行设置’返回

值theta是所拟合参数0的值。

139

fja+b, x<,y=3c+da，z≥点
原始数据的散点图及拟合的曲线如图5.8 所示。

它、
·原始数据点0:6 一拟合的曲线

0.5
0.4

”日一
02
0.1

，
o

~0.l 01 0.2 0.3 04 0.5 0k 0.7 0309

图5.8 康始数提散，点圈及拟合的分段函数

所拟合的分段函数为
{-0.03779+1.352x,x<0.5,

y={(1.237-1.301z, x≥0.5.
c1c, cleaz

名定义匿名函数g=国（a，b.C，d，k，x>{a+b*x），* （x<k）+（c+d*x}，*（x>=k）;

g=Eittype (g) 8生成fittype类型的面数类

x=[0.81;0.91;0.13;0.91;0.63:0.098;0.28;0.55;0.96;0.96;0.16:0.97;0.96];
y=[0.17:0.12:0.16;0.0035;0.37:0.082;0.34;0.56:0.15;-0.046;0.37;-0.091;-0.071];

t函敷报合E=fit (x,y,g,'SEartPoint',[1,0,1,0,0.5]l

plot （f，x，y），legend{f原始数据点'，'报合的曲线'}）

x1abel('$x S','Interpreter',"Latex')

ylabel[Sy $','Interpreter','Latex','Rotation',0)

注5.3 匿名函数的定义中，必须把自变量放在醒名函数输入参数的最后一个。

2. l8qcarveflt 函数
要拟合函数y=f（6，x），给定x的观测值xdata，y的观测值ydaua，求参数向量8，使得

误差平方和最小，即

min Ilf（0，xdata）-ydata|2=E（f（θ，xdata;）-ydata;）3.
lasqcurvefit 函数的调用格式为
theta=1sqcuzvefit(fun,theta0,xdata,ydata,1b, ub,options)

其中，fun是定义函数f（θ，x）的M函数或匿名函数，theta0是θ的初始值，Ib 是参数θ的

下界，ub是参数θ的上界，options 参数可以对计算过程的一些算法等属性进行设置，返回

值theta 是所拟合参数0的值。
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例5.18用表5.13中的观测数据’拟合函数γ＝eˉ腑l缆』sin（k2鳃2）＋”;中的参数府1｀k2。

表5.13 已知观测数据
■■■■■■■■■■■■■■■■

／kg勿3
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

1·37

几
′
Ⅱ

』
■
′

1·75
—

1·81

1。82

1·53

解我们主观地给出未知参数的下界和上界’求解结果也是不稳定的°

c1c′c1e己r′a＝re己dm己七nx（｜d己七己518·tx亡｜）′

y0＝己（: ′ ［2′7］）;y0＝y0（～jsn己n（y0））′

x0＝［己（:′ ［3:5］）′己（［1:end一1］′ ［8:10］）］;

y＝6（c′x）exp（-c（1）＊x（:′1）） .＊s1n（c（2）＊x（:′2） ）＋x（:′3） .＾2′

1b＝zer◎s（1′2）′ub＝2＊◎nes（1′2）′ 老主观赋值参数下界和上界

c＝1sqcurvef让（y′r己nd（1′2） ′x0′y0′1b′uh）

（勿私1）2＋（yˉγ么2）2
例5·19利用模拟数据拟合曲面z＝e 勿2 ’并画出拟合曲面的图形。

（躬弘I）2＋（〕邯L2）2
利用函数z＝eˉ 勿2 ,其中以l＝1’从2＝4’◎＝6’生成加噪声的模拟数据’利用模拟

数据分别使用函数lSqCUrVeht和ht拟合参数〃l’〃2’α’两个函数的拟合结果是一样的’求

得〃l＝0.7811’仙2＝4.1812’◎＝6.1881°

拟合曲面的图形如图5·9所示。

c1c′c1e己r′c1◎se己U′ 〕mg（1） 老为了一致性比较′随机数种子是确定的

x0≡1土nsp己ce（-6′6′50）;y0＝1土nsP己ce（一5′5′60）;

［X0′Y0］＝meshgr土d（x0′y0）′ 堵生成网格数据

XX0＝X0（:）′YY0＝Y0（:）′ 啥展开为长的列向量

m四＝6（c′】啦）exp（ˉ（（xy（:′1）ˉc（1）） ·＾2＋（】四（:′2）＝c（2））.＾2）／2／c（3）＾2）;

Z0＝mⅣ（［1′4′6］′ ［XX0′YY0］）＋n◎rmrnd（0′1′sjze（XX0））′ 老生成模拟数据函数值

c1＝1sqcu］wef让（zxy′r己nd（1′3）′［XX0′YY0］》Z0） 老拟合未知参数的值

f≡f让亡ype（｜eXp（-（（x＝mu1）＾2＋（y-mu2）＾2）／2／s＾2）｜′. . .

↑1ndependen仁｜′｛｜x!′!y′｝′′dependen七｜′｜z｜）′

［c2′g◎f］＝f让（［XX0′YY0］′Z0′f′｜S亡己r仁P◎土n仁｜′r己nd（3′1）） 啥用f让拟合参数

f＝6（x′y′c）exp（一（（xˉc（1））·＾2＋（y＝c（2）） .＾2）／2／c（3）＾2）;
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｜

｜

｜

｜
｜
｜
｜

γ／kg x1／cm
2

卯2／kg 匆3／kg 序号 Wkg 卯1／cm
2

勿2／kg

15.02 23·73 5·49 1·21 14 15·94 23·52 5。 18

12。62 22。34 4.32 1.35 15 14·33 21.86 4·86

14.86 28.84 5·04 1。92 16 15·11 28。95 5·18

13·98 27·67 4.72 1°49 17 13。81 2453 4。88

15.91 20·83 5.35 1。56 18 15.58 27·65 5·02

12.47 22·27 4·27 1·50 19 15·85 27。29 5·55

15·80 27.57 5·25 1.85 20 15·28 29。07 5.26

14·32 28·01 4.62 1·51 21 16·40 32.47 5·18

13.76 24·79 4.42 1·46 22 15。02 29。65 5.08

15· 18 28.96 5·30 1·66 23 15.73 22°11 4.90

14·20 25·77 4·87 1·64 24 14·75 22·43 4·65

17·07 23.17 5.80 1·90 25 14·35 20。04 5·08

15.40 28.57 5°22 1·66

例5.18 用表5.13中的观测数据，拟合函数y=e*sin（hT2>+z号中的参数起k2。
表 5.13 已知观测数据

2/kg序号两/客*/18 也高高高序 号 */em迷产邕够
1.98- 15,941.215.49 14 5.1823.5215.02 2.73
1.92 4.B61.35 21.8614.33154.3212.62 22.34
127[5.185其1.92 28.95叫 5.04 1614.86 2884 ” 1.394 2433.811.49 4.8813.98 井岂27.6
雾” 27.65 5.021.56 18 15.585.3520.815.91
岁6 15.85 S.551.50 27.291922.27 4.2712.妈
1.82？ 5.2629.0715.、281.8515.80 5.25 2027.57
1.7532.4716.40151 5.18业14.32 4.6228.01，售？

9 1.7015.02 5.0829.651.4613.76 4.42 224.7
1.8110 1.66 4.9022.1115.73235.3028.915.18
1.82互 4.87 4.65224264.20 14.751.6425.77
1.531,90 5.0820.0414.3517.07 5.8012 2523.17

1.6615.40 5.2228.5713

解 我们主观地给出未知参数的下界和上界，求解结果也是不稳定的。
clc, clear,a=readmatrix('data5_18,txt');
y0=a(:,[2,7]);y0=y0(-1snanty0)l;
x0=[a(:,(3:5]); a[1:end-1],[8:10])];
y=县Ic，x）exp（-c（）*x（∶，1））.*sin（c（2）*x（∶，2））+x（∶，3）."2;

 主观赋值参数下界和上界lb=zerog (1,2); u=2*ones(1,2);
c = l8qcurvefit y,rand(1,2),x0,y0,1b,ub)

，并画出拟合曲面的图形。例5.19 利用模拟数据拟合曲面2±。_ygrp，叫

了节也，其中μ=1，地2=4，σ=6，生成加噪声的模拟数据，利用模拟利用函数z=。一 载

数据分别使用函数lsqcurvefit 和 位t 拟合参数山此，σ，两个函数的拟合结果是一样的，求
得μ，=0.7811，M=4.1812，σ=6.188I。

拟合曲面的图形如图5.9所示。
clc, clear, close all1,rng (L) 名为了一致性比较，随机数种于是确定的

x0=lingpace(-6,6,50); y0=linspace(-5,5,60);

生成网格数据[X0,Y0] =meshgrld (x0,y0);
8展开为长的列向量XX0=X0(:); YY0=Y0 (;);

zxy=ete，xy）exp（-{txy{∶，1）-c红）1.^2+（xy（∶，2）-c（2））、"2）/2/c3）"2）;
名生成模拟数据函数值Z0=zxy([1,4,6],XX0,YY0])+normrnd(0,1,Bize(XX0));唯

鲁拟合未知参数的值c1=lsqcurvafit {zxy,rand (1,3),[XX0,YY0],20)
f=fittype(exp{-(x-mul)~2+(y-mu2)"2)/2/s~2)',...

'independent', ('x','y'),'dependent','z');
【c2，gof】=flt（【XX0，YY0】，z0，f，'StartPoint'，rand（3，1）） 舍用fit报合参数
f=@x,y,s)exp(-((x-c(1)).^2+(-c(2)).^2)/2/e(3)~2);
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嗜画原来函数的图形

老画拟合函数的图形

suhp1◎仁（121）;fsurf（6（x′y）f（x′y′ ［1′4′6］））

subp1◎七（122）;fsurf（0（x′y）f（x′y′c1））

‖

0·9

o。8

0.7

0.6

0。5

0.4

0.3

o·8

O.6

o.』

0.2

5 5

5 5

■5…5 ＝5＝5

（a） （b）

图5.9原来函数及拟合曲面的图形

（a）原来函数曲面;（b）拟合函数曲面。

5.4.5Matlab曲线利曲面拟台的用户图形界面解法

Madab工具箱提供了命令chool’该命令给出了-元和二元函数拟合的交互式环境。

具体执行步骤如下:

（1）把数据导人到工作空间。

（2）运行chool’打开用户图形界面窗口°

（3）选择适当的模型进行拟合。

（4）把计算结果输出到工作空间’并进行预测°

可以通过“帮助”信息（运行docchool）熟悉该命令的使用细节°

例5.20（续例5.17） 利用例5.17的数据’拟合＿个五阶傅里叶级数’并求拟合的五

阶傅里叶级数与γ＝2”-1的交点。

解（1）首先运行如下Matlab程序’把数据加载到Matlab工作空间。

c1c′c1e己r

x＝［0。81;0。91′0.13′0.91′0.63′0.098′0。28′0.55′0·96′0.96′0.16′0·97;0.96］′

y＝［0.17;0.12′0.16′0.0035′0。37′0·082′0.34;0.56′0.15′＝0.046′0.17′一0.091′＝

0.071］′

（2）在Matlab命令窗口输人c允ool’并回车°

（3）在打开的用户图形界面输人如图5. 10所示的参数’得到的结果显示在图5. 10

所示窗口的左边。

（4）打开菜单ht下的子菜单SavetoWorkspace,把所拟合的模型以名称f输出到工

作空间’如图5. 11所示°

141

subplot （121）;fsurf（位x，y）fx，y，【，4，61） 8 画原来函数的图形
??拟合函数的图形subplot(122);fsurf((.,y)f(xy,c1))

宁细

占复

04j
0.s

引严。
e

高

(b)(a)
图5.9 原来函数及拟合曲面的图形

（a）原来函数曲面;（b）拟合函数曲面。

5.4.5 Matiab 曲线和曲面拟合的用户图形界面解法

Matlab 工具箱提供了命令 cftool，该命令给出了一元和二元函数拟合的交互式环境。

具体执行步骤如下∶
（1）把数据导入到工作空间。
（2）运行 cfool，打并用户图形界面窗口。
3）选择适当的模型进行拟合。

（4）把计算结果输出到工作空间，并进行预测。
可以通过"帮助"信息（运行 doc cftol）熟悉该命令的使用细节。
例5.20（续例5.17} 利用例5.17的数据，拟合一个五阶傅里叶级数，并求拟合的五

阶傅里叶级数与y=2x-1的交点。
解 （1）首先运行如下 Matlab程序，把数据加载到 Matlab 工作空间。
clc, clear
x=[0.81;0.91;0.1310.91;0.63:0.098:0.28;0.55;0,96;0.96;0.16;0.97:0.96];
y=[0.17;0.12;0.16;0.0035;0.37:0.082:0.34;0.5610.15;-0.046;0.17;-0.091;~

0.071J;
（2）在Matlab 命令窗口输人 cftool，并回车。
（3）在打开的用户图形界面输人如图5.10所示的参数，得到的结果显示在图5.10

所示窗口的左边。
（4）打开菜单 fit下的子菜单 Save to Workspece，把所拟合的模型以名称f输出到工

作空间，如图5.11所示。

“”
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图5.10傅里叶级数拟合图

图5.11拟合结果输出图

（5）画出两个函数交点的示意图’并求交点’画图和计算的Madab程序如下:

x≡［0.81′0.91′0·13;0·91′0。63′0·098′0,28′0·55′0·96;0·96′0.16;0.97′0.96］′

y＝［0。17′0.12;0.16;0.0035;0·37;0.082′0.34′0·56′0·15′＝0.046;0.17;＝0·046;0·17;＝0°091;

＝0.071］′

P1◎℃（f′x′Y） ′h◎1d○n′fP1◎t（c（x）2＊xˉ1′ ［0。4′1］′｜～｜）

fx＝0（x）f（x）-（2＊xˉ1） 居定义方程

x≡fs◎1ve（fx′rand） 啥求交点的x坐标

y＝f（x） 啥求交点的y坐标

x1己］oe1（｜SxS｜′｜工nterpre℃er｜′｜La亡ex｜）

y1己be1（｜＄yS‖ ′｜工n亡erpre℃er｜ ′′L己亡ex｜′｜R◎亡己亡土◎n｜ ′0）

求得的交点坐标为（0.6777’0.3555）.

5.4.6拟台利统计等工舅箱中的-些检验参数解释

下面对Mauab拟合和统计等工具箱中的一些检验参数给出解释°

1）SSE（theSumofSquaresduetoEITor’误差乎方和）

该统计参数计算的是拟合数据和原始数据对应点的误差平方和’计算公式是
Ⅶ

SSE＝∑（γ』ˉ久）2.
t＝1

SSE越接近0,说明模型选择和拟合效果越好’数据预测也越成功。下面的指标MSE和
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图5.11拟合结果输由图

（5）画出两个函数交点的示意图，并求交点，画图和计算的 Matlab 程序如下∶
x=[0.81;0.91;0,13;0.91;0.63;0.098;0.28:0.55:0.96;0.96:0.16:0.97;0.96]
y=[0.17;0.12;0.16;0.0035;0.37;0.082:0.34;0.56;0.15;-0.046;0.17;-0.091;

-0.071);
plot(E,x,y), hold on,Eplot(e (x)2*x-1,[0.4,1),1--')

宽义方程fx=O [x}f(x)-(2* x-1)
岩求交点的x 坐标x= fsolve(fx,rand)

y=f(x) 号求交点的y坐标
xlabel ('sx S','Interpreter','Latex')
ylabel (sy $','Tnterpreter','Latex,'Rotalon',0)
求得的交点坐标为（0.6777，0.3555）.

5.4.6 拟合和统计等工具箱中的一些检验参数解释

下面对 Malab拟合和统计等工具箱中的一些检验参数给出解释。
1）SSE（the Sum of Squares due to Error，误差平方和）

该统计参数计算的是拟合数据和原始数据对应点的误差平方和，计算公式是

sE,(r-5)'.
SSE 越接近0，说明模型选择和拟合效果越好，数据预测也越成功。下面的指标 MSE 和
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RMSE与指标SSE有关联,它们的校验效果是一样的°

2）MSE（MeanSquaredEITor’方差）

该统计参数是预测数据和原始数据对应点误差平方和的均值’也就是SSE／（厕-m）’

这里见是观测数据的个数’m是拟合参数的个数’和SSE没有太大的区别’计算公式是

MSE＝SSE／（厕ˉm）＝上兰（γ!—川
见-″0（＝l

3）RMSE（RootMeanSquaredError’剩余标准差）

该统计参数也称回归系统的拟合标准差’是MSE的平方根,计算公式是

RMSE＝

4）R2（CoefIicientofdetermination’判断系数’拟合优度）

在讲判断系数之前’我们需要介绍另外两个参数SSR和SST,因为判断系数就是由这

两个参数决定的。
见

对总平方和SST＝∑（y』ˉ丁）2进行分解’有
t＝1

见

SST＝SSE＋SSR’SSR≡∑（′』ˉ歹）2’
『＝1

其中歹＝上＝γ』 ′SSE是误差平方和,反映随机误差对γ的影响′SSR称为回归平方和,反
网』＝l

映自变量对y的影响°

判断系数定义为

Ⅱ,ˉ碧-ss磊s∏ ＄s∏＝1-—.
SST

5）调整的判断系数

统计学家主张在回归建模时’应采用尽可能少的自变量,不要盲目地追求判定系数

R2的提高°其实’当变量增加时’残差项的自由度就会减少。而曰由度越小’数据的统计
趋势就越不容易显现。为此’又定义＿个调整判断系数

- SSE／（见-m）

R2＝1-SSⅣ（n-1）.
R2与R2的关系是

R2＝1ˉ（1ˉR2）I1二1.
Ⅶ-′7Z

当见很大、m很小时’R2与R2之间的差别不是很大;但是’当n较小、′n较大时,R2就
会远小于R2°

S·5函数逼近

前面讲的曲线拟合是已知一组离散数据｛（购’y‘）’t＝1’2’…’厕｝ ’选择一个较简单的

函数f（“）’如多项式’在-定准则如最小二乘准则下’最接近这些数据°
143

RMSE 与指标 SSE 有关联，它们的校验效果是一样的。
2）MSE（Mean Squared Ermor，方差）
该统计参数是预测数据和原始数据对应点误差平方和的均值，也就是 SSE/（n-m），

这里n是观测数据的个数，m是拟合参数的个数，和 SSE没有太大的区别。计算公式是

1 (7-).MSE =SSE/(n-m)
口！当

3）RMSE（Root Mean Squared Emor，剩余标准差）
该统计参数也称回归系统的拟合标准差，是 MSE 的平方根，计算公式是

叫RMSE -。 (.-5).\n-m :7
4）R*（ Coefficient of determination，判断系数，拟合优度）
在讲判断系数之前，我们需要介绍另外两个参数 SSR 和 SST，因为判断系数就是由这

两个参数决定的。

对总平方和SST=2 （y.-5）进行分解，有

8ST-sE+89，3SR-二（-5），，
其中于1y;，SSE 是误差平方和，反映随机误差对y的影响，SSR称为回归平方和，反才

映自变量对y的影响。
判断系数定义为

SSESST-SSE.SSR =1-;R": SSTSST' SST

5）调整的判断系数
统计学家主张在回归建模时，应采用尽可能少的自变量，不要盲目地追求判定系数

R的提高。其实，当变量增加时，残差项的自由度就会减少。而自由度越小，数据的统计
趋势就越不容易显现。为此，又定义一个调整判断系数

鞭RP=1-。
R2与R2的关系是

初？人广也陀勒
当n很大、m很小时，R与R2之间的差别不是很大;但是，当n较小、m较大时，R就

会远小于 R。

5.5 函数 逼 近

前面讲的曲线拟合是巳知一组离散数据（x;;y.），i=1，2，⋯，n}，选择一个较简单的
函数f（x），如多项式，在一定准则如最小二乘准则下，最接近这些数据。
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｜

如果已知-个较为复杂的连续函数y（绷）’卯匡［α’b］,要求选择一个较简单的函数／

（卯）’在＿定准则下最接近y（卵）’就是所谓函数逼近°

与曲线拟合的最小二乘准则相对应’函数逼近常用的-种准则是最小平方逼近’即

J二｜｛［／（鳞）ˉγ（甄）帅 （5.15〉

达到最小°与曲线拟合-样’选-组函数｛r隐（绷）’k＝1’2’…’加｝构造／（鳃）,即令

／（卯）＝α｜厂l（刃）＋α2厂2（鳃）＋…＋α厕厂厕（卯）’

代人式（5. 15）,求αl’α2’…’α厕使J达到极小。利用极值必要条件可得

‖‖ ｛‖｜ 61●
这里（g,h）二厂g（鳃）h（厕）砒.当方程组（516）的系数矩阵非奇异时’有唯一解·

α

最简单的当然是用多项式逼近函数’即选厂l（厕）＝1’r2（“）＝z’r3（卯）＝匆2’…°并且如

果能使｜＞（绷）q（帅二0（‘≠j）,方程组（516）的系数矩阵将是对角阵’计算大大简化.
满足这种性质的多项式称为正交多项式°

勒让得（Legendre）多项式是在［ˉ1’1］区间上的正交多项式’它的表达式为

″,（翻）≡』, Ⅳ嗡（绷）＝六釜（绷2＿D腮’闸｀2,…、
可以证明

隆口几R（缆）P〉（蹦）山≡

′″｜（鳃）＝警鳃P臆（鳃）☆蹦—｜（蹦）’脚』2’哪｀
常用的正交多项式还有第＿类切比雪夫（Chebyshev）多项式

巩（“）≡cos（narccos“）’卯巨［-1’1］’厕＝0’1’2’…

和拉盖尔（Laguelm）多项式

‘腮（甄）≡·借（州）,瓣筐［0,带.）,腮ˉ0,l,2沪…

例则求／（缆）ˉ…霍［ˉ吾,吾］在H≡s脚｛M,露』｜中的最佳平方逼近多
项式°

所求的最佳平方逼近多项式为

γ＝0·9996＝0·4964勿2＋0·0372卯4·

c1c′c1e己r

symsx′b己se＝［1′x＾2′x＾4］′

y1＝hase·｜＊b己se′y2＝c◎s（x）＊base·‖
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如果已知一个较为复杂的连续函数y（x），xe{a，6】，要求选择一个较简单的函数f
（x），在一定准则下最接近 y（x），就是所谓函数逼近。

与曲线拟合的最小二乘准则相对应，函数通近常用的一种准则是最小平方逼近，即

J- U(4)-(*)]a (5.15)
达到最小。与曲线拟合一样，选一组函数|r，（x），k=1，2，⋯，m}构造f（x），即令

f(x)=a;r(=)+ar(x)++anTm(x),
代入式（5.15>，求a，a2，⋯，，a。使J达到极小。利用极值必要条件可得

驱绳室率
(r,F,)(r1,12)⋯(r,

(5.16): -.. ：
(r,Fn)(ra,2) 哨传：：

这里（g，A）=厂g（（x）（x）dx。当方程组（（5.16}的系数矩阵非奇异时，有唯一解。
最简单的当然是用多项式逼近函数，即选r，《x）=1，r，（x）=名，rn（x）=交，⋯。并且如

果能使r（x）r，（x）d=0（i≠j），方程组（5.16）的系数矩阵将是对角阵，计算大大简化。
满足这种性质的多项式称为正交多项式。

勒让得（Legende）多项式是在【-11】区间上的正交多项式，它的表达式为
1 dP(z)=1,P(x)=; （*2-1）*，在=1，2，⋯.2*da

可以证明

“倦少/92P（动）P（4）=-， “2+'”贷1P(<)P(*)=2 -F-I（*），非=1，2，⋯.k+1在-7
常用的正交多项式还有第一类切比雪夫（Chebyshev）多项式

T,(x)=coe(narcosx),ze[-11],n=0,1,2,⋯
和拉盖尔（Laguero）多项式

响空已”气 （"e"），xe【0，+四），n=0，1，2，.d
自白：例521 求f（x）= cosx，x=| 在H=Spaml1，2，*|中的最佳平方逼近多le着“

项式。
所求的最佳平方逼近多项式为

y=0.9996-0.496422+0.0372x*.
clc, clear
8ynsx, baBe=[1,x"2,x^4];

y1=base.'*base,y2=co6(x)*base.'
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r1＝土n七（y1′ˉp土／2′p1／2）

r2＝土n亡（y2′-p土／2′p土／2）

己＝r1＼r2

x土shu1＝d◎ub1e（a） 老符号数据转化成数值型数据

x1shu2≡vPa（己′6） 秸把符号数据转化成小数型的符号数据

5·6黄河小浪底调水调沙问题

例5.22 2004年6—7月黄河进行了第三次调水调沙试验’特别是首次由小浪底、三

门峡和万家寨三大水库联合调度,采用接力式防洪预泄放水’形成人造洪峰进行调沙试验

获得成功。整个试验期为20多天,小浪底从6月19日开始预泄放水’直到7月13曰恢

复正常供水结束。小浪底水利工程按设计拦沙量为75.5亿立方米’在这之前’小浪底共

积泥沙达1415亿吨°这次调水调沙试验一个重要曰的就是由小浪底上游的三门峡和万

家寨水库泄洪’在小浪底形成人造洪峰’冲刷小浪底库区沉积的泥沙’在小浪底水库开闸

泄洪以后,从6月27曰开始三门峡水库和万家寨水库陆续开闸放水’人造洪峰于29曰先
后到达小浪底’7月3曰达到最大流量2700m3／s’使小浪底水库的排沙量也不断地增加°
表5.14是小浪底观测站6月29曰-7月10曰检测到的试验数据°

表5. 14观测数据（单位:水流为m3／s’含沙量为kg／m3）

现在’根据试验数据建立数学模型研究下面的问题:

（1）给出估计任意时刻的排沙量及总排沙量的方法。
（2）确定排沙量与水流量的关系°

1·问题（1）模型的建立与求解

已知给定的观测时刻是等间距的’以6月29曰零时刻开始计时’则各次观测时刻（离
开始时刻6月29曰零时刻的时间）分别为

′;＝3600（12j-4）’j＝1’2’…’24’

其中计时单位为秒°第1次观测的时刻t!＝28800’最后一次观测的时刻t24＝1022400°

记第t（′＝1’2’…’24）次观测时水流量为ot,含沙量为c′’则第t次观测时的排沙量为

yi＝c《″《°有关的数据见表5· 15。
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r1=int ty1,-pi/2,pi/2)
r2= int ty2,-pi/2pi/2)
a=F1 \r2
xishu1=double （a） 符号数据转化成数值型数据

号把符哥数据转化成小数型的符号数据xishu2=vpa(a,6)

5.6 黄河小浪底调水调沙问题

例S.22 2004年6—7月黄河进行了第三次调水调沙试验，特别是首次由小浪底、三

门峡和万家寨三大水库联合调度，采用接力式防洪预泄放水，形成人造洪峰进行调沙试验
获得成功。整个试验期为20多天，小浪底从6月19 日开始预泄放水，直到7月 13 日恢

复正常供水结束。小浪底水利工程按设计拦沙量为75.5亿立方米，在这之前，小浪底共
积泥沙达14.15亿吨。这次调水调沙试验一个重要目的就是由小浪底上游的三门峡和万

家寨水库泄洪，在小浪底形成人造洪峰.冲刷小浪底库区沉积的泥沙，在小浪底水库开闸

泄洪以后，从6月27日开始三门峡水库和万家寨水库陆续开闸放水.人造洪峰于 29日先
后到达小浪底，7月3日达到最大流量2700m3/s，使小浪底水库的排沙量也不断地增加。
表5.14是小浪底观测站6月 29 日—7 月10日检测到的试验数据。

表5.14 观测数据（单位∶水流为m3/，含沙量为kw/m2）
7.47. 7.37.26.30日 期 6.29
20:008:020:00时间 20:020:008:0OB:00200o8:00 8:0920:8:0
265020202725026002500240022002100 2300一子水流量 1809 一15u21081029 “多908560含沙量 7532

7.107.97.87.5 7.6 7.7日 翔
20:008:0029:0o8:0ao:08:00 20:og:oo20:o时间 8:020:0o8:00
900100o15seo1750180200020 18so250020 2300 1820水流量 ”。号2630118 6080105 30118120含沙量

现在，根据试验数据建立数学模型研究下面的问题;
（1）给出估计任意时刻的排沙量及总排沙量的方法。
（2）确定排沙量与水流量的关系。
1.问题（1）模型的建立与求解
已知给定的观测时刻是等间距的，以6月29 日零时刻开始计时，则各次观测时刻（离

开始时刻6月29 日零时刻的时间}分别为
t;=3600(12i-4),i=1,2,⋯,24,

其中计时单位为秒。第1次观测的时刻t，=28800，最后一次观测的时刻t=1022400。
记第i（i=1，2，⋯，24）次观测时水流量为v，含沙量为c，则第i次观测时的排沙量为

了;=c;v。有关的数据见表5.15。
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表5.15插值数据对应关系 （排沙量单位:kg）

8

时刻

』O

57680C

22‖000

24

时刻 022400

4500

对于问题（1）’根据所给问题的试验数据’要计算任意时刻的排沙量’就要确定出排

沙量随时间变化的规律’可以通过插值来实现°考虑到实际中的排沙量应该是时间的连

续函数’为了提高模型的精度’采用三次样条函数进行插值。

利用Matlab软件’求出三次样条函数’得到排沙量γ＝γ（t）与时间的关系’然后进行
积分,就可以得到总的排沙量

.≡′′’（‘）d』
最后求得总的排沙量为1.8叫×108t°

c1c′c1e己r

己＝1○ad（｜d己亡己522.亡x七｜）′ 8把水流量和含沙量数据保存在纯文本文件

nu＝a（［1′3］′ :）′1土u＝1土u｜′1±u＝1土u（:）; 堵提出水流量并按照顺序变成列向量

sh己＝己（［2′4］′ :）′sh己＝sh己｜;sh己＝sh己（:）; 墙提出含沙量并按照顺序变成列向量

y＝sha· ＊Uu;y＝y｜;. 啥计算排沙量′并变成行向量

1＝1:24′七＝（12＊土≡4）＊3600′

仁1＝仁（1）;仁2≡仁（end）;

pp＝cs己pe（仁′y）′ 嗜进行三次样条插值

xsh＝pp.c◎efs 墙求得插值多项式的系数矩阵′每一行是一个区问上多项式的系数.

TL＝jn仁egr己1（6（t）fnv己1（pp′七）′七1′亡2） 号求总含沙量的积分运算

2·问题（2）模型的建立与求解

下面研究排沙量与水量的关系’从试验数据可以看出’开始排沙量是随着水流量的增

加而增长,而后是随着水流量的减少而减少°显然’变化规律并非是线性的关系’为此’把
问题分为两部分’从开始水流量增加到最大值2720m3／s（即增长的过程）为第-阶段’从
水流量的最大值到结束为第二阶段’分别来研究水流量与排沙量的关系°

画出排沙量与水流量的散点图见图5·12°

从散点图可以看出’第-阶段基本上是线性关系°第一阶段和第二阶段都准备用一
次和二次曲线来拟合’通过模型的剩余标准差确定选择的模型。最后求得第-阶段排沙
量y与水流量似之间的预测模型为

y＝＝0·058202＋516·4153″～671064.4321·

第二阶段的预测模型也为-个二次多项式’即
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1 2 3 4 5 6 7

28800 72000 115200 158400 201600 2q4800 288000

57600 114000 157500 187000 207000 235200 250000

9 10 11 12 13 14 15

374400 417600 460800 5侧000 547200 590400 633600

286200 302400 312800 307400 306800 300000 271400

17 18 19 20 21 22 23

720000 763200 806400 849600 892800 936000 979200

160000 111000 91000 54000 45500 30000 8000

（排沙量单位;kg）表5.15 插值数据对应关系

响743en' 6”节 点
8800时刻 113200 3312002800020160072000 244809158400

排沙量 26520057600 2500235200207000157500114000 18700
苓节点 9 16151312110

时怒 67680063605472005040041760037400 460806 590480
排沙量 27140031280 23100306800307400302400286200 300n
节点 22201917 2318 2421
时刻. 979200763200 1022400892800849%080600 93600072000
排沙量 5400i6000 45008000300045009100011000

对于问题（1），根据所给问题的试验数据，要计算任意时刻的排沙量，就要确定出排
沙量随时间变化的规律.可以通过插值来实现。考虑到实际中的排沙量应该是时间的连

续函数，为了提高模型的精度，采用三次样条函数进行插值。
利用 Matlab 软件，求出三次样条函数，得到排沙量y=y（t）与时间的关系，然后进行

积分，就可以得到总的排沙量

4-"Go)a
最后求得总的排沙量为1.844×10't。
clc, clear
a=1oad'data5_22.txt')7 8把水流量和含沙量数据保存在纯文本文件

liu=a（【1，3】，;）;l1u=liu';liu=1iu（∶）; 影??出水流量并按照顺序变成列向量

9ha=a([2,4],;);sha=sha';gha=sha(;); 号提出含沙量并按盟顺序变成列向量

8计算排沙量，并变成行向量y=sha.*liu; Y=y';
i=1:24; t= (12*1-4)*3600;
tl=t(1;t2=t (end);
Ppp=coape(t,y); 进行三次桦条插值

名求得插值多项式的系数矩阵，每一行是一个区间上多项式的系数、xsh=pp.coef8
TL=integral （@（）fnval （pp，t），c1，t2> 影求总含沙量的积分运算
2.问题（2）模型的建立与求解
下面研究排沙量与水量的关系，从试验数据可以看出，开始排沙量是随着水流量的增

加而增长，而后是随着水流量的减少而减少。显然，变化规律并非是线性的关系，为此，把
问题分为两部分，从开始水流量增加到最大值 2720m3/s（即增长的过程）为第一阶段，从
水流量的最大值到结束为第二阶段，分别来研究水流量与排沙量的关系。

画出排沙景与水流量的散点图见图 5.12。
从散点图可以看出，第一阶段基本上是线性关系。第一阶段和第二阶段都准备用一

次和二次曲线来拟合，通过模型的剩余标准差确定选择的模型。最后求得第一阶段排沙
量y与水流量v之间的预测模型为

y=-0.0582p'+516.4153v-671064.4321.
第二阶段的预测模型也为一个二次多项式，即
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（a）

图5.12散点图

（a）第一阶段;（b）第二阶段。

20002500 3000

（b）

y＝0.106702-180.4668O＋72421.0982·

c1c′c1e己r′ f◎rm己亡1◎ngg′c1◎se己11

己＝1◎己d（′d己仁己522上x仁｜）; 老把水流量和含沙量数据保存在纯文本文件

11u＝己（［1′3］′ :）;1ju＝1土u｜′1土u≡1土u（:）; 老提出水流量并按照顺序变成列向量

sha＝己（［2′4］′ :）′sh己≡sh己｜′sh己＝sh己（:）′ 嗜提出含沙量并按照顺序变成列向量

y＝sh己。＊1土u′

subp1◎七（1′2′1） ′p1◎亡（1ju（1:11）′y（1:11）′｜＊｜ ）

suhp1◎七（1′2′2）′p1◎七（1ju（12:24） ′y（12:24） ′｜＊｜）

f◎rj≡1:2 哈第一阶段的拟合

［仕1′s亡1］＝f让（1土u（1:11） ′y（1:11）′ ［『p◎1y｜ ′jn仁2s仁r（j）］）

xs＝c◎e迁v己1ues（f仁1） 殆显示拟合的系数

end

f◎rj＝1:2 啥第二阶段的拟合

［仕2′s七2］＝f让（1」u（12:24） ′y（12:24） ′ ［｜P◎1y｜′1n仁2str（j）］）

xs＝c◎effv己1ues（f仁2） 洁显示拟合的系数

end

啥恢复短小数的显示格式f◎rm己℃

习题5

5·1在区间［0’10］上等间距取1000个点鳃《（t＝1’2’…’1000）’计算在这些点鳃;处函数g（匆）＝

（3“2＋咖＋6）sin匆的函数值y』,利用观测点（“;’y』）（j＝1’2’…’1000）’求三次样条插值函数g（”）’画出插
卯2＋8勿＋6
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图5.12 散点图

（a）第一阶段;（b）第二阶段。

y=0.1067-180.46683+72421.0982.
clc,clear,fornat longg,close a11

号把水流量和含沙量数据保存在纯文本文件a=load('data5_22.txt');
告提出水流量并按照顺序变成列向量liu=a([,3],:);11u=liu';liu=1liu(:);
名提出含沙量并按照顺序变成列向量sha=a([2,4],;);sha=shal';sha=sha{;

y=8ha、*liu;
subplot (,2,1),plot(liu(:11),y(:11),'*')
sukplot任，2，2），plot（Liu（12∶24）（2∶24），*'）

号第一阶段的报合for j=1:2
tEt1，st1=f年E（iu任∶11）y（∶11），t'poly，int2str（））

8显示报合的系数x8 =coeffvalues (ft1))
end

号第二阶段的拟合for j=1;2
【ft2，st2】=fi（iu（12∶24）y（12∶24），tpoly'，int2时tr（j））

 垦示报合的系数x8=coeffvalueB (ft2)
end

8恢复短小数的显示格式format

习 题 5

5.1 在区间【0，10】上等同距取1000个点对;（i1，2，⋯，1000），计算在这些点》;处函戴g（x）=

（32+4+6）in的函数值九刑用观测点（如）（i-1，2⋯1000），求三次样条插值函数g（=），画出插
色置本
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值函数g（腮）的图形,并求积分｜!‘（仙和｜》§（仙.
5·2附件1:区域高程数据.xlsx给出了某区域43.65×58.2（km2）的高程数据’用双三次样条插值

求该区域地表面积的近似值.

5.3 已知当温度为T＝［700’720’740’760’780］时’过热蒸汽体积的变化为V＝［0.0977’0.1218’

0·1406,0.1551’0.1664］’分别采用线性插值和三次样条插值求解T＝750和T＝770时的体积变化’并在

一个图形界面中画出线性插值函数和三次样条插值函数。

5.4某种合金的含铅量百分比（％）为p’其熔解温度（cC）为0’由实验测得p与0的数据如表5.16

所示’试用最小二乘法建立0与p之间的经验公式0＝卯＋b°

表5.16 0与p的观测数据

5.5 多项式／（匆）＝α3z3＋α2卯2＋αl腮＋α0’取α3＝8’α2＝5’α!＝2’α0＝ˉ1’在［ˉ6’6］上等步长取100个

点作为缅的观测值’计算对应的函数值作为y的观测值;把得到的观测值记作（z‘’y′）’j＝1’2’…’100。

（1）利用观测值（匆《’γ‘）’j＝1’2’…’100’拟合三次多项式。

（2）把每个γ《加上白噪声’即加上一个服从标准正态分布的随机数’把得到的数据记作交（j＝1’

2’…,100）,利用（鳃‘’炙）,j＝1’2’…’100,拟合三次多项式.

10α

5·6 函数g（鳃）＝10b＋（αˉ10b〉eˉ“…’取α＝1.1’b＝0.01’计算卿＝1’2’…’20时’g（躯）对应的函数
值’把这样得到的数据作为模拟观测值’记作（“!’y‘）’j＝1’2’…’20。

（1）用lsqcurvefit拟合函数g（鳃）;

（2）用httype和6t拟合函数g（“）.

5·7对于函数／（匆,y）＝α″γ／（1＋bsin（“））’取模拟数据x＝hnspace（ˉ6’6’30）;y＝linspace（-6’6’

40）;x’y＝meshgrid（x’y）;取α＝2’6＝3’计算对应的函数值z;利用上述得到的数据（x’y’z）’反过来拟
合函数／（”’γ）＝酗W（1＋bsin（卯））。

5·8 巳知一组观测数据’如表5.17所示。

表5.17观测数据

｜

｜

-2 -17 -14 ＝1 1 -08 -05 -02 01

01029 01174 01316 01“8y』 01566 01662 01733 01775

-0°8 -0。2

04 07 1 3 16 19 22 25

yⅡ 01785 01764 01711 01630 01526 01402 01266 01122

娩
～
必

4·9

0.0224

（1）试用插值方法绘制出“匡［-2’49］区间内的曲线’并比较各种插值算法的优劣°

（2）试用最小二乘多项式拟合方法拟合表中数据’选择一个能较好拟合数据点的多项式的阶次,给
出相应多项式的系数和剩余标准差。

（3）若表中数据满足正态分布函数’（缆）ˉ六.譬,试用最小二乘非线性拟合方法求出分布参
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｜

｜
‖
‖
〈
｜
‖
｜
』
‖
‖
｜
｜
‖
〗
』
〗
□
〗
】
『
｜
‖
‖
‖
『
｜
‖
｝
‖
‖
〗
】
『

2°8 3·1 3°4 3·7 4 4·3 4。6

0·0977 0°0835 0°0702 0·0588 0。0479 0.0373 0.0291

值函数g（x）的图形，并求积分? $（<）a和。e（x）i。
5.2 附件1;区城高程数据.xlx 给出了某区城43.65×58.2（km2）的高程数据，用双三次样条播位

求该区城地表面积的近似值。

5.3 已知当温度为T=【700，720，740，760，780】时，过热燕汽体积的变化为V=【0.0977，0.1218，

0.1406，0.1551，0.1664】，分别采用载性播值和三次样条插值求解T=750和T=770时的体积变化，并在
一个田形界面中画出线性插值函数和三次样条插值函数。

5.4 某种合金的含铅量百分比（??为P其熔解温度（℃）为8，由实验测得n与θ的数据如表5.16

所示，试用最小二乘法建立θ与p之间的经验公式0=qp+b。

表5.16 6与p的观测数据

87.5277.863.746.736.9 84.0p/%
2922701818/℃ 235 283197

5.5 多项式f（x）=agz2+4z必+a*+rg，取ay=8，西z=5，a1=2，而=-1，在【-6，6】上等步长取100个
点作为x的观测值，计算对应的函数懂作为y的观测值;把得到的观测值记作（x，y），汇=1，2，⋯，100。

（1）利用观测值（x，），i=1，2，⋯，100，拟合三次多项式。
（2）把每个y加上白噪声，即加上一个服从标准正态分布的随机数，把得到的数据记作>（i=1，

2，⋯，100），利用（x;，序），注=1，2，⋯，100，拟合三次多项式。
105.6 函数g（x）= 取α=1.1，b=0.01，计算x=1，2，⋯，20时g（x）对应的函敷00+(a-10b)nmr

值，把这样得到的数据作为模拟观测值，记作（x，yi），i=1，2⋯，20。

（1）用laqurveit 报合函载g（x）;

（2）用 ftype 和it 报合函数g（x）。
5.7 对于函数f（x，y）=axy/（1+bein（x）），取模拟数据x=linspace（-6，6，30）;y=linspace（-6，6，

40）;x，y=meshgid（x，y）;取 a=2，b=3，计算对应的函数值z;利用上述得到的数据（（xy，z），反过来拟
合函数f（x，y）= agr/1+bein（x））。

5.8 已知一组观测数据，如表5.17所示。

表5.17 观测数据

易 ~-1.1-1.7 0.1-8.2-0.5_-0.8-1.4-2
0.1730.1316o.174 e.1ns0.16620.15660.1480.1029量

即 0.4 1.91.61.30.7 2.2 2.5、
0.171为 0.1764Q1785 0.163p 0.1220.1526 .1402 0.1266
3.43.12.B 3.7 4.3 4.94.64，" 0.097 0. 0790.0702 0.02240.02910,03730.0835 0.0588

（1）试用插值方法缩制出龙E【-2，4.9】区间内的曲线，并比较各种插懂算法的优劣。
（2）试用最小二乘多项式拟合方法拟合表中数据，选择一个能较好拟合数据点的多项式的阶次 给

出相应多项式的系数和剩余标准差。

1[ .诚用最小二乘非线性拟合方法求出分布参（3）若表中戴据满足正态分布函数y（x）∶20
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数以’O值’并利用所求参数值绘制拟合曲线’观察拟合效果。

5·9（水箱水流量问题） 许多供水单位由于没有测量流入或流出水箱流量的设备’而只能测量水箱

中的水位。试通过测得的某时刻水箱中水位的数据’估计在任意时刻（包括水泵灌水期间）t流出水箱

的流量／（t）°

给出原始数据表5,18,其中长度单位为E（1E＝30.24cm）°水箱为圆柱体’其直径为57E·

假设:

（1）影响水箱流量的唯一因素是该区公众对水的普通需要·

（2）水泵的灌水速度为常数。

（3）从水箱中流出水的最大流速小于水泵的灌水速度。

（4）每天的用水量分布都是相似的。

（5）水箱的流水速度可用光滑曲线来近似。

表5·18水位数据表

水位／10ˉ2E

3350

3260

3167

3087

3012

2927

2842

2767

2697

泵水

泵水

3475

3397

3340

时间／s水位／10ˉ2E时间／s

0

3316

6635

10619

13937

17921

21240

25223

28543

32284

35932

39332

39435

43318

“6363175

499533110
■■■■■■■■■■■■■

3054 53936

572542994

605742947

645542892

685352850

718542795

750212752

792542697

泵水 82649

泵水 85968

899533550

932703445
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数μ，σ值，并利用所求参数值绘制拟合曲线，观察拟合效聚。
5.9（水箱水流量问题） 许多供水单位由子没有测量流入或流出水箱流量的设备，而只能测量水箱

中的水位。试通过测得的某时刺水箱中水位的敷据，估计在任意时刻（包括水泵谨水期阀）?流出水箱

的流量f（c）。
给出原始数据表5.18，其中长度单位为E（1E=30.24cm）。水箱为圆柱体，其直径为57E。
假设∶
（1）影响水箱流量的唯一因素是该区公众对水的普通需要。
（2）水泵的灌水速度为常数。
（3）从水箱中流出水的最大流速小于水泵的灌水速度。
（4）每天的用水量分布都是相似的。
（5）水箱的流水速度可用光滑曲线来近似。

表5. 18 水位数据表

时间/1时间/L 水位/10~*E水位/0-*E

0 3304636317s
49953 32603103316

31675393630546635
3087572542994“多
30l260574294713937
2927654289217921
28285021240 6535
27672795 71854523
26877s021275228543
泵水2697 792543284
跟水聚水 826493932

聚水 347589683932
3978995335039435

9270 34034543318
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第6章微分方程
｜

｜

微分方程建模是数学建模的重要方法’因为许多实际问题的数学描述将导致求解微

分方程的定解问题。把形形色色的实际问题化成微分方程的定解问题’大体上可以按以
下步骤进行:

（1）根据实际要求确定要研究的量（自变量、未知函数、必要的参数等）并确定坐
标系。

（2）找出这些量所满足的基本规律（物理的、几何的、化学的或生物学的等）°
（3）运用这些规律列出方程和定解条件°

列方程常见的方法有以下几种:

（1）按规律直接列方程°在数学、力学、物理、化学等学科中’许多自然现象所满足的

规律已为人们所熟悉’并直接由微分方程所描述’如牛顿第二定律｀放射性物质的放射性

规律等°我们常利用这些规律对某些实际问题列出微分方程。

（2）微元分析法与任意区域上取积分的方法。自然界中也有许多现象所满足的规律

是通过变量的微元之间的关系式来表达的’对于这类问题’我们不能直接列出自变量和未

知函数及其变化率之间的关系式’而是通过微元分析法’利用已知的规律建立＿些变量

（自变量与未知函数）的微元之间的关系式’然后再通过取极限的方法得到微分方程’或
等价地通过任意区域上取积分的方法来建立微分方程°

（3）模拟近似法°在生物、经济等学科中’许多现象所满足的规律并不很清楚而且相

当复杂’因而需要根据实际资料或大量的实验数据’提出各种假设。在～定的假设下’给
出实际现象所满足的规律’然后利用适当的数学方法列出微分方程。

在实际的微分方程建模过程中’也往往是上述方法的综合应用°不论应用哪种方法’
通常要根据实际情况’做出一定的假设与简化’并把模型的理论或计算结果与实际情况进

行对照验证’以修改模型使之更准确地描述实际问题并进而达到预测预报的目的。

6·1常微分方程问题的数学模型

在数学｀力学、物理｀化学等学科中已有许多经过实践检验的规律和定律’如牛顿运动
定律、基尔霍夫电流和电压定律、物质的放射性规律、曲线的切线的性质等’这些都涉及某
些函数的变化率。我们可以根据相应的规律’列出常微分方程°

例6.1建立物体冷却过程的数学模型°将某物体放置于空气中’在时刻t＝0时’测

得它的温度为u0＝100c℃’20min后测得它的温度为ul＝60c℃。要求建立此物体的温度u
和时间t的关系’并计算经过多长时间此物体的温度将达到30℃’其中假设空气的温度保
持为20c℃。

解牛顿冷却定律是温度高于周围环境的物体向周围媒质传递热量逐渐冷却时所遵
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｜

第6章 微 分方程

微分方程建模是数学建模的重要方法，因为许多实际问题的数学描述将导致求解微
分方程的定解问题。把形形色色的实际问题化成微分方程的定解问题，大体上可以按以

下步骤进行∶
（1）根据实际要求确定要研究的量（自变量、未知函数、必要的参数等）并确定坐

标系。 ：
（2）找出这些量所满足的基本规律（物理的、几何的、化学的或生物学的等）。
（3）运用这些规律列出方程和定解条件。
列方程常见的方法有以下几种∶
（1}按规律直接列方程。在数学、力学、物理、化学等学科中，许多自然现象所满足的

规律已为人们所熟悉.并直接由微分方程所描述，如牛顿第二定律、放射性物质的放射性
规律等。我们常利用这些规律对某些实际问题列出微分方程。

（2）微元分析法与任意区域上取积分的方法。自然界中也有许多现象所满足的规律
是通过变量的微元之间的关系式来表达的，对于这类问题，我们不能直接列出自变量和未
知函数及其变化率之间的关系式.而是通过微元分析法.利用已知的规律建立一些变量
（自变量与未知函数）的微元之间的关系式，然后再通过取极限的方法得到微分方程，或
等价地通过任意区域上取积分的方法来建立微分方程。

（3）模拟近似法。在生物、经济等学科中，许多现象所满足的规律并不很清楚而且相
当复杂，因而需要根据实际资料或大量的实验数据，提出各种假设。在一定的假设下，给
出实际现象所满足的规律，然后利用适当的数学方法列出微分方程。

在实际的微分方程建模过程中，也往往是上述方法的综合应用。不论应用哪种方法，
通常要根据实际情况，做出一定的假设与简化，并把模型的理论或计算结果与实际情况进
行对照验证，以修改模型使之更准确地描述实际问题并进而达到预测预报的目的。

6.1 常微分方程问题的数学模型

在数学、力学、物理、化学等学科中已有许多经过实践检验的规律和定律，如牛顿运动
定律、基尔霍夫电流和电压定律、物质的放射性规律、曲线的切线的性质等，这些都涉及某
些函数的变化率。我们可以根据相应的规律，列出常徽分方程。

例6.1 建立物体冷却过程的数学模型。将某物体放置于空气中，在时刻z=0时，测
得它的温度为u=100℃，20min 后测得它的温度为u~60℃。要求建立此物体的温度u
和时间∶的关系，并计算经过多长时间此物体的温度将达到30℃，其中假设空气的温度保
持为20℃。

解 牛顿冷却定律是温度高于周围环境的物体向周围媒质传递热量逐渐冷却时所遵
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循的规律:当物体表面与周围存在温度差时’单位时间从单位面积散失的热量与温度差成

正比’比例系数称为热传递系数’记为k。

假设该物体在时刻′时的温度为皿＝u（t）’则由牛顿冷却定律’得

虫＝ˉk（皿ˉ20）, （6. l）
dt

式中:∧＞0。方程（6.1）就是物体冷却过程的数学模型。

可将方程（6.1）改写为

d（u-20）＝一kdt’
uˉ20

两边积分’得

｜盂d譬≡尝）＝｜《—肘＾
化简’得

u＝20＋80eˉk‘. （6.2）

把条件′≡20,＂二鹏尸60代人式（62）’得偷＝器,所以此物体的温度＂和时间′的关
系为泌＝20＋80eˉ器。令30＝20＋80eˉ器’解之得t＝60’即60min后物体的温度为30c℃。
例6.2 目标跟踪问题°设位于坐标原点的甲舰向位于卯轴上点Qo（1’0）处的乙舰

发射导弹’导弹始终对准乙舰。如果乙舰以最大的速度00（o0是常数）沿平行于γ轴的直
线行驶’导弹的速度是5似0’求导弹运行的曲线°又乙舰行驶多远时’导弹将它击中?

解设导弹的轨迹曲线为γ＝γ（卯）’并设经过时间为′’

导弹位于点P（卯’y）,乙舰位于点Q（1’″0t）°由于导弹头始

终对准乙舰,故此时直线PQ就是导弹的轨迹曲线弧OP在

点P处的切线’如图6.1所示,则有

dyU0tˉγ
（6.3）

d卯 1-％

y

）g（l’U0

O

由于模型中含有参变量t’故要求解该模型应增加附加 图6·1 导弹跟踪示意图
条件°解决这个问题可从问题描述中寻求办法°

方法-:任意两个匀速运动的物体’相同时间内所经过的距离与其速度成正比°

由已知’导弹的速度5倍于乙舰’即在同一时间段t内’导弹运行轨迹的总长亦应5
倍于乙舰’即丽的弧长5倍于线段Q0Q的长度°由弧长计算公式可得

｜;√了二「打…％＾ （6.4）

方程两边关于“求导’得

√∏盯ˉ5喘 （65）
方法二:利用速度分量合成的概念°

由于在点P（厕’γ）导弹的速度恒为5〃0,而该点的速度大小等于该点在卵轴和y轴上
的速度分量缅′（t）和γ′（t）的合成’故有
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循的规律∶当物体表面与周围存在温度差时，单位时间从单位面积散失的热量与温度差成

正比，比例系数称为热传递系数，记为k。

假设该物体在时刻t时的温度为u=u（z），则由牛顿冷却定律，得

du_ (6.1)-*(z-20,
式中∶本>0。方程（6.1）就是物体冷却过程的数学模型。

可将方程（6.1）改写为

d(x-20)-kd,u-20
两边积分，得

d(n-20) f-,=、， eL-20100

化简，得
(6.2)u=20+80e"

1n2把条件 =20，w=u，=60 代人式（6.2），得本=∶ 所以此物体的温度u和时间t的关20'
系为u=20+80号。令30=20+80e量，解之得1=60，即60min后物体的温度为30℃。

例6.2 目标跟踪问题。设位于坐标原点的甲靓向位于x轴上点 Q，（1，0）处的乙舰
发射导弹，导弹始终对准乙舰。如果乙舰以最大的速度 1（v。是常数）沿平行于y轴的直
线行驶，导弹的速度是 5w。，求导弹运行的曲线。又乙舰行驶多远时，导弹将它击中?

解 设导弹的轨迹曲线为y=y（z），并设经过时间为t，

导弹位于点P（x，y）），乙舰位于点Q（1，，tt）。由于导弹头始
y=y(x) 文宁奇终对准乙舰，故此时直线 PO就是导弹的轨迹曲线弧 OP 在

点P处的切线，如图6.1所示，则有 P(,)

r十 (6.3)
 才”

由于模型中含有参变量t，故要求解该模型应增加附加
图6.1 导弹球踪示意图

条件。解决这个问题可从问题描述中寻求办法。
方法一;任意两个匀速运动的物体，相同时间内所经过的距离与其速度成正比。
由已知，导弹的速度5倍于乙舰，即在同一时间段∶内，导弹运行轨迹的总长亦应5

倍于乙舰，即OP的弧长5倍于线段Q。Q的长度。由弧长计算公式可得” dar 6o,(dr) (6.4)工土。 、
方程两边关于s求导，得

(d) (6.5)1+ *o，
方法二∶利用速度分量合成的概念。
由于在点P（x，y）导弹的速度恒为 5v，，而该点的速度大小等于该点在x轴和y轴上

的速度分量x'（t）和y'（z）的合成故有
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√膘丁工盯咖″ （6.6）

或改写成

差√∏盯咖″ （6.7）

两边同除以差即得式（65）.由此可见』利用弧长的概念或速度的概念得到的结果是—
致的。

为了消去中间变量t’把方程（6.3）改写为

（lˉ鳃）塞≡邮＿γ, （6.8）

然后两边关于“求导,得

（‖＿鳃）窘ˉ差ˉ％莹—塞,
整理’得

（l＿颜）磊-％莹, （6,）
联立式（6.5）和式（6.9）得

｜ 毒糙
消去中间变量罢得关于轨迹曲线的二阶非线性常微分方程:

＂募ˉ兰｀卢＝盯,…1
要求此问题的定解’还需要给出两个初始条件。事实上’初始时刻轨迹曲线通过坐标

原点’即z≡0时,y（0）＝0;此外在该点的切线平行于“轴’因此有y′（0）＝0°归纳可得导
弹轨迹问题的数学模型为

｜满川咖≤1 〖川
此模型为二阶常微分方程初值问题°求解此类问题’通常采用降阶法°

令′≡γ｜,则γ仁罢则式（6l0）变为关于’的常微分方程初值问题;

｜′『↑棠÷″』嘲≤』 〖川

｜

｜
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)]=5%da) (6.6)+乓、

或改写成

受l ③户 (6.7)=520
配两边同除以! 即得式（6.5）。由此可见，利用弧长的概念或速度的概念得到的结果是一y

致的。
为了消去中间变量;，把方程（6.3）改写为

仑砷己： (6.8)
1L

然后两边关于x求导，得

中yd。 ds d(1-) =20的’  dx'dx de
整理，得

、4r ,d(1-); (6.9)帘当””针”的”
联立式（6.5）和式（6.9）得 -,靶

碎 dr(1-)zrods'秒？8消去中间变量 得关于轨迹曲线的二阶非线性常微分方程;十
厉

、4y_ ； 。台息广dy(1-n): 1+之d2
要求此问题的定解，还需要给出两个初始条件。事实上，初始时刻轨迹曲线通过坐标

原点，即x=0时，r（0）=0;此外在该点的切线平行于x轴，因此有y'（0）=0。归纳可得导
弹轨迹问题的数学模型为

小4y， 山）(1-); 它台员广1+y5√ (6.10)杂”
(0)=0, y'(0)=0.

此模型为二阶常徽分方程初值问题。求解此类问题，通常采用降阶法。

倍，令p=y'，则y"; ，则式（（6.10）变为关于p的常徽分方程初值问题;

业(1-) h+、0<≤1,dx (6.11)
lp(0)=0.
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利用分离变量法,求解并代人初始条件得

!n（p带√F了）＝÷］n（l—缆）’
化简得

p＋√I布了＝（1ˉ”）ˉl′5.

为求得p的显式表达式’利用上式做如下等式变换:

—M矿≡′忘ˉ（lˉ鹏）』々
以上两式相减’得关于p的表达式’从而得到关于γ的-阶常微分方程初值问题:

隘‖翅…｝庶］
求解此微分方程’即得导弹运行的轨迹曲线方程为

γ＝吾（』ˉ鳃）〃,带舌（lˉ撼）叫云 （6.12）

何处击中乙舰?在式（6l2）中.令翱≡l,得尸云,即在（l,到处击中乙舰.
何时击中乙舰?击中乙舰时,乙舰航行距离尸云’由,W,得』六时击中乙舰.

6·2传染病预测问题

问题提出

世界上存在着各种各样的疾病’许多疾病是传染的’如SARS、艾滋病、禽流感等’每种
病的发病机理与传播途径都各有特点°如何根据其传播机理预测疾病的传染范围及染病
人数等,对传染病的控制意义十分重大。

1·指数传播模型

基本假设

（1）所研究的区域是一封闭区域’在一个时期内人口总量相对稳定’不考虑人口的迁
移（迁人或迁出）°

（2） t时刻染病人数Ⅳ（t）是随时间连续变化的、可微的函数°
（3）每个病人在单位时间内的有效接触（足以使人致病）或传染的人数为入（入＞0为

常数）°

模型建立与求解

记Ⅳ（t）为t时刻染病人数’则t＋△t时刻的染病人数为″（t＋△t）。从′→t＋△t时间内’
净增加的染病人数为Ⅳ（t＋△t）＝Ⅳ（t）’根据基本假设（3）’有

Ⅳ（′＋△t）一Ⅳ（t）＝入Ⅳ（t）△′.

若记t＝0时刻染病人数为／γb’则由基本假设（2）’在上式两端同时除以△t’并令△t—》0’得
传染病染病人数的微分方程预测模型:
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利用分离变量法，求解并代入初始条件得

in(n+√T)=-a(1-),
化简得

p+√1+p=(1-x)-I,
为求得p的显式表达式，利用上式做如下等式变换∶

人-p+/1市 =(1-x).了人p+√1+p
以上两式相减，得关于p的表达式，从而得到关于y的一阶常微分方程初值问题∶

(dy, 一42-2-(1-a)-8-<1-x)1],eda

U(0)=0.
求解此微分方程，即得导弹运行的轨迹曲线方程为

它三邮了心上了 (6.12)边
nl高 处击中乙概。，即在（1，2何处击中乙舰?在式（6.12）中，令x=1，得y=; A “nl -时击中乙舰。工田丫己产革“何时击中乙舰?击中乙舰时，乙舰航行距离y吨 2A丶么

6.2 传染病预测问题

问题提出
世界上存在着各种各样的疾病，许多疾病是传染的，如 SARS、艾滋病、禽流感等，每种

病的发病机理与传播途径都各有特点。如何根据其传播机理预测疾病的传染范围及染病
人数等，对传染病的控制意义十分重大。

1。指数传播模型
基本假设
（1）所研究的区域是一封闭区域，在一个时期内人口总量相对稳定，不考虑人口的迁

移（迁入或迁出）。
（2）∶时刻染病人数 N（t）是随时间连续变化的、可微的函数。
（3）每个病人在单位时间内的有效接触（足以使人致病）或传染的人数为入{λ>0为

常数）。
模型建立与求解
记N（t）为∶时刻染病人数，则t+△t时刻的染病人数为N（+A）。从p→+△t时间内，

净增加的染病人数为N（+△t）-N（t），根据基本假设（3），有
N(t+Ae)-N(t)=AN(t)△t.

若记s=0时刻染病人数为N，则由基本假设（2），在上式两端同时除以△，并令△t→0，得
传染病染病人数的徽分方程预测模型;
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（川Ⅺ 〖1】

利用分离变量法可很容易地得到该模型的解析解为

Ⅳ（t）＝／γbe入』.
结果分析与评价

模型结果显示传染病的传播是按指数函数增加的。一般而言在传染病发病初期’对

传染源和传播路径未知’以及没有任何预防控制措施的情况下’这＿结果是正确的°此

外’我们注意到’当t→。。时’Ⅳ（t）→。。’这显然不符合实际情况°事实上’在封闭系统的

假设下’区域内人群总量是有限的°预测结果出现明显失误°为了与实际情况吻合’有必
要在原有基础上修改模型假设’以进＿步完善模型°
2.SI模型

基本假设

（1）在传播期内’所考察地区的人口总数为Ⅳ’短期内保持不变’既不考虑生死’也不
考虑迁移°

（2）人群分为易感染者（Susceptible）和已感染者（Infective）’即健康人群和病人
两类°

（3）设t时刻两类人群在总人口中所占的比例分别为s（t）和j（t）’则s（t）＋r（t）＝1。
（4）每个病人在单位时间（每天）内接触的平均人数为常数入’入称为曰感染率’当病

人与健康者有效接触时’可使健康者受感染成为病人。

（5）每个病人得病后’经久不愈,且在传染期内不会死亡。
模型建立与求解

根据基本假设（4）’每个病人每天可使入‘（t）个健康者变为病人’而t时刻病人总数
为M（t）’故在t→t＋△t时段内’共有入川（t）j（t）△t个健康者被感染。

于是有

M（j＋△j）ˉM（t）＝入川（t）j（t）.
△t

令△t→0’得微分方程

粤咖（帅）
又由基本假设（3）知’‘（t）＝1一i（t）’代人上式得

等二川（‘）（lˉ‘（′））
假定起始时（t＝0）’病人占总人口的比例为j（0）＝j0°于是SI模型可描述为

慌》川ˉ川』川 ［1●
用分离变量法求解此微分方程初值问题,得解析解为
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心l=AN(4),>0, (6.13)d
M(O)= N

利用分离变量法可很容易地得到该模型的解析解为

Nc)= Ne".
结果分析与评价
模型结果显示传染病的传播是按指数函数增加的。一般而言在传染病发病初期，对

传染源和传播路径未知，以及没有任何预防控制措施的情况下，这一结果是正确的。此
外，我们注意到，当t→co时，N（z）→四，这显然不符合实际情况。事实上，在封闭系统的
假设下，区域内人群总量是有限的。预测结果出现明显失误。为了与实际情况吻合，有必
要在原有基础上修改模型假设，以进一步完善模型。

2. SI模型
基本假设
（1）在传播期内，所考察地区的人口总数为N，短期内保持不变，既不考虑生死.也不

考虑迁移。
（2）人群分为易感染者（Susceptble）和已感染者（Infective），即健康人群和病人

两类。
（3）设∶时刻两类人群在总人口中所占的比例分别为;（t）和i（t），则s（t）+（t）=1。
（4）每个病人在单位时间（每天）内接触的平均人数为常数A，入称为日感染率，当病

人与健康者有效接触时，可使健康者受感染成为病人。
（5）每个病人得病后，经久不愈，且在传染期内不会死亡。
横型建立与求解

根据基本假设（4），每个病人每天可使As（t）个健康者变为病人，而t时刻病人总数
为N（t），，故在t-→t+As时段内，共有 ANs（s）it△s个健康者被感染。

于是有
N(4+A4)-N(z)=ANs(2)i(z).△

令Ar→0，得微分方程

d(Ct),上=As（2）i（E）.跃
又由基本假设（3）知，（t）=1-i（e），代入上式得

d(L)=Ai(x)(1-i().d
假定起始时（r=0），病人占总人口的比例为（0）=i。于是SI模型可描述为

(di(t)。2=A(t)(1-i(t),>0,dt (6.14)
{(O)=i

用分离变量法求解此徽分方程初值问题，得解析解为
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结果分析与评价

式（6.14）事实上就是Logisnc模型。病人占总人口的最大比例为1’即当t→。。时’区
域内所有人都被传染°

医学上称器‘为传染病曲线’它表示传染病人增加率与时间的关系’如图62（感）所
示°预测结果曲线如图6.2（b）所示°

0.0025 1.0
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0·0010

0.4
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（a）

图6.2 j0＝0·1’儿＝10ˉ2时的SI模型

（凰）÷』曲线;（b） 』（』）ˉ』曲线.

400

r

（b）

600 800

由式（6川）易知.当病人总量占总人口比值达到!二÷时’器达到最大值’即差ˉ0｀也
就是说’此时达到传染病传染高峰期°利用式（6.15）易得传染病高峰到来的时刻为

‰ˉ关h（÷＿l）
医学上’这一结果具有重要的意义。由于〗m与入成反比’故当入（反应医疗水平或传

染控制措施的有效性）增大时’t厕将变小’预示着传染病高峰期来得越早°若已知曰接触

率入（由统计数据得出）,即可预报传染病高峰到来的时间t砸’这对于防治传染病是有益

处的°

当Z→四时’由式（6.15）可知’j（t）→1’即最后人人都要生病°这显然不符合实际情

况°其原因是假设中未考虑病人得病后可以治愈’人群中的健康者只能变为病人’而病人

不会变为健康者。而事实上对某些传染病’如伤风、痢疾等病人治愈后免疫力低下’可假

定无免疫性。于是病人被治愈后成为健康者’健康者还可以被感染再变成病人。

3·SⅢ模型

SIS模型在SI模型假设的基础上’进-步假设:
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·1试）=- (6.15)
-1“式 e*。

结果分析与评价

式（6.14）事实上就是Logistic模型。病人占总人口的最大比例为1，即当t→时，区
域内所有人都被传染。

医学上称， ~为传染病曲线，它表示传染病人增加率与时间的关系，如图6.2（a）所ds
示。预测结果曲线如图6.2b）所示。

0.0025 10r

夕乞字干 oa
0.0015- a6也奋 S
宁名式

osl
ooos

o2
oooo

凸 60020060200 80460400 80O 矽
(e) 句
图62 运=0.1，A=10'时的S模型

岁|÷() ~1曲线;（b》（4）~1曲线。

nt'i快 =0，也时，; 达到最大值，即由式（6.14）易知，当病人总量占总人口比值达到i= da d2之
就是说，此时达到传染病传染高峰期。利用式（6.15）易得传染病高峰到来的时刻为“ 1.1.4=-

医学上，这一结果具有重要的意义。由于t与λ成反比，故当λ（反应医疗水平或传
染控制措施的有效性）增大时，t.将变小，预示着传染病高峰期来得越早。若已知日接触
率λ（由统计数据得出）.即可预报传染病高峰到来的时间t。这对于防治传染病是有益

处的。
当t→o时，由式（6.15）可知，it）→1，即最后人人都要生病。这显然不符合实际情

况。其原因是假设中未考虑病人得病后可以治愈，人群中的健康者只能变为病人.而病人
不会变为健康者。而事实上对某些传染病。如伤风、痴疾等病人治愈后免疫力低下，可假

定无免疫性。于是病人被治愈后成为健康者，健康者还可以被感染再变成病人。

3.SIS 模型
SIS模型在 SI模型假设的基础上，进一步假设;
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（1）每天被治愈的病人人数占病人总数的比例为以°

（2）病人被治愈后成为仍可被感染的健康者°
于是SI模型可被修正为SIS模型:

傲‖川川》α
式（6.16）的解析解可表示为

｜ 讨侧］｀:t（t）≡

（6.16）

（6.17）

令

◎＝入／／L’

式中:o为传染强度°

利用◎的定义’式（6.16）可改写为

剖］［‘ˉ（uˉ ,嗣
t＞0’

（6。18）

相应地’模型的解析解可表示为

｝＝厂C÷】｜／曰b（t）＝

结果分析与评价

由式（6.19〉得’当t→四时’有

‖丁÷:二（j（山）≡

由上式可知’o＝1是-个阂值°

若◎≤1’则随着时间的推移’j（t）逐渐变小’当t→由时趋于零。

于有效感染率’最终所有病人都会被治愈°

（6·19）

（6·20）

这是由于治愈率大

若O＞1,则当t→。。时’j（t）趋于极限1ˉ上,这说明当治愈率小于传染率时’总人口中
α

总有-定比例的人口会被传染而成为病人°

大多数传染病’如天花、麻疹、流感｀肝炎等疾病’经治愈后均有很强的免疫力°病愈

后的人因已具有免疫力’既非健康者（易感染者）也非病人（已感染者）’即这部分人已退

出感染系统。
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（1）每天被治愈的病人人数占病人总数的比例为μ。
（2）病人被治愈后成为仍可被感染的健康者。
于是 S模型可被修正为 SIS模型∶

d(t),=Ai（2）（1-i（））-四i（e），炒0， (6.16)dt
(O)=i.

式（6.16）的解析解可表示为

Ae]',xA.评 ；·
(0)- (6.17)15 入=pAzt一号

货
。目之体。

式中∶σ 为传染强度。
利用σ的定义，式（6.16）可改写为

碎鸣豆 (6.18)
i(0)=i.

相应地，模型的解析解可表示为

善o1,，
(6.19)(D)=

IAr+- 0=1.，，
结果分析与评价
由式（6.19）得，当6→四时，有

人：工 0>1,()=- 。 (6.20)
0, 0≤1.

由上式可知，o=1是—个阈值。
若a≤1，则随着时间的推移，i（s）逐渐变小，当p→四时趋于零。这是由于治愈率大

于有效感染率，最终所有病人都会被治愈。

；若σ>1，则当 -→0o时，（t）趋于极限1- ，这说明当治愈率小于传染率时，总人口中
0

总有一定比例的人口会被传染而成为病人。

大多数传染病，如天花、麻疹、流感、肝炎等疾病，经治愈后均有很强的免疫力。病愈

后的人因已具有免疫力，既非健康者（易感染者）也非病人（已感染者），即这部分人已退
出感染系统。
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4·SⅢ模型

基本假设

（1）人群分健康者、病人和病愈后因具有免疫力而退出系统的移出者三类°设任意

时刻t’这三类人群占总人口的比例分别为s（t）’j（t）和厂（t）°

（2）病人的曰接触率为入’日治愈率为似’传染强度◎＝入／／L°
（3）人口总数Ⅳ为固定常数。

模型建立与求解

类似于前述问题的建模过程’依据假设’对所有人群’有

s（t）＋j（t）＋厂（′）＝1’ （6.21）

对系统移出者’有

Ⅳ差二川’ （6.22）

对病人’有

Ⅳ器≡＂训, （6.23）

对健康者’有

Ⅳ器＝川‘ （6.24）

联立式（6.22）～式（6.24）’可得SIR模型:

’

（6.25）

（0）＝s0’厂（0）＝0.‖

ˉ
〗

＝
ˉ）‖

SIR模型是-个较典型的系统动力学模型,其突出特点是模型形式为关于多个相互

关联的系统变量之间的常微分方程组。类似的建模问题有很多’如河流中水体各类污染

物质的耗氧、复氧、反应、迁移、吸附｀沉降等’食物在人体中的分解、吸收、排泄’污水处理

过程中的污染物降解’微生物、细菌的增长或衰减等°这些问题很难求得解析解,可以使
用软件求数值解。

6.3常微分方程的求解

对于常微分方程’只有-小部分可以求得解析解’大部分常微分方程无法求得解析
解,只能求数值解。常微分方程数值解的算法我们就不介绍了’有兴趣的读者可以参看数

值分析等相关书籍°下面介绍使用Matlab软件求微分方程的符号解和数值解°

6.3·1常微分万程的符号解

Matlab符号运算工具箱提供了功能强大的求常微分方程符号解函数dsolve°
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4.SIR模型

基本假设
（1）人群分健康者、病人和病愈后因具有免疫力而退出系统的移出者三类。设任意

时刻t，这三类人群占总人口的比例分别为s（s），（t和r（t）。
（2）病人的日接触率为λ，日治愈率为μ，传染强度o=λ/μ。
（3）人口总数N为固定常数。
横型建立与求解
类似于前述问题的建模过程，依据假设，对所有人群，有

(6.21)s(t>+i(2)+r(z)=1,
对系统移出者，有

之do=μN， (6.22)d
对病人，有

,d_P =入Ai-pM， (6.23)d
对健康者，有 .义=-ANA. (6.24)色？
联立式（6.22）~式（6.24），可得SIR模型∶

(i,”高芪。到
@,”“式。 (6.25)a
山”。d
i(0)= i,s<0)= s,r(0)=0.

SIR 模型是一个较典型的系统动力学模型，其突出特点是模型形式为关于多个相互
关联的系统变量之间的常微分方程组。类似的建模问题有很多，如河流中水体各类污染

物质的耗氧、复氧、反应、迁移、吸附、沉降等.食物在人体中的分解、吸收、排泄，污水处理

过程中的污染物降解，微生物、细菌的增长或衰减等。这些问题很难求得解析解，可以使
用软件求数值解。

6.3 常微分方程的求解

对于常微分方程，只有一小部分可以求得解析解，大部分常徽分方程无法求得解析
解，只能求数值解。常微分方程数值解的算法我们就不介绍了，有兴趣的读者可以参看数
值分析等相关书籍。下面介绍使用Mata 软件求徽分方程的符号解和数值解。

6.3.1 常微分方程的符号解

Malab 符号运算工具箱提供了功能强大的求常徽分方程符号解函数 dsolve。
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例6·3求解微分方程y′＝ˉ2y＋2“2＋2鳃’γ（0）＝1°

解求得的符号解为γ＝eˉ幽＋卿2。

c1c′c1e己r′symsy（x）

y＝ds◎1ve（d土ff（y）＝＝＝2＊Y＋2＊x＾2＋2＊x′Y（0）＝＝1）

例6·4求解二阶线性微分方程y″＝2y′＋γ＝e露’γ（0）＝1’y′′（0）＝ˉ1。
2 z

解求得二阶线性微分方程的解为γ≡·黎＋等ˉ2鳃e缆.
c1c′c1e己r′symsy（x） 嗜定义符号函数为y′自变量为x

勿＝d土ff（y）; 啥定义y的一阶导数′目的是下面赋初值

y＝ds◎1ve（d±ff（y′2）＝2＊d土迁（y）＋y＝＝exp（x）′y（0）＝＝1′dy（0）＝＝ˉ1）

例6·5已知输人信号为u（》）＝eˉ』cost’试求下面微分方程的解°

y（4）（t）＋10y（3）（t）＋35y′′（t）＋50y′（t）＋24y（t）＝u″（t）,γ（0）＝0’y′（0）＝-1’y〃（0）＝1’

／（0）≡1。

解求得的解为′≡÷.ˉ斗÷.ˉ戳ˉ罢·ˉ儿竿瑞·ˉ蹦.
c1c′c1e己r′symsy（七）

dy＝d1迁（y）;d2y＝d1ff（y′2）′d3y＝d迁f（y′3）; 老定义y的前三阶导数′是为了赋初值

u＝exp（-亡）＊c◎s（亡）′

y＝ds◎1ve（d土迁位′4）＋10＊d迁fO′3）＋35＊d1迁位′2）＋50＊d迁fO）＋24＊y＝＝d迁f（u′2）′· . .

y（0）＝＝0′dy（0）≡＝ˉ1′d2y（0）＝＝1′d3y（0）＝＝1）

下面给出求常微分方程组符号解的例子°

例6·6试求解下列柯西问题:

债言〔』川
『1的解’其中x（t）＝［鳃1（t）’鳃2（t）’卯3（t）］T’A＝ ｜

1

＝1

2

解求得的解为

｜x（t）＝

■
‖
｜
‖
‖
‖
‖
‖
‖
‖
‖
‖
‖
‖
■
｜
■
｜

c1c′c1e己r

symsx（亡） ［3′1］ 殆定义符号向量函数′x（仁）后有空格

A＝［3-11′20ˉ1;1ˉ12］;

［s1′s2′s3］＝ds◎1ve（dj迁（x）＝＝A＊x′x（0）＝＝◎nes（3′1））

例6·7试解初值问题
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例6.3 求解微分方程y'=-2y+2x2+2x，y（0）=1。
解 求得的符号解为y=e-2+z22。

clc,clear,gyms y tx)

yxdalve（diff（）=示-2*y+2*x~2+2*x，y（0）==1）
例6.4 求解二阶线性徽分方程y-2r'+=e3，y（0）=1，r（0）=-1。“，-2xe"。解 求得二阶线性徽分方程的解为y=e*+2

?定义符号函数为y，自变量为xclc, clear,eyms y (x)
ay =diEfty); 舍 定义y 的一阶导敖，目的是下面赋初值

y=dsolve(difE1,2)-2*aifft)==ex(x),y(0)==1,ay(0}--1
例6.5 已知输人信号为u（t）=e~coast，试求下面徼分方程的解。

r"(t)+10y"(t)+35y(e)+50y'()+24y(e)=u(e),(0)=0.r(0)=-1,(0>=1,
r"(0)=1。

9少  19._14。 e'in计儿e-式解 求得的解为y=- ，垂z3' se *30 。5
clc, clear,syms y(t)
d=diffty）;day=diff 红，2）;d3y=dLfft，3）;定义y的前三阶导数，是为了赋初值
u=exp（一t）* Co8（）∶
y=dnolve（aifft，4）+10·diffty，3）+35*dify，2）+50·difft）+24*y==diff仙u，2），..

y(0)==0,ay0}==-1,dy(0)==1,33y(0}==1)

下面给出求常微分方程组符号解的例子。

例6.6 试求解下列柯西问题∶

邙‘
Ir(0)=[1,1,1]t

置艺艺了三专专子叫吵
解 求得的解为

4 1e+2 色3
？L2.x(0)= o2严严。

2 ！一予了叫工
cle, clear
syIms x(t〉[3,1] 定义符号向量函数，x化））后有空格

A=[3 -1 1;2 0-11-12J;
[31,82,831-dsolve(diff(x)==A*x,x(0)==ones(3,1))
例 6.7 试解初值问题
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‖ ｜‖｝｜‖｜ ｝』 !非｜‖｛川｛!｜ ‖｜ ｜ ｜
解求得的解为

二〔｛‖｝
c1c′c1e己r

symsx（亡） ［3′1］ 老定义符号向量函数′x（仁）后有空格

A＝［1′0′0′2′1′≡2;3′2′1］′B＝［0′0;exp（仁）＊c◎s（2＊亡）］′

x0＝［0′1′1］; 殆初值条件

［s1′s2′s3］＝ds◎1ve（d迁f（x）＝＝A＊x＋B′x（0）＝＝x0隐求符号解

例6·8试求常微分方程组

c瞬
在初边值条件／′（1）＝0扩（0）＝0’g（0）＝0时的解°

解求得的解为

／（铡）≡缀ˉ蜀.斗·（芳）.ˉ缀ˉ3,

‘（鳃）≡诗ˉ脊绷
c1c′c1e己r′symsf（x）g（x） 8定义符号函数

df＝djff（f）′ 哈定义f的一阶导数

［s1′s2］＝ds◎1ve（d土ff（f′2）＋g＝＝3′d迁f（g）＋d土ff（f）＝＝1′ . . .

df（1）＝＝0′f（0）＝＝0′g（0）＝＝0）

6·3.2初值问题的Matlab数值解

Madab的工具箱提供了几个解常微分方程数值解的函数’如ode45’ode23’

ode113’其中:ode45采用四五阶龙格-库塔方法（以下简称RK方法）’是解非刚性常
微分方程的首选方法;ode23采用二三阶RK方法;ode113采用的是多步法’效率-
般比ode45高。

在化学工程及自动控制等领域中,所涉及的常微分方程组初值问题常常是所谓的

“刚性”问题°具体地说’对＿阶线性微分方程组

莹≡邮o（鳃）》 （6.26）

式中:y’o匡R砸;A为m阶方阵°若矩阵A的特征值入;（j＝1’2’…’矾）满足关系
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[31:13.NEH 心

解 求得的解为
0

响翩二皇巳更巳虚岂2
"(w(2),Eia2,ss(2)？4

clc,clear
eyms x(t)[3,1] 8定义符号向量函数，x（》后有空格

A=【，0，0;2，1，-2;3，2，1】;B=【0∶0;exp化）*co8（2*t）J1
e初值条件x0= [0;1;1];

【81，82，83】=ds0lve（diff （x）==A*x+B，（0}==x0宽求符号解
例6.8 试求常微分方程组

f*+g=3,
g'*'=1

在初边值条件f'（1）=0，f（0）=0，g（0）=0时的解。
解 求得的解为

文岂之_-3 -3,飞色f(x)=*? e+1“十”
总占9-3 e*+3.g(x)"6+19e*,“‘”

名定义符号函数clc,clear,Byg f (x>g(x)
8定义f的一阶导数E=difE ({E))?

[81,82]=dsolve (diff(E,2)+g==3,diff(g)+diEE(E)==1,...
df(1)==0, E (0)==0,g(0)==0)

6.3.2 初值问题的 Matlab数值解

Matlab 的工具箱提供了几个解常徽分方程数值解的函数，如 ode45，ode23，
odell3，其中∶ode45采用四五阶龙格-库塔方法（以下简称 RK方法），是解非刚性常
徽分方程的首选方法;ode23采用二三阶 RK方法;ode113 采用的是多步法，效率一
般比 ode45 高。

在化学工程及自动控制等领域中，所涉及的常微分方程组初值问题常常是所谓的
"刚性"问题。其体地说，对一阶线性徽分方程组

哔号量 (6.26)

式中∶，四eR";A为m阶方阵。若矩阵A的特征值A;（i=1，2，⋯，m）满足关系
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Re入t＜0’ ‘＝1,2,…’加’

｜驾愚｜Re入』 ｜＞l鹏｜Re入』 ｜ ’
则称方程组（6.26）为刚性方程组或Sti任方程组’称数

,≡鹏｜R叭』 ｜／!鹏｜R·儿』 ｜
为刚性比。理论上的分析表明’求解刚性问题所选用的数值方法最好是对步长h不做任

何限制°

Matlab的工具箱提供了几个解刚性常微分方程的功能函数’如ode15s’ode23s’

ode23t’ode23tb。

这里只简单介绍ode45求数值解的用法°

对—阶微分方程或方程组的初值问题

｛｝（训｛,
式中:γ和／可以为向量°函数ode45有如下两种调用格式:

［t’y］＝ode45（fim’tspan’y0）或s＝ode45（hm’tspan’y0）

其中’fim是用M函数或匿名函数定义／（t’γ）的函数文件名或匿名函数返回值’tspan＝
［t0’tfinal］（这里t0必须是初值条件中自变量的取值’tfina1可以比t0小）是求解区间’y0
是初值。返回值t是Matlab自动离散化的区间［t0’tfinal］上的点’y的列是对应于t的函
数值;如果只有-个返回值s’则s是-个结构数组。

利用结构数组s和Matlab函数deval’我们可以计算区间tspan中任意点x的函数值’
调用格式为

y＝deval（s’x）’

其中’x为标量或向量’返回值y的行是对应于x的数值解°

例6·9（续例6·3） 求微分方程y′＝-2y＋2则2＋2“’γ（0）＝1’0≤匆≤0.5的数值解;并
在同＿个图形界面上画出数值解和符号解的曲线°

解

c1c′c1e己r′c1◎se己11′symsy（x）

y＝ds◎1ve（d迁f（y）＝＝-2＊y＋2＊x＾2＋2＊x′y（0）≡＝1）

dy＝0（x′Y）ˉ2＊y＋2＊x＾2＋2＊x;

［sx′sy］＝◎de45（dy′ ［0′0.5］′1）

fp1◎t（y′［0′0·5］）′h◎1d◎n

p1◎t（sx′sy′ ｜＊!）;1egend（｛｜符号解｜′｜数值解｝）

x1己be1（｜＄x＄′′｜工nCerpre亡er｜′｜L己七ex!）

y1己℃e1（｜Sys｜′‖工n仁erPre亡er｜′｜L己仁ex｜′‖R◎t己亡土◎n｜′0）

Matlab无法直接求解高阶微分方程或方程组的数值解’必须化成一阶微分方程组才
能求数值解。

例6·10（续例6.2） 求二阶常微分方程（6.10）的数值解°

解求数值解时’需要把二阶微分方程转化为-阶微分方程组’弓｜进yl＝γ,y2＝y′’则
方程（6.10）可以转化为如下的一阶微分方程组:
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｜

ReA;<0, i=1,2,⋯,m,
mex |Re入;|≥ min|ReA!，

则称方程组（6.26）为刚性方程组或 Shif 方程组，称数

“调一它之鼠一一
为刚性比。理论上的分析表明，求解刚性问题所选用的数值方法最好是对步长h不做任

何限制。
Matlab 的工具箱提供了几个解刚性常微分方程的功能函数。如 ode15s，ode23s，

ode23t,ode231b。
这里只简单介绍 ode45求数值解的用法。
对一阶微分方程或方程组的初值问题

J了y'=（t，z），
r(2)=y。,

式中∶y 和f可以为向量。函数 ode45有如下两种调用格式∶
【t，y】=ode45（ fun，tspan，y0）或8=ode45（ fin，tpan，y0）

其中，fun 是用M函数或匿名函数定义f（t，少）的函数文件名或匿名函数返回值，tspan=

【t，tfinal】（这里 t。必须是初值条件中自变量的取值，tinal可以比t小）是求解区间，y0
是初值。返回值t是Matlab自动离散化的区间【t，final】上的点，y的列是对应于t的函
数值;如果只有一个返回值s，则s 是一个结构数组。

利用结构数组s和Matab 函数 deval，我们可以计算区间 tspan 中任意点x的函数值，
调用格式为

y=deval(8,x),
其中，x为标量或向最，返回值y的行是对应于x的数值解。

例6.9（续例6.3）求微分方程y'=-2y+2x2+2x，y（0）=1，0≤x≤0.5的数值解;并
在同一个图形界面上画出数值解和符号解的曲线。
解
clc,clear,close all,syIs y (x)
Y=dsolve(diff (ty)=-2*y+2*x*2+2*x, y(0)==1)
dy=8 (x,y)-2*y+2*x~2+2*x?
[sx,sy]=ode45 (dy,[0,0.5],1)
Eplot ty, [0,0.5]), hold on

plot （x，5Y，'*'）;legend（f符号解'，'数值解'}

xlabel (Sx $','Interpreter','Latex')

ylabel('sy s','Intarpreter','Latex','Rotatfon',0)

Matlab 无法直接求解高阶微分方程或方程组的数值解，必须化成一阶微分方程组才

能求数值解。
例6.10（续例62）） 求二阶常微分方程（6.10）的数值解。
解 求数值解时，需要把二阶微分方程转化为一阶微分方程组，引进y，=y，y，=y'，则

方程（6.10）可以转化为如下的一阶微分方程组∶
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!｝二↑～』阿
最后得到的导弹轨迹曲线如图6.3所示。

γl（0）＝0’

γ2（0）＝0.

025

0.2

0。15

y
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0.05

0 0.1 0·2 0.3 0.4 0·5 0.6 0.7 0.8 09
x

图6。3导弹轨迹曲线

c1c′c1ear′c1◎se己11

dy＝e（x′y）［y（2）;sαr亡（1＋y（2）＾2）／5／（1-x）］;

［x′y］＝◎de45（dy′ ［0′0.999999］′ ［0;0］）

p1◎℃（x′y（8′1））′x1己he1（｜＄x＄｜′!工n亡erpre仁er｜′｜L己仁ex｜）

y1己he1（｜Sy＄｜／工nterpreter｜／L己七ex‖′｜R◎ta亡j◎n｜′0）

例6·11 Lorenz模型的混吨效应°Lorenz模型是由美国气象学家Lorenz在研究大气

运动时’通过简化对流模型’只保留三个变量提出的一个完全确定性的＿阶自治常微分方
程组（不显含时间变量）’其方程为

市

其中’参数叮为Prandd数,P为Rayleigh数’β为方向比°Lorenz模型如今已经成为混吨
领域的经典模型’第—个混吨吸引子—IDrenz吸弓｜子—也是在这个系统中被发现的。
系统中三个参数的选择对系统会不会进人混吨状态起着重要的作用°图6.4（a）给出了

IPrenz模型在O＝10’P＝28,β＝8／3时系统的三维演化轨迹。由图6.4（a）可见’经过长时
间运行后’系统只在三维空间的-个有限区域内运动’即在三维相空间里的测度为零。
图6.4（a）显示出“蝴蝶效应”°图6.4（b）给出了系统从两个靠得很近的初值出发（相差
仅0.00001）后’解的偏差演化曲线°随着时间的增大’两个解的差异越来越大’这正是动
力学系统对初值敏感性的直观表现’由此可断定此系统的这种状态为混吨态°混吨运动
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y=y, y,(0)=0,
1yA=:5371-ay√i,r(0)=0.

最后得到的导弹轨迹曲线如图6.3所示。

025

02

已一
y

.1-

0.05 

69。 020304 0.7060] 予‘ 0.8
”差

图6.3导弹轨迹曲战

clc, clear, cloge all
dy=8(x,y) [(2};9grt(*(21~2)/5/(1-x)];
[x.y]=ode45 (dy, [0,0.999999],[0;0])
plot(x, y(:,1)),xlabel('$x$','Interpreter','Latex')
ylabel('Sy S','Interpreter','Latex','Rotatlon',0)
例6.11 Lorenz模型的混沌效应。Lorenz模型是由类国气象学家Lorenz在研究大气

运动时，通过简化对流模型，只保留三个变量提出的一个完全确定性的一阶自治常徽分方
程组（不显含时间变量），其方程为

”工丫也。
六斗详了让。
i=x-βz

其中，参数σ为Prandl数， 为Reyleih 数，β为方向比。Lorenz模型如今已经成为混沌
领域的经典模型，第一个混沌吸引子-——Lorenz吸引子-—也是在这个系统中被发现的。
系统中三个鑫数的选择对系统会不会进人混沌状态起着重要的作用。图6.4（a）给出了
Lorenz模型在σ=10，p=28，β=8/3时系统的三维演化轨迹。由图6.4（a）可见，经过长时
间运行后，系统只在三维空间的一个有限区域内运动，即在三维相空间里的测度为零。
图6.4（a）显示出"蝴蝶效应"。图6.4（b）给出了系统从两个靠得很近的初值出发（相差
仅0.00001）后，解的偏差渍化曲线。随着时间的增大，两个解的差异越来越大，这正是动
力学系统对初值敏感性的直观表现，由此可断定此系统的这种状态为混沌态。混沌运动
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的确定性系统中存在随机性’它的运动轨道对初始条件极端敏感°

c1c′c1e己r′c1◎se己11′rng（2） 啥为了进行一致性比较′每次运行取相同随机数

sjgm己＝10′rh◎＝28′bet己＝8／3;T＝80》

g＝6（七′f） ［s土gm己＊（f（2）-f（1））;rh◎＊f（1）＝f（2）-f（1）＊f（3）;f（1）＊f（2）＝be仁己＊

f（3）］′

河z0＝r己nd（3′1）′ 堵初始值

［亡′xyz］＝◎de45（g′ ［0′T］′】Ⅳz0）′ 墙求数值解

subp1◎亡（121） ′p1◎七3（］四z（:′1）′】哑z（:′2）′Ⅻz（:′3）） 墙轨线图

x1abe1（｜＄x（仁）＄｜′｜工n亡erpre℃er｜′｜1己仁ex｜）

y1己be1（｜Sy（七）S!′!工n七erpre亡er｜／1己仁ex｜）

z1己be1（!＄z（亡）＄!／工n℃erpre亡er｜′!1己仁ex!）′b◎x◎n 啥加盒子线以突出立体感

s◎＝◎de45（g′ ［0′T］′Ⅻz0＋0.00001） 堵初值变化后′再求数值解

】酣z2＝deva1（s◎′七）; 啥返回值为3行的矩阵′计算对应的X′y′z的值

su加1◎仁（122） ′p1◎仁（仁′】匈z（:′1）＝〕Ⅳz2（1′8）｜′｜·一｜）

x1己he1（｜Sx（七）S｜′｜工n亡erpre七er｜′｜1己仁ex｜）

y1己be1（｜＄X—1（亡）ˉx卫（亡）＄｜′!工n七e〕rpre亡er｜ ′『1a亡ex!）

所画出的图形如图6.4所示。
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图6.4混池效应图

（a）Lorenz相轨线;（b〉.两个解的鳃（〖）偏差演化曲线。

例6·12-个慢跑者在平面上按如下规律跑步:

X＝10＋20cost’Y＝20＋15sin′·

突然有-只狗攻击他’这只狗从原点出发’以恒定速率测跑向慢跑者’狗运动方向始终指
向慢跑者。分别求出测＝20’Ⅷ＝5时狗的运动轨迹°

解设时刻t时人的坐标为（X（t）’Y（t））’狗的坐标（卯（t）’y（t））。狗的速度大小恒
为＂’则
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的确定性系统中存在随机性，它的运动轨道对初始条件极端敏感。

告为了进行一致性比较，每次运行取相同随机敬clc, clear, clo8e all, rng (2)
8igma=10;rho=28;beta=8/3; T=80;
g=自（E，f>【sigma*（f（2）-E（1））;rha*f（）~至2）-f（1）*E（3）;f（）*f（2）-beta*

(3)];
t初始值xz0=rand(3,1);
求数值解{t,xyz]=ode45{g, [0,T],xyz0)

sulbplot（121），plot3 b9z（∶，1），xyz（∶，2），xyz（∶，3）） 轨线图
xlabel ($x(t)s','Interpreter','1atex'?

ylabel (Sy {t)s",'Interpreter','1atex']

2label{$z(t)s','Interpreter','latex'),box on 名加盒于线以爽出立体虑
8初值变化后，再求数值解so=ode45 lg,[0,T],xyz0+0.00001}

xy22 =deval (go,t); 鲁返固值为3 行的矩阵，计算对应的x，y，z的值

aubplot(122), plot(t,xz(;,1)-xz2(1,)',.-')
xlabel($x(t)$','Interpreter','latex')
ylabel('$x1(t)-x2(t)$','Tnterpreter',1atex)

所画出的图形如图6.4所示。
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图6.4 混沌效应黑

（a）Louerz相轨线;（b）两个解的x（2）偏差演化曲线。

例 6.12 一个慢跑者在平面上按如下规律跑步∶
X=10+20cooy,Y=20+15ain.

突然有一只狗攻击他，这只狗从原点出发，以恒定速率w跑向慢跑者，狗运动方向始终指
向慢跑者。分别求出w=20，w=5时狗的运动轨迹。

解 设时刻∶时人的坐标为（X（t），Y（t）），狗的坐标（x（t），r（t））。狗的速度大小恒
为初，则
162



僚）喂丁≡鹏』,
由于狗始终对准人’故狗的速度方向平行于狗与人位置的差向量’即

Ⅲ卜间』Ⅺ
消去入’得

而≡三肃歹尹（X＿鳃）’
一

■■■■

川

（Y≡y）.
＿
ˉ

（X-勿）2＋（YV）2

因而建立狗的运动轨迹的如下方程:

ⅧⅧ
四
＝
］
∩
山
■
剐
山
＝
］
∩
山

（10＋20costˉ卯）’ˉ
ˉ

（—I0＋20cos‘ˉ厕）2＋（20＋15sin′ˉγ）2
＂

√而丰Ⅲ66面二刃叮面干T晃iII『＝歹丁了（20＋15sin′ˉγ）’
0）＝0’γ（0）＝0.

利用Matlab软件求得当Ⅷ＝20时,在t＝4.1888时’狗追上人。人和狗之间的距离见

图6.5（a）°

当＂＝5时’狗永远追不上人。人和狗之间的距离见图6.5（b）。

c1c′c1e己r′c1◎se己11′w＝20′

df＝0（七′f′w） ［w／sαr仁（（10＋20＊c◎s（℃）＝f（1））＾2＋. . .

（20＋15＊s1n（亡）＝f（2） ）＾2）＊ （10＋20＊c◎s（仁）＝f（1））

w／sαr亡（（10＋20＊c◎s（亡）＝f（1））＾2＋。 . 。

（20＋15＊s1n（℃）-f（2））＾2）＊（20＋15＊sjn（仁）-f（2））］′

老时间的终值是适当估计的仁0＝0′仁f＝5;

s1≡◎de45（0（仁′x）df（七′x′w）′ ［℃0′℃f］′ ［0′0］）; 墙求微分方程的数值解

d1≡6（仁）sq工℃（（dev己1（s1′t′1）-10ˉ20＊c◎s（仁）） ·＾2＋· · ·

（dev己1（s1′亡′2）一20＝15＊s土n（七）） 。＾2）; 老仁时刻人和狗的距离

［亡m土n′fmjn］＝fm土nhnd（d1′0′仁f） 老求两者距离的最小值及对应的时间
仁≡0:0.1:七f′subp1◎亡（121） ′p1◎七（仁′d1（七）） 堵画出两者之间的距离

x1abe1（‖S七＄｜／工n仁erpre七er｜′｜1己亡ex0）′y1己be1（‖两者之间的距离｜）

w≡5′℃f＝60′

［仁′s］＝◎de45（0（七′x）df（仁′x′w） ′ ［t0′仁f］′ ［0′0］）『 嗜求微分方程的数值解

d2＝s唾仁（（s（:′1）—10ˉ20＊c◎s（仁））。＾2＋（s（:′2）ˉ20ˉ15＊sjn（仁））.＾2）; 嗜计算两者距离

subp1○仁（122）′p1◎仁（℃′d2） 老画出两者之间的距离
x1己he1（0S仁S｜′｜工n七erpre仁er! ′｜1己仁ex｜）′y1己be1（0两者之间的距离｜）
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dr) 日。)(dd
由于狗始终对准人，故狗的速度方向平行于狗与人位置的差向量，即

8用剖号 迎：、，
消去λ，得

(dr, 40 尺：d √X-号）'+（Y-yr
Idy, 3

=(Y-).叫”de

因而建立狗的运动轨迹的如下方程; 
贷， 电

(10+20cont-),d /（10+20cosr-x）+（20+15sint一
)s 10 =(20+15sint-y),dz√(10+20ost-z)+(20+15sin-)
z(0)=0,y(0)=0.

利用 Matlab软件求得当妙=20时，在t=41888时，狗道上人。人和狗之间的距离见

图6.5（a）。
当w=5时，狗永远追不上人。人和狗之间的距离见图6.5（b）。

clc, clear,close all, w=20;
df=6(t,f,w)[w/8grt((0+20* cos{)-f(1))~2+.

(20+15*sin()-f(2)1~2)* (10+20*cos (t)-f (1)}

w/sqzt((10+20*cos {t)-f (1))"2+...
(20+15*sin(t)-F(2))^2)*(20+15*gin(t)-f(2)];

时间的终值是适当估计的t0=0;tf=5;
求微分方程的数值解s1=ode45 (t,x}af (t,x,w),[t0,tf],[0;01);

dl=6t)8qEt(tdeval(81,t,1)-10-20*co3(t)1.^2+...
舍t时刻人和狗的距离(deval(31,t.2)-20-15*gin (t)),~2);
求两者距离的最小值及对应的时间[tmin, fmdn]= fminbnd(1,0,tf)
8画出两者之何的距高t=0∶0.1∶t; subplot （121）， plot（化，d1化e））

xlabel（'$t S'，'Zntezpreter'/'latex'>，ylabel{两者之间的距离"）

w=5;比f■60;
〔t，s】=ode45（化，x）df化，x，w），，【tO，tfJ，【0∶0）;舍求微分方程的数值解
d2=8qrt（e（∶，1）-10-20*cos作）1.~2+（（∶，2）-20-15*ein化、2）;告计算雨者距高

号 盛出两者之间的距离gubplot (122),plot (,d2)
xlabel（'St§'，'Interpreter'/'latex'），ylabel'两着之间的距离'）
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图6.5人和狗之间的距离

（a）＂＝20; （b）测＝5。

例6·13求解二阶线性微分方程y″ˉ2y′＋y＝e露’y（0）＝1’y′（0）＝-1’在区间［-1’1］
上的数值解°

解求高阶线性微分方程数值解时’首先做变量替换化成-阶线性徽分方程组。设
γl＝y,γ2＝y′’则把上述二阶线性微分方程化成如下的一阶线性微分方程组:

腮州, ′川—1
yl（0）＝1’

所求得的数值解如图6.6所示°
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图6,6数值解的图形
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图6.5 人和狗之间的距离

（a）画=20;（b）w=5。
例6.13 求解二阶线性微分方程少-2y'w=e，y（0）=1，y'（0）=-1，在区间【-1，1】

上的数值解。
解 求高阶线性微分方程数值解时，首先做变量赞换化成一阶线性微分方程组。设

y=y，y2=y'，则把上述二阶线性微分方程化成如下的一阶线性微分方程组;

(y{=ya, n,(0)=1,
y2=2y2-y;+te",x(0)=-1.

所求得的数值解如图6.6所示。

1.5-
0.5
yo[
-0.5- O。
-1.5 p。 0.S-0.5 -

者
图6.6 数值解的图形
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c1c′c1e己r′c1◎se己11

df＝6（x′f） ［f（2）′2＊f（2）＝f（1）＋exp（x）］;h◎1d◎n

s1＝◎de45（df′［0′1］′ ［1;ˉ1］）; 老求［0′1］区间上的数值解

s2＝◎de45（df′ ［0′一1］′ ［1『-1］）; 啥求［-1′0］区间上的数值解

fp1◎七（0（x）dev己1（s1′x′1）′ ［0′1］′0◎k‖） 啥画第一个分量y在［0′1］区间上的数值解

fp1◎亡（C（x）dev己1（s2′x′1）′ ［ˉ1′0］′｜＊k｜） 老画第一个分量y在［ˉ1′0］区间上的数值解

x1己be1（‖＄x＄｜′ ｛工nterpre仁er!′ !1己七ex｜）

y1己be1（｜＄yS｜′ ｜工n仁erpre七er｜′ !1己仁ex!′ ｜R◎亡己仁j◎n｜′0）

例6·14已知阿彼罗卫星的运动轨迹（卯’γ）满足下面方程:

以吾△

其中’似＝1／82.45’入＝1ˉ似’『l＝√『雨五丁叮7页,′2＝√『王不X『叮7页’试在初值卿（0）＝1.2’
“′（0）＝0’y（0）＝0,γ′（0）＝ˉ1.0494下求解’并绘制阿波罗卫星轨迹图。

解做变量替换,令复｜…＝器约二″尸静则原二阶线性微分方程组可以化为如
下的-阶方程组:

z］（0）＝1.2’＝z2’

人（zl拟） 〃（z』-入）

＝2z4＋z｜ˉ（（zl恤）2＋z;）3／2 （（z!＋入）2＋z;）3／2’
z2（0〉＝0’

z3（0）＝0’＝z4’

入z3 〃z3

＝ˉ2z2＋z3ˉ（（zl邯）2＋z;〉3／2 （（zl＋入）2＋z;）3／2’
z4（0）＝＝1.0494.

所绘制的阿彼罗卫星轨迹图见图6.7。

c1c′c1e己r′c1◎seaU

mu≡1／82°45′1己md己＝1一mu′

dz＝6（仁′z）［z（2）;2＊z（4）＋z（1）-1曰mda＊（z（1）＋mu）／（（z（1）＋mu）＾2＋z（3）＾2）＾（3／2）一· · .

∏lu＊（z（1）ˉ1己md己）／（（z（1）＋1己md己）＾2＋z（3）＾2）＾（3／2）

z（4）′一2＊z（2）＋z（3）＝1己md己＊z（3）／（（z（1）＋mu）＾2＋z（3）＾2）＾（3／2）-. · ·

mu＊z（3）／（（z（1）＋1己mda）＾2＋z（3）＾2）＾（3／2）］》

［七′z］＝◎de45（dz′［0′100］′ ［1·200＝1.0494］）

p1◎亡（z（:′1）′z（:′3）′ !k‖） 墙画轨迹图

x1ahe1（｜SxS｜′ ｜工n七erpre亡er｜′ ｜1己仁ex｜）

Y1己be1（｜＄yS｜′ ｜工n仁erpre七er｜′ ｜1a亡ex｜ ′ ｜R◎℃己仁土◎n｜ ′0）
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clc, clear, close all
df=@(x,E [f (2);2*f (2)-f(1)+exep (x)]; hold on

8求 0，1】区间上的数值解g1=ode45 (df,[0.1),[l;-1]);
8求【-1，0】区间上的数值解g2=ode45 (af,[0,~1],[1:-1]);
画第一个分量 y在【0，1】区间上的敷值解fplot (e (x)deval (31,x,1), [0,1],'ok'}

fplot传（x）deval（s2，x，1），【-1，0】，'*k'} 鲁画第一个分量y在【-1，0】区间上的数值解
xlabel('$x S', 'Interpreter', 'latex')
ylabel"'Sy s','Interpretex','latex', 'Rotation',0)

例6.14 已知阿波罗卫星的运动轨迹（x，y）满足下面方程∶

也 它伐味心之下，-2; 士人 示 “da2 , 入!d。 阵”“ 寸“认dtd2
其中，μ=1/82.45，A=I-μ，=√（z+）呼，n=√（*+）疗，试在初值x（0）=1.2，
x（0）=0，y（0）=0，γ'（0）=-1.0494下求解，并绘制阿波罗卫星轨迹图。

华解 做变量替换，令z=x，42=; ，则原二阶线性微分方程组可以化为如叫凶业占儿' 工础
下的一阶方程组∶

dr x(0)=1.2,自当。d
μ（z，-A）A(2ta)dz2,“当式： y,4(0)=0,d ((z+)一入。芪”息’

dz, z(0)=0,=名，d
“引 、z。

-2n埚了（4+）P喝）而（（4+y码）严，4（0）=-1.049.山
所绘制的阿波罗卫星轨迹图见图6.7。
clc, clear,close all
mu=1/82.45;lamda=1-mu;
dz=6化，z）【z（）;2*z（4）+z【）-lamda*（z0）+mu）/z（）+mu}~2* （3）~2）^3/2）-..

m*(z(}-lamda)/((z(1)+lamda)~2+z(3)^2)^(3 /2)
z(4);-2*z(2)+z(3)-landa·z(3)/((21)+mu)~2+z(3)~2)"(3/2)-..
mu*z(3)/((z()+lamda)~2+z (3)^2)^(3/2)];

[t,z]=ode45 (dz,[0,100],[1.2 00-1.0494J)
Dlot（z（;，1），z ∶，3），'k'） 8逼轨迹图
xlabel ('$x $','Interpreter','1atex')
ylabel （'Sy s'，'工nterpzeter'，'1atex'，'Rotation'，0）
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图6·7阿波罗卫星轨迹图

6·3·3边值问题的Mauab数值解

Matlab中用bvp4c和bvpmit命令求解常微分方程的两点边值问题’微分方程的标准
形式为

y′乎（卯’y）,bc（y（α）’y（b））≡0’
或

y′寸（卯’y,p）,bc（γ（α〉,y（b）’p）＝0,

式中:p是有关的参数;y筋可以为向量函数;［α’b］为求解的区间;bc为边界条件。
一般地说’边值问题在计算上比初值问题困难得多’特别地’由于边值问题的解可能

是多值的’bvp4c需要提供猜测的初始值°下面首先给出-个简单的例子°
例6.15考察描述在水平面上＿个小水滴横截面形状的标量方程

d2

丽帅）襟（l—帅））（」僻（鲤））丫ˉM（ˉ!）动（D≡0’
式中;h（蜒）表示鳃处水滴的高度.设γ!（鳃）≡偷（鳃）’帅（鳃）≡呼,把上述二阶微分方程
化成一阶微分方程组:

｝川Dα训”
上述微分方程组可以由如下函数表示:

func七j◎nypr1me＝dr◎p（x′y）′

ypr土me＝［y（2）;（y（1）-1）＊（1＋y（2）＾2）＾（3／2）］;

边界条件通过残差函数指定’边界条件通过如下函数表示:
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图6.7 阿波罗卫星轨进图

6.3.3 边值问题的Matlab数值解

Matlab中用bvp4c和 bvpinit命令求解常微分方程的两点边值问题，微分方程的标准
形式为

ry'=f(x,y),be(y(a),y(b))=0,
或

y'=f(x,y,Pp),bc(y(a),y(b),p)=0,
式中∶是有关的参数;yf可以为向量函数;【a，b】为求解的区间;b为边界条件。

一般地说，边值问题在计算上比初值问题困难得多，特别地，由于边值问题的解可能
是多值的，bvp4c需要提供猪测的初始值。下面首先给出一个简单的例子。

例6.15 考察描述在水平面上一个小水滴横截面形状的标量方程
q学子之工命之 =0，h（-1）=限（1）=0，

dk(4)式中∶h（z）表示x处水滴的高度。设y{x）=A（x），yn（x）=S ，把上述二阶徽分方程d
化成一阶微分方程组;

q(x)=y(x),
n(x)=(yx(x)-1)(1+r(x2))*.

上述徽分方程组可以由如下函数表示;
function yprine=drop (x,y);
yprime=ty（2）∶y（）-1）*任w 12）~2）^3/2）;

边界条件通过残差函数指定，边界条件通过如下函数表示;∶
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funcU◎nres＝dr◎Phc（y己′yb）′

res＝［y己（1）′yb（1）］′

使用γ!（躯）＝√T＝万丁和y2（鳃）＝ˉz／（0. 1＋√T＝歹）（这里分母加0.1是为了避免奇性）

作为初始猜测解（初始解可以是任意取的’如取γl（鳃）＝如2和γ2（鳃）＝2绷）’由如下函数

定义:

func亡j◎ny土n让＝dr◎p1n让（x）;

yjn让＝［sαr亡（1＝x·＾2）;ˉx.／（0·1＋sqr仁（1一x.＾2））］′

利用如下的程序就可以求微分方程的边值问题并画出图6.8。

s◎1土n让＝hvp土n让（11nsp己ce（一1′1′20）′6d工◎p工n让）′

s◎1＝hvp4c（6dr◎p′6dr◎pbc′s◎1jn让）′

且11（s◎1.x′s◎1·y（1′ :） ′ ［0。7′0.7′0·7］）′己x土s（［-1′1′0′1］）

x1己be1（｜＄x＄!′｜工n亡erpre七er｜′ ｜1己tex｜′ ｜F◎n七S1ze｜′12）

y1己he1（｜＄h＄｜′｜工n亡erpreter｜′ ｜1己七ex!′ ｜R◎亡己t土◎n｜ ′0′ ｜F◎n亡S土ze｜ ′12）

0』

0

0

0

肉O

0』

0

0

0

）R -O6 ˉO4 ＝02 0 0·2 0·4 0°6 0.b

x

图6.8解曲线的图形

这里调用函数bvpimt’计算区间［ˉ1’1］上等间距的20个点的数据’然后调用函数

bvp4c’得到数值解的结构sol’填充命令fill填充“-yl平面上的解曲线。
-般地’bvp4c的调用格式如下:

s◎1＝Dvp4c（C◎defun′0bcfun′s◎1土n让′◎pt土◎ns′p1′p2′…）;

函数odefim的格式为

ypr1me≡◎defun（x′y′p1′p2′…）′

函数bcfim的格式为

res＝bcfun（y己′yb′p1′P2′…）;

初始猜测结构sohnit有两个域’solinit.x提供初始猜测的勿值,排列顺序从左到右排

列’其中sohnit·x（1）和sohnit.x（end）分别为α和b。对应地’solinit·y（: ’i）给出点
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function res =dropbc (ya,yb);
res= tya(1);yb(1)]?

使用y，（z）=√1和y（x）=-x/（0.1+√1万）（这里分母加0.1是为了避免奇性）
作为初始猜测解（初始解可以是任意取的，如取y，〈x）=必和y，（x）=2x），由如下函数

定义∶
function yinit=dropinit (x);
yini=[sgrt(1-x."2};-x./(0.1+8qrt (-x.^2))J;
利用如下的程序就可以求微分方程的边值问题并画出图6.8。

solinit=bvpinit (linspace (-1,1,20),edropinit);
sol=bvp4c(drop,Qdropbc,solinit);
Fil(8ol.x,8ol.y(l,s),[0.7,0.7.0.71),axis([-1,1,0,1])

xiabel('$x$','Interpreter','latex','Pont8ize',12)
ylabel(Sh$','Interpreter','latex','Rotation',0,'FontSize',12)

：
8.9
0.81
0.7
06-
0.5高
0.4
03[
02
D.1

0802D.4 0.6-0.4-02 0-0.6
料

团6.8 解询线的图形

这里调用函数 bvpinit，计算区间【-1，1】上等间距的20个点的数据，然后调用函数
bvp4c，得到数值解的结构 gol，填充命令fl 填充x→ 平面上的解曲线。

一般地，bvp4c的调用格式如下;
sol=bvp4c{0odefun,bcfun,Bolinit,options,pl,p2.);

函数 odefun 的格式为

yprime =odefun (x,y,p1,p,.;
函数 bcfun的格式为

res=befun tya,yb, p1,p2.-);
初始猜测结构 solinit 有两个城，solirit.x提供初始猜测的x值，排列顺序从左到右排

列，其中solinit.x（1）和 solitx（end）分别为a和b。对应地，solinit.y（∶，i）给出点
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solinit.x（i）处初始猜测解。

输出参数so1是包含数值解的一个结构’其中sol.x给出了计算数值解的匆点’

sol.x（j）处的数值解由sol.y（:’i）给出’类似地’sol.x（i）处数值解的-阶导数值由sol.yp

（: ’i〉给出。

可以把上面的所有函数都放在-个文件中’程序如下:

c1c′c1ear′c1◎sea11

s◎11n让＝hvp土n让（1土nsp己ce（ˉ1′1′20）′Cdr◎p1n让）′

s◎1＝bvp4c（edr◎p′6dr◎phc′s◎11n让）

fn1（s◎1·x′s◎1.y（1′ :）′ ［0·7′0·7′0·7］）′己x土s（［＝1′1′0′1］）

x1己be1（｜SxS!′｜工nterpreter｜′ ｜1a亡ex｜′ ｜F◎n七S1ze｜′12）

y1己be1（｜Sh＄!／工n七erpre亡er｜′ ｜1己七ex｜′ ｜R◎t己仁土◎n!′0′ !F◎n仁S土ze｜′12）

func亡土◎nypr土me＝dr◎P（x′y）;

ypr1me＝［y（2）;（y（1）～1）＊（1＋y（2）＾2）＾（3／2）］;end

func亡j◎nres＝dr◎pbc（y己′yb）′

res＝［Y己（1）》yb（1）］′end

fUnC亡1◎ny土n让＝dr◎p1n让（X）′

y1n让≡［sαr亡（1＝x·＾2）;ˉx.／（0·1＋sqr℃（1ˉx·＾2））］;end

例6·16描述鳃＝0处固定’鳃＝1处有弹性支持’沿着z轴平衡位置以均匀角速度旋
转的绳的位移方程

d2

Fy（鳃）铡（缅）＝0’
具有边界条件

′（0）≡α倘（氢）儿厂l,6（铡）俞（露）儿厂0
解这个边值问题是一个特征问题,必须找到参数仙的值使得方程的解存在。如果

提供了参数队的猜测值和对应解的猜测值’也可以利用函数bvp4c求解特征问题°上述
微分方程可以写成下面的微分方程组:

）

使用仙＝5’yl（“）＝sim’和y2（则）＝cos“作为初始猜测解。编写程序如下:
c1c′c1ear

eα＝0（x′y′∏lu） ［y（2）;-∏lu＊y（1）］; 老定义一阶方程组的匿名函数

］od＝e（y己′yb′mu）［Y己（1）;y己（2）-1;yb（1）＋yb（2）］′ 堵定义边值条件的匿名函数

guess＝6（x）［s1n（2＊x）;2＊c◎s（2＊x）］; 嗜定义初始猜测解的匿名函数

guess-S亡ruc七ure≡bvP土n让（11nsP己ce（0′1′10）′guess′5）′ 啥给出初始猜测解的结构′mu＝5

s◎1＝bvp4c（eq′bd′guess罗仁ruc亡ure）; 墙计算数值解
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golinit. x（i）处初始猜测解。
输出参数 sol 是包含数值解的一个结构，其中sol.x给出了计算数值解的x点，

solx（i〕处的数值解由sol.y（∶，i）给出，类似地，ol.x（i）处数值解的一阶导数值由 sol.yP

（∶，i）给出。
可以把上面的所有函数都放在一个文件中，程序如下;

clc, clear, close al1
solinit=bvpinit{linspace(-1,1,20),@dropinit};

sol=bvp4c (edrop,4dropbc,solinit)

fil1(aol.x, so1.y[,:),[0.7,0.7,0.7], axi8([-1,1,0,1]>
xlabel(Sx $','Intexpreter','latex','FontSize',12)

ylabel"Shs','Interpreter','latex,'Rotation',0,'PontSize',12)

function yDrine=drop (x,y)r
Yprimne=[L (2)1ty()-1)* (1* 2)"2)^(3/2)]; end

function res=dropbc tya,yb);

reB= [ya(1];yb 1)]; end

function yinit=aropinit (x);

yinit=[8qgrt (1-x."2);-x./(0.1+sqrt(1-x、^2)l];end

例6.16 描述x=0处固定，z=1处有弹性支持，沿着z轴平衡位置以均匀角速度旋
转的绳的位移方程

d酚义已言已门。
具有边界条件

Zo0-0（vo）】.-* so号"产守三卢“
解 这个边值问题是一个特征问题，必须找到参数μ的值使得方程的解存在。如果

提供了参数μ的猜测值和对应解的猜测值，也可以利用函数 bvp4c 求解特征问题。上述
微分方程可以写成下面的微分方程组∶

哎文已”义艺。么？
d哎文艺”“适六艺02

使用μ=5，y（x）= sincx和yA（x）=cosx作为初始猜测解。编写程序如下;
clc, clear
eq=6(x,y,ma) Ey (2);-mu*y(1)]; ??义一阶方程组的匿名函数
bd=8 ta,yb,mu}ta{1):ya(2}-1;yb(1)*yb(2)]; 舍定义边值条件的匿名函数

guesE=a (x)[8in(2*x);2*cog (2*x)J; 8定义初始猜测解的匿名函数

gues8_structure=bvpinit（1inapece（01，10}，gueas，5）;给出初始精测解的结构，mu=5
eol=bvpdc [eq,bd,gue88_tructure); 电计算数值解
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p1◎仁（s◎1·x′s◎1·y（1′ :）′ 0～｜ ′s◎1·x′s◎1·yp（1′ :）′ ‖-『′ 0L土neW土d仁h‖′2）

x1己be1（!＄x＄｜／F◎n仁S1ze｜′12′｜工nte〕pre仁er｜′｜L己仁ex｜）

y1ahe1（『＄y＄｜ ′｜F◎n仁S土ze｜′12′｜工n亡erpre℃er｜′｜L己亡ex!′｜R◎亡己仁土◎n｜′0）

1egend（!＄y」＄｜′｜＄yˉ2＄｜ ′｜工n℃erpre仁er｜′｜L己七ex｜）

图6.9给出了上述边值问题解的图形°
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图6.9解曲线及导数曲线的图形

例6·17微分方程组为

／0,

）.5（测＝u）

09ˉ1O0［

’

（测-γ）＝0.5测（＂ˉu））／z’

’

边界条件为u（0）＝U（0）＝测（0）＝1;z（0）＝＝10;测（1）＝y（1）。

解使用如下猜测解:

1’

1’

＝45卯2＋8·91勿＋1’

10’

＝4.5勿2＋9卯＋0·91.

编写如下程序:

c1c′c1e己r

eq＝c（x′Y）［0。5＊y（1）＊（y（3）＝y（1））／y（2）

ˉ0。5＊（y（3）＝y（1））

（0·9＝1000＊（y（3）＝y（5））＝0·5＊y（3）＊（y（3）＝y（1）））／y（4）

0.5＊（y（3）一y（1））
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plot (so1.x,sol.y(1,:),'-,sol.x,sol,yp(1,),'--','Lineiath',2)
xlabel"$xs','FontSize',12,'Interpreter','Latex'}
ylabel'sy s',FontSize',12,'Interpreter','Latex','Rotation',0)

1egend('sy_1s','$y_2$','Incerpreter',Latex')

图6.9给出了上述边值问题解的图形。

1

0.s

” 。
-05 0.96 0.80.60.4 0.30.50.3029.1 X

图6.9 解曲盛及导教曲战的围形

例6.17 微分方程组为
[u'=0.5u(o0-u)/o,
y'=-0.5（业-u），
w'=(0.9-1000(wy)-0.5w(w-u))/z,
'=0.5(w-u),
y'=-100(y-w),

边界条件为u（0）=o（0）=w（0）=1;z（0）=-10;w（1）=y（1）。
解 使用如下猜测解∶

@(x)=1,
(x)=1,
<砂（x）=-4.5x2+8.91x+1，
z(x)=10,
yr(x)=-4.5+9?.91.

编写如下程序;

clc, cleaz
eq=0x,y)0.5*y()*t(3)-y{))/y(2)

-0.5*ty13)-y(1))
（0.9-1000*t（}-y（5）-0.5*y3）*留3-y{））/y（〉
0.5*ty (3)-Y(1))
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哈定义一阶方程组的匿名函数100＊（y（3）ˉy（5））］′

］。d＝0（y己′yh）［Y己（1）ˉ1;y己（2）ˉ1′y己（3）ˉ1′y己（4）＋10′y］o（3）ˉyb（5）］′嗜定义边值条件

guess＝C（x） ［1;1『-4.5＊x.＾2＋8.91＊x＋1;-10′ˉ4.5＊x.＾2＋9＊x＋0.91］′墙定义初始猜

测解

哈给出初始猜测解的结构guesss七ruc仁ure＝bvp土n让（11nsp己ce（0′1′5）′guess）『

s◎1＝bvP4c（eq′hd′guesss仁ruc亡ure）; 8计算数值解

p1◎℃（s◎1·x′s◎1·y（1′ :）／＝＊!′s◎1.x′s◎1。y（2′ :） ′｛-D『′s◎1.x′s◎1·y（3′ :） ′｜ :S｜ ′. . .

s◎1.x′s◎1.Y（4′ :）／ˉ·O‖′s◎1.x′s◎1.y（5′ :）′!ˉˉP′） 老画出5条解曲线

1egend（｛｜SuS｜′｜＄vS｜′｜＄w＄｜′!＄z＄｜ ′｜Sy＄｜｝′ ｜工n仁e工p工e仁er｜′ ｜1a亡ex｜ ′ . . .

｜L◎c己仁1◎n｜／s◎u仁hwes仁｜） 殆图例标注在左下角

6.4微分方程建模实例

6.4·1Malthus模型

1789年’英国神父Malthus在分析了100多年人口统计资料之后’提出了Malthus

模型°

1·模型假设

（1）设狐（t）表示t时刻的人口数’且”（t）连续可微。

（2）人口的增长率r是常数（增长率＝出生率＝死亡率）°

（3）人口数量的变化是封闭的’即人口数量的增加与减少只取决于人口中个体的生

育和死亡’且每-个体都具有同样的生育能力与死亡率°

2·建模与求解

由假设’t时刻到t＋△t时刻人口的增量为卯（t＋△t）-卯（t）＝砌（t）△t,于是得

惊｀ 〖刃｛
其解为

绷（t）＝“oe郧. （6.28）

3·模型评价

考虑200多年来人口增长的实际情况’1961年世界人口总数为3.06×109’1961-

1970年’每年平均的人口自然增长率为2％’则式（6.28）可写为

勿（t）＝3.06×10’ .eo02（‘ˉl％l） （6.29）

根据1700＿1961年世界人口统计数据’发现这些数据与式（6.29）的计算结果相当

符合。因为在这期间地球上人口大约每35年增加1倍’而式（6.29）算出每34.6年增加
1倍°

但是’利用式（6.29）对世界人口进行预测’也会得出惊异的结论’当t＝2670年时,
匆（t）＝44×10l5’即叫00万亿’这相当于地球上每平方米要容纳至少20人。

显然’用这-模型进行预测的结果远高于实际人口增长’误差的原因是对增长率厂的

估计过高。由此’可以对r是常数的假设提出疑问°
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100* (y(3)-y(5?)]: 定义一阶方程组的匮名函数
bd=曝tya，yb）ta（）-1;ya（）-1;ya（3）-1∶ya（4）+10;yb（3）-yb（5）;8定义边值条件
que8s=8（x）【1;l;-4，5*x."2+8.91*x+l;-10;-4.5·x.~2+9*x+0，91】;定义初始猜

测船
8 给出初始猜测解的结构gue6s_Btructure=bvpinit (linspace (0,1,5),guess);
计算数值解8ol =bvp4c (eg,bd,quess_structure);

plot（sol.x，aol.y（1，）1，'-*'，8ol.x，sol.y亿2，∶），-D，Bol.x，sol，y（3，∶），S'...
8高出5条解曲线sol.x:Bal.yt4,;),'-.O',8o1.x,sol.y(5,;},'--P')

legend(f$u$','$v$','Sw$','Sz $','Sy s'),'Interpretexr','latex',.
8图例标注在左下角Location','southwest'}

6.4 微分方程建模实例

6.4.1 Malithus模型

1789年，英国神父 Malthus在分析了100 多年人口统计资料之后，提出了Malthus

模型。
1. 模型假设
<1）设x（t）表示∶时刻的人口数，且x（t）连续可微。
（2）人口的增长率r是常数（增长率=出生率-死亡率）。
（3）人口数量的变化是封闭的，即人口数量的增加与减少只取决于人口中个体的生

育和死亡，且每一个体都具有同样的生育能力与死亡率。
2. 建模与求解
由假设，时刻到计△t 时刻人口的增量为x（+△s）→（t）=π（t）At，于是得

ds_=%,d (6.27)
冥它”

其解为
x(t)=*。e"°. (6.28)

3.模型评价
考虑200多年来人口增长的实际情况，1961年世界人口总数为3.06×10°，1961一

1970年，每年平均的人口自然增长率为2??则式（6.28）可写为
(6.29)*(t)= 3.06×10°·en(-179.

根据1700—1961年世界人口统计数据，发现这些数据与式（6.29）的计算结果相当
符合。因为在这期间地球上人口大约每 35年增加1倍，而式（6.29）算出每 34.6年增加

1倍。
但是，利用式（6.29）对世界人口进行预测，也会得出惊异的结论，当r=2670年时，

x（t=4.4×104，即4400 万亿，这相当于地球上每平方米要容纳至少 20人。
显然，用这一模型进行预测的结果远高于实际人口增长，误差的原因是对增长率r的

估计过高。由此，可以对r 是常数的假设提出疑问。
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6·4.2Logistic模型

如何对增长率厂进行修正呢?我们知道,地球上的资源是有限的,它只能提供—定数

量的生命生存所需的条件°随着人口数量的增加,自然资源｀环境条件等对人口再增长的

限制作用将越来越显著°如果在人口较少时’可以把增长率r看成常数’那么当人口增加

到一定数量之后’就应当视厂为＿个随着人口的增加而减小的量’即将增长率厂表示为人

口躯（t）的函数厂（“）’且厂（“）为绷的减函数°

1·模型假设

（1）设厂（z）为卯的线性函数’r（“）＝r＝耽（工程师原则’首先用线性）°

（2）自然资源与环境条件所能容纳的最大人口数为卯砸’即当躯＝匆厕时,增长率

厂（卯厕）≡0°

2·建模与求解

由假设可得『（蹦）ˉ′（lˉ乏）’则有

懂｜!嗣‰ 〖川』
式（6.30）是一个可分离变量的方程’其解为

卯m
鳃（t）＝ （6.31）

e＿l）1＋ e＝厂（t～β0）

3·模型检验

由式（6.30）’计算可得

攀≡产（!＿量）（lˉ刽. （6.32）

人口总数卯（t）有如下规律:

（1） lim“（t）＝“咖’即无论人口初值鳃o如何’人口总数以鳃顾为极限。
〖→函

（2）当…腮时,差＝（l＿乏）鳃≥0,这说明翰（‘）是单调增加的,又由式（删）知;
当露≤苦时,等＞…（‘）为凹函数』当氮≥苦时,等≤…（′）为凸函数.

（3）人口变化率差在甄＝苦时取到最大值,即人口总数达到极限值—半以前是加速增
长时期’经过这-点之后’增长率会逐渐变小’最终达到零°

6·4·3美国人□的预报模型

例6·18利用表6.1给出的近两个世纪的美国人口统计数据（单位:百万）’建立人

口预测模型’最后用它预报2010年美国的人口°
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6.4.2 Logistic模型

如何对增长率r 进行修正呢?我们知道，地球上的资源是有限的。它只能提供一定数

量的生命生存所需的条件。随意人口数量的增加，自然资源、环境条件等对人口再增长的
限制作用将越来越显著。如果在人口较少时，可以把增长率r看成常数，那么当人口增加
到一定数量之后，就应当视r为一个随着人口的增加而减小的量，即将增长率r表示为人
口x《t）的函数r（x），且r（x）为x的减函数。

1。模型假设
（1）设r（x）为z的线性函数，r（x）=r-sx（工程师原则，首先用线性）。
{2）自然资源与环境条件所能容纳的最大人口数为x，即当z=x.时，增长率

r(x)=0。
2.露模与求解

），则有由假设可得（2）=7 ，此r1-
第

(dx宁心=外da (6.30)
冥艺”号？

式（6.30）是一个可分高变量的方程，其解为

忠m (6.31)史” 沟J1+ 二1

矿
3.模型检验
由式（6.30），计算可得 “，=*(-(0-a) (6.32)d2
人口总数x（a）有如下规律∶
（1）limx（t）=z，即无论人口初值z如何，人口总数以x为极限。

“下史 >0，这说明x（2）是单调增加的，又由式（6.32）知∶（2）当02c时 =7:d”eJo 的、* <0，x=x（1）为凸函数。>0，x=x（2）为凹函数;当x> 欲当x< [e 'dt0
管在x=2（3）人口变化率;站 时取到最大值，即人口总数达到极限值一半以前是加速增d

长时期，经过这一点之后，增长率会逐渐变小，最终达到零。

6.4.3 美国人口的预报模型

例6.逸8 利用表6.1给出的近两个世纪的美国人口统计数据（单位;百万）），建立人

口预测模型，最后用它预报2010年美国的人口。
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表6.1 美国人口统计数据

年
—
川

1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 19q0

386 502 629 760 920 1065 1232 1317

年
■■■■■■■■■■■■■■■■■

人口

1950 1960 1970 1980 1990 2000

I507 1793 2040 2265 2514 281q

年
—
川

1.建模与求解

记嘶（t）为第′年的人口数量’设人口年增长率r（卯）为z的线性函数’了（熊）＝r＝酗。自

然资源与环境条件所能容纳的最大人口数为匆哪’即当匆＝卯顾时’增长率r（匆顾）＝0’可得

『（翰）＝（!—司,建立…人口模型

横国‰
其解为

‖

‖

‖

』

■

‖

‖

‖

‖

‖

‖

』

‖

‖

｜

｜

｜

｜

□

｜

｜

｜

□

｜

‖

‖

卯加
z（j）＝ （6.33）

‖匡ˉl）.ˉ巾ˉ0
2·参数估计

把表6.1中的全部数据保存到文本文件data6-18。txt中。

1）非线性最小二乘估计

把表6.1中的第1个数据作为初始条件扩利用余下的数据拟合式（6.33）中的参数鳃腮

和厂,求得r＝0.0274’躯顾＝342.4441’2010年人口的预测值为282。6806百万°

2）线性最小二乘估计

为了利用简单的线性最小二乘法估计这个模型的参数r和z顾’把Logistic方程表示为

1 咖 厂

（6·34）了.丽＝『ˉs鲸,s＝＿.卯m

分别用k＝1’2’…’22表示1790年’1800年’…’2000年°

（1）利用向前差分,得到差分方程

1 “（k＋1）＝匆（k）

“（k） △t ＝r＝酗（k）’k＝1’2’…’21’ （6·35）

其中步长△t＝10。

利用Matlab软件求得r＝0.0325’卯砸＝294·3860。2010年人口的预测值为277.9634

百万°

（2）利用向后差分’得到差分方程

l勿（k）ˉ匆（k-1）

卯（k） △j ＝厂→跳（k）’k≡2,3,…’22’ （6.36）

｝
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1790 1800 1810 1820 1830 1840 1850

3.9 5·3 7。2 9·6 12·9 17·1 23。2

表6.1 美国人口统计数据
18601850184018301810 182018001790年

23.212.9 31.43.9人口 17.9.67.25.3
年 19401920910 193018901880 19001870

106.576.0 131.762.9人口 23.29.038.6 50.2
幕 20001990198019601950 197D

281.4251.426.5人口 179.3150.7 204.0

1。醴模与求解
记x（t）为第∶年的人口数量，设人口年增长率r（z）为x的线性菌数，r（x）=r-s。自

然资源与环境条件所能容纳的最大人口数为z，即当x=x。时，增长率r（x）=0，可得“(x2)=*[1 ，建立Logistic 人口模型
净

2d_
献，、d

冥艺”当了
其解为

?? (6.33)x(t》=
年。 行各色I*)
六

2.参数估计
把表6.1中的全部数据保存到文本文件 data6_18.tkt 中。

1）非线性最小二乘估计

把表6.1中的第I个数据作为初始条件;利用余下的数据拟合式（6.33）中的参数z。
和r，求得r=0.0274，=342.4441，2010年人口的预测值为282.6806百万。

2）线性最小二乘估计

为了利用简单的线性最小二乘法估计这个模型的参数r和x，，把Logitic 方程表示为

dxr。予占下小人 (6,34)d"2
分别用k=1，2⋯，22表示1790年，1800年，⋯，2000年。
（1）利用向前差分，得到差分方程

1 *（品+1）-z（k）。er-sx(k),k=1,2,⋯,21, (6.35)喀。.x（长）
其中步长 Az=10。

利用Matlab软件求得r=0.0325，x。=294.3860。2010年人口的预测值为277.9634
百万。

（2）利用向后差分，得到差分方程

1x(k)-x(t-10=re(t),k=2,3⋯,22, (6.36)火巴 A
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｝

其中步长△t＝10°

利用Matlab软件求得r≡0.0247’卵砸＝373.5135。2010年人口的预测值为264.9119
百万°

从上面的三种拟合方法可以看出’拟合同样的参数’方法不同可能结果相差很大。
c1c′c1e己r′己＝readm己亡nx（｜d己t己618·亡xt｜）′

x＝己（［2:2:6］′ :）｜》x＝x（～1sn己n（x））;

fn＝C（r′xm′仁）】ml.／（1＋（〕ml／3.9ˉ1）＊exp（＝r＊（亡＝1790）））; 老定义匿名函数

ft＝f让亡ype（fn′｜jndependen仁!′｜七｜）; 七＝［1800:10:2000］!′

［f′s亡］＝f让（℃′x（2:end）′f仁′ ｜S仁己r亡P◎土n仁｀′r己nd（1′2）′ . . .

｜L◎wer｜′［0′280］′｜UPper｜′［0.1′1000］） 老由先验知识主观确定参数界限

xs＝c◎effv己1ues（f） 啥显示拟合的参数值

xh＝f（2010） 啥求2010年的预测值

嗜向前差分a＝［◎nes（21′1） ′一x（1:endˉ1）］′

b＝d迁f（x）·／x（1:end≡1）／10;

cs＝a＼b′r＝cs（1）′xm＝r／cs（2）

xh≡fn（r′】ml′2010） 老求2010年的预测值

啥向后差分己＝［◎nes（21′1）′-x（2:end）］;

D＝d迁f（x） ·／x（2:end）／10′

cs＝己＼b;r＝cs（1）′xm≡r／cs（2）

xh＝fn（r′］ml′2010） 老求2010年的预测值

6.4·4两个种群的相互作用模型

两个种群在同＿环境中生存,通常表现为生存竞争｀弱肉强食或互惠共存几种基本形

式。本小节介绍种群的生存竞争与弱肉强食模型。

1·种群竞争模型

基本假设

设在t时刻两个种群群体的数量分别为则l（t）和”2（t〉°假设:

（1）初始时两个种群的数量均较小’分别为匆0,嘶!’此后在-定时期内各自以自然增

长率增长°

（?）每-种群群体的增长都受到Logistic规律的制约°设其自然增长率分别为r｜和
厂2’在同-资源、环境制约下只维持第一个或第二个种群群体的生存极限数分别为K｜

和腾°

（3）两个种群依靠同一种资源生存’这两个种群的数量越多,可获得的资源就越少’

从而物种的种群增长率就会降低°而且随着种群群体数量的增加’各自种群的增量都会

对对方种群的变化产生＿定的限制影响°

模型建立

对第-个种群而言’若第二个种群的每个个体消耗资源量相当于第-个种群每个个

体消耗资源量的αl倍’则第＿个种群群体数量的增长率为
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B

其中步长 Ax=10。
利用Matab软件求得r=0.0247，x=373.5135。2010年人口的预测值为264.9119

百万。
从上面的三种拟合方法可以看出，拟合同样的参数，方法不同可能结果相差很大。
clc,clear,anreadmatrix('aata6_18,txt');
x=a((2:2:61,:}';x=x(~isnan{x));

fn=@(r,xm,t)xm./(1+(xm/3.9-1)*ex(-r*(t-1790); 8定义匿名函数

ft=fittype(fn,'independent','t'); t=[1800:10:2000]';
[E,8t]=fit(t,x(2;end),f,'StartPoint',rand(1,2)..

'Lower', [0,280],Uupper',[0.1,1000]] 舍由先验知识主观确定参数界晨

x8=CoefFvalue8 (f) 6显示拟合的参数值

xth=E (2010) 8求2010年的预测值

8向前差分a= [ones (21,1),-x(l:end-1)];

b=diff (x). /x(:end-1)/10;

CS=a\b; r=c8(l), xm=r/cs(2)
名求 2010年的预测值xh=fn(t,xm,2010)

号向后差分a= [ones [21,1),-x[(2:end)J;

b=diff (x)./xt(2:end)/10;
cs=a\b;r=cs (1), xm=r/c8 12}

名求2010年的预测值xh=Fn (r,xm,2010)

6.4.4 两个种群的相互作用模型

两个种群在同一环境中生存，通常表现为生存竞争、弱肉强食或互惠共存几种基本形

式。本小节介绍种群的生存竞争与弱肉强食模型。

1.种群竟争模型

基本假设
设在∶时刻两个种群群体的数量分别为z，（s）和z，（t）。假设∶
（1）初始时两个种群的数量均较小，分别为z2，z2，此后在一定时期内各自以自然增

长率增长。
（2）每一种群群体的增长都受到Logitic 规律的制约。设其自然增长率分别为r，和

r2，在同—资源、环境制约下只维持第一个或第二个种群群体的生存极限数分别为 K，

和K。
（3）两个种群依靠同一种资源生存，这两个种群的数量越多.可获得的资源就越少.

从而物种的种群增长率就会降低。而且随着种群群体数量的增加，各自种群的增量都会

对对方种群的变化产生一定的限制影响。

模型建立
对第一个种群而言，若第二个种群的每个个体消耗资源量相当于第一个种群每个个

体消耗资源量的α，倍，则第一个种群群体数量的增长率为
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′（lˉ塑丢匀蜒「
同理’设第-个种群的每个个体消耗的资源量为第二个种群每个个体消耗资源量的

α2倍’则第二个种群群体数量的增长率为

Ⅶ（l＿宁）鳃″
综上所述’两个种群竞争系统的群体总数“l（t）和z2（t）应满足微分方程组

）（l—颇』寄』缀.

（lˉ等）蕴”
勿『’ 鳃2（0）＝鳃!.

（6.37）

2.弱肉强食模型

下面讨论另-类生物链问题的数学建模问题’即弱肉强食模型。此类问题广泛存在

于自然界中’如大鱼吃小鱼、狼群与羊群等°

设t时刻第-个种群的数量和第二个种群的数量分别为“l（t）和“2（j）。初始时种群

数量分别为”｛和卯!。

基本假设

（1）第一个种群的生物捕食第二个种群的生物’其种群数量的变化除了自身受

IDgistic规律的制约外’还受到被捕食的第二个种群的数量影响°

（2）第二个种群的数量变化除了自身受自限规律影响外’还受其天敌第-个种群的

数量影响。第二个种群的种群数量越多’被捕杀的机会越多’从而第一个种群的繁殖

越快°

（3）设两个种群的自然增长率分别为厂l和厂2’各自独自生存的生存极限数分别为Kl

和K2。

模型建立

对强食型的第一个种群’其种群数量的增长率受自身LogisUc规律限制’同时还受第

二个种群供应水平影响:供应能力（即第二个种群数量）越强’对第-个种群的数量增长

刺激越明显°不妨假定单位时间内第-个种群的单位个体与第二个种群的有效接触数为

bl2“2（t）’其中bl2＞0为比例系数。

誓≡乃（lˉ副…氢″
另外’第-个种群数量越多’第二个种群被捕杀的数量也就越多’从而种群数量减少

得越快’考虑到自限规律的因素’第二个种群的增长率应为

著ˉ呛（lˉ勘…鳃…
式中:b2!为正实数’为两个种群之间的接触系数。

因而鳃l（t）和”2（t）应满足微分方程组
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4;+8r2].K,·
同理，设第一个种群的每个个体消耗的资源量为第二个种群每个个体消耗资源量的

α2倍，则第二个种群群体数量的增长率为
xz+0L年业 M2:K2

综上所述，两个种群竞争系统的群体总数z，（t）和z，（t）应满足微分方程组

(ds', 吐玄均了？i=r7 K,d
(6.37)内占。dz,

，业 6.部’ K。
[r,(0)=29,x4(0)=2

2.弱肉强食模型

下面讨论另一类生物链问题的数学建模问题，即弱肉强食模型。此类问题广泛存在

于自然界中，如大鱼吃小鱼、狼群与羊群等。

设∶时刻第一个种群的数量和第二个种群的数量分别为x，（t）和x，（t）。初始时种群
数量分别为x和z2。

基本假设
（1）第一个种群的生物捕食第二个种群的生物，其种群数量的变化除了自身受

Logistic 规律的制约外，还受到被捕食的第二个种群的数量影响。
（2）第二个种群的数量变化除了自身受自限规律影响外，还受其天敌第一个种群的

数量影响。第二个种群的种群数量越多，被捕杀的机会越多，从而第一个种群的繁殖

越快。
（3>设两个种群的自然增长率分别为r，和r。，各自独自生存的生存极限数分别为K，

和K2。
模型建立
对强食型的第一个种群，其种群数量的增长率受自身Logistic 规律限制，同时还受第

二个种群供应水平影响;供应能力（即第二个种群数量）越强，对第一个种群的数量增长

刺激越明显。不妨假定单位时间内第一个种群的单位个体与第二个种群的有效接触数为

brz2z2（z），其中bn>0为比例系数。
针， 】+14，西：=r;轧

另外，第一个种群数量越多，第二个种群被铺杀的数量也就越多，从而种群数量减少
得越快，考虑到自限规律的因素，第二个种群的增长率应为

d. 当矿占产凸。，=t,dz
式中;b，为正实数，为两个种群之间的接触系数。

因而x（t）和 x，（t）应满足微分方程组

174



（卜羞）露』…》

（u—司…仰…
鳃↑’施2（0）＝绷!.

该模型是较经典的捕食者ˉ被捕食者模型的-种形式。更多的讨论可基于食物

链中各种群的增长规律以及种群之间的相互依存关系’建立基于各类具体问题的数

学模型。

把类似的讨论应用到其他研究领域’也可以得到相似的模型’如市场中同类商品价格

的相互竞争问题等°

在不同的假设下’可以得到不同的捕食者-被捕食者模型。

例6。19捕食者-被捕食者方程组

:剿｜‖二!己 ＂Ⅷ
式中:匆（t〉表示t个月之后兔子的总体数量;y（t）表示t个月之后狐狸的总体数量;参数

α、b、c、d未知。利用表6.2的13个观测值’拟合式（6.38）中的参数α｀b｀c｀α。

表6.2种群数量的观测值

12

18

53

26

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

】
″
＝
』

鳃（t）
＿

y（t）
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

解微分方程对应的差分方程为

｜｝》窒二‖〉‖舅二‖二;「翅灵, ＂≡0,1｀…,l』
式中:则隐｀y腮、jk分别为“｀γ、t的第k个观测值（k＝0’1’…,12）。

可以将式（6.39）改写成

（6.39）

「｛｜们 ｜…1 ｛6‖!［君ˉ了′二′ ″虽） ｜
上述所有的差分方程可以写成矩阵格式:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 1 2 3 4 5 6 8 10 12 14 16

60 63 64 63 61 58 53 叫 39 38 41 46

30 34 38 44 50 55 58 56 47 38 3O 27

(dr: “’言古日于=r,d K、
dxz *2z*-8;*,-=n$: K/)
【r（0）=x，z，（0）=x号

该模型是较经典的捕食者-被捕食者模型的一种形式。更多的讨论可基于食物
链中各种群的增长规律以及种群之间的相互依存关系，建立基于各类具体问题的数

学模型。
把类似的讨论应用到其他研究领域，也可以得到相似的模型，如市场中同类商品价格

的相互竞争问题等。
在不同的假设下，可以得到不同的捕食者-被捕食者模型。

例6.19 捕食者-被捕食者方程组

[dw
-at-bxy,x(0)=60,d

(6.38)、-cy+dey,r(0)=30.de
式中∶x（t）表示t个月之后兔子的总体数量;y（t）表示∶个月之后狐狸的总体数量;参数
a、b、e、d未知。利用表6.2的13个观测值，拟合式（6.38）中的参数a、b、c、d。

表6.2 种群数量的观测值

巳16” 乙 夕多”n、！o 12”。
16； 的多多互。 6，自 1811210

4乌6 59式 4641383953664636
389 2638 岂y0 555034 58囊30 47 30

解 微分方程对应的差分方程为

f(zw1-xa)/(4w-t)= αw-brDy1, (6.39)k=0,1,⋯,11,
{{ym-y )/(fw-a)=-cy,+deaya,

式中∶xy喜分别为xy、的第乐个观测值（k=0，1，⋯，12）。
可以将式（6.39）改写成

可八学己了亨芝了夕了宁不专二子艺之旦艺
上述所有的差分方程可以写成矩阵格式;
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‖
利用线性最小二乘法’求得α＝0·1907’b＝0。0048’c＝0.4829’‘＝0·0095°

c1c′c1e己r

亡0＝［0 1 2 3 4 5 6 8 10 12 14 16 18］′;

x0＝［606364636158534439 38 41 46 53］｜;

y0＝［303438445055585647 38 30 27 26］｜′

dt＝d土迁（七0）′dx＝d土迁（x0）′dy＝d1ff（y0）;

亡emp＝x0（1:end＝1） ·＊y0（1:end-1）;

m己仁＝［x0（1:end-1）′ˉ亡emp′zer◎s（12′2）

zer◎s（12′2） ′＝y0（1:end-1）′仁eI卯］′ 嗜构造线性方程组的系数矩阵

c○ns七＝［dx.／d仁′dy.／d七］′ 老构造线性方程组的常数项列

己］ocd＝m己亡＼c◎nst 嗜拟合参数己′b′c′d

例6.20捕食者-被捕食者方程组

｜

二r二′窟;｜‖:删（ （6.41）

式中:“（t）表示j个月之后兔子的总体数量;γ（t）表示t个月之后狐狸的总体数量°
研究如下问题:

（1）鳃（t）和γ（′）的总体数量变化的周期°

（2）勿（t）的总体数量的最大值和最小值°

（3）y（t）的总体数量的最大值和最小值。

解令

｛军刹阅二0（
得临界点（50’40）’它是一个稳定的中心’表示50只兔子和40只狐狸的平衡数量°方程

组（6.41）的轨线和方向场见图6.10°方向场说明点（“（t）’y（t））以逆时针方向沿其轨道
运行’并且兔子和狐狸的总体数量分别在它们的最大值和最小值之间周期性振动°相位

平面图像的—个不足之处是没有给出每条轨道变化的速度。

通过做每个物种总体数量的（关于时间t的〉函数的图像’可以弥补这个“缺少时间

意义”的不足°在图6.11中’做出了绷（t）和γ（t）数值解的图像。通过两个相邻极小点的

时间间隔就可以得到每个物种总体数量变化的周期T为20·2201个月’计算得:匆（t）的最

大值为69.8810’匆（t）的最小值为34.2513’y（t）的最大值为66.7664’y（t）的最小值
为21.56叫°
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｛

平
(x-*)/(E-t)⋯a
个占工日“己夕

豆 (-3b))/(4;-18)：：d
(y-n)/(ta-En)]

利用线性最小二乘法，求得 a=0.1907，b=0.0048，c=0.4829，d=0.0095。

clc, clear
5 6 8 10 12 14 16 18]'tt0= [0 1 2 3

x0=[60 63 64 63 61 58 53 44 39 38 41 46 53]';

y0=[30 343844 50 55 58 56 47 38 30 27 26];

dt=diff(t0); dx=diEf 1x0);ay=diff (yO);
temp=x0 {1:end-1),*y0(1:end-1);

mat={x0 (l;end-1),-temp,zero(12,2)
zeros (12,2),-y0(L;and-1),temp]; g构造线性方程组的系数矩阵

const= [dx./dt; dy./dJ; 8构造姨性方程组的常数项列

鲁报合参数a，b，c，dabcd=mat \const

例6.20 捕食者-被捕食者方程组

8:E=0.2z0.0593,*(0)=70二华’ (6.41)d三-0.5y+0.01y.y（0）=40.0
式中∶x（t））表示t个月之后免子的总体数量;y（t）表示∶个月之后狐狸的总体数量。

研究如下问题∶
（1）x（z）和y（t）的总体数量变化的周期。

（2）x（z）的总体数量的最大值和最小值。

（3）y（t）的总体数量的最大值和最小值。

解 令
(0.2x-0.005xy=0,
(-0.5y+0.01xy=0

得临界点（50.40）.它是—个稳定的中心.表示 50只免子和40只狐理的平衡数量。方程

组（6.41）的轨线和方向场见图6.10。方向场说明点（x<t），y（t））以逆时针方向沿其轨道
运行，并且免子和狐狸的总体数量分别在它们的最大值和最小值之间周期性振动。相位
平面图像的一个不足之处是没有给出每条轨道变化的速度。

通过做每个物种总体数量的《关于时间∶的）函数的图像，可以弥补这个"缺少时间
意义"的不足。在图6.11中，做出了x（t）和y（t）数值解的图像。通过两个相邻极小点的
时间间隔就可以得到每个物种总体数量变化的周期T为20.2201个月，计算得∶x（t）的最
大值为69.8810，x（t）的最小值为34.2513，y（t）的最大值为66.7664，y（t））的最小值
为21.5644
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图6·11捕食者ˉ被捕食者的周期变化

c1c′c1ear′c1°seaU′L＝100;培求鳃寸间长度
x＝20:5880′y＝10:5:80′ ［x′y］＝mesh口工j『d（x′y）′

u＝0°2＊x＝0.005＊x·＊y′v＝-0·5＊y＋0·01＊x°＊y′
0

qujver（x′y′u′v）′h◎1d◎n 《

dXy＝e（℃′z） ［0.2＊z（1）-0.005＊z（1）＊Z（2）

ˉ0.5＊z（2）＋0.01＊z（1）＊z（2）］; 嗜定义微分方程组的右端项

s◎1＝◎de45（d】盯′ ［0′L］′ ［70′40］）′ ,｝丫fⅧ
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图6.10 轨战及方向场
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图6.11 捕食着-枚捕食者的周期变化

clc，clear，close all1，L=100;名求编时间长度
x=20:5:801y=10:5:80;[x,y]=meshgrid(x,Y);
u=0.2*x-0.005*x、*y;v=-0.5*y+0.01*x.*yi;
quiver (x,Y,u,v), hold on
daxy=8t,z)[0.2*z()-0.005*z{j*z(2)

-0.5*z（2）+0.01*z（）*z亿2）l;8定义微分方程组的右端项
3ol=ode45 (dxy,[0,L],[70:40]);
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x℃＝0（七）dev己1（s◎1′七′1）′y亡＝e（七）dev己1（s◎1′亡′2）;

fp1○℃（x仁′y仁′ ［0′L］）′x1己be1（!sx＄｜′『工n亡erpre亡e工｜ ′｜1a℃ex｜）

y1己be1（｜Sy＄｜′｜工n七erpreter｜′｜1己仁ex｛′｜R◎℃己仁j◎n｜′0）

f土gure（2）′h◎1d◎n

fp1◎仁（xt′ ［0′L］′｜ˉˉ｜′｜LjneW1d℃h｜′1.5） 啥画x（仁）的解曲线

fp1◎仁（y仁′ ［0′L］′｜L1neW土d亡h｜′1.5） 嗜画y（七）的解曲线

x1己be1（!StS｜／工nterpreter｜ ′｜La亡ex｜）

1egend（｛!Sx（t）S0′｜＄y（七）＄｜｝′｜工n仁erpre亡er｜′｜1己仁ex｜）

fpmn℃f（｀请在虚线上选取两个相邻的极小点!＼n‖）

［℃1′xx］＝g1nPu七（2） 啥用鼠标取x（仁）上的相邻2个极小点

fpnn亡f（!请在实线上选取两个相邻的极小点!＼n｜）

［℃2′yy］＝g1npu仁（2） 堵用鼠标取y（仁）上的相邻2个极小点

T1＝dj迁（亡1）′T2＝d土ff（℃2） 嗜求近似的周期

［x七1′fx1］＝fm土nbnd（x仁′0′L） 堵求x的最小点及最小值

［x仁2′fx2］＝fm土n］md（0（亡）＿xt（七）′0′L） 嗜求x的最大点及最大值

［y亡1′fy1］＝fI［l±nbnd（y仁′0′20） 老求y在［0′20］上的最小点及最小值

［y亡2′fy2］＝fm土nbnd（Y亡′20′40） 嗜求y在［20′40］上的最小点及最小值

T＝y℃2-yt1 墙求精确的周期

［y亡3′fy3］＝fm土nbnd（6（七）ˉy℃（七）′0′L） 啥求y的最大点及最大值

6.4.5放射性废料的处理

例6·21美国原子能委员会以往处理浓缩的放射性废料的方法’-直是把它们装人

密封的圆桶里’然后扔到深约90m的海底°生态学家和科学家们表示担心’怕圆桶下沉

到海底时与海底碰撞而发生破裂,从而造成核污染°原子能委员会分辩说这是不可能的°

为此工程师们进行了碰撞实验°发现当圆桶下沉速度超过12.2m／s与海底相撞时’圆桶

就可能发生碰裂。这样为避免圆桶碰裂’需要计算圆桶沉到海底时速度是多少°已知圆

桶质量加＝239.46kg’体积V＝0.2058m3’海水密度p＝1035.71kg／m3’若圆桶速度小于

12.2m／s就说明这种方法是安全可靠的’否则就要禁止使用这种方法来处理放射性废料°

假设水的阻力与速度大小成正比例’其正比例常数府＝0.6°现要求建立合理的数学模型’

解决如下实际问题:

（1）判断这种处理废料的方法是否合理?

（2）＿般情况下″大’k也大;似小’k也小°当o很大时’常用肋来代替k’那么这时

速度与时间关系如何?并求出当速度不超过12.2m／s时’圆桶的运动时间t和位移s应不

超过多少（k的值仍设为0.6）?

1.问题＿的模型

以海平面上的一点为坐标原点’垂直向下为坐标轴的正向建立坐标系。首先要找出

圆桶的运动规律’由于圆桶在运动过程中受到本身的重力以及水的浮力H和水的阻力f

的作用’所以根据牛顿运动定律得到圆筒受到的合力F满足

F＝G＝H扒 （6.42）
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xt=6(t)deval(8ol,t,1);yt=e(t)deval(eol,t,2);
fplot(xt,Yt,[0,L]),xlabel(Sx$','Interpreter','latex'>
ylabel'sy s',1Tnterpreter'latex,'Rotation',0}

fxgure (2),hold on
舍副x{）的解曲线。fplot (xt, [0,L],'--','LineWidth',1.5)

名画 y化的解菌线fplot (yt, [0,L],'LineMidth',1.5)

xlabelSt S','Interpreter','Latex'}

legend(fSx(t)s','Sy t)s'),'Intezpreter',latex')

fprintf（'请在虚线上选取两个相邻的极小点!\n'）
鲁用鼠标取x（）上的相邻2个披小点ft1,xx]=ginpute (2)

fprintf（请在实线上选取两个相邻的极小点!\n'}

[t2,yy]=ginput (2) 号用鼠标取y（t）上的相等2个极小点
8求近似的周期P1=diff(t1), T2=4SEE (t2)

$求x的最小点及最小值[xt1,Ex1]= fininknd t9xc,0,L}

求x的最大点及最大值[xt2,fx2]= fminbna{e (t)-xt(t),0,L)

[yt1,Yy1]=fminond tyt,0,20) $求y在【0，20】上的最小点及最小值

iyt2,Ey2]=fminbnd tyt,20,40 8求yY在【20，40】上的最小点及最小值

T=yt2-yt1 号求精确的周翔

tyt3.fy3]= fminbnd((t)-yt (t),0,L) 求y的最大点及最大值

6.4.5 放射性废料的处理

例6.21 美国原子能委员会以往处理浓缩的放射性废料的方法。一直是把它们装人
密封的圆桶里，然后扔到深约 90m 的海底。生态学家和科学家们表示扣心，怕圆桶下沉

到海底时与海底碰撞而发生破裂，从而造成核污染。原子能委员会分辩说这是不可能的。

为此工程师们进行了碰撞实验。发现当圆桶下沉速度超过 12.2m/。与海底相擅时，圆桶

就可能发生碰裂。这样为避免圆桶碰裂，需要计算圆桶沉到海底时速度是多少。已知圆
桶质量 m=239.46kg，体积V=0.2058m2，海水密度p=1035.71kg/m3，若圆桶速度小于
12.2m/g就说明这种方法是安全可靠的，否则就要禁止使用这种方法来处理放射性废料。
假设水的阻力与速度大小成正比例，其正比例常数k=0.6。现要求建立合理的数学模型，

解决如下实际问题∶
（1）判断这种处理废料的方法是否合理?
（2）一般惰况下φ大，k也大;v小，k也小。当·很大时，常用 加来代替k，那么这时

速度与时间关系如何?并求出当速度不超过12.2m/g时，圆桶的运动时间∶和位移s应不

超过多少（k的值仍设为0.6）?
1。问题一的擀型
以海平面上的一点为坐标原点，垂直向下为坐标轴的正向建立坐标系。首先要找出

圆桶的运动规律，由于圆桶在运动过程中受到本身的重力以及水的浮力 开和水的阻力f
的作用，所以根据牛顿运动定律得到圆筒受到的合力F满足

F=G-H-f (6.42)
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又因为Fˉ…腮器ˉ腮差｀CⅧ,H二′‘V以及／ˉ砌二陶器’可得到圆桶的位移和速度分
别满足下面的微分方程:

d2s

Ⅷ丽-…川器’ （6明）
dU

（6.44）m丽≡mg弓pgVˉ肋.

根据方程（6明）,加上初始条件器｜′ˉ厂』｜ ′ˉ厂0》求得位移函数为
s（j）＝一l71511.0＋429.7444t＋171511·0eˉαo025o5638』 （6.45）

由方程（6·叫）’加上初始条件!′ ｜′＝0＝0’求得速度函数为

″（t）＝429.7q44-429.7444eˉα0025仍638‘ （6.46）

由s（t）＝90m’求得圆筒到达水深90m的海底需要时间j＝12.9994s’再把它代人式

（6.46）,求出圆桶到达海底的速度为″＝13.7720m／s。

显然此圆桶的速度已超过122m／s,可知这种处理废料的方法不合理·因此’美国原

子能委员会已经禁止用这种方法来处理放射性废料。

2.问题二的模型

由题设条件,圆桶受到的阻力应改为广肋.二俏,类似问题—的模型,可得到圆
桶的速度应满足如下的微分方程:

d″

m丽＝mgˉ′gVˉ肋2. （6.47）

根据方程（6.47）’加上初始条件″｜ 』＝0＝0’求出圆桶的速度
似（t）＝20.7303tanh（0.0519426t）,

这时若速度要小于12.2m／s’那么经计算可得圆桶的运动时间就不能超过T＝13.0025s,

利用位移,（T）≡｜!铡（帅计算得位移不能超过84删m.
通过这个模型’也可知原来处理核废料的方法是不合理的°

c1c′c1e己r

symsmVrh◎gks（亡）v（七） 墙定义符号常数和符号变量
ds＝d土迁（s）; 堵定义s的一阶导数′为了初值条件赋值

s1＝ds◎1ve（m＊d1迁（s′2）＝m＊g＋rh◎＊g＊V＋k＊d1迂（s） ′s（0）≡＝0′ds（0）＝＝0）;

s1＝suhs（s1′｛m′V′rh◎′g′k｝′｛239。46′0.2058′1035。71′9°8′0.6｝）′ 嗜常数赋值

ss1＝vp己（s1′7） 墙显示小数形式的位移函数
v1＝ds◎1ve（m＊d1ff（v）-m＊g＋rh◎＊g＊V＋k＊v′v（0）＝≡0）′

v1＝subs（v1′｛m′V′rh◎′g′k｝′｛239.46′0.2058′1035·71′9.8′0·6｝）;

vv1＝vp己（v1′7） 啥显示小数形式的速度函数
℃1＝s◎1ve（s1≡90）厂亡1＝d◎ub1e（亡1） 培求到达海底90m处的时间

vvv1≡subs（v1′仁′亡1）;vvv1＝d◎ub1e（vvv1） 堵求到达海底90m处的速度
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台，体 , ds，G=ng，H=pgV以及f=k=表又因为F=ma=m` =m- 可得到圃桶的位移和速度分a'a d
别满足下面的微分方程∶

鸣。 任叩高适工 (6.43)当”de2 .
管、 (6.44)三mg-pgV-k.m-一判

=s|Ina=0，求得位移函数为根据方程（6.43），加上初始条件? 命

(6.45)s(t)=-171511.0+429.7444+171511.0e-.2o009
由方程（6.44），加上初始条件v。=0，求得速度函数为

(6.46)v()=429.7444-429.7444e-0.023063w
由s（t）=90m，求得圆筒到达水深 90m的海底需要时间;=12.994s，再把它代入式

（6.46），求出圆桶到达海底的速度为 v=13.7720m/s。
显然此圆桶的速度已超过12.2m/s，可知这种处理废料的方法不合理。因此，美国原

子能委员会已经禁止用这种方法来处理放射性废料。
2.问题二的模型

(0由题设条件，圆桶受到的阻力应改为n =Awo=点 类似问题一的模型，可得到圆号
桶的速度应满足如下的微分方程∶

倍 (6.47)辛 =mg-pgV-k3.d
根据方程（6.47），加上初始条件 s。=0，求出圆桶的速度

v(t)= 20.7303tanh(0.0519426t),
这时若速度要小于12.2m/s，那么经计算可得圆桶的运动时间就不能超过T=13.0025s，
利用位移s（T）=【v（2）d，计算得位移不能超过 84.8439m。

通过这个模型，也可知原来处理核废料的方法是不合理的。
clc,clear

8定义符号常数和将号变量syms m V rho g k 8(t]v(t)
 定义 s的一阶导数，为了初值条件赋值dg=ditf（回）

s1-dsolve（如m*aiff（，2）-m*g+rho*g*V+k*diff（s），8（0）=0，ds （0）==0）;
s1=subs（s1，m，V，rho.g，k），{239.46，0.2058，1035.71，9.8，0，6）l;8常数赋值

8显示小数形式的位邪函数8s1=vpa (81.7)
v1=daolve m* diff (v)-m*g+rho*g*V+k*v,v (0)==0);
vl=subs(v1,{m,V,rho,g,k},(239.46,0.2058,1035.71,9.8,0.6));

号显示小数形式的速度函数vvL=vpa {v1,7
号求到达海底 90m处的时间tl=solve(81-90);t1=double(l}
名求到达海底 90m处的迷度vv1=subs(v1,t,t1);wvL=double(v1)
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｜

v2＝ds○1ve（m＊d土迁（v）＝m＊g＋rh◎＊g＊V＋k＊v＾2′v（0）＝＝0）′

v2＝subS（v2′｛m′V′rh◎′g′k｝′｛239。46′0.2058′1035.71′9。8′0.6｝）;

v2＝s土mp1土fy（v2）;vv2＝vP己（v2′6） 哈显示小数形式的速度函数

仁2≡s◎1ve（v2ˉ12.2）′t2＝d◎ub1e（仁2） 嗜求时间的临界值

s2＝土n仁（v2′0′仁2）》s2＝d◎ub1e（s2） 老求位移的临界值

3·结果分析

由于在实际中k与U的关系很难确定’所以上面的模型有它的局限性’而且对不同

的介质’比如在水中与在空气中k与U的关系也不同°如果假设k为常数’那么水中的这

个k就比在空气中对应的附要大-些°在-般情况下’k应是o的函数’即k＝k（″）’至于

是什么样的函数’这个问题至今还没有解决°

这个模型还可以推广到其他方面’比如说-个物体从高空落向地面的道理也是＿样

的°尽管物体越高’落到地面的速度越大’但决不会无限大°

拓展阅读材料

C.HenryEdwards’DavidE.Penney.微分方程及边值问题:计算与建模.张友’王立冬’袁学刚’

译.北京:清华大学出版社’2007.

习题6

6.1求下列微分方程的符号解’其中的初值y（0）分别等于1’2’3’4’在同一窗口画出ˉ2≤勿≤4时

的四条积分曲线。

y′-y＝sin卯·

6·2求下列微分方程符号解和数值解’并画出解的图形。

“γ捌州巍』—鹏:）γ≡α′（÷）二2〃′（÷）≡÷（B…l方程,取厕≡÷）.
6·3求微分方程组的数值解·

｛;｝二刺腮｀ 0≤!≤30
要求画出勿（t）’γ（旷）的解曲线图形,在相平面上画出轨线。

6·4求微分方程组（竖直加热板的自然对流）的数值解。

｜箭厂″」
□知当沪0时厂α嘉ˉ0,募ˉo6M引,器＿O5.要求在区间［0川上画出川川）的

解曲线°

6·5有高为1m的半球形容器’水从它的底部小孔流出。小孔横截面积为1cm2。开始时容器内盛

满了水’求水从小孔流出过程中容器里水面的高度h（水面与孔口中心的距离）随时间t变化的规律°
6·6在交通十字路口’都会设置红绿灯。为了让那些正行驶在交叉路口或离交叉路口太近而无法

停下的车辆通过路口’红绿灯转换中间还要亮起一段时间的黄灯。对于一位驶近交叉路口的驾驶员来
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｜

v2=dsolve血m*diff（（v）-m*g+zho *g*V+k*v^2，v（0）==0）;
v2=subis(v2,(m,V,rho,g,kj,239.46,0.2058,1035.71,9.8,0.6});

名显示小数形式的速度函数v2=gimpilify (v2); vy2=vpa (v2,6}

8求时间的临界值t2=solve (v2-12.2};t2=double(t2)

8求位移的临界值52=int tv2,0,t2); s2=double (82)

3.结果分析
由于在实际中表与φ的关系很难确定，所以上面的模型有它的局限性，而且对不同

的介质，比如在水中与在空气中及与φ的关系也不同。如果假设k为常数，那么水中的这

个系就比在空气中对应的玉要大一些。在一般情况下，在应是。的函数，即k=k（u），至于
是什么样的函数，这个问题至今还没有解决。

这个模型还可以推广到其他方面，比如说一个物体从高空落向地面的道理也是一样
的。尽管物体越高，落到地面的速度越大，但决不会无限大。

拓展阅读材料
C.Hanry Edwards，David E. Penney.微分方程及边值问题;计算与建模、张友、王立冬，震学刚，

译.北京∶清华大学出版社，2007.

习 题6

61 求下列徽分方程的符号解，其中的初值y（0）分别等于12，3.4.在同一留口画出-26z≤4时
的四条积分曲蛾。

~-y=sint.
6.2 求下列微分方程符号解和数值解，并面出解的图形。

Eeanad方程，取p=2）.对*w'+N'-录）y=0，（T）=2，/（r）=-（B
6.3 求微分方程组的数值解。

【x'=-22-y，z（0）=1， 06!≤30.ly'=x-3，r（0）=0.5，
要求画出x（8），y（t）的解曲线图形，在相平面上酒出轨线。
6.4 求微分方程组（竖直加热板的自然对流）的最值解。,r,总 -2(（业F=0,的’ Lda畅

乖，计长到’
，尊。哚 d。-087-已知当π=0时f=0 _=-0.5。要求在区间【0，10】上面出f（），T（n）的劣s,dor “培

解曲线。
6.s 有高为1m的半球形容辱，水从它的底部小孔流出。小孔横载面积为lem2。开始时容器内桌

满了水，求水从小孔流出过程中容器里水面的高度A（水面匀孔口中心的距离）随时间∶变化的规律。
6.6 在交通十字路口，潮会设置红象灯。为了让娜些正行驶在交叉路口或离交叉路口太近面无法

停下的车辆通过赂口，红绿灯转换中间还要亮起一段时阀的货灯。对于一位驶近交叉路口的驾驶员来
180



说’万万不可处于这样进退两难的境地’要安全停车则离路口太近’要想在红灯亮之前通过路口又觉

太远·

那么’黄灯应亮多长时间才最为合理呢?

6.7我们知道现在的香烟都有过滤嘴’而且有的过滤嘴还很长’据说过滤嘴可以减少毒物进入体

内。你认为过滤嘴的作用到底有多大?与使用的材料和过滤嘴的长度有无关系?请你建立一个描述吸

烟过程的数学模型’分析人体吸入的毒量与哪些因素有关’以及它们之间的数量表达式。

6·8根据经验当一种新商品投入市场后’随着人们对它的拥有量的增加’其销售量‘（Z）下降的速

度与s（t）成正比。广告宣传可给销量添加一个增长速度’它与广告费α（t）成正比’但广告只能影响这

种商品在市场上尚未饱和的部分（设饱和量为″）。建立一个销售量s（t）的模型°若广告宣传只进行

有限时问7’且广告费为常数α’则s（t）如何变化?

6·9一只小船渡过宽为＂的河流’目标是起点A正对着的另一岸B点。已知河水流速Ul与船在

静水中的速度o2之比为k°

（1）建立小船航线的方程,求其解析解。

（2）设d＝100m,ol＝1m／s’U2＝2m／s’用数值解法求渡河所需时间、任意时刻小船的位置及航行曲

线’作图’并与解析解比较·

～
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说，万万不可处于这样进遇两难的境地，要安全停车则离路口太近，要想在红灯亮之前通过路口又觉

大选。
那么.黄灯应亮多长时问才最为合理呢?

6.7 我们知道现在的香烟卷有过滤嘴，而且有的过滤嘴还很长，据说过滤嘴可以减少毒物进入体

内。你认为过滤嘴的作用到底有多大?与使用的材料和过滤嘴的长度有无关系?请你建立一个描述吸

烟过程的数学模型，分析人体吸入的毒量与哪些因素有关，以及它们之间的数量表达式。

6.8 根据经验当一种新商品投入市场后，随着人们对它的拥有量的增加，其销鲁量s（t）下降的速

度与s（t）成正比。广告宣传可给销量添加一个增长速度，它与广告费a（6）成正比，但广告只能影响这
种商晶在市场上尚未饱和的部分（设他和量为 M）。建立一个销售量s（t）的模型。带广告宣传只进行

有限时间σ，且广告费为常数a，则s（t）如何变化?

6.9 一只小船淀过宽为正的河流，目标是超点A正对着的另一岸B点。已知河水流速n与船在

静水中的速度v2之比为k。

（1）建立小静航线的方程，求其解析解。
（2）设d=100m，v.=lm/A，识-2m/s，用数值解法求渡酒所雷时间，任意时剂小船的位置及航行曲

蝇，作团，并与解析解比较。
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第7章数理统计

数理统计研究的对象是受随机因素影响的数据’它是以概率论为基础的-门应用学

科。数据样本少则几个’多则成千上万’人们希望能用少数几个包含其最多相关信息的数

值来体现数据样本总体的规律°面对-批数据进行分析和建模’首先需要掌握参数估计

和假设检验这两个数理统计的最基本方法’给定的数据满足-定的分布要求后’才能建立

回归分析和方差分析等数学模型。

7.1参数估计和假设检验

7.1。1区间估计

例7.1有一大批糖果’现从中随机地取16袋’称得质量（单位:g）如下:
506 508 499 503 504 510 497 512

514 505 493 496 506 502 509 496

设袋装糖果的质量近似地服从正态分布’试求总体均值仪的置信水平为0.95的置信
区间°

解〃的ˉ个置信水平为1＿鲤的置信区间为磅…（鹏ˉl）,这里显著性水平·～
0.05’α／2＝0.025’乃-1＝15’t0.025（15）＝2.1315’由给出的数据算得万＝503.75’s≡6.2022°

计算得总体均值〃的置信水平为0.95的置信区间为（500·驯51’507·0549）°
C1C′C1e己r

x0＝［506 508 499 503 504 510 497 512

514 505 493 496 506 502 509 496］;x0＝x0（:）》

pd＝f让d土s亡（x0′0N◎rm己1｜） 啥对数据进行正态分布拟合

c工＝P己r己mc1（pd／A1ph己｜′0.05） 墙c土的第一列是均值的置信区间

［∏lu′s′mucj′sc土］＝n◎r∏lf止（x0′0.05）堵另一种方法求置信区问

例7·2从—批灯泡中随机地取5只做寿命试验’测得寿命（单位:h）为
1050 1100 1120 1250 1280

设灯泡寿命服从正态分布°求灯泡寿命平均值的置信水平为0.95的单侧置信区间°

解这里显著性水平α＝0.05’＂＝5’rα（＂-1）＝2.1318’万＝1160’s＝99.7497,寿命平
均值〃的置信水平为1＝α的单侧置信下限为

△≡天÷.（腿ˉl）,
计算得所求的单侧置信下限为
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第7章 数理 统 计

数理统计研究的对象是受随机因索影响的数据，它是以概率论为基础的一门应用学
科。数据样本少则几个，多则成千上万，人们希望能用少数几个包含其最多相关信息的数
值来体现数据样本总体的规律。面对一批数据进行分析和建模，首先需要掌握参数估计
和假设检验这两个数理统计的最基本方法，给定的数据满足一定的分布要求后，才能建立
回归分析和方差分析等数学模型。

7.1 参数估计和假设检验

7.1.1 区间估计

例7.1 有一大批糖果，现从中随机地取16袋，称得质量（单位∶g）如下∶
506 508 499 503 504 510 497 512
514 505 493 496 506 502 509 496

设袋装糖果的质量近似地服从正态分布，试求总体均值μ的置信水平为0.95的置信
区间。

解 μ的一个置信水平为1-a的置信区间为x产e（n-1），这里显著性水平α=
0.05，α/2=0.025，n-1=15，tac（15）=2.1315，由给出的数据算得z=503.75，s=6.2022。
计算得总体均值μ的量信水平为0.95的置信区间为（500.4451，507.0549）。

clc, clear
x0= [506 508 499 503 504 510 497 S12
514 505 493 496 506 502 509 496];x0=x0(:l;
pd = [itdist (x0,'Normal') 8对费据进行正态分布拟合

ci =paramci pa,'Alpha',0.05) 》 ci 的第一列是均值的置信区闸

【mu，s;mauci，sci】=nozmfit（x0，0.05）别一种方法求置信区间

例7.2 从一批灯泡中随机地取5只做寿命试验，测得寿命（单位;h）为
1050 1100 1120 1250 1280

设灯泡寿命服从正态分布。求灯泡寿命平均值的置信水平为0.95 的单侧置信区间。
解 这里显著性水平a=0.05，n=5，（n-1）=2.1318，z=1160，5= 99.7497，寿命平

均值μ的置信水平为1-α的单侧置信下限为

ei,(),
计算得所求的单侧置信下限为
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丝二锦（厕ˉl）＝l0649
c1c′c1e己r

己1ph己＝0.05;仁己＝t土nv（1ˉ己1ph己′4）

x0＝［1050 1100 1120 1250 1280］;

xb＝mean（x0）′s＝s℃d（x0）′n＝1ength（x0）′

Ⅲu＝xbˉs／sqr仁（n）＊亡己 老计算单侧置信下限

［h′p′c土］＝亡仁es仁（x0′xb′‖A1ph己｜′0·05′｜T己±1′′｜］rjgh仁0） 老通过假设检验求置信区间

例7。3分别使用金球和铂球测定弓｜力常数（单位:10ˉllm3 .kgˉl ·sˉ2）。

（1）用金球测定观察值为6.683’6.681’6.676’6.678’6.679’6.672°

（2）用铂球测定观察值为6.661,6.661’6.667’6.667’6.664。

设测定值总体为Ⅳ（仙’α2）’仙’α2均为未知’试就以上两种情况分别求仙的置信水平

为0.9的置信区间’并求叮2的置信水平为0.9的置信区间°

解（1）陛’o2均未知时’〃的置信水平为1-α的置信区间为

仁÷肋（鹏ˉD》x诺M刷））｀
这里1一α＝0.9’α＝0.1’α／2＝0·05,Ⅶl＝6’网2＝5’n］-1＝5’几2一1＝4°

咋÷二露』≡6＂,昨÷二（鳃』ˉ炳）』雪OⅢⅫ0《 ,
足≡÷二鳃…64,靖ˉ去二（甄』＿晶）2≡O’×川’ ,
t″2（5）＝2.0150’t″2（4）＝2.1318.

代人得’用金球测定时’队的置信区间为（6.6750’6.6813）;用铂球测定时,〃的置信

区间为（6.6611’6,6669）°

（2〉仪’α2均未知时’°2的置信水平为1＝α的置信区间为

腊呈二w＋:裴））,
这里＂l-1＝5’n2＝1＝4,α／2＝0.05’查表得

毗2（5）＝11.071’xi／2（4）＝9.488’

x｝ˉ″2（5）＝1.145’x｝ˉ″2（4）＝0.711.

将这些值以及（1）中算得的s｝’si代人上面区间得

用金球测定时’叮2的置信区间是（6.76×10ˉ6’6.533×10ˉ5）;

用铂球测定时’◎2的置信区间是（3.79×10ˉ6,5.065×10ˉ5）。

c1c′c1e己r

x1＝［6.683′6·681′6·676′6.678′6.679′ 6.672］′

x2＝［6·661′6。661′6.667′6·667′6·664］;

［h1′p1′c11′s仁1］＝仁亡est（x1′me己n（x1） ′‖A1ph己｜′0.1） 嗜均值检验和区问估计

［h2′p2′◎12′s七2］＝亡亡es仁（x2′mean（x2）／A1Ph己′′0.1）

183

些五-=14(n-1)= 1064.9.<n
clc,clear
alpha=0.05;ta=tinvf(1-alpha,4)

x0= [1050 1100 1120 1250 1280]:

xb=mean [x0),s=std (x0),n=length {x0);
名计算单侧置信下限mu =xb-s/gqIt (n)* ta

【h，p，ci】=ttest（x0，xb，'Alpha'，0.05，'Tai1，'right'谦过假设检验求置信区间

例7.3 分别使用金球和铂球测定引力常数（单位∶10-"m3·kg1·2）。

（1}用金球测定观察值为6.683，6.681，6.676，6.678，6.679，6.672。

（2）用铂球测定观察值为6.661，6.661，6.667，6.667，6.664。
设测定值总体为N（μ，σ2），μ，σ2均为未知，试就以上两种情况分别求μ的置信水平

为0.9的置信区间，并求σ2的置信水平为0.9的置信区间。

解 （1）μ，σ2均未知时，μ的置信水平为L-α的置信区间为

望己部了兰S(-钠
这里1-α=0.9，α=0.1，α/2=0.05，n=6，n2=5，两，-1=5，n2-1=4。

示"言二'宁门：宽“艹砂百‘”占六“它
"61 zx，-664，F=≥（x-三）=0.9×10~，5

,(5)= 2.0150,te(4)=2.1318.
代人得，用金球测定时，μ的置信区间为（6.6750.6.6813〉;用铂球测定时，μ的置信

区间为（6.6611，6.6669）。

（2）μ，σ2均未知时，σ2的置信水平为1-α的置信区间为

(a-1)S' (n-1)S3
Ya(n-1)'?m(n-1

这里 n-1=5，n2-1=4，α/2=0.05，查表得
Xa,(5)= 11.071,Xn(4)=9.488,

X_(5)=1.145,X?(4)=0.711.
将这些值以及（1）中算得的s，，ε代入上面区间得
用金球测定时，g2的置信区间是（6.76×10-2，6.533×10-）;
用铂球测定时，σ2的置信区间是（3.79×10-6，5.065x10-5）。
clc,clear
x1=[6.683,6.681,6.676,6.678,6.679,6.6721;
x2=[6.661,6.661,6.667,6,667,6.664]r

8均值检验和区间估计th1,p1,eil,gt1]=ttest(x1,mean(x1),'Aipha',0.1)
h2p2,ci2,st2]=ttest(x2,mean(x2),'Alpha',0.1)
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［h3′P3′cj3′st3］＝v己r仁es仁（x1′v己r（x1）／A1Pha｜′0.1） 老方差检验和区间估计

［h4′p4′c14′s亡4］＝v己r亡es亡（x2′v己r（x1）′｜A1ph己!′0.1）

例7·4（续例7.3） 在例7.3中’设用金球和铂球测定时总体的方差相等,求两个测

定值总体均值差的置信水平为0.90的置信区间。

解由题意知’总体均值差的置信水平为1-α的置信区间为

匡厂又钩…ˉ叫√烹）｀
式中

S:＝（″lˉ1）S｝＋（n2ˉ1）S;
∏l＋n2-2

此题中’1-α＝0.90’α＝0.10’α／2＝0.05;几l＝6’＂2＝5’厕l＋Ⅶ2-2≡9’查表得tα／2（9）≡

1.8331。计算’得s爵＝1.233×10ˉ5’s”＝｀／厩＝3.512×10ˉ3°
代人公式得总体均值差的置信水平为0.90的置信区间为（0.0103’0.0181）°

c1c′c1e己r

x1＝［6·683′6。681′6·676′6·678′6·679′6·672］′

x2＝［6.661′6·661′6·667′6.667′6。664］;

［h′p′C土′S亡］＝亡七eS仁2（X1′X2′｜A1ph己‖′0·1）

7.1.2经验分布函数

设Xl’X2’…’X厕是总体F的-个样本’用S（Z）（＝四＜卯＜四）表示X］ ’X2,…,X侧中不

大于匆的随机变量的个数。定义经验分布函数F厕（卯）为

F腮（鳃）＝ˉLS（鳃）,ˉ…＜°。.
几

对于-个样本值’经验分布函数F则（“）的观察值是很容易得到的（F厕（鳃）的观察值仍以
F雁（勿）表示）°

-般地’设“1’卯2,…’鳃腮是总体F的-个容量为n的样本值。先将匆l’卯2’…,“厕按自
小到大的次序排列’并重新编号°设为

匆（1）≤卯（2）≤…≤卯（n）’

则经验分布函数瓜（z）的观察值

～…
F婶（匆）＝

对于经验分布函数F愿（z）’格里坟科（Glivenko）在1933年证明了’当n→m时’F厕（卯）

以概率1-致收敛于总体分布函数F（摊）°因此’对于任-实数勿,当n充分大时’经验分
布函数的任-个观察值F腮（“）与总体分布函数F（“）只有微小的差别’从而在实际上可当
作F（匆）来使用。

例7.5下面列出了84个伊特拉斯坎（平truscan）人男子的头颅的最大宽度（单位;
mm）’计算经验分布函数并画出经验分布函数图形°
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Dh3，p3，ci3，st3】=vartest（xl，var（x1）'Alpha'，0.1） 方差检验和区间估计
Ih4,p4,ci4,st4]=vartest bx2,var (x1),'Alpha',0.1)

例7.4（续例7.3） 在例7.3中，设用金球和铂球测定时总体的方差相等，求两个测

定值总体均值差的置信水平为0.90 的置信区间。
解 由题意知，总体均值差的置信水平为1-α的置信区间为

利元-Zzt（ntn-2）s.。R当

式中
(n,-1)8}+(n-1)S名 ntn-2

此题中，1-α=0.90，α=0.10，α/2=0.05;n=6，n2=5，n+n2-2=9，查表得t.x（9）=
1.8331。计算，得品=1.233×10~*，6。=√s。=3.512×10~2。

代入公式得总体均值差的置信水平为0.90 的置信区间为（0.0103，0.0181）。
clc, clear
xl=[6.683,6.681,6.676,6.678,6.679,6.672];

x2=[6.661,6.661,6.667,6.667,6.664];
[h,p,ci,8t]=tteast2 (x1,x2,Alpha',0.1}

7.1.2 经验分布函数

设X，K，⋯，X，是总体F的一个样本，用S（x）（-<w<四）表示Z，X，⋯，X，中不

大于x的随机变量的个数。定义经验分布函数F（x）为

F，（x）= （4），-2<<如.
对于一个样本值，经验分布函数F，（x）的观察值是很容易得到的<F（x）的观察值仍以
F（x）表示）。

一般地，设x;，⋯，z，是总体F的一个容量为n的样本值。先将x，写，⋯，x，按自
小到大的次序排列，并重新编号。设为

×（1）≤*2 ≤⋯三1）），
则经验分布函数F_（x）的观察值

0，若x<6ta

F(6)=人”端史号水史台言。叫

着x≥"（a）·
对于经验分布函数F。（x），格里汶科（Clivenko）在1933年证明了，当n→四时，F。<x）

以概率1一致收敛于总体分布函数F（（x）。因此，对于任一实数z，当n充分大时，经验分
布函数的任一个观察值F<z）与总体分布函数F<x）只有微小的差别，从而在实际上可当
作F（x）来使用。

例7.5 下面列出了84 个伊特拉斯坎（Etruscan）人男子的头颅的最大宽度（单位∶
mm），计算经验分布函数并画出经验分布函数图形。
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141 148 132 138 154 142 150 146 155 158

150 140 147 148 144 150 149 145 149 158

143 141 1叫1叫126 140 144 142 141 140

145 135 147 146 141 136 140 146 142 137

148 154 137 139 143 140 131 143 141 149

148 135 148 152 143 1纠141 143 147 146

150 132 142 142 143 153 149 146 149 138

142 149 142 137 134 144 146 147 140 142

140 137 152 145

解首先把上面数据保存在纯文本文件data751.txt中,计算经验分布函数凡（鳃）在每

个点匆‘的值’计算结果保存在Excel文件°画出经验分布函数Fh（勿）的图形如图7.1所示.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

雪α5
0.4

0.3

0.2

0。1

0

125 130 135 140 145 150 155 l60
x

图7°1 经验分布函数取值图

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己≡read∏l己七rjx（0da亡己751·亡x仁｜）『己＝a（～jsn己n（己） ）′

［f′x］≡ecdf（己）

ecdf（己）

gr1d◎n′x1己be1（｜＄x＄｜′｜工n仁erpre七er｜ ′｜La七ex｜）

y1己be1（｜＄F（x）S!′｜工n仁erpre七er｜′′La七ex｜）

wr让em己仁mx（［x′f］′ ｜d己℃己752·x1sx!）

老去掉N己N值

啥计算经验分布函数的取值

嗜画经验分布函数图形

Q＝Q图7·1·3

Q一Q图（Quantile-QuantilePlot）是检验拟合优度的好方法’目前在国外被广泛使用’
它的图示方法简单直观’易于使用°

对于一组观察数据鳃l’卯2’…’则厕’利用参数估计方法确定了分布模型的参数0后’分
布函数F（“;0）就知道了’现在我们希望知道观测数据与分布模型的拟合效果如何。如果
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141 148 132 138 154142 150 146 155 158
150 140 147 148 144 150 149 145 149 158
143 141 144 144 126 140144 142 141140
145 135 147 146 141 136 140146 142 137
148 154 137 139 143 140 13I 143 141 149
148 135 148 152 143 144 141 143 147 146
150 132 142142 143 153 149 146 149 138
142 149142 137134144 146 147 140 142
140 137 152 145
解 首先把上面数据保存在纯文本文件 data75_1txt 中，计算经验分布函数F（x）在每

个点x，的值，计算结果保存在 Excel文件。面出经验分布函数F（x）的图形如图7.1所示。

，
8·9
0.8
07
06
osl窝os
a3
白一
o

自” 5 155诗150 160“140，
图7.1 经验分布画敏取值图

clc, clear, cloge all
a=readmatrix（'data7.51.txt'）;a=a（~生gnan（a））;名去掉Nan值

8计算经验分布函数的取值[E,x]=ecdf (a)
ecdf (a) 号涵经验分布函数图形
grid on,xlabel"Sx $','Tnterpreter','Latex')
ylabel('$F (x)s','Tntarpreter','Latex'}
writematrix((x,E],'data7_5_2.xlsx'}

7.13 Q-Q图
Q-Q图（Quantile-Quantile Plot）是检验拟合优度的好方法，目前在国外被广泛使用，

它的图示方法简单直观，易于使用。
对于一组观察数据x，xz2，⋯，x，，利用参数估计方法确定了分布模型的参数θ后，分

布函数 P（z;6）就知道了，现在我们希望知道观测数据与分布模型的拟合效果如何。如果
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拟合效果好’则观测数据的经验分布应当非常接近分布模型的理论分布’而经验分布函数

的分位数自然也应当与分布模型的理论分位数近似相等。Q-Q图的基本思想就是基于
这个观点’将经验分布函数的分位数点和分布模型的理论分位数点作为＿对数组画在直

角坐标图上’就是＿个点,∏个观测数据对应见个点,如果这几个点看起来像—条直线’说

明观测数据与分布模型的拟合效果很好,以下简单地给出计算步骤°

判断观测数据匆l’卯2’…’卯腿是否来自于分布F（m）,画QˉQ图的步骤如下:

（1）将卯l’卯2’…’“励依大小顺序排列成:卯（!）≤师（2）≤…≤狐（厕）。
（2）取y』＝Fˉl（（t-1／2）／网）’j＝1’2’…,n°

（3）将（y‘’卯（‘））’t＝1’2’…’见,这见个点画在直角坐标图上°
（4）如果这n个点看起来呈一条45°角的直线’从（0’0）到（1’1）分布’我们就相信

匆l ’”2’…’卵腮拟合分布F（勿）的效果很好。

例7.6（续例7.5） 如果这些数据来自于正态总体’求该正态分布的参数’试画出它

们的Q-Q图’判断拟合效果°

解（1）先从所给的数据算出样本均值和标准差

万＝143.7738,s＝5.9705,

正态分布″（〃’O2）中参数的估计值为座＝143.7738’＆＝5.9705。

（2）画Q-Q图°

@将观测数据记为“』 ’匆2’…’绷肌’并依从小到大顺序排列为

卯（l）≤卯（2）≤…≤卯（84）·

@取γd＝Fˉl（（jˉ1／2〉／84）’j＝1’2’…’84’这里Fˉl（“）是参数仪≡143.7738,°＝
5.9705的正态分布函数的反函数°

o将（y‘’“（t））（j≡1,2’…’84）这84个点画在直角坐标系上’如图7.2所示。
@这些点看起来接近-条45°角的直线’说明拟合结果较好。

Q＝Q图（样本数据ˉ分布）
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］
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露

四

露

130
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正态分布的分位数

图7.2 QˉQ图

150 155 160
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拟合效果好，则观测数据的经验分布应当非常接近分布模型的理论分布，而经验分布函数
的分位数自然也应当与分布模型的理论分位数近似相等。Q-Q 图的基本思想就是基于
这个观点。将经验分布函数的分位数点和分布模型的理论分位数点作为一对数组画在直
角坐标图上，就是一个点，n个观测数据对应n个点，如果这n个点看起来像一条直线，说
明观测数据与分布模型的拟合效果很好，以下简单地给出计算步骤。

判断观测数据z1，，z，⋯，z。是否来自于分布F（x），画 Q-Q图的步骤如下∶
（1）将x1，高，⋯，x。依大小顺序排列成∶xtuy≤"（a） ≤⋯≤x（a）。
（2）取y;=F1（（i-1/2）/m），=1，2，⋯，n。
（3）将（y;，wcg），i=1，2，⋯，n，这n个点画在直角坐标图上。
（4）如果这n个点看起来呈一条 45°角的直线，从（0，0）到（1，1）分布，我们就相信

驾，*，⋯，x。拟合分布F（x）的效果很好。
例7.6（续例7.5） 如果这些数据来自于正态总体.求该正态分布的参数.试画出它

们的Q-Q图，判断拟合效果。

解 （1）先从所给的数据算出样本均值和标准差

无=143.7738，s=5.9705，
正态分布N（μ，σ2）中参数的估计值为j=143.7738，G=5.9705。

（2）画Q-Q图。

Q 将观测数据记为??z，⋯，w，并依从小到大顺序排列为
*(1 ≤?)≤⋯≤X(w4)·

②取y=Fl（（i-1/2）/84），=1，2，⋯，84，这里F'（x）是参数μ=143.7738，σ=
5.9705的正态分布函数的反函数。

③将（y，=t）（i=1，2，⋯，84）这84个点画在直角坐标系上，如图7.2所示。
④这些点看起来接近一条45°角的直线，说明拟合结果较好。

Q-Q困（样本数据-分布）160r
邮。

155

150

现鸡仔6*献Y鄂
145

140

135

130
自2s ‘密‘！萨“势’ 35皆 1504145

正态分布的分位散
图7.2 Q-Q图
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c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dm己仁mx（｜da仁己751.七x亡｜）′己＝己（～jsn己n（己））′ 号去掉N己N值

pd＝f止d土s仁（己′ ‖N◎ml己1!）′q卯1◎t（己′pd） 号M己亡1己b工具箱直接画QˉQ图

S己＝S◎r亡（己）′ 老把己按照从小到大排列

n＝1ength（己）;p土＝（［1:n］＝1／2）／n′

y1＝n◎rmjnv（p土′pd·mu′pd.s土gm己）‖; 号计算对应的y1值

h◎1d◎n′p1◎仁（y土′s己′｜◎｜） 堵再重新描点画Q-Q图

7·1.4非参数检验

1·Ⅺ2拟合优度检验

若总体X是离散型的’则建立待检假设Hb:总体X的分布律为P｛X＝卯《｝＝p‘’j＝1’2’
3’…。

若总体X是连续型的’则建立待检假设H0:总体x的概率密度为／（“）。
可按照下面的5个步骤进行检验:

（1）建立待检假设H6:总体X的分布函数为F（m）。

（2）在数轴上选取k-1个分点tl’t2’…’Zkˉl ’将数轴分成k个区间:（ˉ。°’tl）’［tl ’
t2）’…’［tkˉ2’tkˉl）’［t臆ˉl’＋由）’令P‘为分布函数F（“）的总体X在第j个区间内取值的概

率’设′n』为＂个样本观察值中落人第j个区间上的个数’也称为组频数°

（3）选取统计量x2＝兰（哪』＿w＝±巫ˉ＂,如果Hb为真′则x删（腑ˉlˉr）』
j＝1 ′职j i＝1 ′!p』

其中厂为分布函数F（匆）中未知参数的个数°

（4）对于给定的显著性水平α’确定喝’使其满足P｛x2（kˉ1ˉ厂）＊:｝＝α。

（5）依据样本计算统计量x2的观察值’作出判断:若x24:,则接受H0;否则拒绝H0’
即不能认为总体X的分布函数为F（卯）°

例7·7检查了-本书的100页’记录各页中印刷错误的个数’其结果见表7.1。

表7.1 印刷错误数据表

≥7

0

问能否认为一页的印刷错误的个数服从泊松分布（取α＝0·05）。

解记-页的印刷错误数为x’按题意需在显著性水平α＝0.05下检验假设

H0:X的分布律为

′｜X＝川-等,刷,l,2沪…
因参数人未知’应先根据观察值’用矩估计法来求入的估计。可知入的矩估计值为i＝厉＝

1。在X服从泊松分布的假设下’X的所有可能取得的值为O＝｛0’1,2’…｝ ’将O分成如

表7.2左起第-栏所示的两两不相交的子集A0’A!’A2’A3’接着根据估计式

卢厂P｜X扑等≡吾,剁』L2,…
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0 1 2 3 4 5 6

36 40 19 2 0 2 1

clc, clear, close all1
=readmatrix（data7_1.txt'）;aza（~isnan（））;鲁去掉 NaN值

pd=fitdist（a，'Normal'}，8plot（a，pd）·Matlab工具箱直接画 Q-Q图
8把a按照从小到大排列s牙=sort la）;

n=length {a); pL=([1;n]-1/2)/n;
∶计算对应的yi值yi=norminy lpi,pd.mu,pd.sigma)';

hold on, plot tyi,sa,'o') 告再重新描点画 Q-Q 图

7.1.4 非参数检验

1.X2拟合优度检验

若总体X是离散型的，则建立待检假设丑。∶总体X的分布律为P{X=x;卜=p;，=1，2，
3⋯。

若总体X是连续型的，则建立待检假设H;总体X的概率密度为f（x）。
可按照下面的5个步骤进行检验;
（1）建立待检假设H;总体X的分布函数为 F（x）。
（2）在数轴上选取k-1个分点印，b，⋯-1，将数轴分成上个区间∶（-0，t;），【t，

12），⋯，【4-2）），【t-u，+0），令p;为分布函数F（xz）的总体X在第i个区间内取值的概
率，设 m;为n 个样本观察值中落入第i个区间上的个数，也称为组频数。

窒巾追飞 m2一n，如果耳。为真，则x~XP（-1-r），（3）选取统计量X2= 乡np; 呼

其中r为分布函数 F（x）中未知参数的个数。
（4）对于给定的显著性水平a，确定x，使其满足PX（k-1→）x}=α。
（5）依据样本计算统计量X的观察值，作出判断∶若X2Qx。则接受H6;否则拒绝H，

即不能认为总体X的分布函数为F（x）。
例7.7 检查了一本书的100页，记录各页中印刷错误的个数，其结果见表7.1。

表7.1 印刷错误数据表e' 65叫0错误个数片 。， 27
0e0含人个懂误的页数 19考36 ,8 ’

问能否认为一页的印刷错误的个数服从泊松分布{取α=0.05）。
解 记一页的印刷错误数为X，按题意需在显著性水平α=0.05下检验假设
H。∶X的分布律为

言占轮，在=0，12..
因参数λ未知，应先根据观察值，用矩估计法来求λ的估计。可知λ的矩估计值为i=z=
1。在X服从泊松分布的假设下，X的所有可能取得的值为Ω={0.1，2.⋯.，将Ω分成如

表7.2左起第一栏所示的两两不相交的子集A，A，A，A、，接着根据估计式

它下。吵门吵飞也” 替” ,4=0,12⋯“ k1
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计算有关概率的估计’计算结果列于表7.2°

表7.2x2检验数据表

加!／（nβ!）

35·2289

43.4925

19·6260

. 3·1137

∑＝101.4611

＾

几pi●
∩
●

＾
孟
〃
吕A〔

A0: ｛X＝0｜

Al : ｛X＝1｝

A2: ｛X＝2｝

A3: ｛X≥3｝

∏】‖

36·7879

36。7879

18·3940

8·0291

0·3679

0·3679

0.1839

0·0803

％
一
刺
—
Ⅲ
～
日

｜

｜

｜

今x2≡101.4611ˉ100＝1.4611’因估计了＿个参数’厂＝1’只有4组’故k＝4’α＝0.05’

X:（kˉrˉ1）＝Xi05（2）＝5.9915＞1.4611二X2,故在显著性水平α＝O05下接受假设H0’即认
为样本来自泊松分布的总体°

c1c′c1e己r′n＝100;

b1ns＝［0:7］｜′m土＝［36 40 19 2 0 2 1 0］｜′

pd＝f土℃d土s仁（］o土ns′｜P◎土ss◎n｜′｜Frequency｜′mj）

expC◎unts＝n＊pdf（pd′hjns） 嗜计算期望的频数

［h′p′s亡］＝ch土2g◎f（b土ns′｜Ctrs｜′b1ns′!Freαuency｜′m土′ · 。 .

!Expec亡ed｜′exPC◎un七s′｜NP己r己ms｜ ′1）

k2＝ch121nv（0.95′s仁.df） 墙求临界值′s七.df为自由度

例7.8在-批灯泡中抽取300只作寿命试验’其结果如表7.3所示。

表7.3寿命测试数据表

』

200＜〗≤300100＜〗≤2000≤〗≤100

取α二0.05’试检验假设Hb:灯泡寿命服从指数分布

川）＝｛‖!005.…, 』≥0’t＜0。

解本题是在显著性水平α二0.05下’检验假设Hb:灯泡寿命X服从指数分布’其概

率密度为

川）ˉ｛‖!005.…』’ 』≥0,t＜0·

在H0为真的假设下’X可能取值的范围为O＝［0’＋。。）。将O分成互不相交的4个部分
Al ’A2’A3,A4’如表7.4所示。以A‘记事件｛X匡Aj ｝。若H0为真’则X的分布函数为

〃（′）三｛↓丁.…』’ 』≥0,t＜0.

得知

P‘＝P（A‘）＝P｛α《＜X≤α滁l ｝＝F（α叶l）-F（αj）’j＝1’2,3’4.

计算结果列于表7.4。
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计算有关概率的估计，计算结果列于表7.2。

表 7.2 X检验数据表

吵 乳达吗n声∶多4;
35.2289才化日只 0.3679 36.787936
43.492536.78790.367940A4:1X=1
19.626018.340. 183919A:IX=21 ‘ 3.11378.0291牙二“货业 0.0803

Z=101.461;

今X=101.4611-100=1.4611，因估计了一个参数，r=1只有4组，故素=4，α=0.05，
X（k-r-1）=Xm（2）=5.9915>1.4611=x，故在显著性水平α=0.05下接受假设H。，即认
为样本来自泊松分布的总体。

clc, clear,n=100;
bins=[0:7]'; mi=[36 40 19 2 0 2 L 0]';
pd = fitdLst(bin8,'Polsson',Fzequency',mi)

号计算翔望的频数expCounts = n *pdf (pd,bins)
[h,p,st]= chi2gof (bing,Ctrs',bins,'Frequency',mi,.

'Epected'，expCoun比e，'NParams'，1）
$求临界值，st。df为自由度k2 = chi2Anv (0.95,gt.af)

例7.8 在一批灯泡中抽取300只作寿命试验，其结果如表7.3所示。

表7.3 寿命测试数据表

t>300100c#≤200寿命i/h 0-=:≤100 200<t≤300
584378灯泡数/个 121

取α=0.05，试检验假设H∶灯泡寿命服从指数分布
0.00e-, 1≥=0,f(b)-(o, i<0.

解 本题是在显著性水平a=0.05下，检验假设H。;灯泡寿命X服从指数分布，其概
率密度为

(0005e-,f≥0,JF(Q)=o, e<0.
在H。为真的假设下，X可能取值的范围为Q=【0，+*）。将Ω分成互不相交的4个部分
A，，A2，A3，A4，如表7.4所示。以A;记事件{XEA。若H。为真，则X的分布函数为

 1-c?,t≥0,P(4)={亏 t<0.
得知

P=P（4;）=P{ag<X≤a洲n}=F（a，）-F（a;），i=1，2，3，4.
计算结果列于表7.4。
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表7.4x2检验数据表

Aj

Al :0≤′≤100

A2:100＜〖≤200

A3:200＜』≤300

A48‘＞300

＾

pi
＾

见p‖ m;／（nβ′）

124。0334

84.9776

42.5794

50.2547

∑＝301.845

加j

121 0·3935 118。0408

78 0·2387 71。5954

43 0·1447 43·4248

58 0·2231 66。9390

′

今x2＝1.845°由α＝0.05’k＝4’r＝0知

x:（kˉ厂ˉ1）＝x;05（3）＝7.8147＞L845＝x2.

故在显著性水平α≡0.05下’接受假设Hb’认为这批灯泡寿命服从指数分布’其概率密
度为

｛‖;005.…′,副’f（t）＝

c1c′c1e己r

edges＝［0:100:300jnf］′b土ns＝［50150250350］′ 啥定义原始数据区域的边界和中心

m1＝［121784358］′ 老已知观测频数

pd＝m己ked土s仁（｜exp｜′200） 嗜定义指数分布

emec亡＝sum（mj）＊d土ff（◎df（pd′edges）） 老计算期望频数

［h′P′s七］＝ch土2g◎f（］o土ns′｜Edges’′edges′｜cdf『′pd′!Frequency′′m1）

k2＝ch±21nv（0.95′s亡.df） 啥求临界值′s仁·df为自由度

例7.9表7.5给出了随机选取的某大学200名一年级学生-次数学考试的成绩6

试取α＝0.1检验数据来自正态总体Ⅳ（60’152）°

表7.5学生分数统计数据

分数勿
—

学生数

20≤卯≤30 30＜勿≤40 40＜勿≤50 50＜卯≤60

515 15 30

分数z
—

学生数

60＜勿≤70 70＜卯≤80 80＜卯≤90 90＜勿≤100

660 23 10

解本题要求在显著性水平α＝0.1下检验假设

H0:数据X来自正态总体’X～Ⅳ（60,152）’即需检验X的概率密度为

厂（″）＝ 1 （愿ˉ印）2e 2×l52 ’ˉ切＜卯＜＋由·
15√豆乔

将在H0下x可能取值的区间（-四’＋。。）分为6个两两不相交的小区间A! ’A2’…’A6

（分法见表7.6）。用A!记事件“X的观察值落在A《内”’以叫（j＝1’2’…’6）记样本观察
值“l ’卯2’…’“2＂中落在▲的个数’记P‘＝P｛X巨A‘｝°计算结果列于表7.6°
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表7.4 x检验数据表

叫4z 悬六巴“身

12a4 :0≤1≤100 0.3935 124.034118.0408
4:100<E=200 0.2387嵩 84.977671.5954

44 :200<t6300 0.1447 42.S79443.4248
5:B300 0.2231 6.9390 50.2547

2=301.45

今X=1.845。由αa=0.05，k=4，r=0知
X（k-r-1）=Xn（3）=7.8147>1.845=x2、

故在显著性水平α=0.05下，接受假设 H。，认为这批灯泡寿命服从指数分布，其概率密
度为

0.005 , i≥0,fo2-'60 <0.
cle, clear
edkges=【0∶100∶300 inf】;bin8=【50150 250 350J;定义原始教据区坡的边界和中心

mi = [L21 78 43 58]; 已知观测频数
号定义指数分布pd =mnakedigt ("exp',200)

会计算期望频数expect=sum (mi)* diff (cdf (pd,edges)}
h,p,st]=chi2gof (bina,'Edges',edges,'cdf',pd,'Frequency',ml)
k2=chi2inv (0.95,st,df) 象求临界值，g七.af 为自由度

例7.9 表7.5给出了随机选取的某大学200名一年级学生一次数学考试的成绩。
试取α=0.1 检验数据来自正态总体N（60，15°）。

表7.5 学生分数统计数据

分数。 205工≤30 30<640 50~减6040<x近50

n学生数 5130Ls
分数x 7D0<a 车80 90<cz≤10080<z≤9060<e70

出学生数 660 t0

解 本题要求在显著性水平α=0.1下检验假设
H∶数据X来自正态总体，X~N（60，152），即需检验X的概率密度为

4的02f(x)=: ”厂出。个十图。. 艾区15√2
将在耳。下X可能取值的区间（-m，+0）分为6个两两不相交的小区间A，Aa，⋯，A。

（分法见表7.6）。用A;记事件"X的观察值落在A，内"，以m;（i=1，2，⋯，6）记样本观察

值x，2，，⋯，如mm中落在A;的个数，记p;=P|XeA.}。计算结果列于表7.6。
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表7·6x2检验数据表

m?／（厕β‘）

21.9271

27·9016

52·5439

72.7251

16·3999

14·0334

∑＝205.5309

＾

网pj

＾

p0Aj

Al:（＝山’40］

A2:（40’50］

A3:（50’60］

A4:（60’70］

A5:（70’80］

A6:（80’＋由）

『γ0!

18·2斗220·091220

32·25630·161330

49·50150。247551

49·50150·247560

32。25630.161323

18·24220.091216

因此x2＝5.5309°因α＝0·1’k＝6’r＝0’有

x:（陶ˉ厂-1）＝x;1（5）＝9.2364＞5.5309二x2.

故在显著性水平α＝O1下接受假设H0’即认为考试成绩的数据来自正态总体Ⅳ（＂’152）。
c1c′c1e己r′己1ph己≡0°1′

edges≡［20:10:100］;x＝［25:10:95］; 老原始数据区间的边界和中心

m土＝［51530516023106］′

Pd＝m己ked土s七（0N◎rma1‖′｜mu｜′60′0s土gm己0′15） 老定义正态分布

［h′P′s七］＝ch12g◎f（x′｜cdf｜′Pd′｜Edges｜′edges／Frequency｜′mj）

k2＝ch12土nv（1ˉ己1ph己′st.df） 老求临界值

例7·10（续例7·5） 试检验这些数据是否来自正态总体（取α＝0.1）。

解先从所给的数据算出样本均值和标准差

万＝143.7738,s＝5·9705’

本题是在显著性水平α＝0.1下’检验假设

H0:头颅的最大宽度X服从正态分布Ⅳ（143。7738’5.97052〉°
将（＿团’＋由）分成互不相交的7个区间Al’A2’…’A7’如表7。7所示°以m‘（!＝1’2’

…’7）记样本观察值落在A》中的个数’以A;记事件｛X匡Ad ｝°若H0为真’X服从正态分

布Ⅳ（143.7738’5.97052）’可以计算出

p‘＝P（A‘）＝P｛α《＜X≤α龄1｝ ’′＝1’2’…’7.

计算结果列于表7.7。

表7。7x2检验数据表

加;／（n屁〉

6·8230

4.9896

31·8703

12·6826

14·3712

9·5809

8·0233

∑＝88·3408

＾

Ⅶpj

＾

pjAi

A1:＝四＜t≤135·6

A28135·6＜t≤138·8

A3:138°8＜t≤142

A4;142＜6≤145。2

A5:145.2＜t≤148.4

A6:148·4＜t≤151·6

A7:151·6＜t＜＋由

加6

7

7

15. 186522

17.7q090·211215

15.656315

10

8
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表7.6 x检验数据表

y 乱吗nPA 岁
21.92710.012A∶（"四，40】 18.242220

0.1613 27.901632. 256330A42;(4,50]
4.50150.247S 32.5439514;:(30,60]
4.5015 27251A;(60,70] 0.247560
32.2560.16134g:(70,80] 23 16.999

0.0912 18.2422 14.033416Ae:(80,4w)
E=205.5309

因此X2=5.5309。因α=0.1，本=6，r=0，有
x(k-r-1)=X,(5)=9.2364>5.5309=x2.

故在显著性水平α=0.1下接受假设H。，即认为考试成绩的数据来自正态总体N（60，15*）。
clc, glear, alpha=0.11

舍 原始数据区间的边界和中心edges= [20:10:1001; x= [25:10:95;

mi= [5 15 30 51 6023 106];
pd=maxedist"Normal'，mu'，60，'sigma'，15舍定义正态分布
th,P,gt)=chi2goftx,cdE',pd,'Rdges',edges,'Frequeney',mi)

电求临界值k2=chi2inv (1-alpha,gt,df)
例7.10（续例7.5} 试检验这些数据是否来自正态总体（取α=0.1）。
解 先从所给的数据算出样本均值和标准差

元=143.7738，s=5.9705，
本题是在显著性永平 α=0.1下，检验假设

H。;头颅的最大宽度X服从正态分布N（143.7738，5.97053）。
将（-的，+的）分成互不相交的7个区间Au，Az，⋯，A，，如表7.7所示。以m（i=1，2，

⋯，7）记样本观察值落在A，中的个数，以A，记事件{XeA。若H。为真，X服从正态分

布 N（143.7738，5.97053），可以计算出
P1=P(AA)=Pla;<X≤a.,}l,i=1,2,⋯,7.

计算结果列于表7.7。

表7.7 X检验数据表

多 时?/（n;）oP4 多
？ 字踪 6.82307.1816A:-0<≤35.6
？ 4.98969.82040.1169A:135.6≤138.8

1.1860.1808 31.87032A:138.8<≤142
12 68260.2112 17.740915A;142c≤145.2

15.65630.1864 14.371215Ag:145.2<5148.4
10.49750.124310 9.5809A。;148.4<E151.6

B 8.0237.97690.0930A;151.6<ic*e
2能.3408
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今x2＝4.3408°由α＝0.1,k＝7’厂＝2知

x:（k-rˉ1）＝x;l（4）＝7.7794＞4.3408＝×2.

故在显著性水平α＝0.1下’接受假设H0’认为这些数据是来自正态总体°
c1c′c1e己r′己1ph己＝0.1′

己≡re己dma亡nx（｜d己仁己7工」.亡x℃｜）′己＝己（～1sn己n（己））′ 老去掉N己N值

pd＝f让djs七（己′ !N◎rIn己1‖）

［h′p′s七］＝ch土2g◎f（己′｜cdf‖′pd′｜NP己r己∏ls｜′2）

k2＝ch12土nv（1ˉ己1ph己′s亡.df） 嗜求临界值

2·柯尔莫哥洛夫（Kolmogorov＝Smimov）检验

X2拟合优度检验实际上是检验p尸Fo（α‘）＝F0（αdˉ1）＝p‘0（t＝1’2’…,k）的正确性’并

未直接检验原假设的分布函数Fo（卯）的正确性’柯尔莫哥洛夫检验直接针对原假设Hb:

F（z）＝F0（“）’这里分布函数F0（则）必须是连续型分布°柯尔莫哥洛夫检验基于经验分

布函数（或称样本分布函数）作为检验统计量’检验理论分布函数与样本分布函数的拟合

优度。

设总体X服从连续分布’Xl’Xh’…’X厕是来自总体x的简单随机样本,F侧为经验分

布函数。当Hb为真时,根据大数定律’当厕趋于无穷大时’经验分布函数F鹏（“）依概率收

敛总体分布函数F0（匆）°定义F卿（z）到Fo（如）的距离为

D臃＝ sup ｜F厕（卯）ˉFo（”） ｜ ’
＝四＜勿＜＋@

当n趋于无穷大时’D鹏依概率收敛到0°
柯尔莫哥洛夫检验的步骤如下:

（1）原假设和备择假设分别为

Hb:F（“）＝F0（z）’H! :F（匆）≠F0（z）.

（2）选取检验统计量

D厕＝ sup ｜F憾（则）-F0（鳃） ｜ ’
＝■＜z＜＋@

当Hb为真时’D腮有偏小趋势’则拟合得好;

当Hb不真时’D厕有偏大趋势’则拟合得差。

Kolmogorov定理在F0（嘶）为连续分布的假定下’当原假设为真时’师D腮的极限分
布为

@

limP｛师D撼≤‘｝ ＝1ˉ2∑（-1）!ˉ!eˉ2″’‘＞0.
n→函

j＝1

推导检验统计量的分布时’使用师D＂比D憾方便°

在显著性水平α下’＿个合理的检验是:如果师D雁＞k,则拒绝原假设,其中k是合适
的常数°

（3）确定拒绝域°

给定显著性水平α’查D厕极限分布表’求出tα满足

P｛侗D厕≥tα｝＝α’

作为临界值’即拒绝域为［tα’＋由）°
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今X2=4.3408。由α=0.1，h=7，r=2知
X（k-r-1）=X（4）=7.7794>4.3408=x2、

故在显著性水平α=0.1下，接受假设H。，认为这些数据是来自正态总体。
clc, clear,alpha=0.1;

8去掉NaN值a=readmatrix"'data7_5_1.txt');a=a(~isnan(a));

pd=fitaigt (a,'Normal')

[h,p,8t]=chi2gof (a,'cdf',pd,'NParams',2)

8求临界值k2=chi2inv (L-alpha,gt, df)
2. 柯尔美哥洛夫{ Kolmogoraov-Smirmov）检验
x拟合优度检验实际上是检验p;=Fo（a;）-Fo（a;i）=Pa（i=1，2⋯，k）的正确性，并

未直接检验原假设的分布函数F。（x）的正确性，柯尔奠哥洛夫检验直接针对原假设 H。∶
F（x）=F，（x），这里分布函数F、（x）必须是连续型分布。柯尔莫哥洛夫检验基于经验分

布函数（或称样本分布函数）作为检验统计量、检验理论分布函数与样本分布函数的拟合

优度。
设总体X服从连续分布，X，X，⋯，X。是来自总体X的简单随机样本，F，为经验分

布函数。当H。为真时，根据大数定律，当π趋于无穷大时，经验分布函数F，（z）依概率收
敛总体分布函数F。（x）。定义F（x）到F（x）的距离为

D.=_su.|F(*)-Fo(z)|,
当a趋于无穷大时，D.依概率收敛到0。

柯尔莫哥洛夫检验的步骤如下∶

（1）原假设和备择假设分别为
H:F(x)=F。(x),H:F(x)≠E(x).

2）选取检验统计量
D,=_9up IF(z)-F。(*)|,

当 H。为真时，D.有偏小趋势，则拟合得好;

当 H。不真时，D.有偏大趋势，则拟合得差。

Koitmogorov 定理 在F。（x）为连续分布的假定下，当原假设为真时，厅D。的极限分

布为

lim P{、/D。≤t=1-2> 了。丶？。2>

推导检验统计量的分布时，使用√D，比D。方便。

在显著性水平α下，一个合理的检验是∶如果√AD.>，则拒绝原假设，其中本是合适
的常数。

（3）确定拒绝域。
给定显著性水平α，查D。极限分布表，求出t。满足

PID，≥产t|=α，
作为临界值，即拒绝域为【t，+如）。
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（4）作判断°

计算统计量的观察值’如果检验统计量师D厕的观察值落在拒绝域中,则拒绝原假设’

否则不拒绝原假设。

注:对于固定的α值’我们需要知道该α值下检验的临界值。常用的是在统计量为

D＂时’各个α值所对应的临界值如下°在α＝0.1的显著性水平下’检验的临界值是

1.22／√7『;在α＝0.05的显著性水平下’检验的临界值是1.36／师;在α＝0.01的显著性水

平下’检验的临界值是1.63／师°这里n为样本的个数°当由样本计算出来的D腿值小于

临界值时’不能拒绝原假设,所假设的分布是可以接受的;当由样本计算出来的D腮值大

于临界值时’拒绝原假设’即所假设的分布是不能接受的°

例7·11（续例7.5） 试用柯尔莫哥洛夫检验法检验这些数据是否服从正态分布（α＝

0.05）。

解 （1）假设Hb:X～Ⅳ（从o.2）’Hl:X不服从″（〃’口2）。

这里取〃和◎2的估计值为

座＝厉＝上兰鳃‘＝＂7738,
nt＝1

例
亏
〉
～
间

］
＿
朋

’

〗
日βγ’●

日ˉ
＝

〗＼
／

ˉ
卯●

·
■
●

卯（＝
＝

∑^
◎

即H0:X～Ⅳ（143.7738’5.97052）。

（2）α≡O05,拒绝域为D缀≥芳,这里…
（3）计算经验分布函数值F＂（勿!）和理论分布函数值Fb（泌）’并计算统计量D厕＝sup

zj

｜F″（狐‘）ˉF0（“‘） ｜＝0.0851’由于1.36／√7『＝0.1484’所以D厕＜1.36／师,接受原假设’认为
这些数据服从正态分布°

C1C′C1e己工

己＝readm己七mx（0d己七己7-5」.亡x七｜）′己＝己（～土sn己n（己））′ 黔去掉N己N值

Pd≡f让d1s亡（a′ ｀N◎rm己1!）

［yn′xn］＝ecdf（己）; 嗜计算经验分布函数值

y＝cdf（pd′xn）; 嗜计算原假设分布函数值

Dn＝m己x（己bs（yn-y）） 老计算统计量的值

LJ＝1.36／sqr亡（1eng亡h（己）） 老计算拒绝域的临界值

［h′P′st′cv］＝ks七es℃（己′｜CDF｜′Pd） 8直接调用工具箱函数进行KS检验

7.1.5秩利检验

秩和检验可用于检验假设Hb:两个总体X与Y有相同的分布。

设分别从X、Y两总体中独立抽取大小为nl和n2的样本’设厕l≤厕2’其检验步骤如下:

（1）将两个样本混合起来’按照数值大小统-编序’由小到大’每个数据对应的序数
称为秩°

（2）计算取自总体x的样本所对应的秩之和’用T表示。
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（4）作判断。
计算统计量的观察值，如果检验统计量、nD、的观察值落在拒绝域中，则拒绝原假设，

否则不拒绝原假设。
注∶对于固定的α值，我们需要知道该α值下检验的临界值。常用的是在统计量为

D.时，各个α值所对应的临界值如下。在α=0.1的显著性水平下，检验的临界值是

1.22/、n;在α=0.05的显著性水平下，检验的临界值是1.36/历;在a=0.01的显著性水
平下，检验的临界值是1.63/、。这里n为样本的个数。当由样本计算出来的D.值小于

临界值时，不能拒绝原假设，所假设的分布是可以接受的;当由样本计算出来的 D.值大
于临界值时，拒绝原假设，即所假设的分布是不能接受的。

例7.11（续例7.5） 试用柯尔莫哥洛夫检验法检验这些数据是否服从正态分布（a=

0.05)。
解 （1）假设耳∶X~N（μ，σ'），H∶X不服从N（μ，σ2）。
这里取μ和 oi2的估计值为

子口述过岁应=F人，nn它 (×-)=59706,83;
即H∶X~N（143.7738，5.97053）。

“嫁。（2）a=0.05，拒绝域为D，≥ ，这里 n-84。

（3）计算经验分布函数值F，（x）和理论分布函数值F（x），并计算统计量D，=sup

|F，（x）-F（站）|=0.0851，由于1.36/作=0.1484，所以D.<1.36/后，接受原假设，认为
这些数据服从正态分布。

clc,clear
a=reacmatrix('data7_5_1.txt');a=&(~isnan(a));g去掉 NaN值
pd = fitdist (a,'Norma1')

tyn,xn]=ecdE (a); 8计算经验分布函数值

y = cdf [pa, xn); 8计算原假设分布函数值

8计算统计量的值Dn=max (abe tyn-y))
名计算拒绝域的临界值LJ=1.36/sgrt(length(a))

6直接调用工具箱函数进行KS 检验[[h,p,8t,cv]=ksteBt (a,'CDF",pd)

7.1.5 秩和检验

秩和检验可用于检验假设H;两个总体X与Y有相同的分布。
设分别从X、Y两总体中独立抽取大小为n，和n，的样本，设n≤九，其检验步腺如下;
（1）将两个样本混合起来，按照数值大小统一编序，由小到大，每个数据对应的序数

称为秩。
（2）计算取自总体X的样本所对应的秩之和，用T表示。
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（3）根据门l ’n2与水平α’查秩和检验表’得秩和下限Tl与上限z°

（4）如果T≤Tl或T≥见’则否定假设Hb’认为X’Y两总体分布有显著差异’否则认
为x、Y两总体分布在水平α下无显著差异。

秩和检验的依据是’如果两总体分布无显著差异’那么T不应太大或太小’若以Tl和

z2为上、下界’则T应在这两者之间’如果T太大或太小’则认为两总体的分布有显著
差异。

例7·12某涂漆原工艺规定烘干温度为120c℃’现欲将烘干温度提高到160℃,为了

检验温度变化后是否对零件抗弯强度有明显影响’今用同＿涂漆工艺加工了15个零件,

其中9个在120℃下烘干’6个在160℃下烘干’分别测得烘干后各零件的抗弯强度数值

如表7.8所列。试讨论在水平α≡0.05下烘干温度对抗弯强度是否有显著影响?

表7.8抗弯强度数值
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

41·4120℃

160℃

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

解（1） 15个数据按自小到大的）｜顶序排列结果如表7.9所列°

表7.9数据自小到大排序结果
＿

8

20o

■■■■■■■■

50c 41·8

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

（2） 120cC下有9个数据’n2＝9’160℃下有6个数据’n!＝6’n!＜n2’所以
T＝2＋3＋6＋7＋8＋13＝39.

（3）对α＝0·05’查秩和检验表得Tl＝33’Z2＝63°

（4）因为33＜39＜63’即Tl＜T＜m2’所以认为在两种不同的烘干温度下’零件的抗弯强
度没有显著差异。

计算的Matlab程序如下;

C1◎′◎1e己r

x＝［41·5 42。0 40·0 42·5 42·0 42·2 42·7 42·1 41·4］′

y＝［41·2 41·8 42·4 41。6 41·7 41·3］′

yx＝［y′x］′yxr≡七土edr己nk（yx） 啥计算秩

Yr≡sum（Yxr（1:1eng亡h（y））） 啥计算y的秩和

［p′h′s］＝r己nksum（y′x） 墙利用M己仁1己b工具箱直接进行检验

｜
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41·5 42·0 40·0 42.5 42·0 42·2 42.7 42·1

41·2 41.8 42·4 41·6 41·7 41·3

1 2 3 4 5 6 7

40.0 41·4 41·5

41·2 41·3 41·6 41·7

9 10 11 12 13 14 15

42。0 42·1 42。2 42·3 42·5 42·7

42·4

（3）根据nq，n2与水平α，查秩和检验表，得秩和下限T与上限T2。
（4）如果T≤T或T≥T，，则否定假设H，认为X，Y两总体分布有显著差异，否则认

为X、Y两总体分布在水平α下无显著差异。

秩和检验的依据是，如果两总体分布无显著差异，那么T不应太大或太小，若以T，和
T，为上、下界，则T应在这两者之间，如果T太大或太小，则认为两总体的分布有显著
差异。

例7.12 某涂漆原工艺规定烘干温度为120℃，现欲将烘干温度提高到160℃，为了
检验温度变化后是否对零件抗弯强度有明显影响，今用同一涂漆工艺加工了15 个零件，
其中9个在 120℃下烘干.6个在 160℃下烘干，分别测得烘干后各零件的抗弯强度数值

如表7.8所列。试讨论在水平α=0.05下烘干温度对抗弯强度是否有显著影响?

表7.8 抗弯强度数值

42.042.5 41.442. 42.240.0420 42.74.5120~℃
41.2 41.341.7160℃ 41.642441.8

解 （1）15个数据按自小到大的顺序排列结果如表7.9所列。

表7.9 数据自小到大排序结果

？654- 。e陕 号 。
41.541.440.0120℃

4.6 41、7 4].841、210℃ 41.3
13n9秩 号 151410 12

4742 唐切42.341红.0120℃
42.4160℃

（2）120℃下有9个数据，n2=9，160℃下有6个数据，n=6，n，<n，，所以
T=2+3+6+7+8+13=39.

（3）对α=0.05，查秩和检验表得T，=33，T，=63。
（4）因为33<39<63，即T<T<T2，所以认为在两种不同的烘干温度下，零件的抗弯强

度没有显著差异。
计算的 Malab程序如下;
elc, clear
x=[41.5 42.0 40.0 42.5 42.0 42.2 42.7 42.1 41.4]1
y=[41.2 41.8 42.4 41.6 41,7 41.3]7

$计算秩yx= Ly,x]; yxr=tiedrank tyx)
计算y的秩和yE=sumfyxr (L;length (y))}
$利用 Matlab 工具箱直接进行检验[p,h,B=renk8umty,x)
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7·2Bootstrap方法

7.2.1非参数Bootstrap万法

设总体的分布F未知’但已知有-个容量为厕的来自分布F的数据样本’自这＿

样本按放回抽样的方法抽取-个容量为n的样本’这种样本称为bootstrap样本或自助

样本°相继地’独立地自原始样本中取很多个Bootshap样本’利用这些样本对总体F

进行统计推断’这种方法称为非参数Boots怔ap方法’又称自助法°这-方法可以用于

人们对总体知之甚少的情况’它是近代统计中的-种用于数据处理的重要实用方法。

这种方法的实现需要在计算机上作大量的计算’随着计算机威力的增长’它已成为一

种流行的方法。

Bootstap方法是Ehon在20世纪70年代后期建立的°

1.估计量的标准误差的Bootstrap估计

在估计总体未知参数0时’人们不但要给出0的估计0’还需指出这一估计0的精度°

通常用估计量0的标准差｀／万〔百丁来度量估计的精度。估计量0的标准差吨＝｀／万「百丁也称
为估计量0的标准误差。

设Xl ’X2’…’X厕是来自以F（Z）为分布函数的总体的样本’0是我们感兴趣的未知参

数,用0＝j（xl’吗’…,Xn）作为0的估计量’在应用中j的抽样分布常是很难处理的,这样’

｀／丽丁常没有-个简单的表达式,不过我们可以用计算机模拟的方法求得｀／万「百丁的估

计°为此’自F产生很多容量为n的样本（例如B个）,对于每-个样本计算0的值’得0!’

02’…,0B,则｀／丽丁可以用

｜

＝
ˉ

＾
□
凹

＾
◎

来估计,其中歹÷二‘』.然而F常常是未知的’这样就无法产生模拟样本,需要另外的
方法°

现在设分布F未知’“l’“2’…’鳃厕是来自F的样本值’F＂是相应的经验分布函数°当

几很大时’F鹏接近F°我们用F腿代替上-段中的F’在Fh中抽样。在F厕中抽样’就是在

原始样本“l ’匆2’…’厕诞中每次随机地取一个个体作放回抽样°如此得到一个容量为n的

样本“『’z;’…,蝴’这就是第-段中所说的Boots怔ap样本。用Bootstrap样本按上-段中

计算估计j（“!’”2’…’”厕）那样求出0的估计0＊二0（卯f’鳃j’…’卿舟）’估计0＊称为0的
Bootstrap估计°相应地、独立地抽得B个Boo怕trap样本’以这些样本分别求出0的相应的

Bootstrap估计如下:
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7.2 Bo0tstrap 方法

7.2.1 非参数Bootstrap方法

设总体的分布下未知，但已知有一个容量为n的来自分布F的数据样本，自这一
样本按放回抽样的方法抽取一个容量为n的样本，这种样本称为 bootstrap 样本或自助
样本。相继地，独立地自原始样本中取很多个 Botgtrap 样本，利用这些样本对总体 F

进行统计推断，这种方法称为非参数 Boottrap 方法，又称自助法。这一方法可以用于
人们对总体知之甚少的情况，它是近代统计中的一种用于数据处理的重要实用方法。
这种方法的实现需要在计算机上作大量的计算，随着计算机威力的增长，它已成为一

种流行的方法。
Bootstap 方法是 Efron在20世纪 70年代后期建立的。

1.估计量的标准误差的 Bootstrap估计
在估计总体未知参数θ时，人们不但要给出θ的估计6，还需指出这一估计的的精度。

通常用估计量的标准差√D⑤）来度量估计的精度。估计量的标准差g。=√D（奶）也称
为估计量的标准误差。

设X，X，⋯，X.是来自以 F《xz）为分布函数的总体的样本，θ是我们感兴趣的未知参

数，用6=θ（X，，X，⋯，X）作为6的估计量，在应用中6的抽样分布常是很难处理的，这样，

√D（6）常没有一个简单的表达式，不过我们可以用计算机模拟的方法求得√D（6）的估

计。为此，自F产生很多容量为n的样本（例如B个），对于每一个样本计算6的值，得θ，

6，⋯，，则√D（O）可以用 ‘、 （0，-司）“”。√B-:
6。然而尸常常是未知的，这样就无法产生模拟样本，需要另外的来估计，其中0=叫

方法。
现在设分布F未知，x，，年，⋯，z，是来自F的样本值，F。是相应的经验分布函数。当

n很大时，F。接近F。我们用F。代蓄上一段中的F，在F.中抽样。在F.中抽样，就是在
原始样本xq，如2，⋯，x。中每次随机地取一个个体作放回抽样。如此得到一个容量为π的

样本xi，花2，⋯，年》，这就是第一段中所说的 Bootstrap 样本。用 Boottrap 样本按上一段中

计算估计创（z1高⋯5，）那样求出θ的估计δ°=8（z"，z2，⋯，z??，估计δ"称为θ的
Bootstrap 估计。相应地、独立地抽得B个Boobtrap 样本，以这些样本分别求出e的相应的
Bootstrap估计如下;
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Bootstrap样本1 匆′l ’卯jl,…’螺l ’Bootstrap估计0广;

Bootstrap样本2 勿『2’卵j2’…,则i2’Bootstrap估计jj;

Bootstrap样本B 卯『;B’卯jB’…’哺B’Bootstrap估计0;.

则0的标准误差√万「百丁就以
＾

α『＝

来估计’其中百·≡去二》‖｀上式就是√丽的B…估计.
综上所述得到求√万〔万丁的Bootstrap估计的步骤是;
（1）自原始数据样本zl ’绷2’…,绷瓜按放回抽样的方法’抽得容量为励的样本卯『’卯j’

…,哺（称为Bootstrap样本）。

（2）相继地、独立地求出B（B≥1000）个容量为厕的Boo帕杠ap样本’匆f《’鳃舒’…’卯荷』 ’

j＝1’2’…,B°对于第j个Boots杠ap样本’计算豆＊≡j（鳃严,鳃舒’…’绷舒）’t≡1,2’…’B（0‘＊

称为0的第t个Bootstrap估计）。

（3）计算

β沪√;二了三丁百户丽＝》其中巨｛≡古二α｀
例7.13某种基金的年回报率是具有分布函数F的连续型随机变量’F未知’F的中

位数0是未知参数°现有以下数据:

18.2 9.5 12.0 21. 1 10.2

以样本中位数作为总体中位数0的估计°试求中位数估计的标准误差的Bootstrap估计°

解将原始样本自小到大排序,中间一个数为12.0,得样本中位数为12.0。

在上述5个数据中’相继地｀独立地按放回抽样的方法取样’取B＝10得到下述10个

Bootstrap样本:

样本1 9.5 18.2 12.0 10.2 18.2

样本2 2l.1 18.2 12.0 9.5 10.2

样本3 21.1 10.2 10.2 12.0 10。2

样本4 18.2 12.0 9.5 18.2 10.2

样本5 21.1 12。0 18.2 12.0 18.2

样本6 10.2 10.2 9.5 21.1 10.2

样本7 9.5 21.1 12.0 10,2 12.0

样本8 10.2 18.2 10.2 21.1 21.1

样本9 10.2 10.2 18.2 18.2 18·2

样本10 18.2 10.2 18.2 10.2 10.2

对以上每个Boots怔ap样本,求得样本中位数分别为
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Bootstrap 样本1 x肯，x2'，⋯，x"'，Bootatrap 估计0";

Botsrap样本2 x1*，x2，⋯，x*3，Botrap 估计62;

Bootstrap 样本B x*"，z2号，，x"°，Bootstrap估计创》.

则i的标准误差（D（6）就以
哼；。丫6;-√B-1:

6;，上式就是√D（6）的 Botpo估计。来估计，其中6·= 6,{如
综上所述得到求√D（6）的 Botstrap 估计的步骤是∶
（1）自原始数据样本x，z2，⋯，z，按放回抽样的方法，抽得容量为n的样本x，对2，

⋯，z。（称为Bootstrap 样本）。
（2）相继地，独立地求出B（B≥1000）个容量为n的Bootstrap 样本，x"，x2'，⋯，，x2，

i=1，2，⋯，B。对于第i个Bootstap样本，计算b?=创（xi，，x2'，⋯，x》'），i=1，2，⋯，B（6;
称为θ的第i个 Boottrap 佶计）。

（3）计算

（;-7>，其中i '1 6:“”、√B-1:
例7.13 某种基金的年回报率是具有分布函数F的连续型随机变量，F未知，F的中

位数θ是未知参数。现有以下数据;
I8.2 9.5 12.0 21.1 10.2

以样本中位数作为总体中位数θ的估计。试求中位数估计的标准误差的 Bootstrap 估计。
解 将原始样本自小到大排序，中间一个数为12.0.得样本中位数为12.0。

在上述5个数据中，相继地、独立地按放回抽样的方法取样，取B=10得到下述 10个
Boot9trap 样本∶

样本1 9.5 18.2 12.0 10.2 18.2

样本2 21.1 18.2 12.0 9.5 10.2

样本3 21.1 10.2 10.2 12.0 10.2

样本4 18.2 12.0 9.5 18.2 10.2

样本5 21.112.018.2 12.0 18.2

样本610.210.29.5 21.110.2

样本7 9.5 21.1 12.0 10，2 12.0

样本8 10.2 18.2 10.2 21.1 21.1

样本9 10.2 10.2 18.2 18.2 18.2

样本10 18.210.2 18.2 10.2 10.2

对以上每个Bootrap 样本，求得样本中位数分别为
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｜

｜

｜

■

｜

0f＝12.0’0j＝12.0’0;＝10.2’0》≡12.0’0;＝18.2’

0;＝10.2’0′＝12.0’j;＝18.2,0;＝18.2’ji＝10.2,
则中位数估计的标准误差的Bootstrap估计

ˉ
ˉ

＾
∩
口

＾
◎ ＝3.4579

｜
本题中取B＝10,这只是为了说明计算方法,是不能实际运用的’在实际中应取B≥1000。

上述计算的Matlab程序如下:

C1C′C1e己r

己＝［9.5 18.2 12.0 10·2 18·2

21·1 18·2 12·0 9·5 10·2

21.1 10.2 10.2 12°0 10.2

18.2 12.0 9·5 18.2 10·2

21.1 12°0 18°2 12.0 18。2

10·2 10.2 9°5 21·1 10.2

9。5 21·1 12·0 10。2 12.0

10°2 18.2 10°2 21°1 21.1

10·2 10·2 18·2 18·2 18·2

18。2 10·2 18·2 10·2 10.2］′

zw≡qu己n亡土1e（a‖ ′0.5） 嗜求矩阵己每一行的中位数

bz°＝s七d（zw） 堵计算中位数标准差的B◎◎仁s℃r己p估计

下面使用计算机进行抽样’取B＝1000’得

上罢
999j＝1

（0‘·ˉ百＊）2＝
ˉ

＾
□
凹

＾
◎ ≡3·6708.

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′rng（1） 嗜取确定的随机数种子进行一致性比较

己＝［18·2 9°5 12.0 21.1 10.2］; 嗜输入原始样本

］o＝h◎◎亡s亡rp（1000′C（x）αu己n亡j1e（x′0。5）′己） 嗜计算各个b◎◎仁s仁r己p样本的中位数

c＝s七d（b） 墙计算中位数标准差

2·估计量的均方误差的Bootstrap估计

设X＝（xl’玛’…’x厕）是来自总体F的样本’F未知’R＝R（X）是感兴趣的随机变量’

它依赖于样本X°假设我们希望去估计R的分布的某些特征°例如R的数学期望

EF（R）’就可以按照上面所说的三个步骤进行’只是在步骤（2）中对于第j个Bootstrap样

本”′≡（卯′′’卯舒’…’“肝）’计算R′＝R‘罐（z／）代替计算0′’且在步骤（3）中计算感兴趣的
R的特征。例如如果希望估计E′（R）则计算

Ⅱ.（R.）ˉ去二凡≤
例7·14设金属元素铂的升华热是具有分布函数F的连续型随机变量’F的中位数

0是未知参数’现测得以下的数据（单位:kcal／mo1）:
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6;=12.0，每。=12.0，6=10.2，6】=12.0，6=18.2，

6。=10.2,6;=12.0,6]=18.2,6;=18.2,6=10.2,
则中位数估计的标准误差的 Bootstap 估计

还部(6:-7") =3.479“””，
本题中取B=10，这只是为了说明计算方法，是不能实际运用的，在实际中应取B≥1000。

上述计算的Matlab程序如下;

clc, clear
a=[9.5 18.2 12.0 10.2 18.2

21.118.2 12,0 9.5 10.2
21.1 10.2 10.2 12.0 10.2

18.2 12.0 9.5 18.2 10.2
21.1 12.0 18.2 12.0 18.2
10.2 10.2 9.5 21.1 10.2
9.5 21,1 12.0 10.2 12.0
10.2 18.2 10.2 21.1 21.1
10.2 10.2 18.2 18.2 18.2
18.2 10.2 18.2 10.2 10,2];

6求矩阵 a每一行的中位数zw=quantile (a',0.5)

bzc=std(zw) 号计算中位数标准差的 Bootstrap 估计

下面使用计算机进行抽样，取B=1000，得

g91的中” (0;-6")2=3.6708.999;人槽

计算的 Matlab 程序如下∶
clc, clear, rng(1) 会取璃定的随机赦种子进行一致性比软

号输入原始样本a=[18.2 9.5 12.0 21.1 10.2];

b=bootstrp(1000,@(x)quantile(x,0,5)a) 号计算各个bootstzap 样本的中位数

c=ad(b) 计算中位数标准整

2.估计的均方误差的Bootgtrap 估计

设X=（X，X，⋯，X，）是来自总体F的样本，F未知，R=R（X）是感兴趣的随机变量，

它依赖于样本 X。假设我们希望去估计 R的分布的某些特征。例如 R 的数学期望
E，（R），就可以按照上面所说的三个步骤进行，只是在步骤（2）中对于第i个 Bootstrap 样
本;=<z2'，xt，，x"），计算R"=R"（x°）代替计算θ"，且在步骤（3）中计算感兴趣的

R的特征。例如如果希望估计E，（R）则计算

少瓦沁弓
例7.14 设金属元素铂的升华热是具有分布蓝数F的连续型随机变量，F的中位数

6 是未知参数，现测得以下的数据（单位;kcal/mol）∶
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136.3 136.6 135.8 135.4 1347 135.0 134. 1 143。3 147.8 148。8

1348 135.2 134.9 149·5 141.2 135.4 134.8 135.8 135.0 133.7 134.4

1349 1348 134.5 I34.3 l35.2

以样本中位数″＝″（X）作为总体中位数0的估计’试求均方误差MSE＝E［（M-0）2］的

BootstIap估计°

解将原始样本自小到大排序’左起第13个数为135.0’左起第14个数为135.2,于

是样本中位数为÷（B川川）＝1351.以1川作为总体中位数0的估计’即j＝
135. 1。取R＝R（X）＝（″ˉ0）2’需估计R（X）的均值E［（″-0）2］6

相继地、独立地抽取10000个Bootstrap样本如下:

样本1’得样本中位数为134.9’……样本10000’得样本中位数为135.2’

对于用第t个样本计算

R:＊≡R（“‘罐）≡（″:＊ˉ0）2＝（″‘掌ˉ135.1）2’j≡1’2’…’10000.

即对于样本1,（M『ˉ135.1）2＝（134.8ˉ135.1）2＝0.09’……对于样本1川’（″h0ˉ135.1）2＝

（135.4＝135.1）2＝0.09。

用这10000个数的平均值

1 10000
＿∑
10000i＝I

（肌.＝135.1）2＝0.0704

近似E［（M-0）2］’即得MSE＝E［（″-0）2］的Bootstrap估计为0.0704。

c1c′c1e己r′rng（0） 8取确定的随机数种子进行一致性比较

己＝［136.3 136.6 135.8 135.4 134·7 135.0 134.1 143.3 147·8 · · .

148·8 134·8 135·2 134·9 149·5 141。2 135。4 134。8 135°8 ° ° ·

135·0 133。7 134.4 134.9 134·8 134.5 134·3 135.2］′

b＝b◎◎仁s仁rP（10000′巳（x）qu己n仁土1e（x′0.5） ′己）; 嗜求各个b◎◎仁s仁r己p样本的中位数

c＝me己n（（bˉqu己ntj1e（a′0.5）） .＾2） 老求均方误差

3·Bootstrap置信区间

下面介绍一种求未知参数0的Bootstrap置信区间的方法°

设X＝（X! ’X2’…’X腮）是来自总体F容量为n的样本,“＝（“l’卯2’…’勿＂）是一个已知

的样本值。F中含有未知参数M≡0（Xl ’X2’…’X＂）是0的估计量。现在来求0的置信
水平为1-α的置信区间°

相继地、独立地从样本绷＝（匆l ’则2’…’匆厕）中抽出B个容量为＂的Bootstrap样本’对于

每个Boots怔ap样本求出6的Boots怔ap估计0广’0j’…’0j。将它们自小到大排序’得

j『l）≤j屋）≤…≤吼）.

取R（X）＝0’用对应的R（X＊）＝0＊的分布作为R〈x）的分布的近似’求出R（X＊）的

分布的近似分位数0垒2和欠″2使

P｛0多2＜j＊＜j催″2｝＝1ˉα’
于是近似地有
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136.3136.6135.8135.4134.7135.01341143.3147.8 148.8

134.8 135.2 134.9149.5 141.2 135.4 134.8 135.8 135.0 133.7 134.4
134.9 134.8 134.5 I34.3 135.2
以样本中位数M=M（X）作为总体中位数θ的估计，试求均方误差 MSE=E【（M-8）?】的
Boostrap 估计。

解 将原始样本自小到大排序，左起第13个数为135.0，左起第14个数为135.2，于

是样本中位数为-（135.0+135.2）=1351。以 135.1 作为总体中位数θ的估计，即在=，

135.1。取R=R（X）=（M-6）i，需估计R（X）的均值E【（M-6）?】。
相继地、独立地抽取10000个 Bootstrap样本如下∶
样本1，得样本中位数为134.9，⋯样本10000，得样本中位数为135.2，

对于用第i个样本计算

R"=R（x*）=（M，-8）2=（M"-135.1）3，主=1，2，⋯，10000
即对于样本1，（M"-135.1）2=（134.8-135.1）2=0.09，⋯⋯对于样本1000，（Mm-135.1）2=
(135.4-135.1)?=0.09。

用这10000个数的平均值
1O01 (M"- 135. 1)2= 0.070410000 :

近似E【（M-0）】，即得 MSE=E【（M-0）^】的 Bootstrap 估计为0.0704。
。取确定的随机数种子进行一致性比较clc, clear, xng (0)

a=[136.3 136.6135.8 135.4 134.7 135.0 134.1 143.3 147.8..,

148.8 134.8 135.2 134.9 149.5 141.2 135.4 134.8 135.8...
135.0 133.7 134.4 134.9 134.8 134.5 134.3 135.2];

b=bootst功p（10000，ex）guantile（x，0.5），a）;8求各个bootstrap样本的中位数
求均方误差c=nean((b-quantile (a,0.5)),^2)

3.Bootstrap置馆区间
下面介绍一种求未知参数θ的 Bootstrap 置信区间的方法。
设X=（X，X，⋯，X，）是来自总体F容量为n的样本，x=<x，饭g，⋯，x，）是一个已知

的样本值。F中含有未知参数θ，6=8（X，Xx，;⋯，X）是θ的估计量。现在来求θ的置信
水平为1-α的置信区商。

相继地、独立地从样本z=（x，*，⋯，x。）中抽出B个容量为n的Booetap样本，对于
每个Bootetrap 样本求出θ的Bootstrap估计;，6;，⋯，创;。将它们自小到大排序，得

吗；讼驴截了熬守：
取R（X）=6，用对应的R（X*）=δ"的分布作为R（X）的分布的近似，求出R（X*）的

分布的近似分位数e.。和8;.使
P163<*<i;=a' =1-a,

于是近似地有
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P｛j二2＜0＜0仁α／2｝＝1-α.

记您』≡［从÷］,峙［川—÷）］’在上式中以j良测和jk铡分别作为分位数‘盅和匪…的估
计’得到近似等式

P｛j＆l）＜0＜0＆2） ｜＝1ˉα.

于是由上式得到0的置信水平为1-α的近似置信区间（0门l） ’0良2））’这一区间称为0的置
信水平为1ˉα的Bootstrap置信区间°这种求置信区间的方法称为分位数法°

例7·15有30窝仔猪出生时各窝猪的存活只数为

9 8 10 12 11 12 7 9 11 8 9 7 7 8 9 7 9 9 10 9 9 9

12 10 I0 9 13 11 13 9

以样本均值万作为总体均值以的估计’以样本标准差s作为总体标准差◎的估计’按分位

数法求〃以及◎的置信水平为0.90的Bootstrap置信区间°

解用放回抽样的方法’相继地、独立地自原始样本数据中抽样’得到10000个容量

均为30的Bootshap样本°

对每个Bootstrap样本算出样本均值厨（t＝1’2’…’10000）’将10000个可按自小到

大排序’左起第500位为砧＂）＝9.0333’左起第9500位为熟5＂）≡10.0667。于是得似的-
个置信水平为0.90的Bootstrap置信区间为

（砧00）’聪50o））＝（9.0333,10.0667）.

对上述10000个Bootstrap样本的每＿个算出标准差st＊（』＝1’2’…’10000）’将10000

个s‖＊按自小到大排序。左起第500位为s忘00）＝1.4324’左起第9500位为‘乙500）＝2.0625’
于是得◎的一个置信水平为0.90的bootstap置信区间为

（＄忌00） ’s＆500）〉＝（1.4324’2.0625）.
计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′rng（6） 嗜进行一致性比较

己＝［9 8 10 12 11 12 7 9 11 8 9 7 7 8 9 7 9 9 10 9 9 9 12

10 10 9 13 11 13 9］;

b＝］o○◎仁c1（10000′｛0（x） ［mean（x）′s仁d（x）］′a｝′『a1pha｜′0.1）老返回值b第一列为均值的置

信区间′第二列为标准差的置信区问

用非参数Bootshap法来求参数的近似置信区间的优点是’不需要对总体分布的类型

作任何的假设’而且可以适用于小样本’且能用于各种统计量（不限于样本均值）。

以上介绍的Bootstrap方法’没有假设所研究的总体的分布函数F的形式’Bootstrap

样本是来自已知的数据（原始样本）’所以称为非参数Boots柱ap方法。

7.2·2参数Bootstrap万法

假设所研究的总体的分布函数F（勿;β）的形式已知’但其中包含未知参数β（β可以
是向量）°现在已知有一个来自F（“;β）的样本

Xl’玛’…’X厕·

利用这-样本求出β的最大似然估计白°在F（卯;β）中以乞代替β得到F（绷;白）’接着在
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P{02<8<6-an! =1-a.

电记4-【0号】4-Eax1-3】，在上式中以e;，和;分别作为分位数6，和;2的估2
计，得到近似等式

P1（元，<e<iz）=1-a.
于是由上式得到θ的置信水平为1-α的近似置信区间（6，，8t），这一区间称为θ的置

信水乎为1-α的 Bootstrap 置信区间。这种求置信区间的方法称为分位数法。

例7.15 有 30窝仔猪出生时各窝猪的存活只数为
9 8 10 12 l1 12 7 9 118 9 7 7 8 9 7 9 9 10 9 9 9

12 10 I0 9 13 11 13 9
以样本均值z作为总体均值μ的估计，以样本标准差∶作为总体标准差σ的估计，按分位
数法求μ以及σ的置信水平为0.90的 Bootstrap 置信区间。

解 用放回抽样的方法，相继地、独立地自原始样本数据中抽样，得到 10000个容量
均为30的 Bootrap样本。

对每个 Bootstrap样本算出样本均值z"（i=1，2.⋯，10000），将10000个zt按自小到

大排序，左起第500位为元s=9.0333，左起第9500位为zg=10.0667。于是得μ的一
个置信水平为0.90的 Bootetrap置信区间为

(z10,Ei0o)=(9.0333,100667).
对上述10000个Bootstrap样本的每一个算出标准差8;（i=1，2，⋯，10000），将1000

个?按自小到大排序。左起第500位为si）=1.4324，左起第9500位为ssp=2.0625，
于是得σ的一个置信水平为0.90的 bootstp置信区间为

(tsm ,sno)=(1.4324,2.0625).
计算的 Matlab程序如下∶
clc，clear，rng {6）告进行一致性比救
a=[9 8 10 12 11 12 7 9 11 8 9 77 8 9 7 9 910 999 12
10 10 9 13 11 13 9];

b-bootc1任0000，【（x〉【mean（x>，std（x）】，a），alpha'，0.1}返同值b第一列为均值的置
信区间，第二列为标准烩的置信区问

用非参数 Bootstrap 法来求参数的近似置信区间的优点是，不需要对总体分布的类型
作任何的假设，而且可以适用于小样本，且能用于各种统计量（不限于样本均值）。

以上介绍的 Botrap 方法，没有假设所研究的总体的分布函数F的形式，Bootstrap
样本是来自已知的数据《原始样本），所以称为非参数 Bootstrap 方法。

7.2.2 参数Bootstrap 方法

假设所研究的总体的分布函数F（x;β）的形式已知，但其中包含未知参数β（β可以

是向量）。现在已知有一个来自F（x;8）的样本
Z,X,,⋯,H。,

利用这一样本求出β的最大似然估计β。在F（x;β）中以β代替β得到F（z;j），接着在
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F（鳃;臼）中产生容量为″的样本

Xf’财’…’X付～F（绷;c）.

这种样本可以产生很多个’例如产生B（B≥1000）个’就可以利用这些样本对总体进行统

计推断’其做法与非参数Bootshap方法一样。这种方法称为参数Bootstrap方法。
例7.16已知某种电子元件的寿命（单位:h）服从韦布尔分布,其分布函数为

〃（水｜;≡仙沪, ”≥0,…0其他,

概率密度为

伊咖＂f（“）＝

已知参数β＝2。今有样本
142.84 97.04 32.46 69.14 85.67 114.43 41.76 163.07 10822 63.28

（1）确定参数叮的最大似然估计。

（2）对于时刻t0＝50’求可靠性R（50）＝1＝F（50）＝eˉ（50／叼）2的置信水平为0.95的
Bootstrap单侧置信下限°

解（1）设有样本”l’z2’…’“娜,似然函数为（已将β＝2代人）

1≡呻.ˉ《咖,ˉ羔（∏醚』）.你）／沪,
lnL二厕ln2ˉ2″l＂＋兰lm』ˉ÷兰绷!’

i＝1 叮 t＝1

令岩hL二0’得
芋鹊蹦←0,

焊叮＝

以数据代人得叮的最大似然估计为j＝100.0696。

（2）对于参数β＝2’叮＝j＝100.0696’产生服从对应韦布尔分布的5000个容量为10
的Bootstrap样本。

对于每个样本”『‘’匆′‘’…’喇,计算叮的Boots杠ap估计

）乏严＊

叭＝

将以上5000个″′自小到大排列’取左起第250（［5000×0.05］＝250）位,得

帖50）＝73.3758’

于是在t＝50时’可靠性R（50）的置信水平为0.95的Bootstrap单侧置信下限为
199

F（x;β）中产生容量为 n的样本
Xt,X,⋯,X"-E(x;8).

这种样本可以产生很多个，例如产生 B（B≥1000）个，就可以利用这些样本对总体进行统
计推断，其做法与非参数 Bootstrap 方法一样。这种方法称为参数 Bootstrap 方法。

例7.16 已知某种电子元件的寿命（单位;h）服从韦布尔分布，其分布函数为

F<2)-1-e4)、>0,β>0,9>0.其他0,
概率密度为

勾设下。了。。f(4)-四
其他.0,

已知参数β=2。今有样本
142.84 97.04 32.46 69.14 85.67 114.43 41.76 163.0 108.22 63.28
（1）确定参数η的最大似然估计。
（2）对于时刻 t=50，求可靠性R50）=1-F（50）=e-430r）i的置信水平为0.95 的

Bootstrap 单侧置信下限。
解 （1）设有样本对，为，⋯，x，，似然函数为（已将β=2代人）

乎学了己邯每了空字L=]

日己人当言砂【入?掌
仅lmL=0，得d7

皆。出吟式日×
北7

5再!

屯”。
以数据代入得g 的最大似然估计为饰=100.8696。

（2）对于参数β=2，η=η=100.0696，产生服从对应韦布尔分布的 5000个容量为10
的 Bootrap 样本。

对于每个样本xt*，z"，⋯，xi，计算η的 Bootatrap估计
谓一(4")3已“， 10

将以上5000个n自小到大排列，取左起第250（【S000x0.05】=250）位，得
72o0=73.3758,

于是在t=50时，可靠性R{50）的置信水平为0.95的Bootstrap 单侧置信下限为
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eˉ（50／唯0））2＝0.6286.

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′rng（2） 哈进行一致性比较

己＝［142。84 97·04 32·46 69·14 85·67 114.43 41·76 163·07 108.22

63.28］;

e七己＝sqr七（me己n（a.＾2）） 嗜求最大似然估计

be亡己＝2;B＝5000;a1ph己＝0。05′

b＝wb1rnd（e亡己′be亡己′ ［B′10］）′ 嗜产生服从韦布尔分布的随机数

e亡己h己七＝sαr亡（mean（b·＾2′2））; 啥计算每个样本对应的最大似然估计

se亡己＝s◎r亡（e七己h己仁）; 培把B个最大似然估计按照从小到大排列

k≡f1◎◎r（B＊己1ph己）

se＝se亡己（k） 墙提取相应位置的估计量

Rt0＝exp（ˉ（50／se）＾2） 墙求对应的置信下限

例7.17据HardyˉWeinberg定律’若基因频率处于平衡状态’则在-总体中个体具

有血型″、M］Wγ的概率分别是（1-0）2’20（1＝0）’02’其中0＜0＜1。据1937年对香港地区

的调查有表7.10所示的数据。

‖

表7·10血型的数据

＝尸三＝＝票二＝二;≡尸云≡
求0的最大似然估计0°

求0的置信水平为0.90的Boots怔ap置信区间。

分别记“l ’z2’“3为具有血型为M、‖′／γ、Ⅳ的人数,记勿l＋鳃2＋卯3＝n。似然函

）
）

α
但
解

数为

L＝［（1＝0）2］霹l［20（1-0）］乎2（02）露3＝2露20露2哟（1-0）2娜l粒2’

lnL＝则2ln2＋（财2＋2卯3）ln0＋（2“］＋卯2）ln（1ˉ0）.

令

卯2＋2卯3旦lnL＝—
d0 0

ˉ墅1±丝＝0’
1-0

解得

＾ 卯2＋2卯3 卯2＋2卯3

0＝2卯1＋2卯2＋2卯3 2几
以数据”l＝342,绷2≡500’z3＝187’厕≡1029’代人得到j≡0.4247。以0代替0,得到（1ˉ0）2＝
0.3310’20（1＝0〉＝0·4887’02＝0.1804°于是血型的近似分布律见表7.11°

表7.11 血型的近似分布律

＝寻二磊＝＝恶≡ 二＝
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e-(0izm)'=0.6286.
计算的 Matlab程序如下;

治进行一致性比软clc, clear,rng (2)

a=[142.84 97,04 32.46 69.14 85.67 114.43 41,76 163.07 108.22

63.28];
舍求最大似然估计eta*sqt (mtean (a,"2))

beta=2;B=5000; alpha=0.05;
b=wblrnd (eta,beta,(B,10]); 8产生服从事布尔分布的随机数

计算每个样本对应的最大似然估计etahat=gqrt (mean (b."2,2));
鲁把 B个最大似然估计按照从小到大播列aeta=gort(etahat);

k= floor(B* alpha)
提取相应位置的估计量se =seta(k)
8 求对应的置信下陵Rt0=axp(-(50/se)"2]

例7.17 据 Hardy-Weinbeng定律，若基因频率处于平衡状态，则在一总体中个体具
有血型M、MN、N的概率分别是（1-6）2，26（1-6），02，其中0<6<1。据1937年对香港地区
的调查有表7.10所示的数据。

表7.10 血型的数据

单。 N血 型 NN
人敷 共1029500342 187

（1）求θ的最大似然估计。
（2）求θ的置信水平为0.90的 Bootetrap置信区间。

解 分别记x;z2，zz为具有血型为M、MN、N的人数，记x、+x2+x，=n。似然函
数为

L=【（1-80）2】"【20（1-0）】*（θ'）=2"er（1-0）1，
InL=x2ln2+(x+2*z)ln0+(2x,+z,)ln(1-8).

令
2x,+。为+2g乱一宁“” =0,。d0 1-0

解得
寸员+2s秀 2n2×x +27+2x;

以数据x，=342，z=500，xz=187，n=1029，代入得到6=0.4247。以创代著θ，得到（1-6）2=
0.3310，28（1-6）=0.4887，02=0.1804。于是血型的近似分布律见表7，11。

表7.11 血型的近似分布律

划血 塑 蔓葛

人数 0.4687 0.1840.3310
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以表7.11为分布律产生1000个Bootstrap样本’从而得到0的1000个Bootstrap估计

0f’0j’…’ji00’将这1000个数按自小到大的次序排列得到
＾ ＾

＾ ＾ ＾

0′l）≤0屋）≤…≤0∩000）.

取（0店0） ’赃50））＝（0.4057’0.4431）为0的置信水平为0.90的Bootstrap置信区间。
＾

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′rng（10） 墙进行一致性比较

x0≡［342 500 187］》

仁he仁己＝（x0（2）＋2＊x0（3））／sum（x0）／2 老计算最大似然估计

fb＝［（1ˉ亡he七己）＾2′2＊仁he亡己＊（1—仁he亡己）′亡he仁a＾2］ 啮计算分布律

cf＝cumsum（fb） 老求累计分布

堵每一列随机数对应一个B◎◎七s仁r己p样本己≡r己nd（1029′1000）;

jx1＝（己＜＝cf（1））′ 嗜1对应M出现

jx2＝（己＞cf（1）＆己＜＝cf（2））; 哈1对应MN出现

jx3＝（己＞＝cf（2） ）′ 哈1对应N出现

x1＝sum（jx1）′x2＝sum（jx2）;x3＝sum（jx3）′

仁he仁己2＝（x2＋2＊x3）／1029／2; 啮计算统计量仁he仁己的值

老把统计量按照从小到大排序s仁he亡己＝s◎r七（七he亡己2）′

αj＝［s仁he七己（50）′s亡he仁己（950）］ 老提出置信区间的取值

7.3方差分析

在现实问题中’经常会遇到类似考察两台机床生产的零件尺寸是否相等’病人和正常
人的某个生理指标是否-样’采用两种不同的治疗方案对同一类病人的治疗效果比较等

问题°这类问题通常会归纳为检验两个不同总体的均值是否相等’对这类问题的解决可
以采用两个总体的均值检验方法。但当检验总体多于两个时’仍采用多总体均值检验方

法就会遇到困难。而事实上’在实际生产和生活中可以举出许多这样的问题’如从用几种
不同工艺制成的灯泡中各抽取若干个测量其寿命’推断这几种工艺制成的灯泡寿命是否

有显著差异;用几种化肥和几个小麦品种在若干块试验田里种植小麦’推断不同的化肥和
品种对小麦产量有无显著影响等°

例7.18用4种工艺A1、A2、A3、A4生产灯泡’从各种工艺制成的灯泡中各抽出若干

个测量其寿命’结果如表7.12所示’试推断这几种工艺制成的灯泡寿命是否有显著差异°

表7.12 4种工艺生产的灯泡寿命 （单位:h）

A4A3A2A1

1500

1550

1610

1460

1540

1620

1680

1580

1600

1640

1720

1620

1670

1700

1750

1800
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以表7.11为分布律产生1000个Bootstrap 样本，从而得到θ的1000个Boottrap估计

6;，创2，⋯，θ;o，将这1000个数按自小到大的次序排列得到
空春驴抓？；驴号：

取（6s，8o）=（0.4057，0.4431）为θ的置信水平为0.90的Botatrap 置信区间。
计算的 Matlab 程序如下∶

g进行一致性比较clc, clear, rng(10)
x0= [342 500 187];

s计算最大仪然估计theta= (x0 (2)+2* x0 (3))/sum (x0)/2
fb=【（-cheta）~2，2*theta*（1-theta}，theta~2】 计算分布律

器求票计分布cf =curnsum (fb)
号每一列随机数对应一个 Bootstrap 样本a=rzand(1029,1000);
81对应M出现jx1= (ac=cf(1));
1对应MN出现jx2= (a>c (1)&ac=cf (2));
81对应N出现jix3= (a>=cf (2));

x1=8um(jxl);x2=sum(jx2);x3=Bum(jx3):
计算统计量 cheta的值theta2= (x2+2* x3)/1029 /2;
8把统计量按愿从小到大排序stheta =sort (theta2);
8提出置信区问的取值qj= [stheta(50), atheta(950)]

7.3 方差 分析

在现实问题中，经常会遇到类似考察两台机床生产的零件尺寸是否相等，病人和正常
人的某个生理指标是否一样，采用两种不同的治疗方案对同一类病人的治疗效果比较等
问题。这类问题通常会归纳为检验两个不同总体的均值是否相等.对这类问题的解决可
以采用两个总体的均值检验方法。但当检验总体多于两个时，仍采用多总体均值检验方
法就会遇到困难。而事实上，在实际生产和生活中可以举出许多这样的问题，如从用几种
不同工艺制成的灯泡中各抽取著干个测量其寿命，推断这几种工艺制成的灯泡寿命是否
有显著差异∶用几种化肥和几个小麦品种在若干块试验田里种植小麦，椎断不同的化肥和
品种对小麦产量有无显著影响等。

例7.18 用4种工艺 A1、A2、A3、A4生产灯泡，从各种工艺制成的灯泡中各抽出若干
个测量其寿命，结果如表7.12 所示，试推断这儿种工艺制成的灯泡寿命是否有显著差异。

（单位;b）表7.12 4种工艺生产的灯泡寿命

p A4A3A1
15001580 1461620
L550154016001670
16101700 16201640

“多17201750
180
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｜

问题涉及一个因素’即生产工艺’检验指标为使用寿命’为了达到推断工艺差异是否

对使用寿命具有显著性影‖向’对每个工艺水平随机抽取了一定数量的样品进行检验’即随
机试验°用数理统计分析试验结果｀鉴别各因素对结果影响程度的方法称为方差分析

（AnaIysisofVariance’ANOVA）°人们关心的实验结果称为指标’试验中需要考察的｀可

以控制的条件称为因素或因子’因素所处的状态称为水平°上面提到的灯泡寿命问题是

单因素试验’处理试验结果的统计方法就称为单因素方差分析。

7.3·1单因素万差分析万法

只考虑一个因素A所关心的指标的影响’A取几个水平,在每个水平上作若干个试

验’假定试验过程中除因素自身外其他影响指标的因素都保持不变（只有随机因素存

在）°我们的任务是从试验结果推断’因素A对指标有无显著影响’即当A取不同水平时
指标有无显著差异°

A取某个水平下的指标视为随机变量’判断A取不同水平时指标有无显著差别’相当
于检验若干总体的均值是否相等°

1·数学模型

不妨设A取厂个水平’分别记为Al ,A2’…’A『°若在水平A‘下总体X‘～Ⅳ（伙,叮2）’j＝

1’2’…’厂’这里化’口2未知’化可以互不相同’但假定X‘有相同的方差°

设在水平▲下作了吗次独立试验’即从总体Xd中抽取样本容量为n‘的样本’记作
X旷,j＝1’2’…’∏‘’

其中:X旷～″（〃d’◎2）’j≡1’2’…’厂’j＝1’2’…’〃‘’且相互独立。
将所有试验数据列成表格’如表7.13所示。

表7. 13单因素试验数据表

｝
｜

表7·13中对应A‘行的数据称为第j组数据°判断A的厂个水平对指标有无显著影

响’相当于要作以下的假设检验:

原假设Hb:仪l＝仙2＝…＝仙厂;

备择假设Hl :仙1’〃2’…’化不全相等°

由于X『的取值既受不同水平A‘的影响’又受A《固定下随机因素的影响’所以将它分
解为

X旷＝仙《＋E旷’j＝1’2’…’厂’j＝1’2’…’n‘’ （7. 1）

式中:S旷～Ⅳ（0’°2）’且相互独立°
弓｜人记号

〃＝上左＂《仙‘,鹏＝∑鹏』,α』＝从ˉˉ叫＝1,2,…》厂』
见j＝1 t＝1
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问题涉及一个因素，即生产工艺。检验指标为使用寿命，为了达到推断工艺差异是否
对使用寿金具有显著性影向，对每个工艺水平随机抽取了一定数量的样品进行检验，即随

机试验。用数理统计分析试验结果、鉴别各因素对结果影响程度的方法称为方差分析
（Analysis of Variance，ANOVA）。人们关心的实验结果称为指标，试验中需要考察的、可

以控制的条件称为因素或因子，因素所处的状态称为水平。上面提到的灯泡寿命问题是

单因意试验，处理试验结果的统计方法就称为单因素方差分析。

7.3.1 单因素方差分析方法

只考虑一个因素A所关心的指标的影响，A取几个水平，在每个水平上作若干个试

验，假定试验过程中除因素自身外其他影响指标的因囊都保持不变（只有随机因素存

在）。我们的任务是从试验结果推断，因素A对指标有无显著影响，即当A取不同水平时
指标有无显著差异。

A取某个水平下的指标视为随机变量，判断A取不同水平时指标有无显著差别，相当
于检验若干总体的均值是否相等。

1.数学横型

不妨设A取r个水平，分别记为A，4，⋯，A，。若在水平A;下总体X;~N（μu，σ2），i=
1，2，⋯，r，这里m，σ2未知，化，可以互不相同，但假定X;有相同的方差。

设在水平A;下作了n，次独立试验，即从总体X，中抽取样本容量为n;的样本，记作

端长目“了“当。
其中∶X。~N（μ，o2），i=1，2，⋯，r，j=1，2，⋯，n;，且相互独立。

将所有试验数据列成表格，如表7.13所示。

衰7.13 单因素试验数据表

A “了XK ：目

“当当42 4g ：：

; ⋯ ”:
X,,X。X44, ！？

表7.13中对应A，行的数据称为第i组数据。判断A的r个水平对指标有无显著影
响，相当于要作以下的假设检验;

原假设H。;=山2=⋯=μ，;
备择假设且∶，，m，⋯，μ，不全相等。
由于X的取值既受不同水平A，的影响，又受A，固定下随机因素的影响，所以将它分

解为
(7.1)Xg=u+e,i=1,2,⋯,r,j=1,2,·,n2,

式中∶6~N（0，02），且相互独立。
引人记号

下叫沁了”沁？于日量“了工中：
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式中:〃为总均值;α‘为水平A‘下总体的平均值化与总平均值〃的差异’习惯上称为指标
Aj的效应°由式（7.1）’模型可表示为

｝…‖ Ⅷ.
原假设为（以后略去备选假设）

H0:α!＝α2＝…＝α厂＝0. （7·3）

2.统计分析

记

zˉ去二顺—÷三二xⅧ （7.4）

式中:Xt.为第』组数据的组平均值;X为全体数据的总平均值°考察全体数据对x的偏

差平方和

厂 见j

ST＝∑∑（X’ˉX）2’ （7.5）
j＝1 j＝1

分解可得

厂 ∏i

S′＝∑厕』（x.ˉ灭）2＋∑∑（X,＿xd.〉2.
j＝l 〔＝1 ′＝1

记

SA＝∑n』 （X.ˉr）2’ （7.6）
j＝1

厂 见j

S‘＝∑∑（X,ˉX愈·）2’ （7.7）
j＝1 ′＝1

则

ST＝SA＋SE’ （7.8）

式中:SA为各组均值对总平均值的偏差平方和’反映A不同水平间的差异’称为组间平

方和;S厘为各组内的数据对样本均值偏差平方和的总和’反映了样本观测值与样本均

值的差异’称为组内平方和’而这种差异认为是由随机误差引起的’因此也称为误差平

方和°
见j

注意到∑（X,—x‘.）2是总体Ⅳ（化,α2）的样本方差的＂dˉ1倍’于是有
j＝1

见!

∑（X,-鸦·）2／α2～x2（″;ˉ1）.
j＝1

由x2分布的可加性知

S厘／α2～x2（∑（厕′ˉ1）） ,
t＝1

即

SE／◎2＾qX2（n＝r）’
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式中;为总均值;a;为水平A，下总体的平均值μ与总平均值μ的差异，习惯上称为指标
A 的效应。由式（7.1），模型可表示为

（X=μ中;t &;，

昭了“。 (7.2)

e~N(0,0i),=1,⋯,rj= 1,2,⋯,a;
原假设为（以后略去备选假设）

(7.3)H8:8,=d4=·=a,=0.
2.统计分析
记

少”“卟心 ”？R,=: (7.4)上力。
予。

式中;五。为第i组数据的组平均值;x为全体数据的总平均值。考察全体数据对不的偏

差平方和

子岂 (7.5)乡““
分解可得

”知！岂汹产岁了乡”叫
记

“”沁叉； (7.6)

台冲了。”心 (7.7).鹃屹
则

S,=Sa+S, (7.8)
式中;S，为各组均值对总平均值的偏差平方和，反映A不同水平间的差异，称为组间平
方和;S，为各组内的数据对样本均值偏差平方和的总和，反映了样本观测值与样本均
值的差异，称为组内平方和，而这种差异认为是由随机误差引起的，因此也称为误差平
方和。

注意到 （x -x。）2是总体N（μ，σ'）的样本方差的n;-1倍，于是有·
会（A，-.3/o*-X*（a，-1）.

由X'分布的可加性知

sei'-r（三（o，-1），
弯

珍气总火当己。
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且有

ESE＝（∏ˉr）O2. （7。9）

对SA作进-步分析可得

ESA＝（rˉ1）口2＋∑M!. （7.10）
t＝l

当H0成立时’有

ESA＝（r-1）O2. （7·11）

可知若H0成立,则SA只反映随机波动’而若Hb不成立’则SA还反映了A的不同水平的

效应α‘。单从数值上看,当H0成立时’由式（7.9）和式（7.11）’对于＿次试验应有

二＋｛昌｝ˉ］』
而当Hb不成立时’这个比值将远大于1。当H0成立时’该比值服从自由度n1＝厂＝1’几2＝

（见-厂）的F分布’即

Ⅳ-兰偶ˉF（萨＿M—′） （川）
为检验H0’给定显著性水平α’记F分布的上α分位数为Fα（厂ˉ1’凡-厂）’检验规则为

F＜Fα（厂-1’n一厂）时接受H0’否则拒绝H0.

以上对SA和SE的分析相当于对组间、组内方差的分析’所以这种假设检验方法称为
方差分析°

3·方差分析表

将上述统计过程归纳为方差分析表’见表7.14°

表7.14单因素方差分析表

概 率离差平方和 自由度 均 方 F 值方差来源

sA／（厂ˉ1）

F＝SE／（见＝厂）因素A（组间） SA／（rˉ1）

SE／（胞ˉ厂）

SA 厂ˉ1 p

误差（组内）

总和

SE

ST

见ˉ厂

Ⅶ＝1

若由实验数据算得结果有F＞Fα（′-1’几ˉ厂）’则拒绝H0’即认为因素A对试验结果有

显著影响;若F＜Fα（厂-1’nˉ厂）’则接受Hb’即认为因素A对试验结果没有显著影响。

表7.14最后-列给出F（r-1’Ⅶ-厂）分布大于F值的概率p’当p＜α时拒绝原假设H0’

否则接受原假设H0°

在方差分析中’还作如下规定:

（1）如果取α＝0.01时拒绝Hb’即F＞Fα0l（厂＝1’厕-厂〉’则称因素A的影响高度显著。

（2）如果取α＝0.05时拒绝H0’但取α＝0.01时不拒绝Hb’即

Fα0l（r＝1’几ˉr）≥F＞Fα05（厂＝1’∏ˉr）’

则称因素A的影响显著。

4·Mauab实现

对例7. l8进行单因素方差分析的Madab程序如下:
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且有
S2=(n-)0'. (7.9)

对S，作进一步分析可得

罗口！宁己汹式 (7.10)
当H。成立时，有

(7.11)ES,=(r-1)02.
可知若H。成立，则S，只反映随机波动，而若H。不成立，则S还反映了A的不同水平的
效应α。单从数值上看，当H。成立时，由式（7.9）和式（7.11），对于一次试验应有

S/(r-1)细1，sg/(-r)"
而当H。不成立时，这个比值将远大于1。当H。成立时，该比值服从自由度n，=r-1，V=
（n-r）的F分布，即

_S,(r-1) (7.12)F=拟义了千
为检验片o，给定显著性水平α，记F分布的上α分位数为F。（r-1，n-r），检验规则为

F<F_（r-1，n-r）时接受H。，否则拒绝H。

以上对S，和S。的分析相当于对组间、组内方差的分析，所以这种假设检验方法称为
方差分析。

3.方差分析表
将上述统计过程归纳为方差分析表，见表7.14。

表7.14 单因素方差分析表

兼酱F 值站 方自 由 度离差平方和方差来源

S,(-4)。 psS/(r-1)-L P因素A（组间） S/{n7)
S2/(a-r) s误差（组内） 丹-T

8总和 中

若由实验数据算得结果有F>P（r-1，n-r），则拒绝 H。，即认为因素 A对试验结果有

显著影响;若F<F。（r-1，n-r），则接受H。，即认为因素A对试验结果没有显著影响。
表7.14最后一列给出F（r-1，n-r）分布大于F值的概率p，当p<α时拒绝原假设H，

否则接受原假设 H。
在方差分析中，还作如下规定∶

（1）如果取α=0.01时拒绝H，，即 F>F。o（r-1，n-r），则称因素A的影响高度显着。

（2）如果取α=0.05时拒绝 H。，但取α=0，01时不拒绝H。，即
F。o（r-1，n-一）≥F>F。o（r-1，n-r），

则称因素 A的影响显著。
4.Matlab 实现
对例7.18进行单因素方差分析的 Matlab程序如下。
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c1c′c1e己r′c1◎se己11

己≡re己dm己七mx（｜d己ta7」8.亡xt『）

［p′亡′s仁］＝己n◎v己1（a）

求得的方差分析表如表7.15所列°画出的箱线图如图7.3所示。

p＝0·042＜0·05’所以这几种工艺制成的灯泡寿命有显著差异°

表7.15方差分析表

1800

丁
1750

—
‖
‖17＂

1650

1600

1550

吕1500

1450

l 2 3

图7.3方差分析中的箱线图

4

例7·19（均衡数据） 为了考察化工生产中温度对某种化工产品的收率（％）的影响’

现选择了5种不同的温度°在同-温度下各做4次试验,试验结果见表7.16°问反应温

度对产品收率有无显著影响。

表7.16产品收率试验结果表

■■■■■■■■■■■■■■■■
■■■■■… ＝
＝＝】
＝■

■■■■■
■-…丁

平均值

56·875

54.90

54.10

56·75

55.80

解由表7.16的数据经计算得方差分析表如表7.17所列°
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clc,clear, clo6e al1
a=readmatrix"'data7_18,txt')
[p, t,gt]=anova1 (a)
求得的方差分析表如表7.15 所列。画出的箱线图如图7.3所示。

p=0.042<0.05，所以这几种工艺制成的灯泡寿命有显著差异。

表7.15 方差分析表
F值方差来 源 均 方自 由 度离验平方和 值

3组间 S =60133. 3 2051.1 3.777 0.042
组内 12S-64546.7 3378.9

S-=124700总和 15

180o
1790J
170ol

一雾一

160ol

1590l

1s00l

l4S
i- 42

图7.3 方差分析中的箱线图

例7.19（均衡数据】 为了考察化工生产中温康对某种化工产品的收率（??的影响，

现选择了5种不同的温度。在同一温度下各做4次试验，试验结果见表7.16。问反应温
度对产品收率有无显著影响。

表7.16 产品收率试验结果表

叫_武验 平均值3；温度 4” 56.87557.157.458.055.D
56854.4 56.0S4 54.90？

4.354.0 54.1054.054.1、
66.4 56.7557.056.657.0

5 景一36.1 S5.8054.057.0
解 由表7.16的数据经计算得方差分析表如表7.17所列。
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｜

｜

｜

｜

｜

｜表7.17方差分析表

由于F＝3.9496＞3.0556＝Fα05（4’15）’故拒绝Hb’即认为温度对产品收率有显著
影响°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dma亡r土x（｜da七a7」9.仁xt｜）｜ 8注意矩阵转置

［P′亡′st］＝己n◎v己1（己）

F己＝f土nv（0.95′七｛2′3｝′t｛3′3｝） 啥计算F分布的上己1ph己分位数

7·3·2双因素万差分析万法

如果考虑两个因素对指标的影响,就要采用双因素方差分析。它的基本思想是:对每

个因素各取几个水平’然后对各因素不同水平的每个组合作-次或若干次试验,对所得数

据进行方差分析。对双因素方差分析可分为无重复和等重复试验两种情况’无重复试验

只需检验两因素是否分别对指标有显著影响;而对等重复试验还要进-步检验两因素是

否对指标有显著的交互影响°

1·数学模型

设A取s个水平Al’A2’…’As’B取′个水平Bl’B2’…’B′’在水平组合（B《’A／）下总体

X『服从正态分布Ⅳ（〃旷’口2）’j＝1’2’…’厂,j＝1’2’…’S。又设在水平组合（B‘’4）下作了t

个试验’所得结果记作X泌’X泌服从Ⅳ（陶’°2）’j＝1’2’…’r’j＝1’2,…’S’k＝1’2’…’t’且
相互独立。将这些数据列成表7.18的形式°

表7. 18双因素试验数据表

｜

A1

x111’…’X11t

X211 ’…,Xm!

A2

Xl21’…’x1?f
●

●

X,,1’…,Ⅺ’′

A‘

X1sl ’…’X1s0

Xm,…’Xz《

】
∑

日
日

B厂 X泡1’…’胸!X′l1’…’乙l′ 典l’…’X）雹』

将X泌分解为

X泌＝件0＋s姚’j＝1,2’…’厂,／＝1’2’…’s’∧＝1’2’…’t’

式中:S泌～Ⅳ（0’O2）’且相互独立°记

〃ˉ上乏乏胸, 〃.』三÷三陶’ α尸从厂仙,洒j＝1 j＝l

从.＝上宣岭》 β』＝从.ˉ从γ』＝（陶ˉ仙）ˉα』ˉ冯』
s′＝1

式中:仪为总均值;吗为水平Aj对指标的效应;β为水平B‘对指标的效应;γ旷为水平B‘与
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表7.17 方差分析表
F值均 方自 由 度 P值方塑来 源 离验平方和

4 5.6920组间 Sa=2.7680 0.0r203.94961.12组内 Sg=21.6175 15
总和 S-=4.855 19
由于F=3.9496>3.0556=F。g（4，15}，故拒绝 H。，即认为温度对产品收率有显著

影响。
clc, clear,clo9e all

号注意矩阵转置a=readmatrix ('data7_19.txt')'

[p, t,t]=anoval (a)
号计算F分布的上 alpha 分位数Fa=finv(0.95,t[2,3),t(3,3]]

7.3.2 双因紧方差分析方法

如果考虑两个因素对指标的影响，就要采用双因素方差分析。它的基本思想是;对每
个因素各取几个水平，然后对各因囊不同水平的每个组合作一次或若干次试验.对所得数

据进行方差分析。对双因素方差分板可分为无量复和等重复试验两种情况。无重复试验

只需检验两因素是否分别对指标有显著影响;而对等重复试验还要进一步检验两因素是

否对指标有显著的交互影响。

1。数学模型
设A取s个水平A，Az⋯，A，B取r个水平B，B，⋯，B，在水平组合（B，A;）下总体

X;服从正态分布N（μg，σ2>，i=1，2，⋯，r，j=1，2⋯，s。又设在水平组合（B，A）下作了∶
个试验，所得结果记作Xa，Xa服从N（w，a2），i=1，2，⋯，r，j=1，2，⋯，s，k=1，2，⋯，，且
相互独立。将这些数据列成表7.18的形式。

表7.18 双因素试验数据表

424 产：
即 了“”“日了“引1⋯,m “”

当了矿B ：“当己“皆当己了“ ⋯⋯ “：。
当了当了皆当了“干即 ‘

将X分解为
Xa=4*a，=1，2，⋯，rj=1，2，⋯，sk=1，2，⋯共，

式中∶ea~N（0，σ'），且相互独立。记

品高点，如号高  =P，-μ，善”，

μ=专区山，B=4。-μ，y=（Av-份）-α-β，
式中∶为总均值;α;为水平A，对指标的效应;;为水平B对指标的效应;Y，为水平B;与
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4对指标的交互效应。模型表为

…Ⅷ

（7. 13）

原假设为

H0l :吗＝0（j＝1,2’…’s）’ （7. 14）

H02:β＝0（j＝1,2’…’厂）’ （7. 15）

H03:γ0＝0（t＝1,2’…,厂;j＝1’2’…,s）. （7. 16）
2。无交互影晌的双因素方差分析

如果根据经验或某种分析能够事先判定两因素之间没有交互影响’则每组试验就不

必重复’即可令t＝1’过程大为简化°

假设γ『＝0’于是

〃旷＝〃＋吗出《’j＝1’2’…’厂’j＝1’2’…’s,
此时’模型（7.13）可写成

…∩ ＼Ⅶ∩
对这个模型我们所要检验的假设为式（7.14）和式（7.15）。下面采用与单因素方差

分析模型类似的方法导出检验统计量°

记

r≡上泣X哪,x.ˉ上乏X,,∑′二÷三X徽’s尸拉（X厂X）2,sj＝1了s『＝l j＝l i＝l ／＝l

式中:ST为全部试验数据的总变差’称为总平方和’对其进行分解:

厂 J

ST＝∑∑（X,ˉX）2
!＝1 j二l

＝乏立（X,ˉ瓦·ˉ页.′＋无）2十』∑（瓦.＿万）2＋′∑（无.′ˉ元）2
t＝1 ′＝1 j＝1 j＝1

＝SE＋SA＋SB

可以验证’在上述平方和分解中交叉项均为0’其中

s愿＝≡三（X,ˉX‘.ˉx.′＋X）2,s删二厂∑（万.厂页）2,s圆＝』∑（瓦.ˉr）2
‘＝1 ／＝1 ／＝l 〔＝l

我们先来看看SA的统计意义。因为X。j是水平4下所有观测值的平均值’所以

∑（r.jˉ元）2反映了X.! ’X.2’…’X.差异的程度°这种差异是由于因素A的不同水
j＝1

平所弓｜起的’因此SA称为因素A的平方和。类似地’SB称为因素B的平方和。至于S厘
的意义不甚明显’我们可以这样来理解:因为S厘＝STˉSA-SB’在我们所考虑的两因素问题
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4;对指标的交互效应。模型表为
详。门下十国十讼。十”十。任

2∶;=0，2;A=0点"一点n-=0， (7.13)
e～N（0，02），= 1，2，⋯，rj=1，2，⋯，s，k=12，⋯，.

原假设为
(7.14)Ha:0;=0(j=12,⋯,),
(7.15)H。:β.=0(i=1,2,⋯,r),

(7.16)H。atY=0(i=1,2,⋯rij=1,2,⋯,3).
2.无交互影响的双因橐方差分析
如果根据经验或某种分析能够事先判定两因素之间没有交互影响，则每组试验就不

必重复，即可令t=1，过程大为简化。

假设yg=0，于是
Hy=μ+ay+β，i=1，2，⋯，r，j=1，2，⋯，8，

此时，模型（7.13）可写成
【X，=μ+a， +β;+&，

点-0.盏a-0. (7.17)
{6～N（0，σi），=1，2，⋯，rj=1，2，，s.

对这个模型我们所要检验的假设为式（7.14）和式（7.15）。下面采用与单因素方差
分析模型类似的方法导出检验统计量。

记
“丹游吩岁中’讼产中沁子予沁叫子也？T

式中;S，为全部试验数据的总变差，称为总平方和，对其进行分解∶

8点言（；凹 “，（，-）+二点点（离，-双-双，+动++之，
= Sg+S,+S,

可以验证，在上述平方和分解中交叉项均为 0，其中

S2-点点（x-瓦。-，+D）'，8，=r点（.-万1，8-2（i。-酌?.
我们先来看看S 的统计意义。因为x。是水平 A，下所有观测值的平均值，所以

（x。-x）2反映了.，x。⋯，x。，差异的程度。这种差异是由于因素A 的不同水
平所引起的，因此S，称为因素A的平方和。类似地，S，称为因素B的平方和。至于S
的意义不甚明显，我们可以这样来理解∶因为S，=S，-S，-S，在我们所考虑的两因素问题
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中’除了因素A和B之外’剩余的再没有其他系统性因素的影响’因此从总平方和中减去

SA和SB之后’剩下的数据变差只能归人随机误差’故S圆反映了试验的随机误差。
有了总平方和的分解式ST＝S厘＋Sd＋SB’以及各个平方和的统计意义’我们就可以明

白’式（7。14）所示假设的检验统计量应取为SA与SE的比°

和单因素方差分析相类似’可以证明’当H0l成立时’有

SA

见＿号 ˉF（,ˉl’（厂＿‖）（膨ˉl））’
（r＝1）（s＝1）

当H02成立时’有

SB
■■■■■■■■■■■■

厂＝1

～F（r＝1’（厂＝1）（s＝1））·Fb≡
SE

（厂-1）（s＝1）

检验规则为

凰＜Fh（s＝1’（厂-1）（s-1））时接受Hbl’否则拒绝H0l;

FB＜Fα（了＝1’（r＝1）（s＝1））时接受Hm’否则拒绝H02°
可以写出方差分析表’如表7.19所示°

表7.19无交互效应的两因素方差分析表

方差来源

因素A

F 值

E』ˉM潞盖）］
SB／（厂ˉ1〉

FB＝Sg／［（厂＝1）（sˉ1）］

SA
～

s＝1
SA s-1

SB
■■‖■■■■■■■

『＝1
因素B SB 厂一1

Sg
误差

‖■■■■■■■■■■■■■

总和

SE （厂＝1）（s≡1）
（r＝1）（s＝1）

硒＝1

3.关于交互效应的双因素方差分析

与前面方法类似’记

元-上乏＝立X秘’禹.≡÷二X泌风.二上泣x泌瓜』.≡六三三X＂网tj＝1 ′＝1 k＝1 stj＝1 k≡1

将全体数据对X的偏差平方和:
厂 J β

S’＝∑∑∑（腮ˉX）2,
t＝1 j＝1 k＝1

进行分解’可得

sT＝SE＋SA＋SE＋sAB’

其中
厂 J 0

S圈＝∑∑∑（X姚ˉX,·）2,SA＝r‘∑（r·′·ˉ万）2’
《＝1 j＝1 k＝1 j＝1
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中，除了因素A和 B之外，剩余的再没有其他系统性因素的影响，因此从总平方和中减去
S，和S 之后，剩下的数据变差只能归入随机误差，故 S， 反映了试验的随机误差。

有了总平方和的分解式S，=Sg+S+S，以及各个平方和的统计意义，我们就可以明
白，式（7.14）所示假设的检验统计量应取为S，与S。的比。

和单因素方差分析相类似，可以证明，当H成立时，有

贮“F,P- F(s-1,(r-1)(s-1)〕,S_
D-T

当H成立时，有

》
7r-1F。" -F(r-1,(r-1)(a-1)).S

育岩了岂
检验规则为

F<F。（s-1，（r-1）（s-1））时接受H。，否则拒绝H;
F。<F。（r-1，（r-1）<s-1））时接受H四，否则拒绝He

可以写出方差分析表，如表7.19所示。

表7.19 无交互效应的两因素方差分析表
均 方离差平方和 自 由 度 F值方鉴 来源

oiE S/(s-1)s因素/ 唑”。六门之门了

叫 S/(r-1)当因素B -1 2s（r-1可
S“搐麟 (-1)(0-1) -D-1

S总和 予

3.关于交互效应的双因秦方差分桥

与前面方法类似，记

x一品点点点石鸡品点高高和五品点点加T8t

将全体数据对X的偏差平方和∶

8-岛点点（-那，
进行分解，可得

S,=8g+S,+Sa+Sa,
其中

s高点点（-）8="点（-初
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厂 J

S‘＝硼∑（夏..ˉ元）2’S朋＝t∑∑（再.ˉ瓦..ˉr.j.＋无）2.
i＝1 t＝l ／＝l

式中:SE为误差平方和;SA为因素A的平方和（或列间平方和）;SB为因素B的平方和（或

行间平方和）;SAB为交互作用的平方和（或格间平方和）°

可以证明’当Hb3成立时’有

SAB

FAB＝（厂-1）（s-1）～F（（厂ˉ1）（s～1）’洒（tˉ1））, （7, 18）
SE

厕（t≡1）

据此统计量’可以检验H03。川…

可以用F检验法去检验诸假设°对于给定的显著性水平α,检验的结论如下:

若Fh＞Fα（厂ˉ1’硒（t-1））’则拒绝H0l;

若FB＞Fα（sˉ1’灯（tˉ1））’则拒绝H02;

若FhB＞Fα（（厂ˉ1）（s-1）,硒（t-1））’则拒绝H03’即认为交互作用显著°

将试验数据按上述分析｀计算的结果排成表7.20的形式’称为双因素方差分析表。

表7.20关于交互效应的两因素方差分析表

登逻倍盖 ÷匡
均 方 F 值

S∧ SA／（s＝1）

FA＝SE／［庙（Zˉl〉］s～1

SB SB／（厂～l）

FB＝SE／［酒（t-1）］厂～1

S∧B S∧β／［（厂-1）（sˉ1）］

E｛B≡ SE／［酒（′ˉ1）］（厂ˉ1）（s-1）

SE

洒（t＝1）

因素B SB 厂ˉ1

交互效应 SAB （厂-1）（s＝1）

误差

总和

SE

ST

庙（t＝1）

厕′-1

4·Matlab实现

例7.20一种火箭使用4种燃料、3种推进器进行射程试验’对于每种燃料与每种推

进器的组合作一次试验’得到的试验数据如表7.21°问各种燃料之间及各种推进器之间

有无显著差异°

表7.21 火箭试验数据

B3

65·3

51.6

39.2

48·7

B1

58。2

49。 1

60·1

75。8

B2

56·2

54·1

70。9

58·2

A1

A2

A3

A4

解记燃料为因素A’它有4个水平’水平效应为α‘’j＝1’2’3’4;推进器为因素B,它

有3个水平’水平效应为问’j＝1’2’3。我们在显著性水平α＝0.05下检验
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台；“的响：艺。！汹汹‘：冲十艺
式中;S 为误差平方和;S，为因案A的平方和（或列间平方和）;8 为因素B的平方和（或

行间平方和）;8为交互作用的平方和或格间平方和）。
可以证明，当Hm成立时，有

S
(r-1)(5-1)-F((r-1)(8-1),r(t-1)),当” (7.18)S
义门”

据此统计量，可以检验H。
可以用F 检验法去检验诸假设。对于给定的显著性水平α，检验的结论如下∶
若FA>F。（r-1，rs（t-1）），则拒绝H;
若Fg>F。s-1，rs<（r-1），刻拒绝 H。;
若F>F。（（r-1）（s-1），rs（z-1）），则拒绝Hm，即认为交互作用显著。

将试验数据按上述分析、计算的结果排成表7.20的形式，称为双因案方差分析表。

表7.20 关于交互放应的两因素方差分析表

值匈 方离差平方和 自 由 度方盖 来源

区” SA/t-1)F."乡 -1因素/ 乡义门
Sg(-t)。 F。"S乡 了因素 B s/n4-订=I

S Sa/(r-1)(s-1)]义交互救应 (~1)(-1) “比衣T8T 巢宁"“误差 s(t-1) 到化
8,总和 n-1

4.Matlab实现

例7.20 一种火箭使用4种燃料、3种推进器进行射程试验，对于每种燃料与每种推
进器的组合作一次试验，得到的试验数据如表7.21。问各种燃料之间及各种推进器之间

有无显著差异。
表7.21 火箭试验数据

萝。B-B
A 65.356.258.2
42 54.149.1 51.6
计 39.270.960.1

75.8A。 48.78.2
解 记燃料为因素A，它有4个水平，水平效应为a;，i=1，2，3，4;推进器为因素B，它

有3个水平，水平效应为β，j=1，2，3。我们在显著性永平α=0.05下检验
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H1:α1＝α2＝α3＝α4＝0;

必:βl＝β2＝β3≡0·

由表7.21的数据经计算得方差分析表如表7.22所列°由p值可知各种燃料和各种
推进器之间的差异对于火箭射程无显著影响°

表7.22方差分析表

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dm己亡r土x（｜d己℃己7-20.仁xt｜）

［P′亡′s亡］≡己n◎v己2（己）

例7.21-火箭使用了4种燃料’3种推进器作射程试验’每种燃料与每种推进器的

组合各发射火箭2次’得到如表7.23结果。

表7·23火箭试验数据

试在水平0.05下’检验不同燃料（因素A）｀不同推进器（因素B）下的射程是否有显

著差异’以及交互作用是否显著。

解记燃料为因素A’它有4个水平’水平效应为α;,6＝1’2’3’4。推进器为因素B’

它有3个水平,水平效应为冯’j≡1’2’3。燃料和推进器的交互效应为γ『’j＝1’2’3’4;j＝
1’2’3°我们在显著性水平α＝0.05下检验

H1 8α1≡α2＝α3＝α4＝0;

Hh:βl＝β2＝β3＝0;

Hj:γl1＝γl2＝γl3＝…＝γ43＝0.

由表7.23数据经计算得方差分析表如表7.24所列。表明各试验均值相等的概率都

为小概率’故可拒绝均值相等假设。即认为不同燃料（因素A）、不同推进器（因素B）下的
射程有显著差异’交互作用也是显著的°

表7.24方差分析表

方离差平方和 自由度 均 F 值

S门＝2616750 3 872250 44174

SB＝3709808 2 1854904 93939

6 2947821 149288

S＝2369500 12 197458

≡米沥

因素A

刀寨月

侄
＿
＂
—
川
—
Ⅷ
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;:0=α2=α3s=&,=0;
H2:;β,=β,=β3,=0.

由表7.21的数据经计算得方差分析表如表7.22所列。由p值可知各种燃料和各种

推进器之间的差异对于火箭射程无显著影响。

表7.22 方差分析表

均方 ”‘南自 由 度方差来 源 离差平方和 。酶
因素4 0.738704385525300S,=157.900 ”e因素B 0.97411.233 0.4491S=223.8467

6误整 S =731.9800
clc, clear, clo8e al1
a=readnatrix('data7_20,txt'}

[p,t,st]=anova2 (a)
例7.21 一火箭使用了4种燃料，3种推进器作射程试验，每种燃料与每种推进器的

组合各发射火箭2次，得到如表7.23结果。

表7.23 火箭试验数据

B B多

A 58.2526 65.360.8536.241.2
Az 49.1428 54.150.5 51.648、4
量 39.240.770.93.260.158.3
A 58.251.075.871.5 48.74].4

试在水平0.05 下，检验不同燃料（因素A}、不同推进器（因索 B）下的射程是否有显

著差异，以及交互作用是否显著。

解 记燃料为因素A，它有4个水平，水平效应为α;，i=1，2，3，4。推进器为因素 B、
它有3个水平，水平效应为βj=1，2，3。燃料和推进器的交互效应为γ，i=1，2，3，4;=
1，2，3。我们在显著性水平α=0.05下检验

H:α =α,=a2 =q =0;
H:81=β2=β;=0;
日 ;?y;=Y2=YL=⋯=Y =0.

由表7.23 数据经计算得方差分析表如表7.24所列。表明各试验均值相等的概率都

为小概率，故可拒绝均值相等假设。即认为不同燃料（因家A）、不同推进器（因素 B）下的

射程有显著差异，交互作用也是显著的。

表7.24 方差分析表
均 方自 由 捷高盖平方和 F值方差来源 心画

因素A 87.250S*2641.6130 0.0260车4174Y
e)因素B 185.4904 0.00s9.39Sp=370.9808

2947821交互作用 0.001Sw=1768.6925 14.9238。
误差 19.745812Sr-236.9500
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c1c′c1e己r′c1◎se己11

己≡re己dma℃r土x（｜da亡己721.亡x仁0）｜ 啥注意矩阵转置

［p′亡′s亡］＝己n◎v己2（己′2）

7·4回归分析

7°4.1多元线性回归

1·模型

多元线性回归分析的模型为

｜勤澜…＆ （7.19）

式中:β0’βl ’…’β厕’°2都是与卯l ’“2’…’躯砸无关的未知参数’其中β0’β!’…’β厕称为回归
系数°

现得到门个独立观测数据［6‘’α则’…’α咖］’其中b‘为y的观察值’αil ’α‘2’…’α‘厕分别

为卯l ,卯2,…’鳃m的观察值,j＝1’2’…’几,＂＞加’由式（7. 19）得

｛:!三侍删酣≡!扁 （Ⅷ）
记

｜ ‖‖｜ ‖｜Y 》 ,川x＝

E＝［S｜ ,e2’…’S愿］T’β＝［β0’βl ’…’β厕］T’

式（7.19）表示为

｜蜜撇凰）, （7.22）

式中:E鹏为网阶单位矩阵。

2·参数估计

模型式（7.19）中的参数β0’β］ ’…’C瞬用最小二乘法估计,即应选取估计值局’使当

冯＝冯’j＝0’1’…’加时’误差平方和
几 n 厕

Q＝∑彦!＝∑（b』ˉj』）2＝∑（b』ˉβ0ˉβ!αnˉ…ˉβ腮α″）2 （7.23）
〔＝1 j＝l j＝1

达到最小。为此,令

器ˉ0,尸0,‖,…,腮’
得
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clc, clear, close al1
a=readmnarix（'data7_21.xt'}'售注意矩阵转置

tp,t,at]=anova2 [a,2)

.4 回归 分析

7.4.1 多元线性回归

1. 横型
多元线性回归分析的模型为

[y=β6+3x;+βx+e, (7.19)E~N（0，σi2）.
式中∶β，B，⋯，β，σ2都是与x，，⋯，??关的未知参数，其中β，β，⋯，B.称为回归
系数。

现得到n个独立观测数据【6b;，4;，⋯，C-】，其中b;为y的观察值，8;，a，⋯，a分别
为×，2，⋯，z。的观察值，=1，2，⋯，n，n>m，由式（7.19）得

[b;=β+β;0+⋯+βm0:+8;,
(7. 20)e;~N（0，a2），i=1，2，⋯，n.

记

店，的
6,

(7.21)

e=[e1,e2,⋯,6]',β=[β,β,⋯,β]",
式（7.19）表示为

Y=x+e, (7.22)e-N(0,aE),
式中;E，为π阶单位矩阵。

2. 参数估计
模型式（7.19）中的参数β，β，⋯，β.用最小二乘法估计，即应选取估计值β，使当

β=色，j=0，1，⋯，m时，误差平方和
堂e?=言（b6-6）}-二（8.-β-8ma-⋯-β-en）7.23）Q=2

达到最小。为此，令
心，=0，j=0，1，⋯，用，aβ,

得
211



二
经整理化为以下正规方程组:

’
◎＝

ˉ）
加

●
●
■
■

α
加β

●●●
●
■
■
凸

●
■
■
矽

α
【β

（7.24）

●加
’

●●●

●
歹

∑
’

】＝
ˉ

●
·
·
口
Ⅱ
凹’

◎＿
＝

…
γ

α）加
●
】
●

α
加β

●●●
●
■
●

●
■
几

α
】β

｝ …
见

正规方程组的矩阵形式为

xrⅫ＝xrY’ （7.26）

当矩阵x列满秩时’xrx为可逆方阵’式（7.26）的解为

庭＝（xrX）＿lxrⅨ （7.27）

将庭代回原模型得到γ的估计值’即

y＝β0明l卯l＋…朋瘫卯厕’ （7.28）

而这组数据的拟合值为

b尸β0明lα《l＋…沼mαtm’ t＝1’2’…’几’

记疗＝蛔＝［j! ’…’;腮］T’拟合误差e＝Yˉ方称为残差,可作为随机误差c的估计’而
n n

Q＝∑e?＝∑（b』ˉ;』）2 （7.29）
j＝1 j＝1

为残差平方和（或剩余平方和）。
3·统计分析

不加证明地给出以下结果:

（1）β是β的线性无偏最小方差估计;臼的期望等于β;在β的线性无偏估计中’庭的
方差最小°

（2）庭服从正态分布

β～″（β’α2（xrx）ˉ］）’ （7.30）

记（XrX）ˉl＝（c旷）厕×腮°
（3）对残差平方和Q’EQ＝（n＝mˉ1）叮2’且

二＝x,（卿ˉ卿ˉl） （7.31）

由此得到O2的无偏估计

,2≡崇＝I≡伏 （732）
212

aQ:号=-2点（的，一β-βa-⋯-βm-）=0，西邛’
(7.24)]aQ,2（-β-β向。-⋯-Ba）=0，j=12⋯，m涵邛’

经整理化为以下正规方程组∶

m+A高，+点*段.盏-点，
亨响日吟沁品喜站言“产缺”砂anb, (7.25)台

*A点。ala +⋯+β点+8 品““。a6,β。 、
正规方程组的矩阵形式为

Xxg=x'Y, (7.26)
当矩阵X列满秩时，XX为可逆方阵，式（7.26）的解为

β=(Xx)-'x'Y. (7.27)
将β代回原模型得到y的估计值，即

丫乎当菡。 (7.28)
而这组数据的拟合值为

6=β。+β，at+⋯4β。a如，i=1，2.⋯，姓，
记Y=xβ=【8⋯，6，】下，拟合误差e=Y-童称为残差，可作为随机误差e的估计，而

穿‘艺Q=E4=2 (7.29)
为残差平方和（或剩余平方和）。

3.统计分析
不加证明他给出以下结果;

（1）β是β的线性无偏最小方差估计;的期望等于β;在β的线性无偏估计中，β的
方差最小。

（2）β服从正态分布
β-N（β，o2（Xx）-1）， (7.30)

记（XX）-=（ep）。
（3）对残差平方和Q，EQ=（n-m-1）σi2，且

0-XP(n-m-1). (7.31)“
由此得到 σ2的无偏估计 =- (7.32)~6?.了
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式中:s2为剩余方差（残差的方差）’s为剩余标准差。
见

（4）对总平方和SST二∑（b!ˉ『）2进行分解’有
i＝1

见

SST＝Q＋U’U＝∑（j』ˉ『）2’ （7·33）
t＝1

式中;万＝上兰b』;Q是由式（723）定义的残差平方和’反映随机误差对y的影响;U称为
厕t＝l

回归平方和’反映自变量对γ的影响°上面的分解中利用了正规方程组°

4.回归模型的假设检验

因变量γ与自变量躯l ’则2’…’匆顺之间是否存在如模型式（7·19）所示的线性关系是需

要检验的,显然,如果所有的｜局｜ （j＝1,2,…’m）都很小’则γ与鳃! ’鳃2’…’鳃″的线性关系
就不明显’所以可令原假设为

Hb:冯＝0’／＝1’2’…’加.

当Hb成立时由分解式（7。33）定义的U’Q满足

Ⅳ二Q／（黔＿l厂F（川＿顾＿l）’ （7.34）

在显著性水平α下,对于上α分位数Fα（加’nˉm＝1）’若F＜Fα（m’n-′n-1）’则接受H0;否
则拒绝。

注:接受H0只说明y与“l ’“2,…’卯砸的线性关系不明显,可能存在非线性关系’如平

方关系。

还有-些衡量γ与“l ,则2’…,则＂』相关程度的指标,如用回归平方和在总平方和中的

比值定义复判定系数

Ⅱ2＝盖 （川）
式中:R＝｀／F为复相关系数’R越大’γ与卯l ’“2’…’“厕的相关关系越密切’通常’R大于
0.8（或0.9）才认为相关关系成立°

5·回归系数的假设检验和区间估计

当上面的Hb被拒绝时’问不全为零’但是不排除其中若干个等于零。所以应进-步
作如下加＋1个检验:

叫） :冯＝0’j＝0’1’…’m.

由式（7。30）,冯～Ⅳ（冯,◎2cj）’cj是（xrX）ˉl中的第（j’j）元素,用s2代替叮2,由
式（7.30）～式（7.32）’当Hγ）成立时’有

』≡万籍亏…ˉl）
对给定的α’若｜↓｜＜′÷（厕ˉmˉ1）’则接受Hγ） ;否则拒绝°

式（7.36）也可用于对冯作区间估计’在置信水平1ˉα下,冯的置信区间为

［局ˉ‘;（厕ˉ加—1）s闷,尾＋‘:（厕ˉ加ˉ1）s闷］饥

（7.36）

（7·37）
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式中;32为剩余方差（残差的方差），;为剩余标准差。

（4）对总平方和ST= （b-b）进行分解，有2(

(6-b)2,图”心十它位” (7.33)

式中∶5-1，>。b∶;Q是由式（7.23）定义的残差平方和，反映随机误差对y的影响;U称为
回归平方和，反映自变量对γ的影响。上面的分解中利用了正规方程组。

4.回归模型的假设检验

因变量y与自变量x;，z，⋯，z之间是否存在如模型式（7.19）所示的线性关系是需

要检验的，显然，如果所有的|8.|（i=1，2⋯，m）都很小，则y与z西⋯，z。的线性关系
就不明显，所以可令原假设为

H:β,=0j=1,2,⋯,m.
当H。成立时由分解式（7.33）定义的U，Q满足

U/m (7.34)~F(m,n-m-1),F=-
Q/(n-m-1)

在显著性水平α下，对于上α分位数F。（m，n-m-1），若F<F。（m，n-m-1），则接受H;否
则拒绝。

注∶接受H。只说明y与x，5x⋯，x。的线性关系不明显，可能存在非线性关系，如平
方关系。

还有一些衡量y与xxz，⋯，x。相关程度的指标，如用回归平方和在总平方和中的
比值定义复判定系数

,UR" (7.35)图
式中∶R=√R为复相关系数，R越大，y与x1，⋯，*，的相关关系越密切，通常，R大于
0.8（或0.9）才认为相关关系成立。

5。回归系数的假设检验和区间估计

当上面的H。被拒绝时，β;不全为零，但是不排除其中若干个等于零。所以应进一步

作如下m+1个检验∶

H{;β=0,j=0,1⋯,m.
由式（7.30），启~N（β，σ2c，），c;是（X'X）-中的第Gj，j）元素，用3代替α2，由

式（7.30）-式（7.32），当H8）成立时，有

B/、E (7.36)~t(n-m-1).一日’√Qn-m-1
对给定的 α，若|6{<4g（n-m-1），则接受H8）;否则拒绝。

式（7.36）也可用于对β 作区间估计，在置信水平1-α下，β，的置信区间为

(7.37)【8;-号（n-m-1）s√G，序tg（?-1）sJ/G】】，
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◎届ˉ＿β●
●

中式
｜

6·利用回归模型进行预测

当回归模型和系数通过检验后’可由给定［zl’“2’…’z厕］的取值［α0l ’α胆’…’α0顾］预

测γ的取值b0,b0是随机的’显然其预测值（点估计）为

jo＝白0＋臼!α0l＋…＋β″α0娜. （7.38）

给定α可以算出b0的预测区间（区间估计）’结果较复杂’但当″较大且α0接近平均值鬼
时’b0的预测区间可简化为

［j0ˉz:s,j0＋z:s］’ （7.39）

式中;空为标准正态分布的上÷分位数.
对b0的区间估计方法可用于给出已知数据残差e‘＝6厂b‘（j＝1’…’见）的置信区间’e‘

服从均值为零的正态分布’所以若某个e‘的置信区间不包含零点’则认为这个数据是异
常的’可予以剔除°

7.4.2多元二顶式回归

统计工具箱提供了—个作多元二项式回归的命令rstool’它产生-个交互式画面’并
输出有关信息’用法是

rst◎◎1（XX′Y′m◎de1′己1ph己）′

其中’alpha为显著性水平α（默认时设定为0.05）’model可选择如下4个模型（用字符串
输人’默认时设定为线性模型）:

linear（线性）:y＝βo侣l“l＋…出顾匆厕.
m

purequadratic（纯二次）:γ＝β0＋βl鳃!＋…＋β顾瞩憾＋∑约哼.
′＝1

interaction（交叉）;y＝β0＋β』聪!＋…＋β腮鳃顾＋∑＾呐.
l≤／＜k≤m

quadratic（完全二次）;y二C0＋β!卵］＋…＋β腮绷砸＋∑＾呐.
l≤′≤k≤肌

［γ’卯l ’…,匆砸］的n个独立观测数据仍然记为［b‘’α肌’…’α加］’′＝1’2,…’n°
Y,Ⅻ分别为网维列向量和厕×砸矩阵’这里

‖｝｜XX｛奸｝｝》｜Y＝

注:（1）这里多元二项式回归中,数据矩阵Ⅻ与线性回归分析中的数据矩阵X是有

差异的’后者的第一列为全1的列向量°

（2）在完全二次多项式回归中’二次项系数的排列次序是先交叉项的系数’最后是纯
二次项的系数°

例7·22根据表7·25某猪场25头育肥猪4个朋体性状的数据资料’试进行瘦肉量

y对眼肌面积（勿l）、腿肉量（“2）、腰肉量（“3）的多元回归分析°
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｜
｜

O式中申∶-n-m-1'
6.利用回归模型进行预测

当回归模型和系数通过检验后，可由给定【z，2，⋯，??】的取值【a。，am，⋯，α。】预
测y的取值b。，b。是随机的，显然其预测值（点估计）为

宁野十邱十十跖言。 (7.38)
给定α可以算出b。的预测区间（区间估计），结果较复杂，但当n较大且 α接近平均值z;
时，b。的预测区间可简化为

【6-号g，6tesl， (7.39)

分位数。式中∶∶z为标准正态分布的上等分

对b。的区间估计方法可用于给出已知数据残差e，=b-b;（i=1，⋯，n）的置信区间，e;
服从均值为零的正态分布，所以若某个e;的置信区间不包含零点，则认为这个数据是异

常的，可予以别除。

7.4.2 多元二项式回归

统计工具箱提供了一个作多元二项式回归的命令rstool，它产生一个交互式画面，并
输出有关信息，用法是

士atool （XK，Y，model，alpha），

其中，alpha为显著性水平α（默认时设定为0.05），model可选择如下4个模型（用字符串
输入，默认时设定为线性模型》;

linear（线性）∶y=βa+β，*1-⋯+β。?·

心总Ppuequdaic（纯二次）∶ =β。+βxz +⋯+β_??t
interaction（交叉）;y=β。+β1z1+⋯+β.??+2.B2*
quadratic（完全二次）;y =β。+βx+ ⋯+β_x。+ Zβ*

【y，，⋯，好。】的n个独立观测数据仍然记为【b，a，⋯，④】，i=1，2，⋯，n。
Y，XX分别为n 维列向量和 πxm 矩阵，这里

nri][0
宁

注;（1）这里多元二项式回归中，数据矩阵XX 与线性回归分析中的数据矩阵 X是有

差异的，后者的第一列为全1的列向量。
（2）在完全二次多项式回归中，二次项系数的排列次序是先交叉项的系数，最后是纯

二次项的系数。
例7.2 根据表7.25某猪场25头育肥猪4个朋体性状的数据资料，试进行瘦肉量

y对眼肌面积（x，）、腿肉量（x。）、腰肉量（xz）的多元回归分析。
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某养猪场数据资料表7.25

婴肉镭 勿3

／kg

98

59

37

39

66

70

82

1
—

2
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

3
—

4
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

5
＿

6
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

7
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

11
—

12
‖■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

13
■■■■■■■■■■■■■■■■

要求:

（1）求γ关于“］’“2’卯3的线性回归方程

y＝C0＋Cl匆1＋C2卯2＋C3卯3’

计算C0’Cl ’C2’C3的估计值。

（2）对上述回归模型和回归系数进行检验（要写出相关的统计量）°

（3）试建立y关于卯!’卿2’卿3的二项式回归模型’并根据适当统计量指标选择＿个较
好的模型°

解（1）记γ’鳃l’卯2’鳃3的观察值分别为6‘’αjl ’α》2,α!3’!＝1’2,…’25’

｜!x＝

用最小二乘法求c0’cl ’c2’c3的估计值’即应选取估计值乌’使当G＝乌,j＝0’1’2’3时’
误差平方和

25 25 25

Q＝∑雹!＝∑（6』ˉ互）2＝∑（b』ˉC0ˉC］α训ˉC2α《2ˉC3α愚）2
j＝1 〖＝l t＝l

达到最小°为此’令

亚＝0,／＝0’1’2’3’
0G

得到正规方程组’求解正规方程组得C0’C! ’C2’C3的估计值

［60’6l ’62’63］T＝（xrX）ˉlxrY.

利用Madab程序’求得
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瘦肉量

／kg

γ 眼肌面积

／cm2

卯1 腿肉量

／kg

卯2 腰肉量

／kg

卯3 序号 瘦肉量

／kg

y 眼肌面积

／cm2

卯l 腿肉量

／kg

卯2

15·02 23。73 5·49 1.21 14 15.94 23·52 5·18

12。62 22.34 4.32 1·35 15 14。33 2l。86 4.86

14·86 28.84 5.04 1.92 16 15。11 28.95 5。 18

13。98 27·67 472 1.49 17 13.81 24·53 4.88

15.91 20·83 5.35 1.56 18 15.58 27。65 5.02

12·47 22·27 4.27 1·50 19 15。85 27·29 5.55

15·80 27·57 5·25 1·85 20 15·28 29·07 5.26

14.32 28。01 4·62 1·51 21 16.40 32.47 5.18

13·76 24。79 4·42 1.46 22 15·02 29.65 5.08

15·18 28.96 5·30 1.66 23 15。73 22.11 4.90

14。20 25·77 4·87 1。64 24 14.75 22·43 465

17.07 23·17 5。80 1。90 25 14。35 20·04 5.08

15.40 28.57 5,22 1.66

表7.25 某养猪场数据资料

腰肉量*腿肉量对 福沿响腰内量*5序号瘦肉量y眼肌面积*，瘦肉量y 暇肌面积z|
序号 /t8 /A5/s /M/kg/g lea/em

5.18 1.985.4915.o 23.5215.941.2123.73 14？
2 1.591.354.3 4.861512.62 21.814.332.4“ 1.375.1828.9515.11165.04288414.86 1.92
售 L.394.813.814.卫2 “ 24.53l.492.6713.98“ 5.021.65 1.66185.3515.91 1.56 15.5820.8
售 1.70少嵩27.294.2722.2712.47 15.85L.50 ’

20“ 1.85.2515.28L.85.2527.57 29.0715.80
售 1.755.1816.4021岗日4.32 3247L.514.62

P9 1.7029.6515.021.464.42 5.0813.76 24.79
贮亡L.66 1.84.902315.18 5.75.3010 28.%

1.824.75 4.65243241.641 4.8725.n4.20
1.534.351.905.8023.1712.0 5.0825 20.0412

1.665.2228.3715.4013
要求∶
（1）求y关于x，z，，的线性回归方程

y=co+e，书| +c2*2+cyt3，
计算 c。，c，c2，，的估计值。

（2）对上述回归模型和回归系数进行检验（要写出相关的统计量）。
（3）试建立y关于x，z，、的二项式回归模型，并根据适当统计量指标选择一个较

好的模型。
解（1）记y，气，z，的观察值分别为b，4，a，4g，i=1，2，⋯，25，

e。
空苹

“ b.G13

。！0-3日？夕X= ‘ 的叫

25.2 d25.3

用最小二乘法求c，0，c，心、的估计值，即应选取估计值;，使当c=，，=0，1，2，3时，
误差平方和

FL子它 (b.-C6-64: -;an-6qa)乳“心Q=?
51

达到最小。为此，令

a0=0j=0,1,2,3,ac
得到正规方程组，求解正规方程组得co，c，心，c，的估计值

[e,e,e,6]'=(X'X)'Xy.
利用 Matlab 程序，求得
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60＝0.8539’6l＝0。0178’62＝2.0782,63＝1.9396.

（2）因变量y与自变量勿l’”2’“3之间是否存在线性关系是需要检验的’显然’如果所

有的｜乌｜ （j＝1’2’3）都很小’则y与“l ’勿2’匆3的线性关系就不明显’所以可令原假设为

Hb:c／＝0’j＝1’2’3. （7.40）
几 n 几

记m＝3’″＝25』Q＝∑e!二∑（b』ˉ;』）2’U＝∑（j』ˉ万）2,这里j』＝60＋6!α饥＋…
t＝1 ‘＝1 t＝l

＋‘撼α‘愿（间,2,…,″）,万＝上兰b‘.当H6成立时统计量
几t＝1

Ⅳ＝Q／（票罢ˉl）～F（川ˉ哪ˉl）’
在显著性水平α下’若

F＜Fα（加’＂-m-1）’

则接受H0;否则拒绝Hb°

利用Madab程序求得统计量F＝37.7453’查表得上α／2分位数Fα05（3’21）＝
3.0725’因而拒绝式（7.40）的原假设’模型整体上通过了检验。

当式（7.40）的Hb被拒绝时,冯不全为零’但是不排除其中若干个等于零。所以应进
一步作如下m＋1个检验

叫） :Q′＝0’ j＝0’1’…’m’ （7.41）

当Hγ）成立时’有

｛丁丢羔于…ˉ‖】 （7。42）

式中:cj是（xTx）ˉl中的第（〃）元素。对给定的α’若｜↓｜＜t:（″-mˉ1）’则接受Hγ） ;否则
拒绝°

利用Matlab程序’求得统计量

t0＝0.6223’ t1＝0.6090’ t2＝7.7407, t3＝3.8062,

查表得上α／2分位数to0屿（21）＝2.0796°

对于式（7.41）的检验,在显著性水平α＝0.05时,接受砷） :q＝0（j＝0,1） ’拒绝
Hγ） :G＝0（j＝2’3）’即变量匆l对模型的影响是不显著的。建立线性模型时’可以不使
用卯1°

利用变量鳃2’则3建立的线性回归模型为

γ＝1.1077＋2·1058卯2＋1.9787卯3。

（3）使用Matlab的用户图形界面解法求二项式回归模型。根据剩余标准差（rmse）
这个指标选取较好的模型是完全二次模型’模型为

y＝＝17·0988＋0.3611勿1＋2.3563卯2＋18.2730卯3-0.1412卯1卯2

ˉ0.叫04卯l卯3ˉ1.2754鳃2“3＋0.0217卯｝＋0.5025“;＋0.3962匆;.

使用regstats函数计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dm己tr土x（‖d己亡己7卫2.亡x仁‖）

216

c=0.8539,6,=0.0178,c,=2.0782,6,=1.9396.
（2）因变量y与自变量x，，，之间是否存在线性关系是需要检验的，显然，如果所

有的|c|（j=1，23）都很小，则y与x;z，对;的线性关系就不明显，所以可令原假设为
H1ey=0,j=1,2,3. (7.40)

记m=3，再=25，Q=> ”子‘艺”叫年‘路四占立于！d-2
b;。当H。成立时统计量+6，am（i=1，2，⋯，n），5=二b“步

U/m -F(m,n-m-1),F=
Q/<2一m-1）~

在显著性水平α下，若
F<F_(m,-m-1),

则接受H。;否则拒绝H。
利用Matlab程序求得统计量 F=37.7453，查表得上a/2分位数 F。。（3，21）=

3.0725，因而拒绝式（7.40）的原假设，模型整体上通过了检验。
当式（7.40）的丑。被拒绝时，B，不全为零，但是不排除其中若干个等于零。所以应进

一步作如下 m+1个检验

H61c=0,j=01,⋯,m, (7.41)
当HS）成立时，有

A-、6, (7.42)-(n-m-1),=7√Q7a-m-1)
式中∶c是（Xx）-'中的第Gi，）元素。对给定的α，若|t|<tg（n-m-1），则接受H";否则
拒绝。

利用 Matab 程序，求得统计量
t=0.6223,t=0.6090, 4=7.7407,ty=3.8062,

查表得上 n/2分位数 tag（21）=2.0796。
对于式（7.41）的检验，在显著性水平α=0.05时，接受 H）∶c;=0（j=0，1），拒绝

H9°∶c;=0（j=2，3），即变量x，对模型的影响是不显著的。建立线性模型时，可以不使

用x1。
利用变量 z，气。建立的线性回归模型为

y=1.1077+2.1058x,+1.9787
<3）使用 Matlab的用户图形界面解法求二项式回归模型。根据剩余标准差（rmee）

这个指标选取较好的模型是完全二次模型，模型为
y=-17.0988+0.361lz,+2.3563x,+18.2730*3-0.1412x;*2

-0.4404x年-1.2754zx，+0.0217x2+0.5025x+0.3962r3
使用 regstats 函数计算的 Matlab程序如下∶
clc, clear, clo8e al1
a = readmatrix"data7_22.txt')
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Y＝ ［己（:′2）》己（［1:end＝1］′7）］; 老提取y的数据

X＝ ［己（:′ ［3:5］）′己（［1:endˉ1］′ ［8810］）］;

c二regst己仁s（Y′X） 嗜多元线性回归诊断

be亡己＝c.he亡己 老提出回归系数

F＝C.fS七己仁 墙提出统计量F的多个相关指标

m≡3′n＝1eng亡h（Y）′ 老变量个数m′样本点个数n

Fa≡f1nv（0.95′m′nˉmˉ1） 啥计算上己1ph己分位数

T＝c.七s亡己亡上 洁提出4个亡统计量的值

Ta＝七mv（0.975′nˉmˉ1） 哈计算上己1pha／2分位数

X23＝X（:′ ［2′3］）; 啥去掉不显著变量x1的数据

nc＝工egs仁己仁s（Y′X23） 堵重新计算模型

be仁己2＝nc.he仁己 堵提出新的回归系数

rs仁◎◎1（X′Y） 殆使用图形界面解法求二项式回归模型

使用htlm函数计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11′

己＝re己dm己仁r土x（｜d己仁己7＝22.仁x仁｜）

Y≡ ［己（:′2）′a（［1:endˉ1］′7）］》 老提取y的数据

X＝ ［己（:′ ［3:5］）;己（［1:end-1］′ ［8:10］）］;

md＝f让1m（X′Y）

md2＝f让1m（X（:′ ［2′3］）′Y） 老重新建立模型

rS七◎◎1（X′Y） 啥使用图形界面解法求二项式回归模型

-元线性回归和多元线性回归同样可以用F检验验证是否存在线性关系’Madab求

解函数也是＿样的°我们再举＿个一元线性回归的例子°

例7·23合金的强度y（单位:kg／mm2〉与其中的碳含量躯（单位:％）有比较密切的关

系’今从生产中收集了-批数据如表7.26所列°试建立线性回归模型’并对回归结果进

行检验。

表7.26观测数据

三三＝票＝票＝霍≡票＝雷需要二票二票＝票二要
解先画出散点图如图7.4（a）所示。从散点图可以看出这12个点大致位于一条直

线附近’因此可以建立-元线性回归模型γ＝″＋b°

第一次使用全部12个数据拟合参数α’6’得到线性回归模型预测的残差图如图7.4

（b）所示’如果取阑值1.5,则第5个和第9个数据点为野值’剔除这两个数据后’再重新

计算得模型参数的估计值及检验结果如表7。27所示。

表7.27 回归参数计算结果及模型检验指标

窒董兰二等＝二些三等
模型检验指标:R2＝0.995’F＝1460,p＝2.45×10ˉl0’s＝0。484.

回归系数

α
＝
’
″
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Y= ta{∶，2）;a（【1∶end-1】，7）】;3提取y的数据

X= ta(t,[3:5]; a([:ena-1],[8:10])];
c =regstat名fY，X） ?多元线性回归诊断

8提出回归系数beta = c.beta
F = G.fstat 告 提出统计量F的多个相关指标
m=3; n=length (Y); 变量个数m，样本点个数n

8计算上 alpha 分位数Fa = finv {0，95，如， n-m-1）

T= c,tetat.t 号提出4个上 就计量的值
告计算上 alpha/2分位数Ta = cinv (0.975,n-mn-1)

X23 = X(:,[2,3]); 8去掉不显著变量x1的数据

8重新计算模型nc = regstat8 (Y,X23)
告提出新的回归系数beta2= nc.beta

rstooL(X, Y) 。使用图形界面解法求二项式回归模型

使用 film 函数计算的 Matlab 程序如下∶

clc,clear, close al1.
a = readmatrix('data7_22.txt'>

Y= 【a（∶，2）;a（【1∶end-1】，7月】;提取y的数据

X= [a(:,[3:5];a([:end-11,[8:101;

md= f上tlm （X， Y）
食新蓬立模型md2= fitlm（X（∶，亿2，3】），Y）

zstoo1[X,Y) 飞使用图形界面解法求二项式固归模型
一元线性回归和多元线性回归同样可以用 F检验验证是否存在线性关系、Matlab 求

解函数也是一样的。我们再举一个一元线性回归的例子。

例7.23 合金的强度y（单位;kg/mm2）与其中的碳含量x（单位;??有比较密切的关

系，今从生产中收集了一批数据如表7.26所列。试建立线性回归模型，并对回归结果进
行检验。

表7.26 观测数据

0.12 0.2 0.2a0.130.11 0.180.170.10/% 0.200.160.150.14
42.542.0yf(kg·m) 57.5 59.545.0D 45.5 51.0 50.0 55.0 !47.54S.0 49.0

解 先画出散点图如图7.4（a）所示。从散点图可以看出这12个点大致位于一条直
线附近，因此可以建立一元线性回归模型y=ax+b。

第一次使用全部12个数据拟合参数a，6.得到线性回归模型预测的残差图如图7.4
（b）所示.如果取额值1.5、则第5个和第9个数据点为野值，剔除这两个数据后，再重新

计算得模型参数的估计值及检验结果如表7.27所示。

表7.27 回归参数计算结果及模型检验指标

回日系数估计值回归系数 回归扫系数∶检验值 回归系数p检验值

自 SI.13s129.17 2.3699×10-II” 2.4474×10-o38.1528.783
模型检验指标;R=0.995，P=1460，p=2.45×10-*，s=0.484.
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残差ˉ观测顺序图
60 l.5

｜58

l ×

56
×

×
×

× ｜

05

54

×

0
52

×
×棚

颧 ×
50

＝O5

48

ˉl

46

○
○C

-l.5

q4 ×

×

42 ＝2

0 5

行编号

（b）

100.l 0.15 0·2 0.25

（a）

图7·4散点图和残差图

（a）原始数据散点图; （b）线性回归残差图。

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己d∏l己七rjx（‖d己亡己723上x仁!）′

x＝己（1′ :）!′y＝己（2′:）｜′

subp1◎t（121）′p1◎仁（x′y′ 『k◎｜）

md＝f让1m（x′y）;

［yh′yh土n亡］ ＝pred土c℃（md′x）

subp1◎亡（122）′p1◎仁Res土dua1s（md′ ｜c己se◎rder!）

r＝y＝yh;土nd＝f1nd（abs（r）＞＝1.5）

md2＝f让1m（x′y′｜Exc1ude0′±nd）

殆拟合线性回归模型

殆求预测值及置信区间

8画残差图

啥求残差及野值编号

嗜剔除野值重新建模

7.4.3非线性回归

非线性回归是指因变量y对回归系数βl’β2’…’β厕（而不是自变量）是非线性的°

Matlab统计工具箱中的函数nljnfit、n1parci、nlpredci、nlintool’不仅给出拟合的回归系数及

其置信区间’而且可以给出预测值及其置信区间等。还可以使用函数htnlm、coefCI和

predict计算。下面通过例题说明5tnlm、coefCI｀predict的用法°其他函数的使用就不介绍
了’感兴趣的读者可以自己看Matlab的帮助°

例7·24在研究化学动力学反应过程中’建立了-个反应速度和反应物含量的数学

模型’形式为

卯3

β4鳃2瓦
γ＝I出l勿l出2匆2沼3“j’
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残整-观测凋序图1.5,60, o
58 ；o ×

差 X区×x ×它o54
义e5 ⋯⋯⋯⋯⋯o 释备 × X

50 X-0.5o。4 。 -
6° -L5[盒一 ×

★o卤产 冷3/0i5 导’02 02s严 行编号
(e) (b)

图7.4 散点图和残差图

〈e）原始款据散点图;（b）线性回归残差图。

clc,clear, close al1
a = readmatrix('data7_23.txt');

x= a{L,:}';y= a(2,:)';
subplat(121),plot (x,Y,'ko')
md = fitlm(x,y) ·拟合线性回归模型

号求预测值及置信区问[yh, yhint]= predict (md,x)
8富残差图subplot(122),plotResiduals (md,'caseorder'}

求残差及野值编号t=y-yh; ind = find(abs(r)>=1.5>
md2 z fitlm(x,Y,'Bxclude',ind) g别除野值重新建模

7.4.3 非线性回归

非线性回归是指因变量y对回归系数β，β，.，β。（而不是自变量）是非线性的。
Maa统计工具箱中的函数nlinfit、lparci、nlpxedoi、nlintool，不仅给出拟合的回归系数及

其置信区间，而且可以给出预测值及其置信区间等。还可以使用函数 fitnlm、coefCI 和
predict 计算。下面通过例题说明 fitnlm、coefCI、predict 的用法。其他函数的使用就不介绍
了，感兴趣的读者可以自己看 Matlab 的帮助。

例7.24 在研究化学动力学反应过程中，建立了一个反应速度和反应物含量的数学
模型，形式为

3β-7吟
“”中彭吁密计古
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式中:βl,β2’…’β5是未知的参数;卯l’虹2’如3是三种反应物（氢,几戊烷’异构戊烷）的含量;

y是反应速度°今测得-组数据如表7.28所列’试由此确定参数βl’β2’…’β5’并给出其
置信区间。βl ’β2’…’β5的参考值为［0.1’0.05’0.02’1’2］°

表7.28反应数据
—

卯3
—

—
∑
—
］
—
斗
＿
日
—
β
—
γ

］

■■■■■■■■■■■■■■

解求得参数βl’β2’…’β5的估计值及置信区间如表7.29所列。

表7.29参数βl’β2’…’β5的估计值及置信区间
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

估计值

置信区间
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

c1c′c1e己r

a＝re己dm己仁mx（‖d己亡己7卫4上x亡｜）

Y≡ ［己（:′2）;己（［1:endˉ1］′7）］; 8提取y的数据

X＝ ［己（:′［3:5］）′己（［18endˉ1］′［8:10］）］′

fun≡C（be仁己′x） （be亡己（4）＊x（:′2）＝x（:′3）／be仁己（5））·／（1＋be仁己（1）＊x（:′1）＋. . 。

he七己（2）＊x（:′2）＋be仁己（3）＊x（:′3））′ 墙用匿名函数定义要拟合的函数

be仁己0＝［0.1′0.05′0.02′1′2］‖; 啥回归系数的初值

Ⅲd＝f让n1m（X′Y′fun′bet己0） 啥拟合非线性回归模型

he仁己c土＝c◎efC工（md） 啥求拟合参数的置信区问

［ypred′ycj］＝pred土c仁（md′X） 堵计算y的预测值及置信区间

7.4·4逐步回归

实际问题中影响因变量的因素可能很多’有些可能关联性强一些’而有些可能影响

弱-些。人们总希望从中挑选出对因变量影响显著的自变量来建立回归模型’逐步回归

是一种从众多变量中有效地选择重要变量的方法。以下只讨论多元线性回归模型的

情形。

简单地说’就是所有对因变量影响显著的变量都应选人模型’而影响不显著的变量都

不应选人模型;从便于应用的角度’变量的选择应使模型中变量个数尽可能少°

基本思想:记S＝｛卯l ’“2’…’勿顾｝为候选的自变量集合’SlCS是从集合S中选出的一

个子集。设Sl中有′个自变量（1≤′≤m）’由Sl和因变量y构造的回归模型的残差平方
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反应速度 y 氢 勿〗 见戊烷 卯2 异构戊烷 勿3 序号 反应速度 γ 氢 匆l n戊烷 勿2

8。55 470 300 10 8 4.35 470 190

3·79 285 80 10 9 13·00 100 300

4·82 470 300 120 10 8·50 100 300

0·02 470 80 120 11 0.05 l00 80

2.75 470 80 10 12 11。32 285 300

14·39 100 190 10 13 3. 13 285 190

2.54 100 80 65

β1 β2 β3 β4

0·0628 0。0400 0·1124 1·2526

［ˉ0.0377’0.1632］ ［ˉ0.0312’0。1113］ ［-0.0609’0.2857］ ［ˉ0.7467,3.2519］

式中;β，B2，⋯，β;是未知的参数;为），??*g是三种反应物（氢，n戊烷，异构戊烷）的含量;
y是反应速度。今测得一组数据如表7.28所列，试由此确定参数β，B.，⋯，B，并给出其
置信区间。ββ，⋯，β、的参考值为【0.1，0.05，0.02，1，2】。

表7.28 反应数据
反应速度序号 异构戊烧z n戊媒二2异构戊烷3氢对氢× 序号n戊烧产 反应速度y

自470&.55 4.3510300 65190470？
乞 379 80 13.010285 54100 30O
3 3004.8 10120470 1008.50 120300
4 0.0 80 1200.05120470 80100n
台 25 80 1.321210470 285 300 to
6 14.39 199100 3.1313 120190285吃’
？ 100 65宫2.54

解 求得参数β，B，⋯，，β，的估计值及置信区间如表7.29所列。
表7.29 参数β，B，⋯，β，的估计值及置信区间

6. A P。A 罗
估计值 0.1124A0.04000.0628 12526 1.1914
量信区问 [-0.0609,0.2857] [-0.7381,3.1208][-0.7467,3.2519][-0.0312,0.1(3][-0,0377,0.9632]

cle, clear
a = readmatrix('data7_24.txt'

·提取y的数据Y=[a(:,2);a([1:end-11,7)];:

X= [a(:,3;5];a([rend-1J,[8:10])J;

fun=8(beta,x)tbeta(4)*x(:,2>-x(;,3)/beta(5})./(L+beta(1)*x(:,1)..
beta亿）*x（∶，2）+betaf3）*x（∶，3））;舍用匿名面数定义要拟合的函数

8 副归系数的初值beta0= [0.1,0.05,0.02,1.2]';
md=fitnlm(X,Y,fun,beta0) 8报合非线性回归模型

告求拟合参数的置信区何bataci= coefCI (md)

8计算 y 的预测值及置信区间[ypred,yci]=predict (imd,X)

7，4.4 逐步回归

实际问题中影响因变量的因素可能很多，有些可能关联性强一些，而有些可能影响

弱一些。人们总希望从中挑选出对因变量影响显著的自变量来建立回归模型，逐步回归
是一种从众多变量中有效地选择重要变量的方法。以下只讨论多元线性回归模型的

情形。
简单地说，就是所有对因变量影响显著的变量都应选入模型，而影响不显著的变量都

不应选入模型;从便于应用的角度，变量的选择应使模型中变量个数尽可能少。

基本思想∶记S={x，z，⋯，z。|为候选的自变量集合，S，CS是从集合S中选出的一

个子集。设S，中有?个自变量（1≤1≤m），由S和因变量y构造的回归模型的残差平方
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和为Q,则模型的残差方差S2≡Q／（几-′-1）,n为数据样本容量。所选子集Sl应使S2尽量
小°通常回归模型中包含的自变量越多’残差平方和Q越小’但若模型中包含对γ影响

很小的变量’那么Q不会由于这些变量减少多少’却可能因为′的增加使s2增大’同时这

些对γ影响不显著的变量也会影响模型的稳定性’因此可将残差方差s2最小作为衡量变
量选择的＿个数量标准°

可以从另外一个角度考虑自变量呜的显著性。y对自变量卯』 ’绷2’…’”顾线性回归的
残差平方和为Q’回归平方和为u’在剔除掉吟后’用γ对其余的m-1个自变量做回归’

记所得的残差平方和为Q（j） ,回归平方和为u（／） ,则自变量吗对回归的贡献为
△U（／）＝U-UO） ’

称为吗的偏回归平方和°由此构造偏F统计量
△U（j）／1

（7.43）
F〉＝Q／（nˉmˉ1）.

当原假设Hγ） :β＝0成立时’式（7.43）的偏F统计量F〉服从自由度为（1’nˉm-1）的

F分布,此F检验与式（7.42）的t检验是-致的,可以证明F〉＝亏,当从回归方程中剔除变
元时’回归平方和减少’残差平方和增加。根据平方和分解式可知

△u（j）＝△Q（j）＝Q（′）-Q

反之’往回归方程中弓｜人变元时,回归平方和增加’残差平方和减少’两者的增减量同样

相等。

当自变量的个数较多时,求出所有可能的回归方程是非常困难的。为此,人们提出了

一些较为简便、实用｀快速的选择自变量的方法。这些方法各有优缺点,至今还没有绝对

最优的方法’目前常用的方法有前进法、后退法｀逐步回归法,而逐步回归法最受推崇°

1·前进法

前进法的思想是变量由少到多,每次增加一个’直至没有可引人的变量为止°具体做

法是首先将全部m个自变量分别对因变量y建立一元线性回归方程’利用式（7.34）分别

计算这加个一元线性回归方程的加个回归系数的F检验值’记为｛F｜’Fl’…’毗｝ ’选其

最大者记为

吁＝max｛F｛’Fl’…’F偷｝ ’

给定显著性水平α,若犀≥Fα（1’厕＿2）’则首先将吗弓｜人回归方程’为了方便’不妨设呜
就是“l。

接下来因变量γ分别与（卯! ,卿2）,（如l’则3）,…,（匆l ,勿m）建立二元线性回归方程,对这

mˉ1个回归方程中卯2’匆3’…’”厕的回归系数进行F检验,利用式（7.43）计算F值’记为

｛Fi’F;’…’F鼠｝ ’选其最大者记为

吁＝max｛F;’F;,…’F鼠｝ ’

若吁≥Fα（1’nˉ3）’则接着将吗弓｜人回归方程°
依上述方法接着做下去’直至所有未被引人方程的自变量的F值均小于Fα（1’n一pˉ

1）为止,这里p为选人变量的个数°这时’得到的回归方程就是确定的方程°

每步检验中的临界值Fα（1’n≡pˉ1）与自变量数目p有关’在用软件计算时’我们实际

是使用显著性P值做检验。
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和为Q，则模型的残差方差g'=Q/（π-l-1），n 为数据样本容量。所选子集S，应使3?尽量
小。通常回归模型中包含的自变量越多，残差平方和Q越小，但若模型中包含对y影响
很小的变量，那么0不会由于这些变量减少多少，却可能因为l的增加使s2 增大，同时这
些对γ影响不显著的变量也会影响模型的稳定性，因此可将残差方差s2最小作为衡量变

量选择的一个数量标准。

可以从另外一个角度考虑自变量x;的显著性。y对自变量x;为，⋯，z。线性回归的
残差平方和为 Q，回归平方和为U，在别除掉z;后，用y对其余的 m-1个自变量做回归，
记所得的残差平方和为Q。，回归平方和为U，则自变量x，对回归的贡献为

AUo=U-UUo,
称为 z;的偏回归平方和。由此构造偏F统计量

AU/1心” (7.43)Q/（路-m-1）
当原假设H ∶β=0成立时，式（7.43）的偏F统计量F，服从自由度为（1，n-m-1）的

F分布，此F检验与式{7.42）的∶检验是一致的，可以证明F，=t，当从回归方程中剔除变
元时，回归平方和减少，残差平方和增加。根据平方和分解式可知

AUoy=AQz=Qg-0.
反之，往回归方程中引人变元时，回归平方和增加，残差平方和减少、两着的增减量同样
相等。

当自变量的个数较多时，求出所有可能的回归方程是非常困难的。为此，人们提出了
一些较为简便、实用、快速的选择自变量的方法。这些方法各有优缺点，至今还没有绝对

最优的方法，目前常用的方法有前进法、后退法，逐步回归法，而逐步回归法最受推崇。

1.前进法
前进法的思想是变量由少到多，每次增加一个.直至没有可引人的变量为止。具体做

法是首先将全部m个自变量分别对因变量y建立一元线性回归方程，利用式（7.34）分别

计算这m 个一元线性回归方程的m个回归系数的F检验值，记为rL，F，⋯，到}，选其
最大者记为

到=max{F，F，，⋯，FL，
给定显著性水平α，若F≥F（1，n-2），则首先将z;引入回归方程，为了方便，不妨设x;

就是生。
接下来因变量y分别与（x，，如2），（x;，xz3），⋯，（x，年_））建立二元线性回归方程，对这

m-1个回归方程中z，，z，⋯，z。的回归系数进行下检验，利用式（7.43）计算F值，记为
|F2，F3，⋯，F2I，选其最大者记为

F?=max{F2，到，，⋯，F2!，
若 r≥F（1，n-3），则接着将x;引人回归方程。

依上述方法接着做下去，直至所有未被引入方程的自变量的F值均小于F。（1，n-p-
1）为止，这里p为选人变量的个数。这时，得到的回归方程就是确定的方程。

每步检验中的临界值F。（1，n-p-1）与自变量数目p有关，在用软件计算时，我们实际

是使用显著性P值做检验。
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2·后退法

后退法易于掌握’使用t统计量做检验’与F检验是等价的。具体步骤如下:

（1）以全部自变量作为解释变量拟合方程。

（2）每-步都在未通过t检验的自变量中选择-个｜↓｜值最小的变量芍’将它从模型
中删除°

（3）直至所有的自变量均通过t检验’算法终止。

3·逐步回归法

逐步回归法的基本思想是有进有出°具体做法是将变量-个一个地引人’每弓｜人＿

个自变量后’均对已选人的变量进行逐个检验’当原弓｜人的变量由于后面变量的弓｜人而变

得不再显著时’要将其剔除°弓｜人-个变量或从回归方程中剔除＿个变量,为逐步回归的

一步’每一步都要进行F检验’以确保每次弓｜人新的变量之前回归方程中只包含显著的

变量°这个过程反复进行’直到既无显著的自变量选人回归方程’也无不显著的自变量从

回归方程中剔除为止。这样就弥补了前进法和后退法各自的缺陷,保证了最后所得的回
归子集是最优回归子集°

在逐步回归法中需要注意的＿个问题是弓｜人自变量和剔除自变量的显著性水平α

值是不同的’要求弓｜人自变量的显著性水平α.小于剔除自变量的显著性水平α′,否则可

能产生“死循环”°也就是当α°≥α『时,如果某个自变量的显著性P值在α.与α′之间’
那么这个自变量将被引人｀剔除、再弓｜人、再剔除’无穷循环下去。

例7·25水泥凝固时放出的热量y与水泥中4种化学成分zl ’加2’鳃3’卯4有关,今测得

一组数据如表7.30所列’试用逐步回归确定-个线性模型。

表7.30水泥凝固时放出热量的相关观测数据
—

）

78·5
—

74·3

■
■
■
尸
」
■

■
】
田
■
】
』

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

解我们使用后退法选择自变量’首先用全部4个变量卯! ,卯2’“3’鳃4建立线性回归模

型’它们的4个t统计量的值分别为2.0827’0.7049,0.1350,-0.2032,其中0.1350的绝

22l

卯
1 卯

2 卯3 卯4

7 26 6 60

1 29 15 52

11 56 8 20

11 31 8 47

7 52 6 33

11 55 9 22

3 71 17 6

1 31 22 纠4

2 54 18 22

21 47 4 26

1 40 23 34

11 66 9 12

10 68 8 12

2.后退法
后退法易于掌握，使用统计量做检验，与F检验是等价的。具体步骤如下∶
（1）以全部自变量作为解释变量拟合方程。

（2）每一步都在未通过∶检验的自变量中选择一个|s;}值最小的变量x，将它从模型
中剩除。

（3）直至所有的自变量均通过∶检验，算法终止。
3.逐步回归法

逐步回归法的基本思想是有进有出。具体做法是将变量一个一个地引人，每引人一
个自变量后，均对已选人的变量进行逐个检验，当原引人的变量由于后面变量的引入而变
得不再显著时、要将其剔除。引入一个变量或从回归方程中剔除一个变量，为逐步回归的
一步.每一步都要进行 F检验，以确保每次引【人新的变量之前回归方程中只包含显著的

变量。这个过程反复进行，直到既无显著的自变量选入回归方程，也无不显著的自变置从

回归方程中剔除为止。这样就弥补了前进法和后退法各自的缺陷，保证了最后所得的回
归子集是最优回归子集。

在逐步回归法中需要注意的一个问题是引入自变量和别除自变量的显著性水平 α

值是不同的，要求引人自变量的显著性水平α.小于别除自变量的显著性水平 α，，否则可
能产生"死循环"。也就是当α.≥α，时，如果某个自变量的显著性P值在α。与α， 之间，
那么这个自变量将被引入、剔除、再引入、再别除，无穷循环下去。

例7.25 水泥凝固时放出的热量y与水泥中4种化学成分x，xz，z3，。有关，今测得
一组数据如表7.30所列，试用逐步回归确定一个线性模型。

表7.30 水泥凝固时放出热量的相关观测数据

计序号 ·当时年1

？ 6i- 78.S26 60
乙 工 体.3韵29 人

号日3 B 104.356
Ba 87.631“ 47

一？ 6多 5 95.933
6 工 109.22255 9

当“？ 102.717 671
响 ~ 7.531 4422“9 台一221854

2 “ 115.94710 26
日 - 23 83.83440

的夕 113.31212  P
8 109.468013 12

解 我们使用后退法选择自变量，首先用全部4个变量x、，x2，x，*。建立线性回归模
型，它们的4个∶统计量的值分别为2.0827，0.7049，0.1350，-0.2032，其中0.1350的绝
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对值最小’从而剔除变量缅3’再用变量厕］ ’z2’匆4建立线性回归模型’类似地’通过t检验统
计量的绝对值最小者确定剔除变量鳃4’最终建立关于匆1’鳃2的线性回归模型

y＝52.5773＋1·4683卯1＋0.6623卯2’

其中模型的检验统计量如下:

R2＝0·979’F＝230’P＝4.41×10ˉ9’S＝2.41.

c1c′c1e己r

己＝re己dm己仁r土x（｜d己仁己7卫5.亡x七｜）;

X＝己（:′ ［1:end-1］）;Y＝己（:′end）;

md0＝f让1m（X′Y） 培拟合全部变量回归模型

md1＝f让1m（X′Y′｜y～1＋x1＋x2＋X4!） 嗜拟合x1′x2′X4回归模型

md2＝f让1m（X′Y′!y～1＋x1＋x2｜） 嗜拟合x1′x2回归模型

md≡s七epw1se1m（X′Y／y～1＋x1＋x2＋x3＋x4｜） 哈一步求出模型

｜

｜

7·S基于灰色模型和BoOtstrap理论的大规模

定制质量控制方法研究

7·5·1 三｜言

随着全球竟争的加剧和市场细分程度的提升’大规模定制生产方式越来越受到重视°

大规模定制是在大规模生产的基础上’通过产品结构和制造过程的重组’运用现代信息技

术、新材料技术、制造技术等-系列手段’以接近大规模生产的成本和速度’为单个顾客或

小批量｀多品种市场定制任意数量产品的一种生产方式。大规模定制生产过程质量控制

与大批量生产过程比较具有以下新的特点:o样本量较小’尤其是在定制化程度较高的情

况下和生产的初级阶段;@样本数列往往具有时变性’不能简单假设其服从正态分布;
o大规模定制生产模式要求灵活性和快速性’而传统的质量控制方法‖向应速度偏慢。因

此’应用于大批量生产模式下的经典休哈特控制图便不再适用。

大规模定制生产尤其是新产品初期质量控制中的一个突出的问题是样本量不足,无

法确定样本数据的统计分布’不能得到过程分布参数的真值’因此也无法构建出相应的控

制图。上述问题的研究可以细分为两个方面:如何有效地拓展样本数量’以有助于分析样

本数据的分布规律;如何获得统计量的分布’进而估计过程参数和构建控制图°张炎亮、

樊树海等研究了灰色神经网络模型在大规模定制生产中的应用;贺云花等’Raviwongse＆

Allada’杜尧研究了成组技术在柔性制造和小批量生产中的应用;Suykens＆Vandewalle’

以及孙林和杨世元分析了支持向量机模型的原理’研究了其在小批量及柔性生产质量预

测中的应用;吴德会研究了小批量生产中基于动态指数平滑模型的过程质量预测;李奔波
对工序能力等级的判定方法进行了改进’对大规模定制环境下的单值控制图和中位数控

制图进行了研究;王晶等将Bootstrap方法弓｜人到多品种小批量生产的质量控制中’研究
了基于该方法的控制图的构造和实施流程。

以上文献对大规模定制生产中的质量控制方法进行研究’提出的灰色神经组合预测

模型固然有很多优点’但在大规模定制实际生产中工序质量数据的样本量很小’无法获得
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对值最小，从而剔除变量z，再用变量为，2，z，建立线性回归模型，类似地，通过∶检验统
计量的绝对值最小者确定别除变量x，最终建立关于x，z2的线性回归模型

y=52.5773+1.4683x,+0.6623x,,
其中模型的检验统计量如下∶

R=0.979,F=230,P=4.41×10-",s=2.41.
clc, clear
a = readmatrix（'dat摄7_25，txt'）;
X= a(:,[1:end-1];Y = a(:,and);

报合全部变量回归模型ma0 = fitlmX,Y)
号报合 x1，x2，x4圆归模型md1 e fitlm(X,Y,y~1+x1+x2+x4')
号拟合x1，x2圆归模型md2 = fitlm(X,Y,y~1+x1+x2')
舍一步求出模型md = stepwigelm(X, Y,'y~l+xl+x2+x3+x4'

7.5 基于灰色模型和 Bootstrap 理论的大规模
定制质量控制方法研究

7.5.1 引言
随着全球竞争的加剧和市场细分程度的提升，大规模定制生产方式越来越受到重视。

大规模定制是在大规模生产的基础上，通过产品结构和制造过程的重组。运用现代信息技
术、新材料技术、制造技术等一系列手段，以接近大规模生产的成本和速度，为单个顾客或
小批量、多品种市场定制任意数量产品的一种生产方式。大规模定制生产过程质量控制
与大批最生产过程比较具有以下新的特点;①样本量较小，尤其是在定制化程度较高的情
况下和生产的初级阶段;②样本数列往往具有时变性，不能简单假设其服从正态分布;
③大规模定制生产模式要求灵活性和快速性，而传统的质量控制方法响应速度偏慢。因
此，应用于大批量生产模式下的经典休哈特控制图便不再适用。

大规模定制生产尤其是新产品初期质量控制中的一个突出的问题是祥本量不足，无

法确定样本数据的统计分布，不能得到过程分布参数的真值，因此也无法构建出相应的控
制图。上述问题的研究可以细分为两个方面;如何有效弛拓展样本数量.以有助于分析样

本数据的分布规律;如何获得统计量的分布，进而估计过程参数和构建控制图。张炎亮、
樊树海等研究了灰色神经网络模型在大规模定制生产中的应用;贺云花等，Raviwongse &
Allada，杜尧研究了成组技术在柔性制造和小批量生产中的应用;Suykens & Vandewalle，
以及孙林和杨世元分析了支持向量机模型的原理，研究了其在小批量及柔性生产质量预

测中的应用;吴德会研究了小批量生产中基于动态指数平滑模型的过程质量预测;李奔波

对工序能力等级的判定方法进行了改进，对大规模定制环境下的单值控制图和中位数控

制图进行了研究;王晶等将 Bootstrap 方法引入到多品种小批量生产的质量控制中，研究
了基于该方法的控制图的构造和实施流程。

以上文献对大规模定制生产中的质量控制方法进行研究，提出的灰色神经组合预测
模型固然有很多优点，但在大规模定制实际生产中工序质量数据的样本量很小.无法获得
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足够的数据用于神经网络的训练,其训练效果及可信度难以保证。本书提出的基于灰色

模型和Bootshap的集成方法’在质量数据预测与统计推断方面具有优势,可以有效解决

大规模定制生产中样本量小带来的研究局限性。首先’灰色模型在极小样本量情况下进

行质量数据预测具有独特的优势’预测效果也相对较好;其次’基于Bootstrap理论的统计

推断方法通过重复抽样’能对未知分布的随机变量的分布参数进行较为精确的区间估计’

为构建质量控制图提供依据。

7.5.2墓于灰色模型的大规模定制生产质量预测

灰色理论可充分开发并利用少量数据中的显信息和隐信息’根据行为特征数据找出

因素本身或因素之间的数学关系’提取建模所需变量’通过建立离散数据的微分方程动态

模型’了解系统的动态行为和发展趋势°灰色模型有以下优点:o所需信息量较少（一般

有4个以上数据即可建模）;@不需要知道原始数据分布的先验特征’通过有限次的生

成’可将无规则分布（或服从任意分布）的任意离散的原始序列转化为有序序列;o可保

持原系统特征’能较好地反映系统实际情况。因此’灰色模型适用于大规模定制生产的质

量预测分析。

灰色模型GM（1’1）是灰色系统理论中较常用的预测模型’基于该模型的质量指标预

测建模步骤如下:

（1）原始质量指标数列为

x（0〉＝（z（0）（1）’匆（0）（2）’…’z（0）（n））·

（2）x（l）是x（0）的累加序列为
2 见

x（］）＝（“（0）（1）’∑腮（0）（j）’…〕∑绷（0）（j））.
k＝l t＝l

经过该处理’可使粗糙的原始离散数列变为有序的离散数列°

（3）建立基本预测模型GM（1,1）’其白化方程为

dz（l）（t）＋α“（l）（t）＝b, （7.44）
dt

式中:α’b为常系数,且符合

［α,6］T＝（BTB）ˉlBTY’ （7.45）

｜｜ ｜｜ ｜ ｜ Ⅷ●B＝

式中:z（l）（k）＝0.5”（l）（k）＋0.5勿（1〉（k-1）。

（4）对建立的GM（1’1）预测模型进行精度检验和评估。检验依据后验差比值c和

小误差概率p两个指标,模型精度等级见表7.31°其中c和P定义如下:
s2

c＝-’ （7.47）
s1

p＝P｛ ｜q（0）（k）ˉq｜＜0.6475Sl ｝ ’ （7.48）
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足够的数据用于神经网络的训练，其训练效果及可信度难以保证。本书提出的基于灰色
模型和 Bootstrap 的集成方法，在质量数据预测与统计推断方面具有优势，可以有效解决

大规模定制生产中样本量小带来的研究局限性。首先，灰色模型在极小样本量情况下进

行质量数据预测具有独特的优势，预测效果也相对较好;其次，基于 Bootstrap 理论的统计
推断方法通过重复抽样，能对未知分布的随机变量的分布参数进行较为精确的区间估计，
为构建质量控制图提供依据。

7.5.2 基于灰色模型的大规模定制生产质量预测

灰色理论可充分开发并利用少量数据中的显信感和隐信息，根据行为特征数据找出

因素本身或因素之间的数学关系，提取建模所需变量，通过建立离散数据的微分方程动态
模型，了解系统的动态行为和发展趋势。灰色模型有以下优点;①所需信息量较少（一般
有4个以上数据即可建模）;②不需要知道原始数据分布的先验特征，通过有限次的生

成，可将无规则分布（或服从任意分布）的任意离散的原始序列转化为有序序列;③可保
持原系统特征，能较好地反映系统实际情况。因此，灰色模型适用于大规模定制生产的质
量预测分析。

灰色模型CM（1，1）是灰色系统理论中较常用的预测模型，基于该模型的质量指标预
测建模步骤如下∶

（1）原始质量指标数列为
r10=(z40(1),x(2),⋯,z10°n)).

（2）x是x{的累加序列为

=（4（.点i⋯，点的）
经过该处理，可使粗糙的原始离散数列变为有序的离散数列。

（3）建立基本预测模型 GM（1，1），其白化方程为
d AP(t)才段己它门少 (7.44)
针

式中∶a，b为常系数，且符合
(7.45)[a,6]"=(》"B)-pTy,

-3 .险 
飞-1"(2)

六三边 (7.46)B- ？
-z6*2(n) (n)

式中;z'（k）=0.5??1（k）+0.5z'（k-1）。
（4）对建立的CM（1，1）预测模型进行精度检验和评估。检验依据后验差比值c和

小误差概率p两个指标，模型精度等级见表7.31。其中c和p定义如下∶

(7.47)e？
(7.48)p=P{|l°(A)-q|<0.64751,
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式中:q（0）为残差序列;q为残差序列的均值;sl为原始序列的标准差;s2为残差序列的标
准差°

表7.31 灰色模型预测精度等级

等级精度

A（好）

B（合格）

C（勉强）

D（不合格）

后验差比值c

≤0。35

0·35＜c≤0·50

0.50＜c≤0·65

＞0·65

小误差概率p

≥0.95

0。80≤p＜0.95

0·70≤p＜0·80

＜0.70

如果精度不合要求’可以用残差序列建立GM（1’1）模型对原模型进行修正’以提高

其精度’当GM（1’1）模型满足精度要求时’其还原数据与预测值见式（7.49）和

式（7.50）°

允（l）（t＋1）＝［匆（0）（1）-b／α］eˉ9‘＋b／α.） . . ≡ . . .（7.49）ˉ ｀ …ˉ

￡（0）（t＋1）＝茄（l）（t＋1）-￡（l）（t）＝（1-eα）［“（0〉（1）-b／α］eˉo!, （7.50）
若要进＿步提高预测精度’可采用GM（1’1）新陈代谢模型。首先采用原始序列建立

＿个GM（1’1）模型’按上述方法求出一个预测值’然后将该预测值补人已知数列中’同时

去除一个最｜日的数据;在此基础上再建立GM（1’1）模型’求出下一个预测值’以此类推’

通过预测灰数的新陈代谢’逐个预测’依次递补’可以得到之后几期的数据’对原始数据数

量进行有效扩充。

7.5.3墓于Bootstrap理论的过程质量分析

在大规模定制生产模式中’能采集到的质量数据十分有限’即便经过上述的灰色模型

预测,样本量仍不能满足分布参数估计的要求°Boots杠ap方法可以通过重复抽样’获得-

定规模的样本量’进而得到统计量的经验分布并进行区间估计°Bootshap理论由E丘on于

1979年提出’是-种新的增广样本统计方法。它的无先验性’以及计算过程中只需要有

限的观测数据’使其可方便地应用于小样本数据处理°

1.Bootstrap方法的数学描述

设X＝（卯l’匆2’…’卯厕）是来自于某个未知总体F的样本’R（X’F）是总体分布F的某

个分布特征。根据观测样本X＝（匆l’匆2’…’匆n〉估计R（X’F）的某个参数（如均值、方差或

分布密度函数等）°例如’设0＝0（F）为总体分布F的某个参数’F厕是观测样本X的经验

分布函数’0＝j（F雁）是0的估计’记估计误差为

R（X’F）＝j（F鹏）-0（F）△见. （7.51）
由观测样本X＝（匆』’鳃2’…’“愿）估计R（X’F〉的分布特征’显然此时R（X’F）的均值和

方差分别为0（F）估计误差的均值和方差。Bootstmp方法的实质就是再抽样过程’通过对

观测数据的重新抽样产生再生样本来模拟总体分布°计算R（X’F）分布特征的基本步骤

如下:

（1）根据观测样本X＝（卯l ’卯2’…’匆＂）构造经验分布函数F＂°

（2）从F＂中抽取样本X·＝（绷『’zj’…’“傲）’称其为Bootstrap样本°
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式中;g为残差序列;g 为残差序列的均值;s，为原始序列的标准差;5，为残差序列的标

准差。
表7.31 灰色模型预测精度等级

等级精度 小误差概率p后验差比值c

A（姆） ≥0.95*0.35
B（合格）） 0.3<e≤0.50 0.80xp<0.95
C（勉强） 0.70≤p<6.800.50<e=40.65

<0.70>0.65D（不合将）

如果精度不合要求，可以用残差序列建立 GM（1，1）模型对原模型进行修正，以提高
其精度，当 GM（1，1）模型满足精度要求时，其还原数据与预测值见式（7.49）和
式（7.50）。

会{"（t+1）=【x（0（1）-b/a】e+bJa-;·· (7.49)-..

(7.50)全（+1）=全）（t+1）-=a（4（t）=（1-e"）【x0（1）-b/a】e"
若要进一步提高预测精度，可采用CM（1.1）新陈代谢模型。首先采用原始序列建立

一个 GM（1，1）模型，按上述方法求出一个预测值，然后将该预测值补人已知数列中，同时
去除一个最旧的数据;在此基础上再建立 GM（1，1）模型，求出下一个预测值，以此类推， 

通过预测灰数的新陈代谢，逐个预测，依次递补，可以得到之后几期的数据，对原始数据数
量进行有效扩充。

7.5.3 基于Bootstrap理论的过程质量分析

在大规模定制生产模式中，能采集到的质量数据十分有限，即便经过上述的灰色模型

预测，样本量仍不能满足分布参数估计的要求。Bootstrap 方法可以通过重复抽样，获得一
定规模的样本量，进而得到统计量的经验分布并进行区间估计。Bootetrap理论由 Efron于

1979 年提出.是一种新的增广样本统计方法。它的无先验性，以及计算过程中只需要有
限的观测数据，使其可方便地应用于小样本数据处理。

1.Bootstrap 方法的数学描述

设X=（xi，z2，⋯，x。）是来自于某个未知总体F的样本，R（X，F）是总体分布F的某

个分布特征。根据观测样本X=（x，??⋯，x）估计 R（X，F）的某个参数（如均值、方差或
分布密度函数等）。例如，设0=θ（F）为总体分布F的某个参数，F。是观测样本X的经验

分布函数，0=趴（F。）是θ的估计，记估计误差为

(7.51)R（X，F）=8（F。）-θ（F） ▲T.
由观测样本X=（z，z，⋯;z。）估计R（X，F>的分布特征，显然此时R（X，F）的均值和

方差分别为 8（F）估计误差的均值和方差。Bootatrap方法的实质就是再抽样过释、通过对

观测数据的重新抽样产生再生样本来模拟总体分布。计算 R（X，F）分布特征的基本步骤

如下∶
（1）根据观测样本X=（z，3，，⋯，x，）构造经验分布函数F。。
（2）从F，中抽取样本X"=（x，2，，⋯，x），称其为Bootetrap样本。
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（3）计算相应的Bootstrap统计量R＊（X＊ ’F厕）’其表达式为

R＊（X＊ ’F＂）＝0（F竹）-0（F＂）△R＂. （7.52）

式中:F蔗是Bootshap样本的经验分布函数;R＂是巩的Boo伯杠ap统计量。

（4）重复步骤（2）、（3）B次’可得到Bootstrap统计量R“（X＊ ’F＂）的B个可能取值’

将统计量的值从小到大排列即为样本统计量的Bootstrap经验分布。

（5）用R＊（X＊ ’F＂）的分布去逼近R（X’F）的分布’即用R＂的分布去近似Z』的分

布’可得到参数0（F）的B个可能取值’即可统计求出参数0的分布及其特征值°

采用上述Bootstrap方法作统计分析的目的在于获得所估计参数的置信区间。当置

信水平为1＿α时’置信区间上限为经验分布的1ˉα／2分位数,下限为经验分布的α／2分

位数°

由以上分析可知’Bootstrap经验分布的一般特性如下:@经验分布集中在样本统计量

T周围;@经验分布的均值是统计量T所有可能样本抽样分布的均值估计;◎经验分布的

标准差是统计量T的标准差估计;@经验分布的α／2和1ˉα／2分位数分别为1ˉα置信水

平下统计量T的置信区间的下限和上限。

2.基于Bootstrap的质量控制图分析

分析采用Bootstrap方法对大规模定制生产过程进行质量控制的过程’如图7.5所

示’具体步骤为:

（1）对原始数据重复抽样’得到一定数量的子样本。

（2）对每个子样本计算相关的统计量°

（3）将子样本的统计量按从小到大排序’得到Bootstrap经验分布。

（4）根据控制图的控制限要求,上下限取Bootshap经验分布的相应分位数’构建样

本统计量控制图°

原
始
数
据

咐阳尔

图7.5基于Bootstrap的质量控制图分析示意图

在具体实施中’需要考虑原始观测样本的样本量以及抽样次数。张湘平研究提出,要

保证应用Bootstrap方法进行估计的有效性,至少要有8个观察值’相关文献中提出根据

实际情况’观测样本越多越好;EfiDn和Tibshimni研究提出重复抽样次数B-般取

1000～3000。
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（3）计算相应的 Bootstrap 统计量R"（X*，F），其表达式为

R*（X"，F，）=δ（F"）-8（F））AR (7.52)
式中∶F∶是 Boottrap 样本的经验分布函数;R.是T。的 Bootstrap 统计量。

（4）重复步骤（2）、（3）B次，可得到Bootstrap统计量R*（X°，F。）的B个可能取值，
将统计量的值从小到大排列即为样本统计量的 Bootstrap经验分布。

<5）用R"（X*，F.）的分布去逼近 R（X，F）的分布，即用R.的分布去近似T的分
布，可得到参数 θ（F）的B个可能取值，即可统计求出参数β的分布及其特征值。

采用上述 Bootstrap方法作统计分析的目的在于获得所估计参数的置信区间。当置

信水平为1-α时，置信区间上限为经验分布的1-α/2分位数，下限为经验分布的a/2分
位数。

由以上分析可知，Bootstzap 经验分布的一般特性如下;①经验分布集中在样本统计量

T周围;②经验分布的均值是统计量T所有可能样本抽样分布的均值估计;③经验分布的

标准差是统计量 T的标准差估计;④经验分布的α/2和1-a/2分位数分别为1-α 置信水

平下统计量T的置信区间的下限和上限。

2。基于 Bootstrap的质量控制图分析
分析采用 Bootstrap 方法对大规模定制生产过程进行质量控制的过程，如图7.5 所

示，具体步骤为∶
（1）对原始数据重复抽样，得到一定数量的子样本。
（2）对每个子样本计算相关的统计量。
（3）将子样本的统计量按从小到大排序，得到 Bootstrap 经验分布。

（4）根据控制图的控制限要求，上下限取 Bootstrap经验分布的相应分位数，构建样
本统计量控制图。

干样本X 计算统计量置

粪家紧让州鼓 Boctstrup划排尔妈 效分布备数豆间“难式控鹌围
子样本X; 甘算统计量7

原尚载操重复油样

子样本X1 计算统计量T72

干样本X。 计算统计量7。

图 7.5 基于Bootrep 的质量拉制图分析示意图

在具体实施中，需要考虑原始观测样本的样本量以及抽样次数。张湘平研究提出，要
保证应用 Bootstran方法进行传计的有效性。至少要有8个观察值，相关文献中提出根据

实际情况，观测样本越多越好;Efron 和 Tbshirani 研究提出重复抽样次数 B一般取

1000~3000。
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｜7·5.4案例分析

某航空产品制造厂生产的一批框段根据技术指标及安装位置的差异性’其半径、形

状、连接方式各不相同’共有20种’且每-种产品批生产数量都不超过30件,其生产方式

可视为大规模定制模式°其中-种框段（饭金零件）厚度要求为小2.60土0:｝（mm）’在生产

初期采集了10件的加工数据’测得的质量数据为2.5320’2.6470’2.6290,2.5840’

2.6090’2.6010’25280’2.5630’2.6540’2·6190。根据本文的研究思路’对该零件的加工

数据进行质量分析的流程如图7.6所示。

｜

原始数据

游程检验

／非随机

量数据预测

随机｜

GM模型进行质

Bootstrap方法求过程分布参数

建寸榨制图分析过程状态

是
是否失稳? 及时诊断排除故障

｜否

正常生产’继续监控

图7.6质量分析流程图

（1）游程检验亦称“连贯检验”’是根据样本容量和游程的多少来判定一个给定样本

序列是否排列随机的检验方法°采用该方法对初始样本数据的随机性进行检验。若排列

随机’则表明初始样本对应的生产过程状态正常’进行质量数据预测有意义°若排列非随

机’则应根据5M1E及时检查并纠正系统性质量因素。

本案例中’初始样本数列

x（0）＝（2.5320’2.6470’2·6290’2.5840’2。6090’2.5280’2.5630’2.6540’2.6190）.

中位数Me＝（2.6010＋2.6090）／2＝2.6050’数列中样本取值若大于Me的记为“1”,小

于Me的记为“0”’由此产生0-1数列“0110100011’,°统计结果:3个‘‘0’’游程’3个“1”游

程’共有U＝6个游程;“1”的总个数几l＝5’“0’’的总个数＂2＝5°查游程检验临界值表可

知’在0.05显著性水平上该样本序列排列是随机的’说明初始样本对应的生产过程状态

是正常的°

（2）采用灰色系统模型’用Matlab编程求解白化方程参数并求预测值’在此过程中

检验模型精度°经计算得’后验差比值c为0.5348’与精度等级表7.31比较’模型精度满
足要求°

取之后6期的预测值
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7.5.4 案例分析

某航空产品制浩厂生产的一批框段根据技术指标及安装位雪的差异性.其半径、形

状、连接方式各不相同，共有20种，且每一种产品批生产数量都不超过30件，其生产方式
可视为大规模定制模式。其中一种框段（饭金零件）厚度要求为φ2.60*8}（mm），在生产

初期采集了 10件的加工数据，测得的质量数据为 2.5320，2.6470，2.6290，2.5840，
2.6090，2.6010，2.5280，2.5630，2.6540，2.6190根据本文的研究思路，对该零件的加工
数据进行质量分析的流程如图7.6所示。

项始教据

游程检监
非随机

题机
GM档型进行质量教据惯调

Bootstrap方法求过程分布参数

建立控制图分析过程状本

匙是否失缩? 及时诊断排除故障

百
正常生产，划续监控

图7.6 质量分析流程田

（1）游程检验亦称"连责检验"，是根据样本容量利游程的多少来判定个给定样

序列是否排列随机的检验方法。采用该方法对初始样本数据的随机性进行检验。若排列
随机，则表明初始样本对应的生产过程状态正常，进行质量数据预测有意义。若排列非随
机，则应根据 5M1E 及时检查并纠正系统性质量因素。

本案例中，初始样本数列

r(=(2.5320,2.6470,2.6290,2.5840,2.6090,2.5280,2.5630,2.6540,2.6190),
中位数Me={2.6010+2.6090）/2=2.6050，数列中样本取值若大于Me的记为"1"，小

于Me的记为"0"，由此产生0-1数列"0110100011"。统计结果∶3个"0"游程，3个"1"游
程，共有U=6个游程;"1"的总个数n，=5，"0"的总个数n，=5。查游程检验临界值表可
知，在0.05显著性水平上该祥本序列排列是随机的，说明初始样本对应的生产过程状态
是正常的。

（2）采用灰色系统模型，用 Matla 编程求解白化方程参数并求预测值，在此过程中

检验模型精度。经计算得，后验差比值c为0.5348，与精度等级表7.31 比较，模型精度满
足要求。

取之后6期的预测值
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2.5904 2.5877 2.5850 2.5823 2。5797 2.5770,

扩充样本数量’得到新的样本数列玉（0）如下:

2.5320’2.6470’2.6290,2.5840’2.6090’2.6010,2.5280’2.5630’2.6540,2。6190’

2.5904’2.5877,2.5850’2.5823’2.5797’2°5770.

（3）以新的样本序列男0）中数据为原始数据’按7.5.3节所述步骤’计算样本均值和
样本极差的3◎控制限°依时间顺序将王（0）分为4个子样本组’如表7.32所列。

表7.32框段厚度检测值（单位:mm）

7 作

（】［］P

在Matlab中用Bootstrap工具箱’基于样本数列玉（0）进行重复抽样’子样本容量为4,
抽取1000个子样本’计算子样本均值和极差。

（4）将得到的1000个子样本的均值和极差按从小到大的顺序排列’得到Bootstrap经
验分布°当采用3〃控制图时’取显著性水平α＝0.27％,上｀下控制限分别为经验分布的

（1-α／2）分位数和α／2分位数。因此’获得样本均值控制图的上、下控制限分别为LCL勇＝
2.5398和UCL灵＝2.6347’样本极差控制图的上下控制限分别为LCLR＝0.0027和
UCLR＝0.1260o

（5）根据样本均值和样本极差控制图上下限和表7.32中的样本统计量取值’分别绘
制样本均值控制图（图7.7）和样本极差控制图（图7.8）’观察样本统计量数据点均在控
制界限内’可以判断生产过程受控。
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图7.8极差控制图图7.7均值控制图

7.5·5结论

鉴于灰色模型在极小样本量数据预测中的优势’采用灰色系统预测模型对样本数量
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2.5904 2.5877 2.5850 2.5823 2.5797 2.5770,
扩充样本数量，得到新的样本数列 $0如下;

2.5320,2.6470,2.6290,2.5840,2.6090,2.6010,2.5280,2.5630,2.6540,2.6190,
2.5904,2.5877,2.5850,2.5823,2.5797,2.5770.

（3）以新的样本序列≈【①中数据为原始数据，按7.5.3节所述步骤，计算样本均值和
样本极差的3o控制限。依时间顺序将$①）分为4个子样本组，如表7.32所列。

表7.32 框段厚度检测值（单位∶mm）

3 4多干弹本
2.582.609 2.6542.532

2.619 2.58232.6012.647
检测值 2.57972.59042.5282.619

2.587 2.5772.5632.594
2.6128 2.5812.53均值不 2.598

0.0840.081 0.0663极差R 0.115

在 Matab 中用 Bootstrap 工具箱，基于样本数列第进行重复抽样，子样本容量为4，
抽取1000个子样本，计算子样本均值和极差。

（4）将得到的1000个子样本的均值和极差按从小到大的顺序排列，得到 Bootstrap经
验分布。当采用3o控制图时，取显著性水平α=0.27??上、下控制限分别为经验分布的
（1-α/2）分位数和a/2分位数。因此，获得样本均值控制图的上、下控制限分别为LCL=
2.5398和 UCL=2.6347，样本极差控制图的上下控制限分别为 LCLg=0.0027 和
UCL=0.1260。

（5）根据样本均值和样本极差控制图上下限和表7.32 中的样本统计量取值，分别绘
制样本均值控制图（图7.7）和样本极差控制图（图7.8），观察样本统计量数据点均在控
制界限内，可以判断生产过程受控。

0.142.64
o.12k2.62
0.12.6k

耶所享棘 释岳0.08-2.58 0.06
2.56) 0.04
2.34 0.02-

o“边 乙 e多名 A
图 7.8 城差控制图图7.7 均佳控制图

7.5.5 结论
鉴于灰色模型在极小样本量数据预测中的优势，采用灰色系统预测模型对样本数量
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进行扩展’再基于Boots怔ap统计推断方法得到统计量的经验分布’采用X控制图和R控
制图对大规模定制生产中的过程状态进行判断°通过对框段生产线大规模定制生产质量

控制的案例研究’本文提出的新方法可用于大规模定制生产尤其是新型号生产初期的质
量预测和控制°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1ear′rng（6） 嗜取确定的随机数种子

x0＝［2.5320′2.6470′2。6290′2·5840′2.6090′2·6010′2·5280′2·5630′2·6540′2.6190］′

n＝1eng仁h（x0）′

me＝qu己ntne（x0′0.5） 啥计算中位数

［h′p′s亡己仁］＝runs仁es仁（x0′me） 墙进行游程检验

x1≡cumsu∏l（x0）; 老求累加序列

zk＝（Ⅺ（1:endˉ1）＋x1（2:end））／2 哈求累加序列的均值序列

B＝［-zk′′◎nes（s1ze（zk（））］′yn＝x0（2:end）｜′

己b＝B＼yn 老拟合参数己′h

symsx（亡）

x＝ds◎1ve（d土ff（x）＋己b（1）＊x＝＝己h（2）′x（0）≡＝x0（1））; 号求微分方程的符号解

xx＝vP己（X′6） 老显示小数格式的符号解

yuce＝subs（x′亡′ ［0:n＋5］）′ 老求累加序列的预测值

Yuce＝d◎ub1e（yuce）′ 老把符号数转换成数值类型

yuce0＝［x0（1）′d迁f（yuce）］ 老求原始数据的预测值

c＝s仁d（yuce0（1:n））／s七d（x0） 号求后验差比值c

nyuce＝yuce0（n＋1:end） 老提取6个新的预测值

ny］O＝［x0′nyuce］′ 墙构造新的样本数据

nnyb＝resh己pe（nyb′ ［4′4］）

mu＝me己n（nnyb） 老分别求4个子样本的均值

jc＝r己nge（nnyD） 8分别求4个子样本的极差

wr让ema亡r土x（［nnyb;mu′jc］′ ‖h］o.x1sx｜） 哈把数据写到Exce1文件中′便于做表使用
h＝r己nd（4′1000）′ 嗜产生4行1000列的随机数矩阵

h＝f1◎◎r（b＊1eng亡h（nyb））＋1; 嗜把随机数映射为编号（每列对应b◎◎tS亡r己P样本编号）
bb＝repm己七（nyh‖′1′1000）′bb＝b］O（h）′ 老对新序列进行重复抽样

∏Ⅲ］u＝me己n（bb）′mjc＝r己nge（bb）′ 嗜计算1000个子样本的均值和极差

smu＝s◎r仁（I∏mu）′sjc＝s◎r亡（mjc）′ 嗜把均值和极差按照从小到大的次序排列

己1ph己≡0.0027′k1＝f1◎◎工（1000＊己1ph己／2）′k2＝f1○◎r（1000＊（1≡己1ph己／2） ）
mαj＝［sⅢu（k1）′smu（k2）］ 堵显示均值的置信区间

jqj＝［sjc（k1） ′sjc（k2）］ 嗜显示极差的置信区间

subp1◎t（1′2′1）′p1◎亡（mu′｜＊＝｜）′h◎1d◎n′p1◎仁（［1′4］′ ［mqj（1）′mqj（1）］）
p1◎七（［1′4］′ ［mqj（2）′mqj（2）］）′Y1己］oe1（‖样本均值0）

subp1◎t（1′2′2）′p1◎亡（jc′｜＊一｜）′h◎1d◎n′p1◎亡（［1′4］′ ［jαj（1）′jqj（1）］）′
p1◎仁（［1′4］′ ［jαj（2）′jαj（2）］）′y1己be1（｜极差｜）

拓展阅读材料

2007年全国研究生数学建模竞赛A题“建立食品卫生安全保障体系数学模型及改进模型的若干理

｜

｜

论问题’’的优秀论文及评述’数学的实践与认识’2008’38（14）
228

进行扩展，再基于 Bootstrap 统计推断方法得到统计量的经验分布，采用X控制图和R控
制图对大规模定制生产中的过程状态进行判断。通过对框段生产线大规模定制生产质量
控制的案例研究，本文提出的新方法可用于大规模定制生产尤其是新型号生产初期的质
量预测和控制。

计算的Mafrlab程序如下∶

clc,clear,rng (6) 8取确定的随机数种子

x0=2.5320,2.6470,2.6290,2.5840,2.6090,2.6010,2.5280,2.5630,2.540,2.6190];
n=length (x0);

名计算中位数me =quantile(x0,0.5)

[h,p,stat]=runstest (x×0,me) 进行游程检验
x1 =cumEum(x0); 求累加序列
zk= (x1[1:ena-1)+x1 [2;end))/2 8 求跟加序列的均值序列
B=[-zk',ones (eize(zk'))];yn=x0 (2:end)';
ab=B \yn 号报合参数a，b
6yms x (t)
x=dsolve（d1ff（x）+ab（）*x==ab（2}，x（0）==x0 （1）;8求微分方程的符号解
2Xx=VDE(x,5) 电显示小数格式的符号解
yuce=gsubs (x,t, [0;n+5]); 8 求加序列的预测值

8 把符号数转换成数值类型yuce= double (yuce);

yuce0= [x0 (1),diff tyruce)] 8求原始数据的预测值
c=etd tyuce0 (L:n))/std (x0) 靠求后验差比值c
nyuce =yuce0 (n+1:end) 8提取6个新的预测值

nyb= [x0,yuce]; 名构造新的样本数据

nnyb=reshape (nyb, [4,4])
mu =mean (nnyb) 8分别求4个子样本的均值

jc=range (nnyb) 靠分别求4个子祥本的极差
writematrix([nyb;mu;jc],'hb.xlsx') 把数据写到 Bxce1文件中，便于做表使用
b=rand14,1000); 产生4行1000列的随机数矩阵
h=floor（*length（nyb））+1;*把随机数映射为编号（每列对应 bootstrap 样本编号）
bb=repmat (nyb',1,1000); bb=bb (h); 8 对新序列进行重复抽样
mmu =mean (bb); mjc=range {b); 舍计算1000个子样本的均值和极差
BImu=sort (nu); ejc=&ort (mjic); 把均值和极差按照从小到大的次序排列
alpha=0.0027;k1=floor(1000*alpiha/), k2=floor(1000*(1-alpha/2))

名 显示均值的置信区间rmqj =[smu (k1),gmu (k2)]

jqj=[sjic(k1),8jc(k2)] 号 显示极差的置信区阿

subplot {1,2,1),plot (mu,'*-'), hold on,plot([1,4),[umai (1),mq ()1)
plot（【1.47，【mgj（21，mai （2）】}， ylabel《样本均值'）

字ubplot江，2，2），plot（e，'*-'，hold on，plot（【1，4】，Gqj【），qi（1）】，
plot（【，4】，【jqj （2），jg （2|】）， ylabel（极差'）
拓展阅续材料
2007年全国研究生数学建模竞赛A题"建立食品卫生安全保障体系数学模型及改进模型的若干理

论问题"的优秀论文及评述，数学的实践与认识，2008，38（14）.
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习题7

｜

7.1从一批灯泡中随机地取5只作寿命试验’测得寿命（单位:h）为

1050 1100 1120 1250 1280

设灯泡寿命服从正态分布°求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90的置信区间.

7.2某车间生产滚珠’随机地抽出了50粒’测得它们的直径为（单位:mm）

15。0 15.8 15·2 15·1 15.9 14·7 14.8 15.5 15·6 15·3

15.1 15·3 15.0 15.6 15.7 14·8 145 14.2 149 149

15.2 15·0 15.3 15.6 15.1 14·9 142 14.6 15·8 15.2

15.9 15.2 15.0 14·9 l4。8 14.5 15.1 15·5 15.5 15.1

15·1 15。0 15.3 14.7 14。5 15·5 15.0 14.7 14.6 142

经过计算知样本均值万＝15.0780’样本标准差s＝0.4325’试问滚珠直径是否服从正态分布

Ⅳ（15.0780’0·43252）（α＝0.05）°

7.3 （续习题7.1）按分位数法求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90的Bootstrap置信区间。
7.4设有如表7.33所列的三个组5年保险理赔额的观测数据。试用方差分析法检验三个组的理

赔额均值是否有显著差异（已知Fh05（2,12）＝4.6）°

表7.33保险理赔额观测数据

■—＝
画
—
川
—
皿
—
Ⅷ

／≡1

j＝2

j＝3

7·5某种半成品在生产过程中的废品率γ与它所含的某种化学成分匆有关’现将试验所得的8组

αl
数据记录见表7.34。试求回归方程y＝—＋α2＋α3“＋α4卯2。

卯

表7.34废品率与化学成分关系的观测数据
＿

8

10
＿

0。4
—

■■■■■■■■■■■■■■■■

序号
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

卯

—

γ
■■■■■■■■■■■■■

7·6人的身高与腿长有密切关系’现测得13名成年男子身高y与腿长“数据见表7.35.试建立

人的身高y和腿长″之间的一元线性回归模型°

表7.35 13名男子身高腿长数据（单位:cm）
—

109

181
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—
勿
）
＿

7·7为分析4种化肥和三个小麦品种对小麦产量的影响’把一块试验田等分成36小块’对种子和
化肥的每一种组合种植三小块田’产量如表7. 36所示（单位:kg）’问品种｀化肥及二者的交互作用对小
麦产量有无显著影响°
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1 2 3 4 5 6 7

1 2 4 5 7 8 9

1。3 1 0.9 0·81 0·7 0·6 0。55

92 95 96 96。5 97 98 101 1035 104 105 106 107

163 165 167 168 171 170 172 174 176 176 177 177

习 题 7

7.1 从一批灯泡中随机地取5只作寿命试验，测得痔命（单位∶h）为
1050 1100 1120 1250 1280

设灯泡寿命服从正态分布。求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90的置信区柯。
7.2 某车间生产滚珠，随机地抽出了50粒，测得它们的直径为（单位∶mm）

15.015.815.2 15.115.914.714.8 15.5 15.6 15.3
15.115.3 15.0 15.6 15,714.814.5 14.2 14.9 14.9
15.2 15,0 15.3 15.615.1 14.9 4.214.6 15.815.2
15.915.2 15.0 14.914.814.5 15,115.5 15.515.1
15.1 15.0 15.3 14.714.5 15.5 15,0 14.7 14.6 14,2

经过计算知样本均值菜=15.0780，样本标准差;=0.4325，试问痕珠直径是香服从正态分布
N(15.0780,0.4325)(α=0.05)。

7.3 （续习题7.1）按分位数法求灯泡寿命平均值的置信水平为0.90的 Bootstrap置信区间。
7.4 设有如表7.33所列的三个组5年保险理赔顿的观测数据。试用方差分祈法检验三个组的理

赔额均值是否有显著差异（已知F8g（2，12）=4.6）。

表7.33 保险理赌额观测数据
t-4 1S=1 12 t*3

11092103户L 9398
“亡99118108j=2 100

105 116140 108129j=3

7.5 某种半成品在生产过霍中的度品率了与它所含的某种化学成分业有关，现将试验所得的8组

数据记录见表7.34。试求回归方程 y=-*az+a;z+a，w7。

表7.34 废品率与化学成分关系的观测数据
8？。53乙 在序号 - O “e 10ne工” ？ d
0.40.50.6a.7-“” 0.810.91.3

7.6 人的身高与腿长有密切关系，现测得13 名成年男子身高y与腿长z数据见表7.35。试建立
人的身高y和腿长s之间的一元线牲国归模型。

表7.35 13名男于贵高腿长数据（单位∶0m）
10910710610510410198“ 96.5 97%95 103.592
8L“176 177176?41717017168167165163，？”

7.7 为分析4种化肥和三个小麦品种对小麦产量的影响，把一块试验田等分成36小块，对种子和
化肥的每一种组合种植三小块田，产量如表7.36所示（单位;kg），问品种、化肥及二者的交互作用对小
麦产量有无显著影响。
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表7. 36产量数据

173 172173 174 176178 177 179176

175 I73 176 178 I77 I79 】7qI75 I73

177 175 176 17q174175 174173 174

化肥品种 A4

172’173,174

170’171,172

169’169’170

凸
＿
凸
～
昆

7.8经研究发现’学生用于购买课外读物的支出y（元／年）与本人受教育年限匆l（年）和其家庭收
入鳃2（元／月）水平有关’对10名学生进行调查的统计资料如表7.37所示°

表7.37调查统计资料
●■■■■■■■■■■■■■■■

勿2
—

—
〗
—
］

］
勺6（

】U】Ⅱ

—

＿
日

▲
叫ˉ／‖】f

］47》
■■■■■■■■■■■■■■

要求:

（1）试求出学生购买课外读物的支出y与受教育年限缚!和家庭收入水平z2的回归方程’＝b0＋bl腮l
＋b2卯2°

（2）对鳃｜ ,z2的显著性进行t检验’计算R2。

（3）假设有一学生的受教育年限勿l＝10年’家庭收入水平“2＝9600元／月’试预测该学生全年购买
课外读物的支出’并求出相应的预测区间（α＝0.05〉。

7。9 （三因素方差分析）某集团为了研究商品销售点所在的地理位置｀销售点处的广告和销售点的

装溃这三个因素对商品的影响程度’选了3个位置（如市中心黄金地段、非中心的地段、城乡结合部）｀两
种广告形式、两种装演档次在4个城市进行了搭配试验。表7.38是销售量的数据’试在显著水平0.05
下’检验不同地理位置｀不同广告｀不同装演下的销售量是否有显著差异。

表7.38三因素方差数据

城市号水平组合 1

955

927

905

855

880

860

870

830

875

870

870

821

2

967

949

930

860

890

840

865

850

888

850

863

842

3

960

950

910

880

895

850

850

840

900

847

845

832

4

980

930

920

875

900

830

860

830

892

965

855

848

A1B1C1

A1B〗C2

AlB2C1

AlB2C2

A2BlC1

A2B1C2

A2B2C1

A2B2C2

A3B1Cl

A3B1C2

A3B2C1

A3B2C2
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γ 卯
1 勿2 序号 y 勿

1

450·5 4 3424 6 1222·1 10

613·9 5 4086 7 793·2 7

501。5 4 4388 8 792·7 6

781·5 7 4808 9 1121·0 9

61l·1 5 5896 10 1094·2 8

表7.36 产量数据

M化肥晶种 A: 43 A4
即 13,12,173 174,176,178 177,179.176 172,173,174
B。 17S,T73,176 178,177,179 I70,171,172174,175,173B 17,175,176 174,174,175 174,173,174 169,169,170

7.8 经研究发现，学生用于购买谦外读物的支出r（元/年）与本人受激育年展x，（年）和其家庭收
入x，（元/月）水平有关，对 10名学生进行调查的统计资料如表7.37所示。

表 7.37 调查统计资料
序号 *; 序号 夕两 “ “人工 中”450.5 [122.13424 604[10
e) “613.9 4086 “ 662793.2”

4e 501.5 态萄 792.7 7018O” ” 夕 ”781.5 8706121.04808“ 61.,1 “ 10 g1034.258965 10478
要求∶
（1）试求出学生购买课外读物的支出y与受教育年限x，和家庭收入水平对的回归方程j=bo+b*;

“当述口
（2）对高j，x2的显著性进行t检验，计算R2。

（3）假设有一学生的受教育年限x，=10年，家庭收入水平为，=9600元/月，试预测该学生全年购买
谋外读物的支出，并求出相应的预测区间 a=0.05）。

7.9 （三因素方整分析）某集团为了研究商品镜鲁点所在的地理位置、销售点处的广告和销售点的
裴溃这三个因素对商品的影响程度，选了3个位置（如市中心黄金地段、非中心的地段、城乡结合部）、两
种广告形式，两种装激档次在4个城市进行了搭配试验。表7.38是饼售量的数据，试在显著水平0.05
下，检验不同地理位置、不同广告、不同装潢下的销售量是否有显着差异。

表7.38 三因素方差数据
城市号 1 2 售水平组合" ’

A部，CY 955 967 965 980
A1时，C， 927 949 950 930
A,B.C 905 930 910 920o
4品C 85S 860 875680
A时6 880 890 893 900
ABG 86 840 830850
A-B.C1 865670 860850
AB;C。 850830 840 830
ABC 875 900888 892
产的 870 850 965847
人岛G 863870 855845
4B:G 21 832842 B848
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第8章差分方程

差分方程是在离散的时间点上描述研究对象动态变化规律的数学表达式。有的实际
问题本身就是以离散形式出现的’也有的是将现实世界中随时间连续变化的过程离散化。
差分方程与微分方程都是描述状态变化问题的机理建模方法,是同一建模问题的两种思
维（离散或连续）方式°

利用差分方程建模’通常是把问题看作一个系统,考察系统状态变量的变化°即首先
考察任意两个相邻位置（时间或空间）’通常称为一个微元’考察状态值在这个微元内的
变化,即输人、输出变化情况,分析变化的原因’进而利用自然科学中的＿些相应规律’如
质量守恒、动量守恒、能量守恒等公理或定律’建立微元两端状态变量之间的关联方程°
其遵循的一个基本准则就是:未来值＝现在值＋变化值。

若记则隐为第k个时刻或位置的状态变量值’则把各个状态变量的状态值次序排列’
就形成了一个有序序列｛鳃k｝《≡0。若序列中的匆脆和其前一个状态或前几个状态值绷t（0≤t
＜k）存在某种关联’则把它们的关联关系用代数方程的形式表达出来,即建立状态之间的
关联方程’称为差分方程°差分方程也称为递推关系°

8·1差分方程建模

例8.1贷款问题。在现实生活中’经常会遇到贷款问题’如购房、买车、投资等,如
何根据自身偿还能力’确定合适的贷款额度及偿还期限’是每个借贷人应考虑的现实
问题。

问题提出

假定某消费者购房需贷款30万元’期限为30年’已知贷款年利率为5.1％’采用固定
额度还款方式’问每月应还款额是多少°

问题分析

当月欠款＝上月欠款的当月本息ˉ当月还款。

基本假设

假定在还款期限内’利率保持不变。

模型建立

记γ.为第＂个月的欠款总额（单位;元）;′为月利率,厂二婴Ⅻ00％二O425％;缆为
当月还款额度（单位:元）;Ⅳ为还款期限’Ⅳ＝12×30＝360（月）;Q为贷款总额（单位:元）。
则数学模型为

｜｝;二↓｝竹）川』—霹, ″≡l｀2｀…＼Ⅳ》 （8. 1）
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第8章 差 分 方 程

差分方程是在离散的时间点上描述研究对象动态变化规律的数学表达式。有的实际
问题本身就是以离散形式出现的，也有的是将现实世界中随时间连续变化的过程离散化。
差分方程与微分方程都是描述状态变化问题的机理建模方法，是同一建模问题的两种思
维（离散或连续）方式。

利用差分方程建模，通常是把问题看作一个系统，考察系统状态变量的变化。即首先
考察任意两个相邻位置（时间或空间），通常称为一个微元.考察状态值在这个微元内的
变化，即输人、输出变化情况.分析变化的原因，进而利用自然科学中的一些相应规律。如
质量守恒、动量守恒、能量守恒等公理或定律，建立徽元两端状态变量之间的关联方程。
其遵循的一个基本准则就是;未来值=现在值+变化值。

若记如，为第无个时刻或位置的状态变量值，则把各个状态变量的状态值次序排列，
就形成了一个有序序列|z，|}-a。若序列中的x，和其前一个状态或前几个状态值x，（0≤i
<）存在某种关联，则把它们的关联关系用代数方程的形式表达出来.即建立状态之间的
关联方程，称为差分方程。差分方程也称为递推关系。

8.1 差分方程建模

例8.1 贷款问题。在现实生活中，经常会遇到贷款问题，如购房、买车、投资等，如
何根据自身偿还能力，确定合适的贷款额度及偿还期限，是每个借贷人应考虑的现实
问题。

问题提出
假定某消费者购房需贷款30万元，期限为30年，已知贷款年利率为5.1??采用固定

额度还款方式，问每月应还款额是多少。
问题分析
当月欠款=上月欠款的当月本息-当月还款。
基本假设
假定在还款期限内，利率保持不变。
模型建立

0.051x100?.425???记y， 为第n个月的欠款总额（单位;元）;r为月利率，F=?12
当月还款额度（单位∶元）;N为还款期限，N=12×30=360（月〉;Q为贷款总额（单位;元）。
则数学模型为

f,=(1+r)y-1-,a=1,2⋯,N, (8.1)1bo=Q.
231



模型求解

由式（8.1）’可通过递推方法求得

y＂＝（1＋厂）γ鹏ˉ1ˉ躯

＝（1＋厂）［（1＋厂）y腿ˉ2-匆］ˉ豹

｜

＝（1＋r）″yO＝“［1＋（1＋厂）＋（1＋厂）2＋…＋（1＋厂）厕ˉl］

＝（1＋厂）厕y0-“（1＋厂）测-1 ●

厂

每月应还款的确定:由到期应全部还清的条件,即
yⅣ＝y360＝0’

0＝y″＝（1＋厂）″Q-卯（1＋r）″-1 ’

厂

解得

（1＋厂）″Qr （1＋0.00425）360×300000×0.00425
卯＝ˉ＝＝＝＝--＝＝＝＝＝

（1＋O00425）360-1

到期后累计还款额度为1628.85×360＝586386元°
c1c′c1e己r′f◎rm己亡1◎ngg

Q≡300000′r＝0·051／12′N＝360;

x＝r◎und（（1＋r）＾N＊Q＊r／（（1＋r）＾Nˉ1）′2）

s＝x＊N 墙总还款额

f◎xm己t 啥恢复到短小数的显示格式

例8.2（续例6·18） 再论美国人口增长模型。以△t≡1（例U.乙（骡例O·I8） 冉论美国人口增长模型°以△t≡10

＝1628.85（元）.

年作为一个时间间隔步长’

记卯捻为t＝A时的人口数量（单位:百万）,考察从t＝k到t＝k＋1时段内人口的变化量。若
假设美国人口增长服从Logistic规律’则可建立如下所示的差分方程模型:

躯胎lˉ卯k＝厂（1＝s卯k）卯k△j, （8.2）

式中:厂为美国人口的固有增长率;s为阻滞系数°
因而建立如下的差分方程模型:

｜二兰;云‖‖Ⅷ…毗』刚｀＝” （8.3）

式中:α＝1＋10厂;β＝ˉ10洒＜0°

该模型是一个非线性-阶差分方程。下面使用线性最小二乘法拟合模型式（8.3）中
的未知参数α和β。

记已知的22个人口数据分别为匆臆（k＝0’1’…’21）’用k＝0’1’…’21分别表示1790
年、1800年、…、2000年°把已知的22个数据代人式（8.3）中的第一式’得到关于α’β的
超定线性方程组

｜圆 ｜
2

卯0

2

勿1
●

●

●

2

卯20
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模型求解
由式（8.1），可通过递推方法求得

y,=(1+r)。1-x

=(1+)[(1+r)y2*]-，
=(1+r)"y。-z[1+(1+)+(1+)3+-+(1+)"']

“工己子十心艺人r

每月应还款的确定∶由到期应全部还清的条件，即
亡“差儿中。

0==(1+m)"Q-Lt~1
解得

(1+r)"Or_!(1+0.00425)=0x30000×0.00425 =1628.85（元）.“，
(1+r)"-1 (1+0,00425)4-1

到期后累计还款额度为1628.85×360=586386元。
clc, clear,fomat Long g
Q■ 300000;r= 0.051 /12;N= 350;
x= round((1+r>^D*Q*r/((1+r)^N-1),2)
g = X*N 8总还敬额
format 恢复到短小数的显示格式
例8.2（续例6.18】再论美国人口增长模型。以At=10年作为一个时间间隔步长，

记x，为t=未时的人口数量（单位;百万），考察从=k到;=k+1时段内人口的变化量。若
假设美国人口增长服从 Logistic 规律，则可建立如下所示的差分方程模型∶

(8.2)多I-名=r（1-线;）z，At，
式中∶r 为美国人口的固有增长率;s 为阻滞系数。

因而建立如下的差分方程模型;
[xA,=(1+10r-10srs)x,=αz;+fxi,k=01,⋯,

(8.3)|xp=3.9.
式中∶α=1+10r;β=-10rs<0。

该模型是一个非线性一阶差分方程。下面使用线性最小二乘法拟合模型式（8.3）中
的未知参数α和β。

记已知的22个人口数据分别为积（在=0，1，⋯，21），用k=0，1，⋯，21分别表示1790
年、1800年、⋯、2000年。把已知的22个数据代入式（8.3）中的第一式，得到关于α，B的
超定线性方程组

店 JafV
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解之’得到α’β的最小二乘估计值

＆＝1.2095’β＝-0.0004’

2010年人口的预测值为307.6809百万。

c1c′c1e己r′a≡re己dm己tr土x（｜d己仁己6-18·仁x七｜）》

x＝己（［2:2:6］′ :）｜′x≡x（～土sn己n（x））;

A≡ ［x（1:endˉ1） ′x（1:end＝1） .＾2］》 殆构造线性方程组系数矩阵

cs＝p1nv（A） ＊x（2:end） 培求最小二乘解

y2010＝ ［x（end） ′x（end）＾2］ ＊cs 哈求2010年的预测值

例8.3（续例6·2） 目标跟踪问题。

问题分析

把导弹与乙舰看作两个运动的质点P〈卯（t）’γ（′））和Q（盂（‘）’歹（‘））’则该问题就变
成两个质点随时间的运动问题°

基本假设

（1）忽略潮流对两个质点运动的阻尼作用’即始终假定导弹和乙舰以恒定速度运动°
（2）导弹运动方向自始至终都指向乙舰,即任意时刻导弹运动轨迹曲线的切线与P、

Q两点之间的割线重合°
模型建立

首先把时间等间距离散化为-系列时刻:
y

t0＜t1＜t2＜…＜tk＜…’

式中:△t＝tk＋lˉtk为等时间步长。
记u为导弹运行的速度,则u＝5″0°进一步地’记

Pk（卯k’γ腮）为质点P在t＝tk时刻的位置’则Q点位置是
Qk＝（1’″0tk）’如图8.1所示,从点Pk到Qk构成的割线

″）

向量万厕为
一 O

P隐Q隐＝（1ˉ卯脓’″0t临-yk）’

式中:则臃≡加（t膝）;y隐＝y（tk）。
图8.1 导弹追踪示意图

由基本假设（2）可知’P点的运动方向始终指向Q’故向量丽r的方向就是导弹在』＝
t账时刻运动的方向’其方向向量可由如下单位向量（方向余弦）表示:

—

√儿（.‖） 』仆｜｜羔｜｜ ,
其中

｜｜丽『｜｜＝｀／（了＝豆丁霄丽∏豆＝灭丁了’
1-卯k

e｝您）＝√『了＝豆丁可刁『『『＝灭丁了’
U0Zk-yk

e』k）＝
√『ˉi＝豆了丽『瓦＝y丽

以时间从t喻到t偷＋l作为一个微元’当运动时间从′偷变为t胎l时’在这个微小的时间单
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解之，得到 α，β的最小二乘估计值

a=1.2095,β=-0.0004,
2010年人口的预测值为3076809百万。

clc,clear,a=readmatrix('data618.txt');
x=a([2:2:6].:}';x=x(-isnan(x));

名构造线性方程组系数矩阵A = [x(l;end-1},x(:end-1),^2];

求最小二乘解cs = pinv (A)*x(2;end)
8求2010年的预测值y2010= [x (end),x(end)^2]* cs

例8.3（续例 6.2） 目标跟踪问题。

问题分析
把导弹与乙舰看作两个运动的质点P（x（t），y（t））和Q<z（t），Y（t）），则该问题就变

成两个质点随时间的运动问题。
基本假设
（1）忽略潮流对两个质点运动的阻尼作用，即始终假定导弹和乙舰以恒定速度运动。
（2）导弹运动方向自始至终都指向乙舰，即任意时刻导弹运动轨迹曲线的切线与P、

Q两点之间的割线重合。
模型建立
首先把时间等间距离散化为一系列时刻∶

丫d1<t⋯<t<⋯,
式中;Ax=t--为等时间步长。 移

记u为导弹运行的速度，则z= 5vo。进一步地，记 P1[8ppDMa)
P（??y，）为质点P在t=t，时刻的位置，则Q点位置是
Q1=（1，vofa），如图8.1所示，从点P、到 Q.构成的割线

区亨吃、向量PQ.为 ② x
它’明华儿“占艺产之：

图8.1 导弹键踪示意图
式中∶?（t，;了。=y（t）。

由基本假设（2）可知，P点的运动方向始终指向Q，故向量PQ的方向就是导弹在t=
t，时刻运动的方向，其方向向量可由如下单位向量（方向余弦）表示∶

FQ巳口飞长。TF.l'
其中

|PO0{=√（1-x）产+（4-为），
1-26 ?六”或飞尤身学兰
o64-7E

"7i-03可咖T?以时间从t到t如作为一个微元，当运动时间从t变为t，时，在这个微小的时间单
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元内’假定导弹质点的运动方向不变’则在t＝t胎!＝Z0＋（k＋1）△t时刻’P点的位置为Pk＋l
（卯腮十l ’y除l）’满足

儡潜｜｛ α0
式中:泌＝5″0是导弹的运行速度;ue｛愉）为导弹的速度向量在鳃轴方向的投影分量;皿e驴）为
导弹的速度向量在y轴方向的投影分量;卯0’γ0为导弹的初始位置°

这是-个关于参变量（时间△t）的差分方程组’令k＝0’1’2’…’即可求出在一系列离
散时间点上的导弹位置°

模型求解

取”0＝1’△t＝0.00005’计算结果如图8.2所示’即乙舰大约行驶到0.2084处时被击
中’经过的时间大约为0.2084°

025

0.2

0·15

’

0·1

0.05

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

图8.2导弹追踪计算结果

c1c′c1e己r

v＝1′u＝5＊v;h＝0°00005

x＝0;y＝0′仁＝0′ 老设置导弹初始位置和时间

p1◎亡（x′y′ ｜ . ｜）′h◎1d◎n

wh土1ex＜≡0·99999

pq＝ ［1ˉx′v＊tˉy］′

x＝x＋u＊pα（1）／n◎rm（pq） ＊h;

y＝y＋u＊pq（2）／n◎rm（pα） ＊h′

七＝七＋h;p1◎亡（x′y′ ｜.!）

end

x′y 洁显示击中时的导弹位置

x1己be1（｜SxS》 ｜工n亡erpre七er｜′ ｜1己七ex｜）

y1己be1（｜＄YS） ｜工n亡e工pre亡er｜′ ｜1己七ex｜ ′ ｜R◎ta仁工◎n｜′0）

例8·4商品销售量预测。某商品前5年的销售量见表8.1°

1.2

现希望根据前5年的

统计数据预测第6年起该商品在各季度中的销售量。
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元内，假定导弹质点的运动方向不变，则在t=t=5+（÷+1）A 时刻，P点的位置为P如
（x），》），满足

(rnm=x4+wi4At,
(8.4)言了“子才长虻。

芽川宁。咨门公。
式中∶u=5??是导弹的运行速度;ue{为导弹的速度向量在x轴方向的投影分量;ue4为
导弹的速度向量在y轴方向的投影分量;z，y。为导弹的初始位置。

这是一个关于参变量（时间Ar））的差分方程组，令k=0，1，2，⋯，即可求出在一系列离
散时间点上的导弹位置。

模型求解
取v=1，▲x=0.00005，计算结果如图8.2所示，即乙舰大约行驶到0.2084处时被击

中，经过的时间大约为0.2084。
0.25 

02

0.15s
芽
夕

005° .0.2 0.80.60.4 -1

图8.2 导弹追踪计算站果

clc, clear
v=1;u=5 *v;h=0.00005
x=0;y=0;t=0; ??置导弹初始位置和时间

plot (x, y,'.'),hold on
while X <= 0.9999

pg=[1-X,v·E-y];
x= x+ * pg(L)/norm{pg)*h;
Y = y+ u * pq(2)/norm(pq)h;
t =E+h; plot x,y,'.')

end
x,Y 8显示击中时的导弹位置

xlabel ('sx$' 'Interpreter','latex')
ylabel('Sys' 'Tntexpreter','latex','Rotation',0)
例8.4 商品销售量预测。某商品前5年的销售贵见表8.1。现希望根据前5年的

统计数据预测第6年起该商品在各季度中的销售量。
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表8.1 前5年销售数据表

第1年 第2年 第3年

伟＝＋—歪—卜＝吾＝干＝二＝
从表8. 1可以看出,该商品在前5年相同季节里的销售量呈增长趋势,而在同—年中

销售量先增后减’第1季度的销售量最小而第3季度的销售量最大。预测该商品以后的
销售情况’根据本例中数据的特征’可以用回归分析方法按季度建立4个经验公式’分别
用来预测以后各年同-季度的销售量°例如’如认为第1季度的销售量大体按线性增长,
可设销售量y（l）＝αt＋6’由如下Madab程序:

x＝［［1:5］↑′◎nes（5′1）］;

y＝［1112131516］｜′

z＝x＼y

求得α＝z（1）＝1.3’6＝z（2）＝9.5°

根据γ｝l）＝1.3旷＋9.5,预测第6年起第1季度的销售量为y｛!）＝17.3’γ↓l）＝18.6’…。
由于数据少,用回归分析效果不-定好。

如认为销售量并非逐年等量增长而是按前一年或前几年同期销售量的＿定比例增长

的’则可建立相应的差分方程模型。仍以第1季度为例’简单起见’不再弓｜人上标’以y‘
表示第t年第1季度的销售量’建立形式如下的差分公式:

y』＝α1y0-1＋α2’

或

y′＝α1y′ˉ1＋α2y〖ˉ2＋α3

等°

上述差分方程中的系数不一定能使所有统计数据吻合’较为合理的办法是用最小二

乘法求-组总体吻合较好的数据°以建立二阶差分方程％＝αly‘ˉl＋α2y』ˉ2＋α3为例’选取
αl’α2’α3使得对于已知观测数据y』（t＝1’2’3’4’5）’使

5

∑［γ‘ˉ（αly』＿］＋α2y』ˉ2＋α3〉］2
t＝3

达到最小。编写Madab程序如下:

y0＝［1112131516］‖;

Y＝Y0（3:5）;x＝［y0（2:4）′y0（1:3）′◎nes（3′1）］′

z＝x＼y

求得αl＝z（1）＝-1’α2＝z（2）＝3’α3≡z（3）＝-8°即所求二阶差分方程为

γ′＝＝y‘ˉ1＋3y《ˉ2≡8°

虽然这-差分方程恰好使所有统计数据吻合,但这只是一个巧合。根据这一方程’可
迭代求出以后各年第1季度销售量的预测值y6＝21’γ7＝19’……°
上述为预测各年第1季度销售量而建立的二阶差分方程’虽然其系数与前5年第1

季度的统计数据完全吻合,但用于预测时预测值与事实不符°凭直觉’第6年估计值明显
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表8.1 前5年销售数据表
第1年 第2年 第3年 第4年 第5年

问第1学度 1611 15人
第2度 16 18 20 24 25
第3季度 26 2725 32Y2第4季度 4 15 15 17
从表8.1 可以看出，该商品在前5年相同季节里的销售量呈增长趋势，而在同一年中

销售量先增后减，第1季度的销售量最小而第 3季度的销售量最大。预测该商品以后的
销售情况，根据本例中数据的特征，可以用回归分析方法按季度建立4 个经验公式，分别
用来预测以后各年同一季度的销售量。例如，如认为第1 季度的销售量大体按线性增长，
可设销售量 y（））=at+b，由如下 Matlab程序∶

x=[[1:S]',onee (5.1)J;
y=[11 12 13 15 16]';
Z=x\y

求得a=z（1）=1.3，，b=z（2）=9.5。
根据yAD=1.3z+9.5，预测第6年起第1季度的销售量为y'）=17.3，y4'>=18.6，⋯。

由于数据少，用回归分析效果不一定好。
如认为销售量并非逐年等量增长而是按前一年或前几年同期销售量的一定比例增长

的，则可建立相应的差分方程模型。仍以第1季度为例，简单起见，不再引入上标，以y
表示第∶年第1季度的销售量，建立形式如下的差分公式∶

义日少产工才益台：
或

y =&T-j+az2y-2+a;
等。

上述差分方程中的系数不一定能使所有统计数据吻合，较为合理的办法是用最小二
乘法求一组总体吻合较好的数据。以建立二阶差分方程y，=a1y-+a27-2+a，为例，选取
a1，a2，a，使得对于已知观测数据y{t=1，2，3，4，5），使

心口’。宁：：图子了十巴
达到最小。编写Matlab 程序如下∶

y0=[11 12 13 15 16]';
Y=y03:5);x= [y0 (2:4),y0 L:3),ones (3.1)];
zZ=x\y
求得a，=z（1）=-1，a2=z（2）=3，a，=z（3）=-8。即所求二阶差分方程为

y,=-.- +3y-2-8.
虽然这一差分方程恰好使所有统计数据吻合，但这只是一个巧合。根据这一方程，可

迭代求出以后各年第1季度销售量的预测值y=21，y，=19，⋯⋯。
上述为预测各年第1季度销售量而建立的二阶差分方程，虽然其系数与前5年第1

季度的统计数据完全吻合，但用于预测时预测值与事实不符。凭直觉，第6年估计值明显
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偏高’第7年销售量预测值甚至小于第6年°稍作分析不难看出’如分别对每一季度建立
-个差分方程’则根据统计数据拟合出的系数可能会相差甚大’但对同一种商品,这种差
异应当是微小的’故应根据统计数据建立一个共用于各个季度的差分方程°为此’将季度
编号为t＝1’2’…’20’令γ‘＝αly‘ˉ4＋α2或y‘＝αlγ‘ˉ4＋α2γ‘ˉ8＋α3等’利用全体数据来拟合’求
拟合得最好的系数°以二阶差分方程为例’求α』 ’α2’α3使得

20

Q（α!’α2’α3）＝∑［γ』ˉ（αly』ˉ↓＋α2γ‘ˉ8＋α3）］2
〖＝9

达到最小’计算得αl＝z（1）＝0.8737’α2＝z（2）＝0. 1941’α3＝z（3）＝0.6957’故求得二阶差
分方程

y‘＝0.8737y‘ˉ4＋0.1941y』ˉ8＋0.6957,

根据此式迭代’可求得第6年和第7年第1季度销售量的预测值为

γ2l＝17.5869,y25＝19.1676.

还是较为可信的°

计算的Matlab程序如下:

y0＝［1116251212182614132027151524301516253217］｜;

y＝y0（9:20）『x＝［y0（5;16）′y0（1:12） ′◎nes（12′1）］′

z≡x＼y

f◎r亡＝21:25

Y0（仁）≡z（1）＊y0（亡＝4）＋z（2）＊y0（亡＝8）＋z（3）′

end

yh己七＝y0（［21′25］） 老提取亡＝21′25时的预测值

例8·5养老保险。某保险公司的-份材料指出,在每月交费200元至59岁年底’60

岁开始领取养老金的约定下’男子若25岁起投保’届时月养老金2282元;假定人的寿命

为75岁’试求出保险公司为了兑现保险责任’每月至少应有多少投资收益率?
解设r表示保险金的投资收益率’缴费期间月缴费额为p元’领养老金期间月领取

额为q元’缴费的月数为Ⅳ’到75岁时领取养老金的月数为M’投保人在投保后第k个月
所交保险费及收益的累计总额为Fk’那么容易得到数学模型为分段表示的差分方程

Fk＋l＝F脸（1＋厂）切’ 化＝0’1’…’Ⅳ一1’

Fk＋l＝F腮（1＋r）一q’ k＝Ⅳ’″＋1,…’Mˉ1,

这里p＝200’q＝2282,Ⅳ＝420’〃＝600。

可推出差分方程的解（这里F0＝F″＝0）为

Fk＝［（1＋厂）隐＝1］丑’k＝0’1’2’…’Ⅳ’ （8。5）
厂

Fk＝丛［1-（1＋厂）您ˉ″］ ’k＝Ⅳ＋1’…’″’ （8.6）
厂

由式（8.5）和式（8.6）得

F″＝［（1＋r）″＝1］丑’
厂

F」Wl＝丛［1＝（1＋r）」Wlˉ″］’
厂…

由于F′Wl＝F″（1＋r）-9’因此得
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偏高，第7年销售量预测值甚至小于第6年。稍作分析不难看出，如分别对每一季度建立
一个差分方程，则根据统计数据拟合出的系数可能会相差甚大，但对同一种商品，这种差
异应当是微小的，故应根据统计数据建立一个共用于各个季度的差分方程。为此、将季度
编号为t=1，2，⋯，20，令y=a1y4+a2或y，=ay-4+a2y-z+、等，利用全体数据来拟合，求
拟合得最好的系数。以二阶差分方程为例，求ag，，a，，a，使得

(4,)-? [y。-(uJ.-+4a47.-+a)]
达到最小，计算得a=z（1）=0.8737，α2=z（2）=0.1941，ag=z（3）=0.6957，故求得二阶差
分方程 y,=0.8737y_+0.1941y_+0.6957,
根据此式迭代，可求得第6年和第7年第1季度销售量的预测值为

y21=17.5869,Jy s=19.1676.
还是较为可信的。

计算的Matlab程序如下∶
y0=(1116 25 12 12 1826 14 13 20 27 15 15 243015 1625 32 17)':
y=y019:20);x= [y0 (5:16),y0(1:12),ones (12,1)];
z=xly
for L=21:25

y0(t)=z (1]*y0(t-4)+z (2)*y0(t-8)+z (3);

end
yhat =y0{【21，25】} 提取七=21，25时的预测值
例8.5 养老保验。某保险公司的一份材料指出，在每月交费200元至59岁年底，60

岁开始领取养老金的约定下.男子若25岁起投保，属时月养老金2282元;假定人的寿命
为75岁，试求出保险公司为了兑现保险责任，每月至少应有多少投资收益率?

解 设7表示保险金的投资收益率.缴费期间月缴费额为p元，领养老金期间月领取
额为q元，缴费的月数为N，到75岁时领取养老金的月数为M，投保人在投保后第k个月
所交保险费及收益的累计总额为 F，那么容易得到数学模型为分段表示的差分方程

Fet=F(1+r)+p,k=0,1,,N-1,
FM=F;(1+r)-g,k=N,N+1,⋯,M-1,

这里 p=200，g=2282，N=420，M=600。
可推出差分方程的解（这里F。=Fw=0）为

(8.5)F=[(1w)-1]P,k=0,1,2⋯,N,
到，=t1-（1+）"，在=N+1，⋯，M， (8.6)

由式（8.5）和式（8.6）得

F。=[(1+)"-112,
F,=(1-(1+)*"*),

由于F的=FM1+）-g，因此得
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丛［1＝（1＋r）｜Wlˉ″］＝［（1＋厂）″ˉ1］丑（1＋厂）-9’
厂 厂

化简得

（l打）删＿（!剖（!付）州上0｀p

记“＝1＋厂’代人数据得

卯600ˉ12·41勿180＋11·41≡0·

利用Matlab程序’求得“＝1.0049’因而投资收益率厂＝O.49％。
计算的Matlab程序如下:

c1c′◎1e己r

M＝600;N＝420;p＝200;q＝2282;

eα＝C（x）x＾Mˉ（1＋q／p）＊x＾（MˉN）＋q／p;

x＝fzer◎（eq′ ［1·0001′1°5］）

8.2差分方程的基本概念和理论

1·基本概念

定义8·1称形如

y＂＋k＋αly厕＋kˉ1＋α2y厕＋kˉ2＋…＋αky＂＝0 （8.7）

的差分方程为k阶常系数线性齐次差分方程’其中α‘（1≤j≤k）为常数’α膝≠0’k≥1。
定义8.2称方程

入k＋α1入k-l＋…＋αkˉl入＋αk＝0 （8.8）

为差分方程（8.7）的特征方程’方程的根称为差分方程（8·7）的特征根°
定义8·3称形如

γ愿砒＋αlγ＂砒ˉl＋α2y＂蛾ˉ2＋…＋α腮y厕二／（n） （89）

的差分方程为k阶常系数线性非齐次差分方程’其中αd（1≤j≤k）为常数’α脆≠0’k≥1’
∧几）≠0°

定理8. 1若k阶差分方程（8.7）的特征方程（8.8）有附个互异的特征根人l’人2’…’
入k’则

y腮＝cl入『＋c2M＋…＋c您入《 （8. 10）

是差分方程（8。7）的＿个通解’其中cl’c2’…’c脆为任意常数°
进-步地’若给定-组初始条件:

y0＝皿0’yl＝ul ’…’y隐ˉl＝ukˉ1 ’

则利用待定系数法’可以确定差分方程满足初始条件的特解。

定理8·2若k阶差分方程（8.7）的特征方程（8.8）有′个互异的特征根入l’人2’…’
入‘’重数依次为m《’m2’…’加‘’其中ml＋加2＋…＋m‘＝k’则差分方程的通解为

m1 m2 0n0

y厕＝∑c胁冠ˉ!入↑＋∑c颧″ˉ!入f＋…＋∑c′冠ˉl入『. （8. 11）
j＝1 . j＝1 ′＝1

定理8·3 八阶常系数非齐次差分方程（8.9）的通解y＂等于对应齐次差分方程的通
解加上非齐次差分方程的特解’即
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f[1-1m)m1]=[(1#)》"1P(1+)-g,
化简得 P)(1+)*-=0,(1*7)*- P
记x=1+，代人数据得

x00-12.41x10+11.41=0.
利用Matlab 程序，求得x=1.0049，因而投资收益率r=0.49??
计算的 Matlab程序如下∶

clc,cleaz
N=600; N=420;p=200;q=2282;
eq=e(x)x~M-(+q/p)*x"M-N)+q/p;
x=Ezero （e区，【2.0001，1.5】}

8.2 差分方程的基本概念和理论

1.基本概念
定义8.1 称形如

(8.7)y+a;Ya-:+a2Yst-2+agy。=0
的差分方程为上阶常系数线性齐次差分方程，其中a（1≤i≤k）为常数，a，*0，对≥1。

定义8.2 称方程

A*+a,A-1*⋯+a ;A+a,=0 (8.8)
为差分方程（8.7）的特征方程，方程的根称为差分方程（8.7}的特征根。

定义83 称形如

(8.9)yA+4;wt-1+a2Tav-2+⋯+a,J.=f(n)
的差分方程为k阶常系数线性非齐次差分方程，其中a;（1≤i≤k）为常数，a，≠0，k≥1，
f(n)*0。

定理8.1 若k阶差分方程（8.7）的特征方程（8.8）有k个互异的特征根入u入2⋯，
入2，则

(8.10)y，=C，A+e，Ag+十e，λ
是差分方程（8.7）的一个通解，其中c，2，⋯，c，为任意常数。

进一步地，若给定一组初始条件∶

货目此诗自业。：：仕十。目业广：
则利用待定系数法，可以确定差分方程满足初始条件的特解。

定理8.2 若k阶差分方程（8.7）的特征方程（8.8）有t个互异的特征根λ，入，⋯，
A入，，重数依次为m，m-，⋯，m，，其中 m，+mz++m，=点，则差分方程的通解为

莨土十沁良；：响s"2A1. (8.11)y。= 常爹

定理83 k阶常系数非齐次差分方程（8.9）的通解y，等于对应齐次差分方程的通
解加上非齐次差分方程的特解，即
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｜

（8.12）
～ ＊

γ″＝y″＋y＂ ’

式中:灵为对应齐次差分方程的通解;γ秽为对应非齐次差分方程的特解°
2·差分方程的平衡点及稳定性

1）一阶线性方程的乎衡点及稳定性

考虑-阶线性常系数差分方程’-般形式为

y脸l＋αyk＝b,k＝0’1’2’…’ （8.13）

式中:α’b为常数。

称γ.为方程（8B）的平衡点’如果满足γ.删.＝b.求解得y篓≡击.
当k→四时’若yk→γ＊ ’则平衡点y＊是稳定的’否则y螺是不稳定的。
为了理解平衡点的稳定性’可以用变量代换方法将方程（8.13）的平衡点的稳定性问

题转换为

y胎1＋〔Zyk＝0’k＝0’1’2’… （8.14）

的平衡点γ＊＝0的稳定性问题。而对于方程（814）（’其解可由递推公式直接给出:
y隐＝（ˉα〉kγ0’k≡1’2’3’…’

所以当且仅当｜α｜＜1时’方程（8.14）的平衡点才是稳定的（从而方程（8.13）的平衡点是
稳定的）°

2）一阶线性常系数差分方程组的乎衡点及稳定性

对于厕维向量y（k）和＂×门常数矩阵A构成的一阶线性常系数齐次差分方程组
y（k＋1）十▲y（k）＝0’k＝0’1’2’…’ , （8.15）

其平衡点y＊＝0稳定的条件是A的所有特征根均有｜入i ｜＜1（d＝1’2’…’n）’即均在复平面
上的单位圆内。

对于n维向量y（k）和n×n常数矩阵A构成的一阶线性常系数非齐次差分方程组
y（k＋1）h幻（k）＝B’k＝0’1’2’…’ （8.16）

其平衡点为y＊＝（EM）ˉlB’其中E为测阶单位方阵。其稳定性条件与齐次方程（8.15）

相同’即A的所有特征根均有｜入《 ｜＜1（j＝1’2’…’n）。

3）二阶线性常系数差分方程的平衡点及稳定性（

考察二阶线性常系数齐次差分方程

γk＋2＋αlγk＋1＋α2γk＝0 （8.17）

的平衡点（γ＊＝0）的稳定性°

方程（8.17）的特征方程为

入2十α1入＋α2＝0’

记它的特征根为入l’入2’则方程（8. 17）的通解可表示为

y偷＝cl入↑＋C2入l, ’ （8.18）

式中:Cl’C2为待定常数’由两个初始条件的值确定°
由式（8.18）很容易就可以得到’当且仅当

｜入! ｜＜1’ ｜人2｜＜1

时’方程（8.17〉的平衡点才是稳定的°

与-阶线性方程-样’非齐次方程
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(8.12).=3,+:,
式中;y。为对应齐次差分方程的通解;y。为对应非齐次差分方程的特解。

2. 差分方程的平衡点及稳定性
1）一阶线性方程的平衡点及稳定性
考虑一阶线性常系数差分方程，一般形式为

(8.13)yMu+ay,=b,A=0,1,2,⋯,
式中;a，b为常数。

称y"为方程（8.13）的平衡点，如果满足y*+ay"=b。求解得y'=，6十G

当 h→四0时，若y→y"，则平衡点y'是稳定的，否则y"是不稳定的。
为了理解平衡点的稳定性，可以用变量代换方法将方程（8.13）的平衡点的稳定性问

题转换为
(8.14)YM1+ay,=0, k=0,1,2,⋯

的平衡点y"=0的稳定性问题。而对于方程（8.14），，其解可由递推公式直接给出∶
y=(-a)o,k=1,2,3,,

所以当且仅当|al<1时，方程（8.14）的平衡点才是稳定的（从而方程（8.13）的平衡点是
稳定的）。

2）一阶钱性常系数是分方程组的平衡点及稳定性
对于n维向量y（k）和nxn 常数矩阵A构成的一阶线性常系数齐次差分方程组

(8.15)y(k+1)+Ay(k)=0,k=0,1,2,⋯,
其平衡点y"=0稳定的条件是A的所有特征根均有|λ;|<1（i=1，2，⋯，n），即均在复平面
上的单位圆内。

对于n维向量y（k）和 n×n常数矩阵A构成的一阶线性常系数非齐次差分方程组
(8.16)y(k+1)+Ay(k)=B,k=0,1,2,,⋯,

其平衡点为"=（E+A）"'B，其中E为n阶单位方阵。其稳定性条件与齐次方程（8.15）
相同，即A的所有特征根均有|λ;【<1（i=1，2，⋯，n）。

3）二阶绒性常系数差分方程的平衡点及稳定性
考察二阶线性常系数齐次差分方程

(8.17)JAM2+a;yL1+a2y=0
的平衡点（y*=0）的稳定性。

方程（（8.17）的特征方程为
入2+a，入+a，=0，

记它的特征根为λ，A，则方程（8.17）的通解可表示为
(8.18)亡“之斗占品：

式中;c，c，为待定常数，由两个初始条件的值确定。
由式（8.18）很容易就可以得到，当且仅当

|A，<1，Iλzl<1

时，方程（8.17）的平衡点才是稳定的。
与一阶线性方程一样，非齐次方程
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yk十2＋α1γk＋l＋α2yk＝b

的平衡点的稳定性条件和方程（817）相同°

上述结果可以推广到n阶线性常系数差分方程的平衡点及其稳定性问题。即平衡点

稳定的充要条件是其特征方程的根人‘均有｜儿｜＜1（j＝1’2’…,∏）。

4）一阶非线性差分方程

考察一阶非线性差分方程

y腮≡／（y账）’ （8.19）

式中a／（yk）为已知函数°其平衡点y＊由代数方程y＊二／（y＊）解出°

现分析y＊的稳定性。将方程的右端在γ＊点作泰勒多项式展开,只取-阶导数项’则

式（8.19）可近似为

γk十1≈／（γ＊）√（y＊）（y隐-y＊）, （8.20）

故γ率也是近似齐次线性差分方程（8.20）的平衡点°从而由＿阶齐次线性差分方程的平

衡点稳定性理论可知’y＊稳定的充要条件为｜′（y＊） ｜＜1。

8.3莱斯利（Leslie）种群模型

莱斯利模型是研究动物种群数量增长的重要模型’这-模型研究了种群中雌性动物

的年龄分布和数量增长的规律°

在某动物种群中’仅考察雌性动物的年龄和数量。设雌性动物的最大生存年龄为L

（单位:年或其他时间单位）’把［0,L］等分为n个年龄组’每-年龄组的长度为L／＂’″个
年龄组分别为 ,

［0,司, ［÷,韧 ,P贡业z｀L｜●■●

’

设第′个年龄组的生育率为α!’存活率为b‘（′＝1j2’…’n）’α‘’bd均为常数’且α‘≥0

（j＝1’2’…’n）’0＜b《≤1（′＝1’2’…’Ⅶ-1）。同时’设至少有一个α‘＞0（1≤‘≤n）’即至少

有＿个年龄组的雌性动物具有生育能力。

利用统计资料可获得基年（′＝0）该种群在各年龄组的雌性动物数量’记为鳃｝0）（j＝1’

2’…’n）’为t＝0时第j年龄组雌性动物的数量,就得到初始时刻种群数量分布向量:

x（0）≡［鳃｛0） ’筋l0） ’…’绷｛0）］T.

如果以年龄组的间隔兰作为时间单位’记tl＝上’t2＝些’…’‘臆＝丝’…’在‘k时第j年
厕 门 厕 几

龄组雌性动物的数量为“!雁）（』＝1’2’…’n）’‘附时各年龄组种群数量分布向量为

x（腾）二［狐｝腑） ’鳃乒）’…’鳃｛腮）］T’k＝0’1’2’…. （8.21）

随着时间的变化’由于出生、死亡以及年龄的增长’该种群中每-个年龄组的雌性动

物数量都将发生变化°实际上’在t脆时刻’种群中第1个年龄组的雌性动物数量应等于

在tkˉ1和t隐之间出生的所有雌性幼体的总和’即

绷｛膝）＝αl鳃｛臃ˉl〕＋α2匆乒ˉ!）＋…＋α厕箍｛k—l）. （8.22）

同时’在t隐时刻’第6＋1个年龄组（j＝1’2’…’n＝1）中雌性动物的数量应等于在t隐ˉl时刻第

t个年龄组中雌性动物数量膨｝kˉ!）乘存活率6‘’即
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Yw2 +a[J'l ta2y,=b
的平衡点的稳定性条件和方程（8.17）相同。

上述结果可以推广到n阶线性常系数差分方程的平衡点及其稳定性问题。即平衡点

稳定的充要条件是其特征方程的根λ 均有|A，|<1（i=1，2⋯，n）。
4）一阶非线性盖分方程
考察一阶非线性差分方程

(8.19)y=f(y》),
式中f（力）为已知函数。其平衡点y"由代数方程y'=f（y"）解出。

现分析y'的稳定性。将方程的右端在y*点作泰勒多项式展开，只取一阶导数项，则

式（8.19）可近似为

(8.20)Ya*f（y"）+f（y"）（y一"），
故y"也是近似齐次线性差分方程（8.20）的平衡点。从而由一阶齐次线性差分方程的平
衡点稳定性理论可知，y"稳定的充要条件为|f{y*）|<1。

8.3 莱斯利（Leslie）种群模型

菜斯利模玻是研究动物种群数量增长的重要模型，这一模型研究了种群中雌性动物
的年龄分布和数量增长的规律。

在某动物种群中，仅考察雌性动物的年龄和数量。设雌性动物的最大生存年龄为L
（单位;年或其他时间单位），把【0，L】等分为n个年龄组，每一年龄组的长度为L/n，n个
年龄组分别为

证吗乓9/o'.《
设第i个年龄组的生育率为a;，存活率为b;（i=1;2，⋯，n），a;，b;均为常数，且a;≥0

<i=1，2，⋯，n），0<b;≤1（i=1，2，⋯，n-1）。同时，设至少有一个a2>0（1≤i≤n），即至少
有一个年龄组的雌性动物具有生育能力。

利用统计资料可获得基年（t=0）该种群在各年龄组的雌性动物数量，记为x;（i=1，
2，⋯，n），为s=0时第i年龄组雌性动物的数量、就得到初始时刻种群数量分布向量;

“己目一飞氏飞丫
诈。_2L,人 ”了子-作为时间单位，记t; =- 了合儿如果以年龄组的间隔- ⋯，在.时第i年白 ”句2

龄组雌性动物的数量为x{（i=1，2，⋯，n），t。时各年龄组种群数量分布向量为
(8.21)x（）=【x，z星，⋯，z6】T，k=0，1，2⋯.

随着时间的变化，由于出生、死亡以及年龄的增长，该种群中每一个年龄组的雌性动

物数量都将发生变化。实际上，在6，时刻，种群中第1个年龄组的雌性动物数量应等于
在 t，和t之间出生的所有雌性幼体的总和，即

(8.22)飞“。下己十纤认七十了，尖寸了
同时，在t，时刻，第计1个年龄组（i=1，2⋯，n-1）中雌性动物的数量应等于在t时刻第
i个年龄组中雌性动物数量如'-t）乘存活率 b;，即
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卯剿≡b《绷｛胎!）（i＝1’2,…’厕ˉ1）. （8.23）

综合上述分析’由式（8.22）和式（8.23）可得到在t胀和tkˉl时各年龄组中雌性动物数
量间的关系:

｝｛／狱;!〕r ／ ＂20
记矩阵

十｜｜L＝

则式（8.24）可写成

x（k）＝I卯（卜1） ’k＝1’2,3,…’ . （8.25）

式中:L为莱斯利矩阵。

由式（8.25）可得x（l）＝h（0） ’x（2）＝血（l）＝L2x（0）’…’-般有

x（k）＝【“（附-l）＝Lkx（0） ’k＝1’2’3’…·

若已知初始时种群数量分布向量x（0） ’则可以推算任-时刻t谗该种群数量分布向量’
并以此对该种群的总量进行科学的分析°

例8·6某种雌性动物的最大生存年龄为15年’以5年为-间隔’把这一动物种群

分为三个年龄组［0’5）’［5’10）’［10’15］’利用统计资料’已知αl＝0’α2＝4’α3≡3;bl＝

0.5’b2＝0.25°在初始时刻t＝0时’三个年龄组的雌性动物个数分别为500’1000’500’则

初始种群数量分布向量和莱斯利矩阵分别为

｜÷O!, ｝｜x（0）＝［500’1000’500］T’L＝

｜〈,O!, ｛｜嚣｝｜翼｜x（1〉＝I盯（0）＝

!÷O!’ ｛‖繁｜ ｜翼｜x（2）＝Lx（1）＝

｜÷O!’ ∏‖雪!｜「嚣｜x（3〉＝I“（2〉＝

于是
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(8.23))=b;x4tl(i=1,2,⋯,n-1).
综合上述分析，由式（8.22）和式（8.23）可得到在4和t，时各年龄组中雌性动物数

量间的关系∶
记飞日乎尖十直赵己十产头己。
尽宁式。
，16）西 旷芪。 (8.24)“
飞 宁

记矩阵

佳
则式（8.24）可写成

也己目“黑言。行“叫了。 (8.25)
式中;L为莱斯利矩阵。

由式（8.25）可得x（=Lx（0，x（4】=L{）=L士0，⋯，一般有
r()=Lz(*-)=Le(o), k=1,2,3,⋯.

若已知初始时种群数量分布向量x①0》，则可以推算任一时刻t，该种群数量分布间量，
并以此对该种群的总置进行科学的分析。

例&6 某种雌性动物的最大生存年龄为15年，以5年为一间隔，把这一动物种群

分为三个年龄组【0，5），【5，10），【10，15】，利用统计资料，已知a，=0，a=4，a，=3;b，=

0.5，6，=0.25。在初始时刻t=0时，三个年龄组的雌性动物个数分别为500，1000，500，则
初始种群数量分布向量和莱斯利矩阵分别为

言乌多茎忘呼
于是 e500言永乎

m [5s00o
500.256

203 [5500叶：as o“己”比它 250。 。 [62.5J.25、

了每心囊遍[1750
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为了分析当k→四时,该动物种群数量分布向量的特点’先求出矩阵L的特征值与特

征向量’为此计算L的特征多项式

‖肌‖｝’ ˉ孟’『ˉO÷〕（胸洲
可得L的特征值入』÷,入』二二孪,入’二二旦i巨’不难看出入』是矩阵L的唯＿正特征
值,且｜入l ｜＞｜入2 ｜ ’ ｜入l ｜＞｜入3 ｜.L有3个互异特征值’因此矩阵L可相似对角化。

设矩阵L属于特征值儿（问’2》3）的特征向量为α‘。不难计算L属于特征值入｜＝二
2

的特征向量为α!＝［18’6’1］T’记矩阵P＝［α］ ,α2’α3］’A＝diag（入! ’人2’入3）’则

PˉlLP＝A或L＝B1Pˉl.

Lk≡B1kPˉl’于是

｜｝｛α÷γ ｜ 比α
0

x（偷）＝L您x（0）＝川〃Pˉlx（0）＝入↑P

即

〕‖｀』÷γα川γα
0

寺《刷≡Ⅻ

因为｜关｜d, ｜尧｜＜l’所Ⅲ
喻儿Pdm:（1,0,0）P比（叭

记列向量pˉlx（0）的第-个元素为c（常数）’则式（8.26）可化为

（8.26）

鹏志儿…〔‖｜ ＝cα1 ’

于是’当k充分大时’近似地有

［!｜e）』◎
＝
＝

】
α

化
〗入●

＿
ˉ

）∧（
工

其中‘≡等.
这一结果说明’当时间充分长’这种动物中雌性的年龄分布将趋于稳定,即3个年龄

组的数量比为18:6:1°并由此可近似得到在tk时刻种群中雌性动物的总量’从而对整个

种群的总量进行估计°

莱斯利模型在分析动物种群的年龄分布和总量增长方面有广泛应用’这一模型也可
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为了分析当k→的时，该动物种群数量分布向量的特点，先求出矩阵L的特征值与特
征向量，为此计算L的特征多项式

言志华学引一 3[x2+*".产夕2 2

多一 -3-6,A4=-3-65可得L的特征值λ=- ，不难看出 A是矩阵L的唯一正特征2 才人管’

值，且|A;l>|A2l，Iλ>|Al。L有3个互异特征值，因此矩阵L可相似对角化。
多一设矩阵L属于特征值λ（i=1，2，3）的特征向量为α。不难计算L属于特征值λ;÷？

的特征向量为α=【18，6，1】'，记矩阵P=【a，，出，a;】，A=diag（A，入z，Ag），则
Pr'LP=A 或 L=PAP-1.

L'=PA*Pl，于是 。
法“！
Pr

下它名这己占了这0
即 < 0 0

它乓一下I (0)

六化 。产艺俞

为快【4 /a.所RK因为
(8.26)x[8= Pdig(1,0,0)P-s90.lim-

记列向量P-F②的第一个元素为c（常数），则式（8.26））可化为

它运？Hlim-一6）

于是，当k充分大时，近似地有

-(3)
数-129.

这一结果说明，当时间充分长，这种动物中雌性的年龄分布将趋于稳定，即 3个年龄
组的数量比为18∶6∶1。并由此可近似得到在t，时刻种群中雌性动物的总量，从面对整个

种群的总量进行估计。
莱斯利模型在分析动物种群的年龄分布和总量增长方面有广泛应用，这一模型也可
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｜应用于人口增长的年龄分布问题。

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′symskp◎s让土ve1n亡eger

X0＝ ［500′1000;500］;

L＝ ［0′4′3′0。5′0′0;0′0·25′0］;

L＝sYm（L）′ 嗜转换为符号矩阵

X1＝L＊X0′X2＝L＊X1′X3＝L＊X2

p≡ch己rp◎1y（L） 号计算特征多项式

r＝r◎◎七S（p） 嗜计算符号特征值

［P′D］ 二e1g（L） 啥计算符号特征向量和特征值

XL＝P＊d土己g（［1′0′0］）＊土nv（P）＊X0

亡c＝1nv（P）＊X0;c＝仁c（1）

｜

｜

｜

8.4应用案例:最优捕鱼策略

例8·7最优捕鱼策略（本题选自1996年全国大学生数学建模竞赛A题）°

生态学表明’对可再生资源的开发策略应在可持续收获的前提下追求最大经济效益°

考虑某种鱼具有4个年龄组:1龄鱼’2龄鱼’3龄鱼’4龄鱼。该鱼类在每年后4个月季节

性集中产卵繁殖°而按规定’捕捞作业只允许在前8个月进行’每年投人的捕捞能力固定

不变’单位时间捕捞量与各年龄组鱼群条数的比例称为捕捞强度系数°使用只能捕捞3、

4龄鱼的13mm网眼的拉网’其两个捕捞强度系数比为0.42:1°渔业上称这种捕捞方式

为固定努力量捕捞。鱼群本身有如下数据:

（1）各年龄组鱼的自然死亡率为0.8（1／年）’其平均质量（单位:g）分别为5.07’

11。55’17·86,22.99◎

（2） 1龄鱼和2龄鱼不产卵°产卵期间’平均每条4龄鱼产卵量为1.109×105（个）’3

龄鱼为其1／2°

（3）卵孵化的成活率为1.22×10ll／（1·22×10l1＋n）（几为产卵总量）。

要求通过建模回答如何才能实现可持续捕获（即每年开始捕捞时渔场中各年龄组鱼

群不变）’并在此前提下得到最高收获量°

问题分析

这是-个分年龄结构的种群预测问题’因此以-年为-个考察周期’研究各年龄组种

群的年内变化。在一个研究周期内’依据条件’1龄鱼和2龄鱼没有捕捞,只有自然死亡;

3龄鱼与4龄鱼的变化受两个因素制约’即自然死亡和被捕捞。如把当年内剩余的3龄

鱼与4龄鱼产卵孵化后成活的鱼群视为0龄鱼’则下一个年度自然转化为1龄鱼°

基本假设

（1）把渔场看作一个封闭的生态系统’只考虑鱼群的捕捞与自然繁殖的变化’忽略种

群的迁移°

（2）各年龄的鱼群全年任何时候都会发生自然死亡’死亡率相同。

（3）捕捞作业集中在前8个月’产卵孵化过程集中在后4个月完成’不妨假设产卵集

中在9月初集中完成’其后时间为自然孵化过程。成活的幼鱼在下一年度初自然转化为
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应用于人口增长的年酸分布问题。
计算的 Matlab 程序如下;

clc,clear,syms k poitive integer
x0 = [500;1000;500];
L=[0,4.3:0.5,0,0;0,0.25,0]

L= 8Ym(L); 名转换为符号矩库
x1 =L * X0, X2 =L * X11, X3=L* X2

音计算特征多项式p = charpoly(L)
r = roots (p)  计算符号特征值
[P,D] n eig (L) 8计算符号特征向量和特征值

XL=P*diag([1,0,0])*inv(P)*X0

tc x inv(P} * X0; c = tc (1)

8.4 应用案例∶最优捕鱼策略

例8.7 最优捕鱼策略（本题选自1996年全国大学生数学建模竞赛 A 题）。
生态学表明，对可再生资源的开发策略应在可持续收获的前提下迫求量大经济效益。

考虑某种鱼具有4个年龄组;1 龄鱼，2 龄鱼，3龄鱼，4龄鱼。该鱼类在每年后4个月季节

性集中产卵繁殖。而按规定，捕捞作业只允许在前8个月进行，每年投人的捕捞能力固定

不变，单位时间捕捞量与各年龄组鱼群条数的比例称为捕捞强度系数。使用只能捕捞 3、
4龄鱼的13mm 网眼的拉网，其两个捕捞强度系数比为0.42∶1。渔业上称这种捕捞方式

为固定努力量捕捞。鱼群本身有如下数据∶

（1）各年龄组鱼的自然死亡率为0.8（1/年），其平均质量（单位∶g）分别为5.07，
11.55,17.8622.99。

（2）1龄鱼和2 龄鱼不产卵。产卵期间，平均每条4 龄鱼产卵量为1.109x10°（个），3
龄鱼为其1/2。

（3）卵孵化的成活率为1.22×10'/《1.22×10+n）（n为产卵总量〉。

要求通过建模回答如何才能实现可持续捕获（即每年开始捕捞时渔场中各年龄组鱼

群不变），并在此前提下得到最高收获量。

问题分析
这是一个分年龄结构的种群预测问题，因此以一年为一个考寨周期，研究各年龄组种

群的年内变化。在一个研究周期内，依据条件，1 龄鱼和2龄鱼没有捕捞，只有自然死亡;

3龄鱼与4龄鱼的变化受两个因聚制约.即自然死亡和被捕捞。如把当年内剩余的3龄

鱼与4龄鱼产卵孵化后成活的鱼群视为0龄鱼，则下一个年度自然转化为1龄鱼。

基本假设
（1）把渔场看作一个封闭的生态系统，只考虑鱼群的捕捞与自然繁殖的变化，忽略种

群的迁移。
（2）各年龄的鱼群全年任何时候都会发生自然死亡，死亡率相同。

（3）捕捞作业集中在前8个月，产卵孵化过程集中在后4个月完成，不妨假设产卵集
中在9月初集中完成，其后时间为自然孵化过程。成活的幼鱼在下一年度初自然转化为
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1龄鱼’其他各龄鱼未被捕捞和未自然死亡的,下-年度初自然转化为高-级年龄组。

（4）考虑到鱼群死亡率较高’不妨假定4龄以上的鱼全部自然死亡’即该类种群的自

然寿命为4龄。

主要符号

记第t年年初各龄鱼的鱼群数量构成的鱼群向量为

x（′）＝［如l（′）’勿2（t）’匆3（′）’绷4（′）］T.
进—步地’记

α为年自然死亡率,c为年自然存活率’由已知d＝0.8（1／年）’c＝1＝α＝0.2（1／年）。

α为鱼群的月自然死亡率’则利用复利计算的思想和已知条件’有

（1-α）l2＝1-0.8＝0.2’

求解上式得α＝0.1255°

∧3’k4为单位时间内3龄鱼和4龄鱼的捕捞强度系数’由已知k3:k4＝0.42:1,即k3≡

0.42k4°方便起见’记k4＝k’则k3＝0.42k°

β为卵孵化成活率’由已知条件,β＝1.22×10!l／（1.22×10lⅡ＋门）’见为产卵总量（单位:

个）。

m为4龄鱼的平均产卵量’m＝1. 109×105（个）’3龄鱼为其1／2°

W＝［＂l ’＂2’汕3’Ⅷ4］T为各龄组鱼群的平均质量向量（单位:g）’即

″＝［5.07,11.55’17.86’22.99］T.

模型建立

以-年为＿个研究周期’以1个月为一个离散时间单位’即△t＝1／12’则当月月末种

群数量等于下月初的种群数量’而当年年底剩余的t龄鱼的数量等于下年度年初j＋1龄

鱼的种群数量。

（1）对1龄鱼和2龄鱼而言’其种群年内变化只受自然死亡影响’至年底剩余量全部

转化为下年初的2龄鱼和3龄鱼’于是有

｜训二｝｜二:｛｜;》!‖｝｀ ＂2∩
（2）对3龄鱼和4龄鱼而言’由于该种群在每年的前8个月为捕捞期’而后4个月为

产卵孵化期’因此整个种群数量变化的研究应分为两个阶段°

o第一阶段:捕捞期°

j（t＝3’4）龄鱼在当年前8个月的存活率分别为

1个月存活率:（1＝α-ki）;

2个月存活率:（1-α＝k‘）2;

8个月存活率:（1-α-k‘）8。

在固定努力量捕捞的生产策略下’累计捕捞量（质量）:
8

z＝∑k3（1ˉαˉk3）j＿』卵3（‘）侧3＋∑内4（1ˉαˉk4）jˉl鳃4（‘）铡‘
j＝1 j＝1

k3＂3［1＝（1＝α-′b3）8］“3（t）＋k4测则［1＝（1-α-k纠）8］z4（t）.
α＋k3 α＋k4

）日
奶
〗
∑

日（

1龄鱼，其他各龄鱼未被捕捞和未自然死亡的，下一年度初自然转化为高一级年龄组。
（4）考虑到鱼群死亡率较高、不妨假定4 龄以上的鱼全部自然死亡，即该类种群的自

然寿命为4龄。
主要符号
记第∶年年初各龄鱼的鱼群数量构成的鱼群向量为

x(t)=[x(t),z(t),x(E),x(t)]".
进一步地，记
d为年自然死亡率，c为年自然存活率，由已知 d=0.8（1/年），c=1-d=0.2（1/年）。
α为鱼群的月自然死亡率，则利用复利计算的思想和已知条件，有

(1-α) li=1-0.8=0.2,
求解上式得 α=0.1255。

k，，k，为单位时间内3龄鱼和4 龄鱼的捕捞强度系数，由已知k，÷k，=0.42∶1，即岛，=
0.42k2。方便起见，记h=点，则k=0.42h。

β为卵孵化成活率，由已知条件，β=1.22×10"/（1.22×10"+n），n为产卵总量（单位∶

个）。
m为4龄鱼的平均产卵量，m=1.109×10°（个），3龄鱼为其 1/2。
w=【w，v2，奶，，0。】为各龄组鱼群的平均质量向量（单位∶g），即

w=[5.07,11.55,17.86,22.99]T.
模型建立
以一年为一个研究周期，以1个月为一个离散时间单位，即 At=1/12，则当月月末种

群数量等于下月初的种群数量，而当年年底剩余的i龄鱼的数量等于下年度年初 i+1 龄

鱼的种群数量。
（1）对1龄鱼和2龄鱼而言，其种群年内变化只受自然死亡影响.至年底剩余量全部

转化为下年初的2龄鱼和3龄鱼，于是有

(k(t+1)=(1-oa)"zx(t), (8.27)tz,(t+1)=(1-a)lz(t).
（2）对3龄鱼和4龄鱼而言，由于该种群在每年的前8个月为捕捞期，颅后4个月为

产卵孵化期，因此整个种群数量变化的研究应分为两个阶段。

①第一阶段∶捕捞期。
i（i=3，4）龄鱼在当年前8个月的存活率分别为
1个月存活率∶（1-α-k;）;
2个月存活率;<1-α-k;）';

8个月存活率;（1-a-k）8。
在固定努力量捕捞的生产策略下，系计捕捞量（质量）;

与（1-α-高）"4时（2）明+上与，（1-α-k2）"4（1）而。““。
艺己字k2w，【1-（1-α-k2）月】 (8.28)(t)a+ks, α+e,
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@第二阶段:产卵孵化期。

9～12月为产卵孵化期’不妨假定8月底剩余下来的3龄鱼和4龄鱼在9月初集中产

卵。则由假设’产卵总量为

″≡苦（l＿αˉ腮’）圈缠’（‘）Ⅷ（1—αˉ胸）,鳃4（小 （829）
由已知条件’卵孵化成活的总量为βn’转至下年初全部变为1龄鱼,因此有

“!（叶l）＝仇＝β吾（lˉα＿k’）凰腮』（』）枷（lˉαˉ胸）圈鳃川 （S30）
在后4个月’3龄鱼和4龄鱼的种群数量变化只有自然死亡’根据假设’至年末剩余

下来的3龄鱼全部转化为下年初的4龄鱼’而剩余下来的4龄鱼至年底则全部死亡’因此

卿4（t＋1）＝（1＝α-∧3）8（1-α）4匆3（t）. （8.31）

联立式（8.27）、式（8.30）和式（8.31）,可得该种群问题的差分方程组模型:

‖ ‖‖…αⅫ
若记

↑／↓α ‖ 枷,｜P＝

于是差分方程组（832）可以改写成如下矩阵形式:

x（t＋1）＝Fx（t）. （8.33）

所谓可持续捕获策略’就是在每年的年初渔场的种群数量基本不变’也就是求差分方

程组（8.33）的平衡解x＊＝［“f’”j’匆;’卯r］T’使得

x＊＝Fx＊.

综上分析,所研究的渔场追求在经过一定时间的可持续捕捞策略’并且达到稳定的状

态下’获得最大生产量。因此数学模型描述为

决策变量

固定努力量’即k值。

曰标函数

0.42枷3［1≡（1-α-0.42k）8］绷;＋枷4［1-（1ˉαˉk）8］ ＊Inaxz＝ 卯4. （8.34）
α＋0.42k α＋k

约束条件

x＊＝Px＊· （8.35）

直接用Matlab求解上面非线性规划问题时’局部最优解是不稳定的’见程序ex8-7-
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②第二阶段∶产卵孵化期。

9~12月为产卵孵化期，不妨假定8月底剩余下来的3龄鱼和4龄鱼在9月初集中产

卵。则由假设，产卵总量为

n=2(1-a-k)",(t)*m(1-a-k》"z(t). (8.29)

由已知条件，卵孵化成活的总量为βn，转至下年初全部变为1龄鱼，因此有

(8.30)x（+1）=pn=β学（1-α-k）"zg（a）+pm（1-α-hA》"x（t）.
在后4个月，3龄鱼和4龄鱼的种群数量变化只有自然死亡，根据假设，至年末剩余

下来的3龄鱼全部转化为下年初的4龄鱼，而剩余下来的4龄鱼至年底则全部死亡，因此

(8.31)z,(?+1)=(1-a-kg)*(1-α)z(t).
联立式（8.27）、式（8.30）和式（8.31），可得该种群问题的差分方程组模型∶

r(+1)=pm=β"(1-a-k)"x()+fm(1-a-k》*x(t),
4（+1）=（1-a）P时（a）， (8.32)
x(t+1)=(1-a)"na(t),
lra(+1)=(1-a-k)*(1-a)*(e).

著记
mm 肾。占艺(1-α-A)00 le

(1-a)"0 00P= ，。。已” 0
0 (I-α-,)°(1-a)*，早 A

于是差分方程组（8.32）可以改写成如下矩阵形式∶
(8.33)x(+1)= Pr(t).

所谓可持续捕获策略，就是在每年的年初渔场的种群数量基本不变，也就是求差分方

程组（8.33）的平衡解x'=【x°，z2，z，x4!，使得

x"=P".
综上分析，所研究的渔场追求在经过一定时间的可持续捕捞策略，并且达到稳定的状

态下，获得最大生产量。因此数学模型描述为

决策变量
固定努力量，即L值。
目标函数

Ano，【1-（1-a-4）号】0.42hwy,[1-(1-a-0.42)°] (8.34)mBX z= 其3 行a+ka+0.42
约束条件

x'=Pr". (8.35)
直接用 Matab 求解上面非线性规划问题时，局部最优解是不稳定的，见程序ex8.7_
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2.m。下面使用搜索算法求解上述问题。

由差分方程稳定性理论知’差分方程组（8.33）的平衡解稳定的充要条件为:对P的

所有特征根儿’有｜入‘ ｜＜1（j＝l’2’3’4）°

直接求解式（8.35）中P的特征值需要利用行列式的概念’实际求解时由于矩阵P第

一行元素中含有分母厕’而它是包含未知解绷f’匆扩的线性组合’因此实施起来有＿定困

难。这里’我们采用直接法计算°事实上,由约束条件易知

zi＝（1ˉαˉ0.42k）8（1ˉα）4zj’卵j＝（1ˉα）l2卯j’躯j二（1ˉα）l2卯『’
直接可以推导出

勿;＝（1ˉα）24”广’匆》＝（1ˉα-0.42k）8（1ˉα）28匆f’ （8.36）

把式（8.36）代人式（8.29）可得

…（l＿α＿O棚）』（!＿α）仆（］ˉ州）』（l＿α）〗露『, （837）
把式（837）代人露′-L1盖倘腮中’整理得

｛卜叭…』』α—叫÷［÷…』川］｜（8』●鳃′＝1.22×10l｜

把式（8.38）代人式（8.36）中’进而再代人目标函数式（8。34）中’即可将目标函数转

化为关于变量∧的非线性表达式°利用Madab编程’采用遍历方法计算k值与z值的关

系,得最优月捕捞强度系数为:4龄鱼k4＝k＝0.778’3龄鱼k3＝0.42k＝0.3268’在可持续

最佳捕捞下’可获得的稳定的最大生产量为5.9415×10l0（g）＝59415（t）,渔场中各年龄组
鱼群数

鳃＊＝［115.2096×10｜l ’23.0419×10ll ’4.6084×10｜l ’2.1830×107］T.

捕捞生产量与月捕捞强度系数k4＝A之间的变化关系如图8.3所示°

∩×l0l0

β

日
斗
〕
∑
］
β

z

0 0。2 0·4 0。6 0·8 l

k

图8.3稳定生产策咯下捕捞强度与年捕捞蚤之间的关系

由于α＝0.1255’用计算机遍历时’k的取值范围为［0’0.874］’步长变化为0.001°

c1c′c1e己r′c1◎se己11′f◎rm己仁1◎ngg

a＝1＝0.2＾（1／12）;m＝1·109＊10＾5
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2.m。下面使用搜索算法求解上述问题。

由差分方程稳定性理论知.差分方程组（8.33）的平衡解渔定的充要条件为。对 P的

所有特征根A，，有|λ;|<1（i=1，2，3，4）。
直接求解式（8.35）中P的特征值需要利用行列式的概念，实际求解时由于矩阵P第

一行元素中含有分母 n，而它是包含未知解 x"，z的线性组合，因此实施起来有一定困
难。这里，我们采用直接法计算。事实上，由约束条件易知

x2=(1-α-0.42k)*(1-a)tz3,z5=(1-a)lz2,x5=(1-a)lz,
直接可以推导出

(8.36)好z5=（ I-α）"zi，22=（1-a-0.42A）（1-a）"zi，
把式（8.36）代人式（8.29）可得

言量仑‘占鸟二了己兰叫之千艺义订： (8.37)
1.22×10"把式（8.37）代入z;∶ -n中，整理得1.22×10"+n" ”“上岂豆 (8.38)+1-a-r)*(1-e)*m(1-a-0.42k)*(1-a)" le

把式（（8.38）代人式（8.36）中，进而再代人目标函数式（8.34）中，即可将目标函数转
化为关于变量k的非线性表达式。利用Matab 编程，采用遍历方法计算法值与z值的关

系，得最优月捕捞强度系数为∶4龄鱼k=k=0.778，3龄鱼k，=0.42k=0.3268，在可持续

最佳捕捞下，可获得的稳定的最大生产量为5.9415×104（g）=59415（t），渔场中各年龄组

鱼群数
x"=[115.2096×10",23.0419×10",4.6084×10",2.1830×10']T.

捕捞生产量与月捕捞强度系数k.=k之间的变化关系如图8.3 所示。

6 210o
多
售
多

学r
1e 06040.2 0.8矿 ”

图8、3 穗定生产策略下楠捞强度与年捕捞量之间的关系

由于a=0.1255，用计算机遍历时，k的取值范围为【0，0.874】，步长变化为0.001。
clc, clear, close all,format long g
a=1-0.2^(/12);m=1.109 *10 ^5
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w3＝17·86;w4＝22·99

X＝［］′Z＝［］;N＝［］》K＝0:0.001:0·874;

f◎rk＝K

x1＝1.22＊10＾11＊（1＝1／（m＊（1ˉ己＝0·42＊k）＾8＊（1-己）＾24＊ · · ·

（1／2＋（1≡己一k）＾8＊（1一己）＾4）））;

x2＝ （1＝己）＾12＊x1′x3＝ （1＝a）＾12＊x2;

x4＝ （1ˉ己＝0.42＊k）＾8＊（1-己）＾4＊x3′

X＝ ［X′ ［x1;x2′x3′x4］］′

n≡m＊（1＝己＝0·42＊k）＾8＊（1＝己）＾24＊（1／2＋（1ˉ己一k）＾8＊（1ˉ己）＾4）＊x1;

N＝ ［N′n］『

z＝0·42＊k＊w3＊（1ˉ（1ˉaˉ0.42＊k）＾8）／（己＋0·42＊k）＊x3＋· · ·

k＊w4＊（1ˉ（1＝己＝k）＾8）／（己＋k）＊x4『

Z≡ ［Z′z］′

end

［mz′土nd］ ＝m己x（Z）

M＝K（1nd）′k3＝0.42＊k4 哈最优捕捞强度

xx≡X（:′土nd） 啥各年龄组的鱼群数

P1◎仁（K′Z） ′x1己be1（!SkS｜′ ｜工n仁erp工e七er｜′ ｜L己亡ex｜）

y1己be1（｜Sz＄｜′ ｜工nterpre七er｜′ !L己七ex｜′ ）R◎亡己亡土◎n｜′0）

注8·1模型假设中假定该种群的鱼龄寿命为4龄’如果取消这-假设’即假定4龄

以上的鱼体重不再增长’仍为4龄鱼’则需要重新修改模型’修改后重新计算模型的结果’

留给读者作为习题。

习题8

8·1求裴波那契（Fibonacci）数列的通项。

裴波那契在13世纪初提出’一对兔子出生一个月后开始繁殖,每个月出生一对新生兔子’假定兔子

只繁殖’没有死亡’问第k个月月初会有多少对兔子°

8·2在某国家’每年有比例为p的农村居民移居城镇’有比例为9的城镇居民移居农村°假设该

国总人数不变’且上述人口迁移的规律也不变。把n年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次记

为“＂和y＂（鳃侧＋y厕＝1）°

［》二］≡A［j」中的矩阵A;（1）求关系式

『」［拥］≡［;;］｛求‰.设目前农村人口与城镇人口相等’即（2）

8·3例8.7中’假定4龄以上的鱼体重不再增长’仍为4龄鱼’请重新修改模型并给出计算结果。

8.4某家庭考虑购买住宅’总价为60万元’按开发商要求需首付20万元’剩余款项可申请银行贷

款·假定贷款期限为30年’月利率为0.36％’建立模型测算等额还款时的月还款额.

8·5有一块一定面积的草场放牧羊群’管理者要估计草场能放牧多少羊’每年保留多少母羊羔’夏

季要贮藏多少草供冬季之用.
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w3 = 17.86; w4 = 22.99
X= [];Z=[];N=[];K= 0:0.001:0.874;

for k= K
x1=1.22*10^11*红1-1/（m·（-a-0.42*k）^8*（1-a）~24*

（1/2+（1-a-k）~8*红-a）"4）））;
x2=(1-a)^12*x1; x3=(1-a)^12*x2;
x4 =(1-a-0,42*k)^8*(1-a)^4* x3:

X=[X,[x1;x2;x3;x4]];
n=m*(1-a-0.42*k)^8*(-a)^24*(1/2+(1-a-K)^8*(-a)"4)*xl;
N= [N,n];
z=0.42*k*w3*(-[1-a-0.42*k)~8)/[a+0.42*k)*x3+

k*w4* {1-(1-a-k}^8)/ (a+k)*x4;
Z=[2,z);

end
[m2,ind]= max(Z)
k4= K（ind）， k3 = 0.42 * k4 号最优捕捞强度

2x = X(:,ind) 名各年龄组的盒群数
plot (K,Z);xlabel (?Sks, 'Tnterpreter','Latex')
ylabel'Sz$','Interpreter', 'Latex', 'Rotation',0)
注8。1 模型假设中假定该种群的鱼龄寿命为 4 龄，如果取消这一假设。即假定4 龄

以上的鱼体重不再增长，仍为4 龄鱼，则需要重新修改模型，修改后重新计算模型的结果，
留给读者作为习题。

习 题 8

&.1 求斐波寿奥（Fbonacoi）数列的通项。

裴或那奥在13世纪初提出，一对负子出毕一个月后开始账殖.每个月出生一对新生负子.假定急子

只繁殖，没有死亡，问第k个月月初会有多少对兔于。

&2 在某围家，每年有比例为p的农村居民移居城镇，有比例为g 的城镇居民移居农村。假设该
国总人数不变，且上述人口迁移的规律也不变。把n年后农衬人口和城镇人口占总人口的比例依次记
为x，和.（x。ty=1）。

飞整宝空中的矩阵么;

（2）设目前效村人口好滋镇人口相等，7.】【03】.上5.
83 例8.7中，假定4龄以上的鱼体重不再增长，仍为4龄鱼，请重新修改模型并给出计算结果。

&4 某家庭考虑购买住宅，总价为60万元，按开发商要求需首付20万元，剩余款项可申请银行贷
歉。假定贷款期限为30年，月利率为0.36??建立模型测算等额还款时的月还款额。

85 有一块一定面积的草场放收羊群，管理者要估计草场能放收多少学，每年保留多少母半燕，夏

争要贮藏多少草供冬季之用。
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为解决这些问题’调查了如下的背景资料:

（1）本地环境下这一品种草的日生长率如表8.2所列。

表8.2各季节草的生长率

秋
—
▲

春
■■■0■■■

3

夏
—
γ

季 节

日生长率／（g／m2）

冬
＿
β

（2）羊的繁殖率。通常母羊每年产1～3只羊羔’5岁后被卖掉°为保持羊群的规模可以买进羊羔’

或者保留一定数量的母羊·每只母羊的平均繁殖率如表8.3所列。

表8.3母羊的平均繁殖率

年 龄

产羊羔数

3≈4
■■■■〗■■■■■■■■■■

2·0

4～5
■■■■■■■■■‖■■■■■■

1.8

2～3
■■■■■■■■■■■■■

2·4

0～1
一

0

∑
＄＿儿

～］

（3）羊的存活率°不同年龄的母羊的自然存活率（指存活一年）如表8.4所列。

表8·4母羊的平均自然存活率

年 龄
＿

存活率

3～4
—

0.80

1～2
■■■■■■■■■■■■■■

0·98

2～3
■■■■■■■■■■■■

0·95

（4）草的需求量°母羊和羊羔在各个季节每天需要草的数量（单位:kg）如表85所列°

表8.5母羊和羊羔每天草的平均需求量

［
『

↓
］

注:只关心羊的数量’而不管它们的质量。一般在春季产羊羔,秋季将全部公羊和一部分母羊卖掉’

保持羊群数量不变。
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为解决这些问题，调查了如下的背景资料∶

（1）本地环境下这一品种草的日生长率如表 8.2所列。

表8.2 各季节草的生长率 ”刷 秋季 节 分
4？”自日生长率/（g/m）

（2）单的繁殖率。通常母羊每年产1~3 只举兼，5岁后被实掉。为保持羊群的规模可以买进羊洛，

或者保留一定数量的母羊。每只母羊的平均繁殖率如表8.3所列。

表8.3 母羊的平均繁殖率

4-53·4年 ● 2-31-20-L
1.8产单瓣数 2.01.8 24s

（3）羊的存活率。不同年截的母芈的自赫存活率（指存活一年）如表8.4所列。

表8.4 母羊的平均自然存活率

3-42-31-2年 龄
存活率 0.800.950.98

（4）草的需求量。母羊和苹染在各个季节每天需要草的数量《单位∶kg）如表8.5所列。

表8.5 母羊和苹燕每天草的平均蓄求量

& 秋季节 ”春
1.351.152.492.10每单

0 1.61.00半谦 0

注;只关心羊的费量，面不管它们的质量。一般在春季产羊燕，秋季将全部公羊和一部分母羊实掉，

保持学群数量不交。
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第9章支持向量机

支持向量机是数据挖掘中的＿项新技术’是借助最优化方法来解决机器学习问题的

新工具,最初由V.Vapnik等提出’近几年来在其理论研究和算法实现等方面都取得了很

大的进展’开始成为克服‘‘维数灾难”和“过学习”等困难的强有力手段,其理论基础和实

现途径的基本框架都已形成。

支持向量机（Suppo∏VectorMachine’SVM）在模式识别等领域获得了广泛的应用。

其主要思想是找到-个超平面’使得它能够尽可能多地将两类数据点正确分开,同时使分

开的两类数据点距离分类面最远’如图9.1（b）所示。

■
■
■

■

■
■
■
■

o@

o·
o

o °
o o

o

@

（a） （b）

图9.1最佳超乎面示意图

（a）一般超平面; （b）最佳超平面。

9.1支持向量分类机的基本原理

根据给定的训练集

T＝｛ ［α!’γl］’［α2’y2］’…’［α′’y′］｝巴（〃×Y）』’

式中:α』巳〃＝R鹏;D称为输人空间’输人空间中的每一个点α卤由n个属性特征组成;
y‘巨Y＝｛＝1’1｝ ’j＝1’2’…’′°

寻找R厕上的-个实值函数g（x）’以便用分类函数

／（X）＝sign（g（X））

推断任意一个模式x相对应的y值的问题为分类问题°

9·1.1线性可分支持向量分类机

考虑训练集T’若〕“巨R愿,b匡R和正数g’使得对所有使y尸1的α′有（m.α‘）＋b≥S

（这里（“.α‘）表示向量“和α‘的内积）’而对所有使y‘＝-1的α‘有（m.αt）＋b≤ˉS’则
称训练集T线性可分’称相应的分类问题是线性可分的。

记两类样本集分别为
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第9章 支持向量机

支持向量机是数据挖掘中的一项新技术，是借助最优化方法来解决机器学习问题的
新工具，最初由V，Vanoaik等提出，近几年来在其理论研究和算法实现等方面都取得了很

大的进展，开始成为克服"维数灾难"和"过学习"等困难的强有力手段，其理论基础和实
现途径的基本框架都已形成。

支持向量机（Support Vector Machine，SVM）在模式识别等领域获得了广泛的应用。

其主要思想是找到一个超平面，使得它能够尽可能多地将两类数据点正确分开，同时使分

开的两类数据点距离分类面最远，如图9.1（b）所示。一 督。。 官- 。3

(b)(4)
图9.1 最佳超平面示意出

（a）一般超平面;（b）最佳超平面。

9.1 支持向量分类机的基本原理

根据给定的训练集
T={[41,1],[a2,yA],,[a;,y.]}e(0xy)',

式中;a;eΩ=R";Ω称为输人空间，输人空间中的每一个点a;由n个属性特征组成;
y;eY={-1,I},i=1,2.,⋯,l。

寻找R"上的一个实值函数 g（r），以便用分类函数
f(x)= sign(g(x))

推断任意一个模式x相对应的y 值的问题为分类问题。

9.1.1 线性可分支持向量分类机

考虑训练集T，若引∈R"，beR和正数ε，使得对所有使y;=1的a;有（如·a）+b≥e
（这里（如-a，）表示向量四和a，的内积），而对所有使y，=-1的a，有（如·a;）+b≤-e，则
称训练集T线性可分，称相应的分类问题是线性可分的。

记两类样本集分别为
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M十＝｛αt ｜y‘＝1’［α‘,γ‘］巨T｝ ’″ˉ＝｛α‘ ｜γ‘＝-1,［α‘’y‘］匡T｝ .

定义″的凸包conv（M＋）为

‘则M0≡｛乍尝啊叁入′≡1』′≥0厂L2,＝｀从; “.″｝ ,
Mˉ的凸包conv（Mˉ）为

…（″）≡｛.ˉ茎叫茎川′ˉ1」′≥α尸1｀2＼…｀″; “≡″｝
式中:Ⅳ÷为＋1类样本集M令中样本点的个数;Ⅳˉ为ˉ1类样本集Mˉ中样本点的个数。

定理9.1给出了训练集T线性可分与两类样本集凸包之间的关系。

定理9·1训练集T线性可分的充要条件是,T的两类样本集″＋和″ˉ的凸包相离’

如图9.2所示°

y

x

图9.2训练集T线性可分时两类样本点集的凸包

证明 （1）必要性°若T是线性可分的,则存在超平面H＝｛x巨R侧｜（“.x）＋b＝0｝

和S＞0’使得

（@.吗）＋b≥E’Vα‘匡″且（@·α′／）＋6≤-S’Vα′／巴Mˉ.

而正类点集凸包中的任意-点x和负类点集凸包中的任意-点x′可分别表示为
″＋ ″＝

x＝∑α‘α』和x′＝∑Gjα′）’
j＝1 ′＝l

″＋ ″＝

式中:α』≥0’冯≥0且∑α』＝1’∑β′＝1。
j＝1 ／＝1

于是’得
Ⅳ＋ ″＋ Ⅳ＋

（…）＋b＝（“.三吼）＋b＝三α』［（“.α』）＋b］≥.三α』二.＞0’
″ˉ ″＝ Ⅳ＝

（“,x′）＋b＝（m.∑c′α′j）＋b＝∑c′［（@.α′′）＋b］≤＿s∑βj二—詹＜0.
j＝l j＝l ／＝I

由此可见’正负两类点集的凸包位于超平面（“·x）＋b＝0的两侧’故两个凸包相离°

（2）充分性。设两类点集M＋’″ˉ的凸包相离。因为两个凸包都是闭凸集’且有界’

根据凸集强分离定理’可知存在＿个超平面H＝｛x巳R鹏｜（m.x）＋b＝0｝强分离这两个凸

包,即存在正数S＞0,使得对M＋’Mˉ凸包中的任意点x和x′分别有
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M"*={a;ly;=1，【a;，y】eT}，晶={a;ly;=-1，【4;，y】ET}.
定义M的凸包conv（ M*）为

三入，=1，A，≥0j=1，，N.;aeM"，【入.A4a,lcoav(M")=a= 5
M的凸包oconv（M）为

札体
A问，l自之式“”首” ““之胃仝亿“一“之”。手侗住一

式中;N，为+I类样本集 M"中样本点的个数;N为-1 类样本集M中样本点的个数。

定理9.1给出了训练集T线性可分与两类样本集凸包之间的关系。

定理9.1 训练集T线性可分的充要条件是.T的两类样本集M和 M的凸包相离，

如图9.2 所示。

P

M*

M-

下

图9，2 训蛛集T线性可分时两类样本点集的凸包

证明 （1）必要性。若T是线性可分的，则存在超平面H={xeR*I（如·x）+b=0|

和c>0，使得
（a·a）+b≥8，Va;EM*且（o·a'）+b≤-c，Va';eM，

而正类点集凸包中的任意一点x和负类点集凸包中的任意一点x'可分别表示为

响首色”飞电自心
im

“叉 尔Ea,=1,2,Eβ;=1。式中∶∶a，≥0，β≥20且f=L
于是，得

营响）+-盏at（）+1*营->0.入臣：十。川食：

SB'）+6-，2A【（四·a4）+b】≤-三8;-=-∶<0(a·i')+b=(o·?
由此可见，正负两类点集的凸包位于超平面（o·x）+b=0的两侧，故两个凸包相离。

<2）充分性。设两类点集 M*，M"的凸包相离。因为两个凸包都是闭凸集，且有界，
根据凸集强分离定理，可知存在一个超平面 H={xeR"1（@·x）+b=0|强分离这两个凸
包，即存在正数 ε>0，使得对Mr，M凸包中的任意点x 和x'分别有
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（“·x）＋b≥S’

（@。x′）＋b≤＝S.

显然’特别地’对于任意的x匡″＋,有（“。x）＋b≥S’对于任意的x′巨″ˉ’有（“。x′）＋

b≤ˉS’由训练集线性可分的定义可知T是线性可分的。

定义9·1空间Rn中超平面都可以写为（@.x）＋b＝0的形式’参数（m,b）乘以任意

＿个非零常数后得到的是同-个超平面’定义满足条件

｜剿〔爱）涧兰1 j＝1’2’…’』

的超平面为训练集T的规范超平面。

定理9.2当训练集T为线性可分时’存在唯一的规范超平面（@.x）＋b＝0’使得

｜｝二;:!｛震1l〕 ｝｝二i （,1）
证明规范超平面的存在性是显然的’下证其唯＿性°

假设其规范超平面有两个:（m′ .x）＋b′＝0和（m″·x）＋b″＝0。由于规范超平面满足

条件

｛剿（爱）涧二1 j＝1’2’…,′

因此由第二个条件可知

α》′＝α》″,b′＝b″’

或者

″′＝＝“″,b′＝-b′′.

第-个条件说明“′＝-o″’6′＝ˉ6′′不可能成立’故唯一性得证°

定义9·2式（9.1）中满足（m·α‘）＋b≡±1成立的αt称为普通支持向量°

对于线性可分的情况来说’只有普通支持向量在建立分类超平面的时候起到了作用,

它们通常只占样本集很小的-部分’故而也说明支持向量具有稀疏性°对于y‘＝1类的
样本点’其与规范超平面的间隔为

. ｜ （“·α《）＋b｜ 1

嘿γ ｜｜“｜｜ ˉ『万‖’
对于y‘＝＝1类的样本点’其与规范超平面的间隔为

. ｜ （“.吗）＋b｜ 1

剿 ｜｜“｜｜ ˉ∏‖’

则普通支持向量间的间隔为向.

最优超平面即意味着最大化向’如图93所示,（…）卜辈l称为分类边界,于是
寻找最优超平面的问题可以转化为如下的二次规划问题:
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(w·x)+b≥。,
（如b·x'）+b≤-8.

显然，特别地，对于任意的x∈ M*，有（如·x）+b≥，对于任意的x'∈M，有（如·x'）+
b≤-e，由训练集线性可分的定义可知 T是线性可分的。

定义9.1 空间R°中超平面都可以写为（o·r）+=0的形式，参数（四，b）乘以任意

一个非零常数后得到的是同一个超平面，定义满足条件

(y,[(eo·a)+b]≥》0, i=1,2,⋯,
人min l（a·a，）+b|=1，
1证

的超平面为训练集T的规范超平面。
定理9.2 当训练集T为线性可分时，存在唯一的规范超平面（d·r）+=0，使得

为 =1，(o·a;)+b≥1,
(9.1)(o·4;)+b≤-1,y:=-1.

证明 规范超平面的存在性是显然的，下证其唯一性。
假设其规范超平面有两个;（wo'·r）+b'=0和（w°·x）+b"=0。由于规范超平面满足

条件
jy;[(o·a)+b]=0, i=1,2⋯,
,min l(o·4)+6|=1,
，手

因此由第二个条件可知

度门度”咬”它。
或者

w0'=-08",b'=-1".
第一个条件说明o'=-o"，b'=-b"不可能成立，故唯一性得证。
定义9.2 式（9.1）中满足（四·a;）+b=±1成立的α∶称为普通支持向量。

对于线性可分的情况来说，只有普通支持向量在建立分类超平面的时候起到了作用，
它们通常只占样本集很小的一部分，故而也说明支持向量具有稀疏性。对于y，=1类的
样本点，其与规范超平面的间隔为

(oa;)+6l 1IIDin 书室7
对于y=-1类的样本点，其与规范超平面的间隔为

工l(e a,)+bl.rin- T6o])豆干;-i
‘

2则普通支持向量间的间隔为-ol°
乙最优超平面即意味着最大化工 ，如图9.3所示，（如·x）+b=±1称为分类边界，于是
Nol|

寻找最优超平面的问题可以转化为如下的二次规划问题; 
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”m÷‖“｜｜2,
s.t. y‘［（α’.α‘）＋6］≥1’ t＝1’…’′.

该问题的特点是目标函数÷‖叫｜堤″的凸函数,并且约束条件都是线性的.

（9.2）

”·x＋b＝（」

○ C ◎

八‖q｜

醚
□

◎

＋b＝1

图9.3线性可分支持向量分类机

弓｜人拉格朗曰函数

‘（“’M）＝÷｜｜“｜｜:＋∑α』｛1训［（…）＋b］｜ ’『＝l

式中:α＝［αl…’α』］T巨R』令为拉格朗曰乘子。

根据对偶的定义’通过对原问题中各变量的偏导置零’得

匹＝0＝m＝∑α‘γ‘α』’
0“ t二l

器＝0＝∑α〃』＝0,l＝1

代人拉格朗曰函数化为原问题的拉格朗曰对偶问题:

…＿上兰±γ鹏αj（α』 .吗）＋∑α』』
α 2t＝1 j＝1 j＝l

｜窒腻2ˉ』s°t.

求解上述最优化问题’得到最优解α＊＝［αf’αf’…’α门T’计算

″＊＝∑αfy‘α′’
i＝1

由KKT互补条件知

α《＊ ｛1ˉγ‘［（m＊ ·α卤）＋b＊］｝＝0’

可得只有当αt为支持向量时’对应的α《＊才为正’否则皆为0。选择《选择α

（9.3）

＊的—个正分量
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1叫言tnin
(9.2)

8.t z;[(0·a;)+]≥1,i=1,⋯,

-|l是。的凸函数，并且约束条件都是线性的。该问题的特点是目标函数

·对+b=0 。
竹

可 。 O。外馆
予电口 内侧o 。o

外侧风口 口 如-X+b=1

口 四·x+b=-1

图9.3 线性可分支持向量分类机

引入拉格朗日函数

（四，b，a）=号1e置 a;{1-y;[(e·a)+6]1,.
式中;α=【α⋯，以】TeR"为拉格朗日乘子。

根据对偶的定义，通过对原问题中各变量的偏导置零，得

寸“”讼己亨：oL
四羲

告-0点-0.
代入拉格朗日函数化为原问题的拉格朗日对偶问题∶ -ypa(a,·a)+叫““堂 9.、，：

(9.3)Yre(-o,[j
8.t

(α ≥0,=1,2,⋯,2.
求解上述最优化问题，得到最优解 α'=【a，，以2，⋯，α;∶】"，，计算

·->汹已产：
由 KKT互补条件知

a;{1-y,[(@'·a;)+b"]=0,
可得只有当a;为支持向量时，对应的α;才为正，否则皆为0。选择α'的一个正分量
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吗＊ ,并以此计算

b＊＝乃ˉ∑y博α′（α』 。吗）’
t＝1

于是构造分类超平面（m··x）＋b＊＝0’并由此求得决策函数

g（x）＝∑α′yi（α′ .x）＋b＊ ,
‘＝1

得到分类函数

／（X）＝sign［∑α／y‘（α』 .X）＋b＊］’ （9.4）
!＝1

从而对未知样本进行分类。

9.1.2线性支持向量分类机

当训练集T的两类样本线性可分时’除了普通支持向量分布在两个分类边界

（m·x）＋b＝±1上外’其余的所有样本点都分布在分类边界以外°此时构造的超平面是

硬间隔超平面°当训练集T的两类样本近似线性可分时’即允许存在不满足约束条件

y《［（“·α!）＋b］≥1

的样本点后’仍然能继续使用超平面进行划分°

只是这时要对间隔进行“软化,’ ’构造软间隔超

平面°简言之就是在两个分类边界（“.x）＋b＝

±1之间允许出现样本点’这类样本点称为边界

支持向量。显然两类样本点集的凸包是相交的,

只是相交的部分较小°线性支持向量分类机如

图9·4所示°

软化的方法是通过弓｜人松弛变量

叁≥0’t＝1’2’…’′’

,.x＋b＝0＼ Cb

二
彻·x＋b＝-1

得到‘‘软化”的约束条件
图9.4线性支持向量分类机

y‘［（“,α‘）＋b］≥1-垒’ j＝1’2’…’′.

当蛊充分大时’样本点总是满足上述的约束条件’但是也要设法避免叁取太大的值,

为此要在目标函数中对它进行惩罚’得到如下的二次规划问题:

”m÷｜｜“｜｜2个C三‘·
（9.5）

.‘｛↓｜（勤严灿≡｝′≠“
式中:C＞0为-个惩罚参数’其拉格朗日函数为

‘（…,α,γ）＝÷｜｜“｜｜2＋C三音』＿三α』｛γ汇（…′）＋0］＿1啃;｝ ＿三γ营”
式中:γ庶≥0’蛊≥0°原问题的对偶问题如下:
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a"，并以此计算

。“’出式：
于是构造分类超平面（o*·r）+b"=0，并由此求得决策函数

e(*)- o;r(a'r)+b",
得到分类函数

f(x)=sig[ Co?"y(a·x)+6"],> (9.4)
从而对未知样本进行分类。

9.1.2 线性支持向量分类机

当训综集T 的两类样本线性可分时，除了普通支持向量分布在两个分类边界
（四·r）+b=±1上外，其余的所有样本点都分布在分类边界以外。此时构造的超平面是

硬间隔超平面。当训练集T的两类样本近似线性可分时，即允许存在不满足约束条件

y【（四·a;）+b】≥1
的样本点后，仍然能继续使用超平面进行划分。 。四·x+b=0
只是这时要对间隔进行"软化"，构造软间隔超

平面。简言之就是在两个分类边界（o·x）+b= a
声 O主1 之间允许出现样本点，这类样本点称为边界 O

巴 。外。
支持向量。显然两类样本点集的凸包是相交的.， 内侧D 内侧Oo 。只是相交的部分较小。线性支持向量分类机如

外调 秒
石图9.4所示。 口 。 @~8+b=1口软化的方法是通过引入松弛变量 口

6≥0,=1,2,⋯,l, @·X+-1
得到"软化"的约束条件 图9.4 载性支持向量分类机

y，【（·a）+b】≥1-，i=1，2，⋯，点
当点充分大时，样本点总是满足上述的约束条件，但是也要设法避免∶取太大的值，

为此要在目标函数中对它进行惩罚，得到如下的二次规划问题∶

中专：沁min $;,je ，
(9.5)(r((@o·a))+b)≥1-6,。后∶20，i=1，⋯，.

式中∶C>0为一个惩罚参数，其拉格朗日函数为

点witx【（四·a）+6】-1+会-点r点叭！-leI| +C:E（四，b，专，α，Y）==l
式中∶y，≥0，甚≥0。原问题的对偶问题如下∶
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max＿上泣γ仍α必（o』 .吗）＋∑α〃
α 2j二l j＝1 !＝1

（9.6）

｜挝』二〈…』S.t°

求解上述最优化问题’得到最优解α＊＝［α『’αj’…,α′灌］T’计算

“＊＝∑α′y虑α《’
j＝1

选择α＊的—个正分量0＜吗窜＜C’并以此计算

b＊＝y）ˉ∑y‘α‘霉（α』 .吗）.
『＝1

于是构造分类超平面（m＊ .x）＋b＊＝0,并由此求得分类函数

／（x）＝sjgn［∑α／γd（α′ .x）＋b“］ .
t＝l

从而对未知样本进行分类’可见当C＝由时’就等价于线性可分的情形°

9.1.3可分支持口量分类机

当训练集T的两类样本点集重合的区域很大时,上述用来处理线性可分问题的线性

支持向量分类机就不适用了’可分支持向量分类机给出了解决这种问题的-种有效途径°

通过弓｜进从输人空间D到另—个高维的Hilbert空间H的变换x→中（x）’将原输人空间o

的训练集

T＝｛［αl ,γl］’［α2,y2］’…’［α′’γ′］｝巴（o×Y）《’

转化为Hilben空间H中新的训练集

了＝｛ ［画’γl］’［hh’γ2］,…’［画,γ』］ ｝＝｛ ［甲（α!）’yl］,［@（α2）’γ2］’…’［@（α』）,y』］ ｝ ,
使其在HⅡben空间H中线性可分’Hilben空间H也称为特征空间°然后在空间H中求

得超平面［m.甲（x）］＋b＝0’这个超平面可以硬性划分训练集7’于是原问题转化为如下

的二次规划问题:

Ⅷ÷‖″｜｜2’
s. t. y‘ ｛ ［″。甲（αt）］＋b｝≥1’ j＝1’2’…’′.

采用核函数K满足

K（α‘’吗）≡［中（α‘） .@（吗）］’
将避免在高维特征空间进行复杂的运算’不同的核函数形成不同的算法。主要的核函数

有如下几类:

线性内核函数K（α‘’吗）＝（α‘ .吗）;

多项式核函数K（α卤’吗）＝［（吗·吗）＋1］q;

径向基核函数……｜＿｜｜等二｜｜）;
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“量。已：吗唱叫
(9.6)（点-o，，于一

0≤a≤C,i=1,2,⋯,
求解上述最优化问题，得到最优解α'=【α;，α2，⋯，α;】T，计算

电”游言、
选择α"的一个正分量9<a"<C，并以此计算

b=为->r 8;(a·a,)、
于是构造分类超平面（四°·x）+b*=0，并由此求得分类函数

f(x)sign[ ，;'"x（a·r）+δ"】.
从而对未知样本进行分类，可见当C=时，就等价于线性可分的情形。

9.1.3 可分支持向量分类机

当训练集 T的两类样本点集重合的区域很大时，上述用来处理线性可分问题的线性
支持向量分类机就不适用了。可分支持向量分类机给出了解决这种问颞的一种有效途径。

通过引进从输入空间Ω到另一个高维的 Hilbert 空间H的变换x-vg（r），将原输入空间 2

的训练集
T={[e;,y],[az,y.],⋯,[a;,y]}e(Axr)',

转化为 Hibert 空间日中新的训练集

F={[a,y1],[à2,x,],,⋯,[ay1]={e(a),,y1],[(a2),n].⋯,[9(a),7;],
使其在 Hibert 空间牙中线性可分，Hlbert 空间日也称为特征空间。然后在空间 H中求
得超平面【四·φ（x）】+6=0，这个超平面可以硬性划分训练集?，于是原问题转化为如下
的二次规划问题∶

心飞。、乱

8.t、y;{【e·甲（4;）】+b|≥1，i=1，2，⋯，甚.
采用核函数K满足

K（a，a，）=【9（a;）·四（a;）】，
将避免在高维特征空间进行复杂的运算，不同的核函数形成不同的算法。主要的核函数

有如下几类∶
线性内核函数（a;，4;）=（a·a;）;
多项式核函数K（a;，a）=【（a·a）+1】';

善户径向基核函数Ka;4）=epy 。’
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｜

S形内核函数K（α《 ’吗）＝tanh［〃（α‘ .吗）＋c］;

1ˉq2见

傅里叶核函数K（“』’吗）＝三2［lˉ2,c°s（α艘＿轨）＋q2］.
同样可以得到其拉格朗曰对偶问题如下:

maⅨ ˉ上±±y仍呐K（“』 .吗）＋∑α”
α 2!＝l ／＝1 . 〔＝1

｜匙腻2…』S.t.

若K是正定核’则对偶问题是-个凸二次规划问题’必定有解°求解上述最优化问

题’得到最优解α＊＝［α′,α’’…’α』廖］T’选择α＊的＿个正分量叫蕊 ’并以此计算
! .

b＊＝乃ˉ∑y‘α′K（α』’吗）’
i＝1

构造分类函数

／（x）＝sign［∑γ鹰αfK（α』,x）＋b＊］ ’
肛＝l

从而对未知样本进行分类°

9。1.4Cˉ支持向量分类机

当映射到高维H空间的训练集不能被硬性划分时’需要对约束条件进行软化°结合

9. 1.2节和9.1.3节中所述’得到如下的模型:

m凰× ˉ上±±ⅧM顶K（α』』吗）＋∑α』』
α 2〖＝1 ′≡1 j＝l

（9.7）

｜挝.二!…』S.t°

得到最优解α＊＝［α′’αj’…’α门T’选择α＊的一个正分量0＜吗瞧＜C’并以此计算

6＊＝乃ˉ∑γ‘α′K（α』’吗）,
t＝l .

构造决策函数

g（x）＝∑γ卤αfK（αi,x）＋b＂ ’
t＝1

构造分类函数

／（x）＝sign［∑γ‘α′K（α』’x）＋6,］＾
!＝l

从而对未知样本进行分类。

当输人空间中两类样本点的分布区域严重重合时’选择合适的核函数及其参数’可以

使映射到特征空间的每-类样本点的分布区域更为集中’降低两类样本点分布区域的混
254

｜

｜

S形内核函数K（a;，a;）= tanh【v（a;·4;）+e】;

1-g4傅里叶核函数K（n，母）=二 一_2[1-2qcoe(an-oa)+g9]"
同样可以得到其拉格朗日对偶问题如下∶

沁响善量。号吵5 o(3 =]

≥r8,=0,。中
(a ≥0,i=1,2,⋯,.

若K是正定核，则对偶问题是一个凸二次规划问题，必定有解。求解上述最优化问

题，得到最优解α'=【α;，α2，⋯，α2】下，选择α'的一个正分量α2，并以此计算

*=-EraK(a,4)
构造分类函数

江已门昌图” ,xa;K(a;x)+b6'],
从而对未知样本进行分类。

9.1.4 C-支持向量分类机

当映射到高维H空间的训练集不能被硬性划分时，需要对约束条件进行软化。结合

9.1.2节和9.1.3节中所述，得到如下的模型;

心游讼喜文手号身义α:mp
(9.7)泳首马。”

0≤α;≤C,i=1,2,⋯,L
得到最优解α*=【α2，以2，⋯，α'】下，选择α'的一个正分量0<a'<C，并以此计算

。”沁义文号号：
构造决策函数

突比”沁总火年已十。：。
构造分类函数

这己”量沁亡已完于已十：
从而对未知样本进行分类。

当输人空间中两类样本点的分布区域严重重合时选择合适的核函数及其鑫数，可以
使映射到特征空间的每一类样本点的分布区域更为集中。降低两类样本点分布区域的混
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合程度’从而加强特征空间中两类样本集“线性可分”的程度’以达到提高分类的精度和

泛化性能的目的°但是就核函数及其参数的选取问题’目前尚无理论依据’同样的实验数

据’采用不同的核函数’其精度往往相差很大’即便是对于相同的核函数’选取的参数不

同’分类的精度也会有较大的差别。在实际应用过程中’往往针对具体的问题多次仿真试

验’找到适合该问题的核函数’并决定其最佳参数。

下述定理给出了支持向量与拉格朗曰乘子之间的关系。

定理9.3对偶问题式（9.7）的最优解为α＊≡［α『’α;’…’α门T’使得每个样本点α‘

满足优化问题的KKT条件为

α‘＊＝0＝y;g（αt）＞1’

0＜α′＜C司γ‘g（α‘）＝1’

α‘＊≡C＝y您g（α‘）＜1,

式中:0＜αf＜C’所对应的α‘就是普通支持向量（记作NSV） ’位于分类间隔的边

界g（x）＝±1上’有｜g（α‘） ｜＝1;α您·＝C所对应的吗就是边界支持向量（记作BSV）’代

表了所有的错分样本点’位于分类间隔内部’有｜g（α‘） ｜＜1°BSV□NSV就是支持向

量集。 』

9.2支持向量机的Matlab命令及应用例子

下面通过例子说明Mat1ab中支持向量机的有关函数使用方法。

例9·1 1991年全国各省、自治区、直辖市城镇居民月平均消费情况见表9.1’序号

为1～20的省份为第1类’记为Gl ;序号为21～27的省份为第2类’记为G2。考察下列

指标:

如l为人均粮食支出（元／人〉;

“2为人均副食支出（元／人）;

匆3为人均烟酒茶支出（元／人）;

鳃4为人均文化娱乐支出（元／人）;

”5为人均衣着商品支出（元／人）;

z6为人均日用品支出（元／人）;

卯7为人均燃料支出（元／人）;

卯8为人均非商品支出（元／人）。

试判别西藏、上海、北京应归属哪—类。

表9.1 1991年全国30个省、自治区｀直辖市城镇居民月平均消费
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

卯8
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

』
∑
＿
〕
—
斗

皿
—
…
—
Ⅷ
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省（自治区｀直辖市）名 类型 勿
1

勿2 勿
3

勿4
卯
5

勿
6

卯
7

山西 1 8·35 23·53 7。51 8。62 17·42 10·00 1。04

内蒙古 1 9.25 23·75 6·61 9.19 17。77 10.48 1·72

吉林 1 8. 19 30·50 4.72 9·78 16。28 7·60 2·52

黑龙江 1 7·73 29.20 5.42 9。43 19.29 8.49 2·52

合程度，从而加强特征空间中两类样本集"线性可分"的程度，以达到提高分类的精度和

泛化性能的目的。但是就核函数及其参数的选取问题，目前尚无理论依据，同样的实验数

据，采用不同的核函数，其精度往往相差很大，即便是对于相同的核函数，选取的参数不

同，分类的精度也会有较大的差别。在实际应用过程中，往往针对具体的问题多次仿真试

验，找到适合该问题的核函数，并决定其最佳参数。

下述定理给出了支持向量与拉格朗日乘子之间的关系。
定理9.3 对偶问题式（9.7）的最优解为α"=【α7，α2，⋯，α2】下，使得每个样本点a;

满足优化问题的KKT 条件为

a"=0→yg(a,)>1,
0<a;<G=y;g(a:)=1,
αt=C=y:g(a)<1,

式中∶0<α"<C，所对应的a， 就是普通支持向量（记作 NSV），位于分类间隔的边
界g（x）=±1上，有|g（a）|=l;α;=C所对应的a;就是边界支持向量（记作BSV），代

表了所有的错分样本点，位于分类间隔内部，有|ga;）|<1。BSVUNSV 就是支持向

量集。

9.2 支持向量机的Matlab命令及应用例子

下面通过例子说明Matlab 中支持向量机的有关函数使用方法。

例9.1 1991年全国各省、自治区、直辖市城镇居民月平均消费情况见表9.1.序号
为1~20的省份为第1类，记为G;序号为21~27的省份为第2类，记为G2。考察下列

指标∶
z为人均粮食支出（元/人）;
z2为人均副食支出（元/人）;
x;为人均烟酒茶支出（元/人）;
??人均文化娱乐支出（元/人）;
z为人均衣着商品支出（元/人）;
z为人均日用品支出（元/人）;
x，为人均燃料支出（元/人）;
x。为人均非商品支出（元/人）。
试判别西藏、上海、北京应归属哪一类。

表9.1 1991年全国30个省、自治区、直辖市城镇居民月平均消费"序号 *s美型 耳部浩。当省（自治区、直鞘市）名 当星
7.51 i11.21匹副 1.0410.0017.4286223538.35、t-2 6.6l 10.511710.48内蒙古 9.25 nn9.1923.75

自 古林 9.78 7.604n 10.322.5216.2830.S08.19-4 果龙江 10.0084919.29945.429.207.75 2.52
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（续）
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

序号
—

5 .′f

q■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

6
—

7
＿

8
＿

9
—

10 9b

51

88

—

11
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

12
—

13
—

＿

14 13·23
—

＿

15 28

25

29

M

—

16
—

17
—

18
—

＿

19 0·l0
■■■■■■■■■■■■

）·39
—

肘匡C

—

20
—

21
—

22
—

23
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

24
＿

25 l·6g

4·87

5ˉ61

—

26
0■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

27
—

28
—

29
—

30
□■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

）的第
■

J

2

省（自治区、直辖市〉名 类型 匆 1
勿2 勿3 z4 勿5

勿
6

卯7

河南 1 9。42 27·93 8°20 8·1q 16·17 9°42 1·55

甘肃 1 9·16 27·98 9·01 9。32 15。99 9。10 1。82

青海 1 10·06 28.64 10。52 10.05 16·18 8°39 1.96

河北 1 9·09 28·12 7·40 9°62 17·26 11°12 2·49

陕西 1 9·41 28°20 5°77 10。80 16·36 11°56 1·53

宁夏 1 8·70 28° 12 7·21 10·53 19.45 13°30 1°66

新疆 1 6。93 29.85 4°54 9·49 16·62 10·65 1。88

湖北 1 8·盯 36.05 7·31 7·75 16。67 11·68 2·38

云南 1 9·98 37·69 7·01 8·94 16°15 11·08 0·83

湖南 1 6·77 38°69 6°01 8·82 14。79 11。“ 1·74

安徽 1 8.14 37·75 9。61 8·49 13·15 9。76 1·28

贵州 1 7·67 35·71 8·04 8·31 15·13 7.76 1·41

辽宁 1 7。90 39.77 8·49 12·94 19·27 11·05 2。04

四川 1 7·18 40·91 7·32 8。94 17·60 12·75 1·14

山东 1 8·82 33·70 7·59 10。98 18°82 14.73 1·78

江西 1 6·25 35°02 4·72 6。28 10·03 7.15 1·93

福建 2 10·60 52·41 7·70 9·98 12·53 11·70 2·31

广西 2 7°27 52·65 3°84 9·16 13·03 15·26 1·98

海南 2 13·45 55·85 5°50 7·45 9·55 9°52 2·21

天津 2 10·85 44·68 7·32 14°51 17·13 12·08 1·26

江苏 2 7·21 45。79 7·66 10·36 16.56 12·86 2·25

浙江 2 7°68 50·37 11·35 13。30 19·25 14。59 2·75

≡
尿北 2 7·78 48·』4 8°00 20·51 22·12 15·73 1·15

西藏 待判 7·94 39·65 20。97 20°82 22·52 12·41 1·75

上海 待判 8°28 “·34 8·00 22·22 20·06 15·12 0·72

广东 待判 12·47 76。39 5·52 11·2斗 14·52 22°00 5·46

入筹、
量、序号 量、类型省（自治区、直辖市）名 *用。 当，那当

占 -)河南 9.768,.2021.99.4 1.55s9轻6.17&.14
工甘策 9.329.0127.99.16 11.351.829.105.99。

？ -青海 10.811.910.050.s26410.06 &.3916.18· - 28.129.09河北 12.的2491.1217.259.627.40
夕 - 1.33陕西 5.n79.41 2.128.20 11.5616.3610.80

S宁夏 思8128.70 19.45 1.967.2110 1.6613.3010.53
日 新疆 13.611.889.44.54 10.6516.6229.856.93、-普卡 2.87.757.31B.6712 23836.05 1,6816.67-云南 7.0113 I.670.88.949.9 37.的 1.0816.15

j~湖南 8.826n? 601 13.2338.6914 1.74P.4414.79
15 -安徽 9.61&14 13.1537.75 .281.289.76B.49-贵州16 8.0435.71 13.25客.317.67 1.47.7615.13
卫 一辽宁 3.292.01.0519.z712.94&497.90 39.7T
18 四川 “又7.32 14.801275卸窒40.917.18 17.60、
19 山东 7.9 10.9%83.70 o.108.82 4.7312 .78“
20 -江西 4.n岑召6.25 10.39628 1.937.15字石

领建 2 9.%7.702L 14.691.352410.6 2.3111,70s广西2 L.983.032.6 13715.269.163.847.27
叫将南23 5.3013.45 9.35 2.21T.4555.85 16.309.52

2 e天津 7.3210.85 1.5714.5144.68 1.2512.081.13
2 乙江苏 45.79721 12.97.66 “宁管22516.5610.36

乞浙江26 7.68 4.871.3550.37 27519919.2513.30
北京岂 7.18 16.6t租.442 1.1515.732.1220.518.00

待判西底28 9.657.9 7.901.351.4122.s220.6220.97
2 端上海 64.34&28 邯气2.220.068.00 1S.12 0.72

广东 德判30 112412.47 25.50S.4614.525.5276.39 2200

解 用=1，2，⋯，30分别表示30个省市或自治区，第i个省（自治区或直辖市）的第
j个指标的取值为ay。y=1表示第1类，y;=-1表示第2类。

计算得已知 27个样本点的均值向量

体=【M10，⋯，41】
=[8.6115,36.7148,7.1993,10.0626,16.3174,11.0833,1.8196,12.42741,

27个样本点的标准差向量
σ=【σ，，0，⋯，σ3】
=[1.5246,9.4167,1.7835,2.7343,2.8225,2.34370.5102,1.9307].

对所有样本点数据利用如下公式进行标准化处理∶
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玛＝g旦兰’j＝1’2’…’30;j＝1,2’…,8.
吗

对应地’称

再＝兰三兰’j＝1’2’…’8
》

为标准化指标变量。记玉＝［盂l ’鬼’…’轧］T.
记标准化后的27个已分类样本点数据行向量为b‘＝［瓦l ’豌,…’瓦8］’j＝1’2’…,27°

利用线性内核函数的支持向量机模型进行分类’求得支持向量为

bl4’b15,bl7,b19,b叫’b25’b26,b27’

线性分类函数为

c（玉）＝∑βK（b‘’宝）＋b
＝0·3076K（bl4’盂）＋0.0339K（bl5’王）＋0.7043K（bl7’盂）＋O4736K（bl9’盂）

＋0.4054K（b叫’盂）＋1.0000K（b25’玉）＋0.0226K（b26’玉）＋0.0914K（b27’盂）＋1.08l0,

其中:宝＝［鬼’…’轧］’K（b!’宝）＝（b《 。盂）°
当c（盂）≥0’宝属于第1类;当c（宝）＜0,盂属于第2类°
用判别函数判别’得到西藏属于总体Gl ’即属于低消费类型;上海、广东皆属于总体

G2’即属于高消费类型。
所有已知样本点回代分类函数皆正确’故误判率为0。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝re己d∏l己七r土x（｜d己仁己9」上x仁′）′

b＝己0;c＝b（:′ ［1:27］）′x＝］o（:′ ［28:end］）; 嗜提取已分类和待分类的数据

［d′ps］＝m己ps仁d（c）; 老已分类数据的标准化
mu＝ps.〕mle己n′ s工gm己＝Ps.xs亡d 嗜显示已知数据的均值和标准差

xx＝m己ps七d（｜己pp1y｜′x′ps）》 老待分类数据的标准化

gr◎up≡［◎nes（20′1）》ˉ◎nes（7′1）］′ 啥已知样本点的类别标号
s＝f让csvm（d｜ ′gr◎up） 老训练支持向量机分类器

sv土ndex＝且nd（s.工sSupp◎r七Vec亡◎r） 老返回支持向量的标号

℃e七a＝s·A1ph己 墙返回分类函数的权系数

bb＝S°B1己S 啥返回分类函数的常数项

check＝pred土c七（s′d‖） 哈验证已知样本点

e工rr己亡e＝1ˉsum（gr◎up≡＝check）／1eng亡h（g工◎up） 堵计算已知样本点的错判率
s◎1u口◎n＝p工ed土c仁（s′xx‖） 洁对待判样本点进行分类

9.3乳腺癌的诊断

9.3.1问题的提出

乳腺肿瘤通过穿刺采样进行分析可以确定其为良性或恶性◎医学研究发现乳腺肿
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安导“” ,=1,2,⋯,30j=1,2⋯,8.“
对应地，称

与、“ =1,.,83
为标准化指标变量。记策=【窝，主，，，z】"。

记标准化后的27个已分类样本点数据行向量为b;=【à，心a⋯，a】，i=1，2⋯，27。
利用线性内核函数的支持向量机模型进行分类，求得支持向量为

bu,bs,bn,D1g,bu,z,bs,br;
线性分类函数为

e（2）=二 B.K（b，>）+b
=0.3076K（b，年）+0.0339K（b，）+0.7043K（bu，≥）+0.4736K（by，

+0.4054K（ba，E）+1.00K（（b。，主）+0.0226K（bx，≥）+0.0914K（b，，年）+1.0810，
其中∶主=【z，⋯，对看】，K（b;，第）= （b;·对）。

当e（允）≥0，定属于第1类;当c（动）<0，龙属于第2类。
用判别函数判别，得到西藏属于总体G，即属于低消费类型;上海、广东皆属于总体

G2，即属于高消费类型。
所有已知样本点回代分类函数皆正确，故误判率为0。

计算的 Matlab程序如下∶
clc, clear
a=readimatrix('data9_1.txt'};

提取已分类和待分类的数据b=a'; c=b(:,[1:271);x=b(:,[28:end]);
告已分类数据的标准化[d,ps] =mapstd (c};
8显示已知数据的均值和标准蛙Tu=ps.xuean,8lgma=Ds.xstd
名待分类数据的标准化xx=mapstd{'apply',x,pB);
舍已知样本点的类别标号group= [one3 (20,1);-ones (7,1)]:
8训练支持向量机分类器8= Fitcavm (d',group)
8返回支持向量的标号sv_index=find(s.IeSupportVector}
返回分类函数的权系数beta=B.A1pha
返画分类函数的常数项bb=s.Bias
验证已知样本点check=predict (8,d')

err_rata=1-8um（group==check）/length（group）号计算已知样本点的错判率
8 对传判样本点进行分卖eolution=predict (g,xok')

9.3 乳腺癌的诊断

9.3.1 问题的提出

乳腺肿瘤通过穿刺采样进行分析可以确定其为良性或恶性。医学研究发现乳腺肿
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瘤病灶组织的细胞核显微图像的10个量化特征与该肿瘤的性质有密切的关系:细胞核

直径｀质地｀周长、面积、光滑度｀紧密度、凹陷度｀凹陷点数、对称度、断裂度°现试图根
据已获得的实验数据建立起—种诊断乳腺肿瘤是良性还是恶性的方法。数据来自确诊

的500个病例’每个病例的-组数据包括采样组织中各细胞核的这10个特征量的平均

值｀标准差和最坏值共30个数据’并将这种方法用于另外69名已做穿刺采样分析的
患者°

这个问题实际上属于模式识别问题°什么是模式呢?广义地说,在自然界中可以观
察的事物’如果能够区别它们是否相同或是否相似’都可以称之为模式。人们为了掌握客

观事物’按事物相似的程度组成类别。模式识别的作用和目的就在于面对某一具体事物
时将其正确地归人某-类别°

模式识别的方法很多’除了支持向量机外还有数理统计方法、聚类分析等方法°

9.3.2支持口量机的分类模型

记“l ,卯2’…’“3o分别表示30个指标变量’已知观测样本为［α卤’y卤］（j＝1’2,…,厕’这里

门＝500）’其中α‘匡R30’y尸1为良性肿瘤’γ《＝ˉ1为恶性肿瘤。

首先进行线性分类’即要找-个最优分类面（m。x）＋b＝0’其中x＝［绷l ’“2,…’躯30］T’
o巴R30,b巴R,m,b待定,满足如下条件:

｛｛二;:!｝嚏ll’闰,
即有γ《［（“,α《）-6］≥1’j二1’2’…’n’其中’满足方程（o·α《）＋b＝±1的样本为支持
向量°

要使两类总体到分类面的距离最大’则有
2

·蹿阿～mm÷｜｜“｜｜2’
于是建立SVM的如下数学模型。

1.模型1

n＂÷｜｜“｜｜型》
s.t.y‘［（“。吗）＋6］≥1’‘＝1’2’…’n.

求得最优值对应的m＊,〃’可得分类函数

g（X）＝sign［（“＊ ·X）＋b＊］·

模型1是—个二次规划模型’为了利用Matlab求解模型1’下面把模型1化为其对偶
问题°

定义广义Lagrange函数

‘（仙鲤）二÷｜｜叫｜』＋三“』 ｛1＿必［（…）＋』］ ｝ 』
式中:α＝［α］ ,α2’…’α厕］T巨R厕＋。

由KKT互补条件’通过对m和6求偏导可得
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瘤病灶组织的细胞核显徽图像的10 个量化特征与该肿瘤的性质有密切的关系∶细胞核
直径、质地、周长、面积、光滑度、紧密度、凹陷度、凹陷点数、对称度、断裂度。现试图根
据已获得的实验数据建立起-一种诊断乳腺肿瘤是良性还是恶性的方法。数据来自确诊
的 500个病例，每个病例的一组数据包括采样组织中各细胞核的这 10个特征量的平均
值、标准差和最坏值共 30个数据.并将这种方法用于另外 69 名已做穿刺采样分析的
患者。

这个问题实际上属于模式识别问题。什么是模式呢?广义地说，在自然界中可以观
察的事物，如果能够区别它们是否相同或是否相似，都可以称之为模式。人们为了掌握客
观弯物，按事物相似的释度组成类别。模式识别的作用和目的就在于面对某一具体事物
时将其正确地归入某一类别。

模式识别的方法很多，除了支持向量机外还有数理统计方法、聚类分析等方法。

9.3.2 支持向重机的分类模型

记x，z⋯，xg分别表示30个指标变量，已知观测样本为【a，y;】（i=1，2⋯，n，这里
n=500），其中a ∈R*，y;=1为良性肿瘤，y;=-1为恶性肿瘤。

首先进行线性分类，即要找一个最优分类面（o·x）+b=0，其中x=【x，缸2，⋯，x】，
切∈R*，b∈R，0，b待定，满足如下条件∶

(@·a)+b≥1,y=1,
(o·a)+≤-1,y;=-1,

即有y【（o·4;）-6】≥1，记=1，2⋯，n，其中，满足方程（四·a;）+b=±1的样本为支持
向量。

要使两类总体到分类面的距离最大，则有

？砷jinlIP,m2X 7
于是建立 SVM 的如下数学模型。

1.模型1

二1el7，tmin 叫
各.L y【（四·a）+b】≥1，i=1，2，⋯，n.

求得最优值对应的 a'，b"，可得分类函数
g(z)= sigm[(aD°·x)+b"].

模型1是一个二次规划模型，为了利用Matla 求解模型1，下面把模型1化为其对偶
问题

定义广义Lngrange 函数

L（o，a）=-laiP +三，;1-y【（e·a）+6】，
岩母货山豆。区豆。了。

由 KKT互补条件，通过对山和b求偏导可得
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0L n
—＝mˉ∑α‘y‘α‘＝0’
0“ j＝1

匹＝兰α鼠γ‘＝0,
0b ‘＝1

川 网

得@＝∑α″′’∑α‘γ』＝0’代人原始Lagrange函数得
j＝1 j＝1

‘≡二·』＿÷三三刚川（.』叫）
于是模型1可以化为模型2°

2.模型2

.凰＂二α』ˉ去二二叫＂（.叫）｀
n

｜慰』｛凸＿′S·t·

n

解此二次规划得到最优解α＊ ’从而得权重向量m＊＝∑α′M』 。
〔＝l

由KKT互补条件知

α』寒 ｛1ˉγ‘［（o＊ ·α‘）＋b＊］｝ ＝0’

这意味着仅仅是支持向量α《使得αt＊为正’所有其他样本对应的α′均为0°选择α＊的

＿个正分量吗瞧 ’并以此计算
几

b＊＝乃ˉ∑γ卤α／（α』 .吗）.
j＝1

最终的分类函数表达式如下:
几

g（x）＝sign［∑α′y廊（α』 .x）＋6·］ . （9.8）
i＝1

实际上’模型2中的（α‘ ·吗）是核函数的线性形式°非线性核函数可以将原样本空
间线性不可分的向量转化到高维特征空间中线性可分的向量。

将模型2换成-般的核函数K（鳃’y）’可得—般的模型°

3.模型3

·.Ⅸ三·』—÷二三叫训K（.』,吗）,
见

｜挝二｛么…』S。t.

分类函数表达式为
n .

g（x）二sign［∑α′潍y‘K（α』’x）＋b·］ . （9.9）
t＝1
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畔上响飞夕8L, 予吕“J3b
.ya,苗电”” ay，=0，代入原始Lgenge函数得夕：

卟沁喜长号号L=, ，a;一-
于是模型1可以化为模型2。
2.模型2

点-1点点ay（e·4），日胃

忘：。寸
(0≤a;,i=1,2,⋯,n.

蚪已言。解此二次规划得到最优解 α'，从而得权重向量 a*=
由KKT互补条件知

a;{1-y【（四"·a;）+b"】}=0，
这意味着仅仅是支持向量a;使得a;?为正，所有其他样本对应的α;均为0。选择α'的
一个正分量 a"，并以此计算

b"=7-zr4'(4·a).
最终的分类函数表达式如下∶

(9.8)g（xr）=aigl【Za'为（4∶·x》+b6"】.
实际上，模型2中的（（a;·a;）是核函数的线性形式。非线性核函数可以将原样本空

间线性不可分的向量转化到高维特征空间中线性可分的向量。
将模型2换成一般的核函数K（x，y），可得一般的模型。
3. 模型3

导二上acpK（a;4，1、a-x e
予己”。十 u

(0 ≤α;,=1,2,⋯,n.
分类函数表达式为

a;9;K(a,x》)+6"].g（x）= ten【二， (9.9)
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9.3.3分类模型的求解

第』（j＝1,2’…’569）个样本点的第j（j＝1,…’30）个指标的取值记为α0。
对于给定的500个训练样本’首先计算它们的均值向量〃＝［〃l’…,〃30］和标准差向

量°＝［◎l ’◎2’…’O30］’对所有样本点数据利用如下公式进行标准化处理:

玛—宁,问’…’汕～』,2,…,』0
对应地’称

再＝坦丝’j＝1,2’…’30
今

为标准化指标变量。记宝＝［氧’廷’…’廷0］T。

记标准化后的500个已分类样本点数据行向量为b《＝［ah’瓦2’…,瓦,3o］’t＝1’2’…’
500。利用高斯核函数的支持向量机模型进行分类’记支持向量为b《（j巳I）。

分类函数为

c（盂）＝∑βK（b』’玉）＋6’ （9. 10）
!e′

式中:玉＝［鬼’鬼’…’毛0］°

当c（盂）≥0,宝属于第1类,即良性肿瘤;当c（盂）＜0,宝属于第一1类’即恶性肿瘤°
所有已知样本点回代的误判率为1％°

把69个测试样本b／’j＝501’502’…’569’代人分类函数（9.10）’按如下规则分类:
c（h′）≥0’第j个样本点为良性肿瘤;

c（b〉）＜0’第j个样本点为恶性肿瘤。
求解结果见表9.2。

表9.2分类结果

—
］
＿
四
—
犯
—
骋
—
叫
—

注:这里的数字代表病例序号·

计算的Matlab程序如下:

老原始数据c己ncerd己亡己.亡x七可在网上下载′数据中的B替换成1′M替换成ˉ1′X替换成2′删
除了分割符＊′替换后的数据命名成cancerda亡己2上x℃′本程序进行了数据标准化

c1c′c1e己r

己＝1◎己d（!c己ncerd己仁己2·亡x亡｜）′

己（:′1）＝［］′ 老删除第一列病例号

gjnd＝f1nd（己（:′1）＝＝1）′ 哈读出良性肿瘤的序号
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3 7 8 9 1I 12 14 15 16 2 4 5 6 10

20 21 23 24 25 26 27 28 29 17 18 22 34 36

31 32 33 35 38 39 40 41 43 42 63 64 65 66

45 46 47 48 49 50 51 52 53 68

55 56 57 58 59 60 61 62 69

9.3.3 分类模型的求解

第（i=12⋯，569）个样本点的第jj=1，⋯，30）个指标的取值记为ag
对于给定的500个训练样本，首先计算它们的均值向量μ=【μ，⋯，化g】和标准差向

量σ=【σu，c2，⋯，σ】，对所有样本点数据利用如下公式进行标准化处理∶
_4∶构叭儿 ,=1,⋯,569;j=1,2,⋯,30.0;

对应地，称

快业j-=1,2.⋯,30沙 心
为标准化指标变量。记全=【z，x，，⋯，2】"。

记标准化后的500个已分类样本点数据行向量为b=【aua⋯，α∶3】，i=1，2，⋯，
500。利用高斯核函数的支持向量机模型进行分类，记支持向量为b（ieI。

分类函数为
e(i)= Z8K(b,,)+b, (9.10)

式中;=【名，写，⋯，n】。
当c（主）≥0，x属于第1类，即良性肿瘤;当c（⑦）<0，定属于第-1类，即恶性肿瘤。
所有已知样本点回代的误判率为1??
把69个测试样本bw=501，502，⋯，569，代人分类函数（9.10），按如下规则分类∶
c（b;）≥0，第j个样本点为良性肿瘤;
c（b）<0，第j个样本点为恶性肿瘤。
求解结果见表9.2。

表9.2 分类结果
良性 察性

3 夕8叫” 这 “e 41 12“ 15 16 131o6
审2019 252421 28a26 1829 37363422房

号3 的岂 383532出 439 42查 6s646 67
648474645as s2515049 53a6956 575554 619 69

柱∶这里的数字代表病例序号。

计算的Matlab 程序如下∶

 原始数据 cancerdata.txt 可在网上下载，数据中的B誉换成1，区替换成-1，X替换成2，删
除了分割符"，馨换后的数据命名属 cancerdata2.Ext，本程序进行了数据标准化

clg,clear
a=load (cancerdata2, txt');

a(:,1)=[1; 号删除第一列病例号

读出良性肿瘤的序号gind= find(a(:,1)= =1);
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b1nd＝fjnd（己（:′1）＝＝-1）; 墙读出恶性肿瘤的序号

老提出已知样本点的数据仁r己jn1ng＝a（［1:500］′ ［2:end］）′

老为了进行数据标准化′这里进行了转置仁rajnjng＝tr己1n土ng｜′

啥已分类数据标准化［仁r己jn′ps］＝m己ps仁d（亡ra土n土ng）;

老已知样本点的类别标号gr◎up（g土nd）＝1;gr◎up（bjnd）＝-1;

gr◎up＝gr◎uP0′ 哈转换成列向量

8提出待分类数据x己＝己（［501:569］′ ［2:end］）;

x己＝x己｜′xa＝m己ps亡d（‖app1y｜ ′x己′ps）; 老待分类数据标准化

s≡f让csvm（亡r己1n｜′gr◎up′｜S仁己nd己rd土ze‖′仁rue′｜Kerne1Func仁土◎n｜′0rbf‖′ 。 。 ·

｜Kerne1Sca1e｜′0己u仁◎｜）′

svjndex＝且nd（s.IsSupp◎r亡Vec仁◎r｜） 啥返回支持向量的标号

老返回分类函数的权系数be亡己＝s·A1ph己｜

b＝s.Bj己s 啥返回分类函数的常数项

哈验证已知样本点check＝pred±c七（s′仁工己1n′）′

errr己七e＝1-sum（gr◎up＝＝check）／1ength（gr◎up） 啥计算错判率

s◎1u亡土◎n＝pred土c亡（s′xa｜） 嗜进行待判样本点分类

sg＝且nd（s◎1u七jˉ◎n二＝1） 堵求待判样本点中的良性编号

sb＝f土nd（s○1u亡土◎n＝＝ˉ1） 哈求待判样本点中的恶性编号

注:该问题没有使用线性内核函数进行分类’由于线性内核函数的错判率略微高点。

习题9

9.1螺虫分类问题:生物学家试图对两种嫁虫（Af与Apf）进行鉴别’依据的资料是触

角和翅膀的长度’已经测得了9支Af和6支Apf的数据如下:

Af:（1·24’1,27）’（1.36’1.74）’（1.38’1.64）,（1.38’1.82）’（1飞38’1.90）’（1.40’

1.70）’（1.48’1.82）’（1.54’1.82）’（1.56’2.08）

Apf:（1.14’1.82）’（1.18’1.96）’（1.20’1.86）’（1.26’2.＂）,（1.28’2.＂）’（1·30’1.96）
现在的问题是:

（1）根据如上资料’制订一种方法’以正确地区分两类嫁虫。
（2）对触角和翼长分别为（1.24’1.80）、（1.28’1.84）与（1.40’2.04）的三个标本,用

所得到的方法加以识别°

9.2考虑下面的优化问题:

见 见

min｜｜″｜｜2＋c!∑占′＋c2∑蟹’
t＝l t＝l

.‘ ｛剿脱｛」二｝＿‘』》』＝1,2,…,№
讨论参数Cl和C2变化产生的影响’导出对偶表示形式。
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8读出恶性肿瘤的序号bind=find(a{:,1)==-1);
3提出巳知样本点的数据training=a《[1;500],(2:end]);
$为了进行数据标准化，这里进行了转置training =training';
鲁已分类数据标准化[train,p8]=mapetdtzaining);
。巳知样本点的类别标号group行gind）=1;group（bind）=-1;
禽转换成列向量group=group';
影提出待分类数据xa=a([501:569],[2:end]);
特分类数据标准化xa=xa'; xa=mapstd{apply',xa,ps);

g=fitcsvm(trafn',group,'Standardize',rue,'RernelFunction';'rbf',
'RernelScale','auto');

sV_index=find （s.ISupportVector'） 8返四支持向量的标号
beta=s.A1pha' 8返回分类函数的权系数

6返回分类函数的常数项b=g.Bia3
名验证已知样本点check=predlct 【s，七train'）;

err_rate=1-sum（group-=check）/ength （group）8计算带判率
进行待判样本点分类Bolution =predLct (3,xa')
名求待判样本点中的良性编号9g=find(eolutlon= =1)
名求待判祥本点中的恶性编号sb=find (@olutlon==-1)

注;该问题没有使用线性内核函数进行分类，由于线性内核函数的错判率略徽高点。

习 题9

9.1 嫌虫分类问题;生物学家试图对两种嫩虫（Af与Apf）进行鉴别，依据的资料是触
角和埋膀的长度，已经测得了9支 Af和6支 Apf的数据如下∶

Af:(1.24,1.27),(1.36,1.74),(1.38,1.64),(1.38,1.82),(1.38,1.90),(1.40,
1.70),(1.48,1.82),(1.54,1.82),(1.56,2.08)

Apf:(1.14,L82),(1.18,1.96),(1.20,1.86),(1.26,200),(1.28,200),(1.30,1.96)
现在的问题是∶
（1）根据如上资料，制订一种方法，以正确地区分两类嫌虫。
（2）对触角和昊长分别为（1.24，1.80）、（1.28，1.84）与<1.40，204）的三个标本，用

所得到的方法加以识别。
9.2 考虑下面的优化问题∶

mileP点2品，
【y【（四·a;）＋b】≥1～ξ;，i=1，2，⋯，n，9.t 专≥0，i=12，⋯，n.

讨论参数c，和c2变化产生的影响，导出对偶表示形式。

261



第Ⅲo章多元分析

多元分析（MultivariateAnalysis）是多变量的统计分析方法’是数理统计中应用广泛的

—个重要分支,其内容庞杂’视角独特’方法多样’深受工程技术人员的青睬’在很多工程
领域有着广泛应用’并在应用中不断完善和创新。

1O·1聚类分析

将认识对象进行分类是人类认识世界的＿种重要方法’比如有关世界时间进程的研

究’就形成了历史学’有关世界空间地域的研究,就形成了地理学°又如在生物学中’为了
研究生物的演变’需要对生物进行分类’生物学家根据各种生物的特征’将它们归属于不
同的界、门、纲、目｀科、属｀种。事实上’分门别类地对事物进行研究’要远比在＿个混杂多
变的集合中研究更清晰｀明了和细致’这是因为同—类事物会具有更多的近似特性。在企
业的经营管理中’为了确定其目标市场,首先要进行市场细分。因为无论一个企业多么庞

大和成功’它也无法满足整个市场的各种需求°而市场细分’可以帮助企业找到适合自己
特色并使企业具有竞争力的分市场’将其作为自己的重点开发目标°

通常’人们可以凭经验和专业知识来实现分类°而聚类分析（ClusterAnalysis）作为
一种定量方法’将从数据分析的角度’给出—个更准确、细致的分类工具。

聚类分析又称群分析’是对多个样本（或指标）进行定量分类的＿种多元统计分析方

法。对样本进行分类称为Q型聚类分析’对指标进行分类称为R型聚类分析°

10·1·1 Q型聚类分析

1.样本的相似性度量

要用数量化的方法对事物进行分类’就必须用数量化的方法描述事物之间的相似程

度°—个事物常常需要用多个变量来刻画。如果对于-群有待分类的样本点需用p个变
量描述’则每个样本点可以看成是Ⅳ空间中的-个点。因此’很自然地想到可以用距离
来度量样本点间的相似程度。

记o是样本点集,距离Ⅲ（ . ’ . ）是o×O→R＋的—个函数’满足条件:

（1）α（x’y）≥0’卵’γ匡o°

（2）〃（x’y）＝0当且仅当卿＝γ。

（3）d（x,y）＝d（y’x）’x,y匡O°

（4）〃（x,y）≤‘（x’Z）＋Ⅲ（Z,y）’x’y,Z匡〃。

这一距离的定义是我们所熟知的,它满足正定性、对称性和三角不等式。在聚类分析

中’对于定量变量,最常用的是闽氏（Minkowski）距离,即
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第10章 多 元 分 析

多元分析（Multivariate Analyais）是多变量的统计分析方法，是数理统计中应用广泛的
一个重要分支，其内容庞杂，视角独特，方法多样，深受工程技术人员的青睐，在很多工程
领域有着广泛应用，并在应用中不断完善和创新。

10.1 聚 类 分析

将认识对象进行分类是人类认识世界的一种重要方法，比如有关世界时间进程的研

究，就形成了历史学，有关世界空间地域的研究，就形成了地理学。又如在生物学中，为了
研究生物的演变，需要对生物进行分类，生物学家根据各种生物的特征，将它们归属于不
同的界、门、纲、目、科、属、种。事实上.分门别类地对事物进行研究，要远比在一个混杂多
变的集合中研究更清晰、明了和细致，这是因为同一类事物会具有更多的近似特性。在企
业的经营管理中，为了确定其目标市场，首先要进行市场细分。因为无论一个企业多么庞
大和成功，它也无法满足整个市场的各种需求。面市场细分，可以帮助企业找到适合自己
特色并使企业具有竞争力的分市场，将其作为自己的重点开发目标。

通常，人们可以凭经验和专业知识来实现分类。而聚类分析（Cluster Analysis）作为
一种定量方法，将从数据分析的角度，给出一个更准确、细致的分类工具。

聚类分析又称群分析，是对多个样本（或指标）进行定量分类的一种多元统计分析方
法。对样本进行分类称为 Q 型聚类分析，对指标进行分类称为R 型聚类分析。

10.1.1 Q 型聚类分析

1.样本的相似性度量

要用数量化的方法对事物进行分类，就必须用数量化的方法描述事物之间的相似程
度。一个事物常常需要用多个变量来刻画。如果对于一群有待分类的样本点需用p个变
量描述，则每个样本点可以看成是RP空间中的一个点。因此，很自然地想到可以用距离
来度量样本点间的相似程度。

记是样本点集，距离d（·，·）是QxA→+R'的一个函数，满足条件∶
(1)d(x,y)≥0,x,yE 。
（2）d（x，y）=0当且仅当x=y。
(3)d(x,y)=d(y,x),E,y Ef2。
(4)d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y),x,》,z。
这一距离的定义是我们所熟知的，它满足正定性、对称性和三角不等式。在聚类分析

中，对于定量变量，最常用的是闵氏（Minkowski）距离，即
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p

d,（x’y）＝［∑｜绷‘ˉy川了’q＞0’
k＝1

式中:x＝［绷l ’必2’…’卯′］T;y＝［γ! ’γ2’…’）（p］T。当9＝1’2或q→＋。。时’分别得到:
（1）绝对值距离

p

圃!（x’y）＝∑｜鲍隐ˉy服 ｜ . （10. 1）
k＝1

（2）欧几里得距离
p

d2（x’y）≡［∑｜蹦′ˉγ搬 ｜2］了. （10.2）
k＝1

（3）切比雪夫（Chebyshev）距离

（j国（x’y）＝艘》｜吨ˉγ隐 ｜ . （10.3）
在闽氏距离中’最常用的是欧几里得距离’它的主要优点是当坐标轴进行正交旋转

时,欧几里得距离是保持不变的°因此’如果对原坐标系进行平移和旋转变换’则变换后
样本点间的距离和变换前完全相同°

值得注意的是在采用阂氏距离时’＿定要采用相同量纲的变量。当变量的量纲不同’

测量值变异范围相差悬殊时’建议首先进行数据的标准化处理’然后再计算距离°在采用

闽氏距离时’还应尽可能地避免变量的多重相关性（Mul位collinearity）°多重相关性所造

成的信息重叠’会片面强调某些变量的重要性。针对阂氏距离的这些缺点’＿种改进的距
离是马氏距离。

（4）马氏（Mahalanobis）距离

d（x’y）＝｀／『王刁丁了重二了『王刁丁’ （10.4）

式中:x,y为来自p维总体Z的样本观测值;∑为Z的协方差矩阵,实际中∑往往是未知
的’常常需要用样本协方差来估计。

马氏距离对-切线性变换是不变的,故不受量纲的影响°

此外’还可采用样本相关系数、夹角余弦和其他关联性度量作为相似性度量°近年来
随着数据挖掘研究的深人’这方面的新方法层出不穷。

2·类与类间的相似性度量

如果有两个样本类Gl和G2’可以用下面的-系列方法度量它们之间的距离。

（1）最短距离法（NearestNeighbororSingleLinkageMethod）:

D（Gl ,G2）＝min｛α（x‘,y／）｝ ’ （10.5）
xieGl

》巳C2

它的直观意义为两个类中最近两点间的距离°

（2）最长距离法（FarthestNeighbororCompleteLinkageMethod）:

D（Cl’G2）＝max｛d（X‘’乃） ｝ ’ （10.6）
工j巨G1

》匡G2

它的直观意义为两个类中最远两点间的距离°

（3）重心法（CentroidMethod）:

D（Gl’G2）＝〃（元’歹）’ （10.7）
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大了己”郎了“之己亡”。
式中∶x=【x，z2⋯，x。】;y=【y，，为，⋯，y，】。当qg=1，2或q→+四时，分别得到∶

（1）绝对值距离

4(xx)-吟于‘ (10.1)
（2）欧几里得距离

吐了”孙百‘己产 (10.2)
（3）切比雪夫（Chebyshev）距离

(10.3)d.(x,)= mg t-yr .
在闵氏距离中，最常用的是欧几里得距离，它的主要优点是当坐标轴进行正交旋转

时，欧几里得距离是保持不变的。因此，如果对原坐标系进行平移和旋转变换，则变换后
样本点间的距离和变换前完全相同。

值得注意的是在采用闵氏距离时，一定要采用相同量纲的变量。当变量的量纲不同，
测量值变异范围相差悬殊时，建议首先进行数据的标准化处理，然后再计算距离。在采用
闵氏距离时，还应尽可能地避免变量的多重相关性（Multicollinearity）。多重相关性所造
成的信息重叠，会片面强调某些变量的重要性。针对闵氏距离的这些缺点，一种改进的距
离是马氏距离。

（4）马氏（Mahalanobis）距离
(10.4)d(x,J)=√(r-y)iT(x-y),

式中;E，为来自p维总体Z的样本观测值;>为Z的协方差矩阵，实际中工往往是未知
的，常常需要用样本协方差来估计。

马氏距离对一切线性变换是不变的，故不受量纲的影响。
此外，还可采用样本相关系数、夹角余弦和其他关联性度量作为相似性度量。近年来

随着数据挖掘研究的深入，这方面的新方法层出不穷。
2.类与类间的相似性度量
如果有两个样本类G，和G，可以用下面的一系列方法度量它们之间的距离。
（1）最短距离法（Nearest Neighbor or Single Linkage Method）∶

(10.5)D(G,G2)= min{d(xp,y)1,
方aG2

它的直观意义为两个类中最近两点间的距离。
（2）最长距离法（Farthest Neighbor or Complete Linkage Method）∶

(10.6)D(G,,G,)= maxld(X;,3;)|,
7j调0z

它的直观意义为两个类中最远两点间的距离。
（3）重心法（Centroid Method）∶

(10.7)D(G,G2)=d(x,5),
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式中:元’歹分别为Gl’G2的重心°

（4）类平均法（GIoupAverageMethod）:

D（C］ ’G2）＝—L∑∑d（x』’x′）’ （10.8）
见ln2xjeGl芍巨G2

它等于Gl’G2中两样本点距离的平均’几］ ’几2分别为G! ’G2中的样本点个数。
（5）离差平方和法（SumofSquaresMethod）:
若记

D!＝∑（x′—坷）T（x厂禹）’D2＝∑（x′ˉ屁）T（吗ˉ晃）’
xj匡cl 芍eG2

D』2＝∑（x腮ˉ厉）T（xkˉ元）,
xk巳G1OG2

式中

咋上∑塑′,禹ˉ上∑哪ˉ盂÷万圣愚蛋…n1xjec1 n2呼巨G2

则定义

D（Gl ’G2）＝DⅡ2＝DlˉD2. （10.9）

事实上’若G』’G2内部点与点距离很小’则它们能很好地各自聚为-类’并且这两类又能

够充分分离（即D!2很大）’这时必然有D＝D!2ˉD!-D2很大。因此’按定义可以认为’两类
Gl’G2之间的距离很大。离差平方和法最初是由Ward在1936年提出’后经Odocj等在
1976年发展起来的’故又称为Ward方法°

3·聚类图

Q型聚类结果可由-个聚类图展示出来°

例如’在平面上有7个点测l ’＂2’…’″7（图10.1（a））’可以用聚类图（图10.1（b））来
表示聚类结果°

（a） （b）

图1O.1聚类方法示意图

（a）散点图; （b）聚类图。

记O≡｛测1’测2’…’测7｝ ’聚类结果如下:当距离值为龙时’分为-类’即
G!＝｛测!’测2’测3’测缴,测5’＂6’测7｝ ;

当距离值为贞时,分为两类’即

Gl＝｛汕l ’测2’＂3｝ ’G2＝｛＂4’″5’＂6’测7｝ ;
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式中∶王，节分别为G;，C2的重心。
（4）类平均法（CGroup Average Method）∶

史少巧””矽竖引马： (10.8)n12ze;a6y;aC%
它等于G，G2中两样本点距离的平均，n;n，分别为G，G，中的样本点个数。

（5）离差平方和法（Sum of Squares Method）∶
若记

D1=Z（x-年）（xr-年），D2=Z（x-高）（x-豆），
环■C ，

力、。巴“。 一引之半‘。
当到酐

式中

孔引秒？即“丹部学郎“十。”t4i.当此串少 “码枣南密

则定义
D(G,G2)=Dn-D1-D. (10.9)

事实上，若G，G。内部点与点距离很小，则它们能很好地各自聚为一类，并且这两类又能

够充分分离（即D.，很大），这时必然有D=Da-D-D，很大。因此，按定义可以认为，两类
G，G，之间的距离很大。离差平方和法最初是由Wand 在1936年提出，后经 Orlooi等在
1976年发展起来的，故又称为Ward 方法。

3. 聚类图
Q型聚类结果可由一个聚类图展示出来。
例如，在平面上有7个点妙妙，⋯，如，（图10.1（a）），可以用聚类图（图10.1（b））来

表示聚类结果。 “一飞 w身”·Wa 乎‘冬，
予的

冷w_ 西孔 空砷 青茎多茎喜喜

(a) (6)
图10.1 聚类方法示意图

（a）散点图;（b）聚类图。

记2={w，四，⋯，期，}，聚类结果如下∶当距离值为f时，分为一类，即
G=w1，Wa，W，Wa，四s，现0g，如2l;

当距离值为f。时，分为两类，即
G={如1，wa，妙l，Ga=卡即，初z，wa，妈，l;
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当距离值为龙时,分为三类’即

G!＝｛＂l ’测2,″3｝ ’G2＝｛叫’测5’川6｝ ’G3＝｛测7｜ ;

当距离值为／h时’分为四类’即

Gl＝｛汕l ,测2’＂3｝ ’G2＝｛测4’测5｝ ’G3＝｛″6｝ ’G4＝｛＂7｝ ;

当距离值为力时’分为六类,即

Gl＝｛测4’侧5｝ ’G2＝｛测l ｝ ’G3＝｛测2｝ ’G4＝｛Ⅷ3｝ ’G5＝｛测6｝ ’G6＝｛汕7｝ ;

当距离小于／i时’分为七类’每-个点自成一类°

怎样才能生成这样的聚类图呢?设o＝｛Ⅷl ’川2’…,Ⅷ7｝ ’步骤如下;

（1）计算Ⅶ个样本点两两之间的距离｛d『｝ ’记为矩阵D＝（d0）＂然＂。

（2）首先构造n个类’每＿个类中只包含—个样本点’每-类的平台高度均为0。
（3）合并距离最近的两类为新类’并且以这两类间的距离值作为聚类图中的平台

高度。

（4）计算新类与当前各类的距离’若类的个数已经等于1’转人步骤（5）,否则回到步

骤（3）°

（5）画聚类图。

（6）决定类的个数和类。

显而易见’这种系统归类过程与计算类和类之间的距离有关’采用不同的距离定义’
有可能得出不同的聚类结果。

4·最短距离法的聚类举例

如果使用最短距离法来测量类与类之间的距离’即称其为系统聚类法中的最短距离

法（又称最近邻法〉’由Florek等于1951年和Sneath于1957年弓｜人。下面举例说明最短
距离法的计算步骤°

例10·1设有5个销售员＂l’Ⅷ2’川3’＂4,测5’他们的销售业绩由二维变量（Ul ,o2）描

述’见表10.1°

表10.1 销售员业绩表

U2（回收款项）／万元

0

1

2

3

5

0l（销售量）／百件

1 ｀

1

3

4

2

销售员

汕1

ZU2

汕3

测4

测5

记销售员叫（j＝1’2’3,4,5）的销售业绩为（o削’″』2）。使用绝对值距离来测量点与点
之间的距离’使用最短距离法来测量类与类之间的距离,即

2

d（测』′叫）＝三｜叫』ˉ蜘｜ ’D（Q’G｛）＝鹏｛d（川’吗）卜
啡巨cq

由距离公式d（ . ’ . ）’可以算出距离矩阵
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当距离值为，时，分为三类，即
G=| w,W2,wgl,G2={w。,ws,wal,G,={u,l;

当距离值为f时，分为四类，即
G1=|如，W2，切o}，G2={w，，wz，G，={ w。l，Ga=|u，l;

当距离值为f 时，分为六类，即
G={w,wsl,G2=w1!,G,=|w2!,G,={wsl,G2={wl,Gg=w,;

当距离小于f时，分为七类，每一个点自成一类。
怎样才能生成这样的聚类图呢?设Q={w），w，⋯，u，，步骤如下∶
（1）计算 n个样本点两两之间的距离d1，，记为矩阵D=（d）x。
{2）首先构造n个类，每一个类中只包含一个样本点，每一类的平台高度均为0。
（3）合并距离最近的两类为新类，并且以这两类间的距离值作为聚类图中的平台

高度。
（4）计算新类与当前各类的距离，若类的个数已经等于1，转入步骤（5），否则回到步

骤（3）。
（5）画聚类图。
（6）决定类的个数和类。
显而易见，这种系统归类过程与计算类和类之间的距离有关，采用不同的距离定义，

有可能得出不同的聚类结果。
4.最短距陶法的聚类举例
如果使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即称其为系统聚类法中的最短距离

法（又称最近邻法），由 Florek 等于1951年和 Sneath于1957年引人。下面举例说明最短
距离法的计算步骤。

例10.1 设有5个销售员，，w2;w）;，t4，w;，他们的销售业绩由二维变量（v，va）描
述，见表10.1。

表10.1 销售员业绩表
P（回收新项）/万元销售员 听（铺销售量》/百件 。”“电。 -‘ ，’

3 ewa
A, → 如n
2 “’调

记销售员w（（i=1，2，3，4，5）的销售业绩为（2，。）。使用绝对值距离来测量点与点
之闻的距离，使用最短距离法来测量类与类之间的距离，即

d(w,w)= lba-v|,D(G,G,)= min ld(w,u)l.飞

喜环
由距离公式d（·，），可以算出距离矩阵
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＂l 凹2测3川4测5

川1

.＂2

＂3

川4

″5

第-步’所有的元素自成一类Hl＝｛″l ’Ⅷ2’″3’Ⅷ4’＂5｝°每＿个类的平台高度为0’显

然’这时D（Gp’Gq）＝α（＂′’测,）。
第二步’取新类的平台高度为1’把侧l ’测2合成-个新类h6’此时的分类情况是

H2＝｛h6’＂3’测4’测5｝ .

第三步’取新类的平台高度为2’把测3’″4合成—个新类h7’此时的分类情况是
Hj＝｛h6’h7’测5｝ .

第四步’取新类的平台高度为3’把h6’h7合成一个新类h8’此时的分类情况是
必＝｛h8’＂5｝ .

第五步’取新类的平台高度为4’把h8’＂5合成一个新类h9’此时的分类情况是
腿＝｛h9｝ .

这样’h9已把所有的样本点聚为-类’因此’可以转到画聚类图步骤。画出聚类图

（图10.2（a））’这是-颗二叉树’如图10.2（b）所示°

／＼
h8 w5

／＼
h6 〃7

／＼ ／＼
W1 W2 w3 W4

（b）（a）

图10·2最短距离法

（a）聚类图; （b）二叉树图·

有了聚类图’就可以按要求进行分类。可以看出’在这5个推销员中测5的工作成绩
最佳’吻3’＂4的工作成绩较好’而测l’测2的工作成绩较差°
计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝［1′0;1′1′3′2′4′3′2′5］》

［m′n］＝s土ze（己）;

d＝zer◎s（m）;

d＝m己nd土s七（己｜）′ 啥mand土s亡求矩阵列向量组之间的两两绝对值距离

d＝亡m1（d）′ 嗜截取下三角元素

nd＝n◎nzer◎s（d）′ 老去掉d中的零元素′非零元素按列排列

nd＝un1αue（nd） 嗜去掉重复的非零元素
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0 W2w03 W ws

专 ，
2 03 5：
响轨 号，

夕
第一步，所有的元素自成一类丑，=w烟2，期，识wsl。每一个类的平台高度为0，显

然，这时D（G，G，）=dw，w，）。
第二步，取新类的平台高度为1，把叫;四2合成一个新类h，此时的分类情况是

H2= hg，v，初。，was|.
第三步，取新类的平台高度为2，把动，w、合成一个新类h，此时的分类情况是

H={&，也s}、
第四步，取新类的平台高度为3，把hg，h，合成一个新类h，，此时的分类情况是

站自六扩整
第五步，取新类的平台高度为4，把hz，砂;合成一个新类h，，此时的分类情况是

fn= 。,1.
这样，h，已把所有的样本点聚为一类，因此，可以转到画聚类图步骤。画出聚类图

（图10.2（a）），这是一颗二叉树，如图10.2（b）所示。
芽s

制矿
长、

的 矿n A， 岛
乡善 善。寻喜 MzW4 1s

(8) (6)
图10.2 最短距离法

（a）聚类图;（b）二叉树图。

有了聚类图，就可以按要求进行分类。可以看出，在这5个推销员中w;的工作成绩
最佳，w，，w。的工作成绩较好，而w，w，的工作成绩较差。

计算的 Matlab 程序如下;

clc,clear
a=[,0;1,1;3.214,3;2,5]

[m,nJ =size (a);

d=zeros (m);

d=mandiet{a') 8mandist 求矩库列向量组之间的商两绝对值距离

d=tri1(d)? 8截取下三角元素

nd=nonzero6 (d); 8 去掉d中的零元素，非零元素按列排列

nd=unique (nd) 8去掉重复的非零元素
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f◎r工＝1:m＝1

ndmjn＝m1n（nd）;

［］f◎w′c◎1］＝f1nd（d＝≡ndˉJn1n）′亡Ⅲ＝un1◎n（r◎w′c◎1）; 啥］r○w和c◎1归为一类

仁m＝resh己pe（仁m′1′1eng亡h（仁m））; 墙把数组亡m变成行向量

fpr土n七f（‖第墙d次合成′平台高度为老d时的分类结果为:墙s＼n｜′ . . ·

1′nd-Jn土n′土n亡2s七r（亡m））》

nd（nd＝＝nd-mn）＝［］; 嗜删除已经归类的元素

jf1eng仁h（nd）＝＝0

break

end

end

或者使用Matlab统计工具箱的相关命令’编写如下程序:

c1c′c1ear

己＝［1′0;1′1′3′2′4′3;2′5］;

z＝1土nk己ge（己′｜s土ng1e｜′｜c让Yb1◎ck‖） 啥产生等级聚类树

dendr◎gr己m（z） 8画聚类图

T＝c1us七er（z′｜m己xc1us亡‖′3） 殆把对象划分成3类

f◎rj＝1 :3

亡m＝f土nd（T＝＝1）′ 堵求第土类的对象

fpr土n亡f（｜第老d类的有老s＼n｜′1′1nt2s七r（tm））′ 墙显示分类结果

end

5·Mauab聚类分析的相关命令

Madab中聚类分析相关命令的使用说明如下°

1）pdist

Y＝pdist（X）计算m×p矩阵X（看作m个p维行向量）中两两行对象间的欧几里得距

离。对于有m个对象组成的数据集’共有（mˉ1） ·加／2个两两对象组合°

输出Y是包含距离信息的长度为（mˉ1） ·m／2的向量°可用squarefbrm函数将此向

量转换为方阵’这样可使矩阵中的元素（i’j）对应原始数据集中对象i和j间的距离。

Y＝pdist（X’me怔ic）中用metric指定的方法计算矩阵X中对象间的距离°metric可取
表10.2中的特征字符串值°

表10.2metric取值及含义

含义

海明距离（Hamming距离〉

自定义函数距离

1ˉ两个向量夹角的余弦

1-样本的相关系数

1＝样本的Speam1an秩相关系数

1ˉJaccard系数

字符串

0hamming‖

customdi写tHnoehmction

｜cosine‖

｜c哑T巴1ation｜

0speannan0

!jaccard!

字符串

‖euclidean’

0seuC1idean‖

｜cityb1ock0

0minkowski0

0chebychev‖

0mgh2‖nnobis｜

含义

欧几里得距离（默认〉

标准欧几里得距离

绝对值距离

阂氏距离

切比雪夫距离

马氏距离

｜

注:“＝,’表示减号
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for i=1;m--
nd_min =min (nd);
【row，col】=find（d==ndmin）;tm=union（row，coll;号row和col归为一类

名把数组 cm变成行向量tm=reshape (tm,1,length (tm));
fprintf（第d次合成，平台高度为舍d时的分类结果为;容\r'，...

i，nd_min，int28g元r （tm））;

副除已经归类的元素nd (nd= =nd_nin)= [];

iE length (ndl)z=0
break

end
end
或者使用 Matlab统计工具箱的相关命令，编写如下程序;

cle,clear
a=[1,0;1,1;3,2;4,3;2,5];

??生等级聚类树z=linkage (a,'single','cityblock')

画景类图dendrogram (z}
告把对象划分成3类卫=clu8ter（z，hnaxclu8t'，3】

for i=1:3
?求第 i类的对象Em=Eind{P==i);
星示分类结果fprintf（第鲁d类的有*g\n!'，i，int2str（tm}）;

end
5.Matlab 聚类分析的相关命令
Matlab 中聚类分析相关命令的使用说明如下。

1)pdit
Y=pdist（X）计算 mxp矩阵X（看作 m个p维行向量）中两两行对象间的欧几里得距

离。对于有 m个对象组成的数据集，共有（m-1）·m/2个两两对象组合。
输出Y是包含距离信息的长度为（m-1）·m/2的向量。可用 squarefozm 函数将此向

量转换为方阵、这样可使矩阵中的元素（i.i）对应原始数据集中对象i和j间的距离。

Y=pdist（X，metic）中用 metric指定的方法计算矩阵X中对象间的距离。metric 可取
表10.2中的特征字符申值。

表 10.2 metric 取值及含义

字符串含 义 含 又字符鼻
'bunaming欧几塑得距高（联认） 海朗距离（Hamming距离）serclidlan

自定义函数距离标准数儿里得距离seuclidcan ctatow disunce funotion
oitgboek L-两个向量夹角的余弦“象影感绝对值距离

闵氏距离 conelaion 1-样本的相关系数'ninkowsi

chelycher 】-样本的 Spwmeo秩相关系数切比需夫距离 'peman'
1- Jcund系数马氏能离 青子名'mehplamohis'

注∶"-"衰示猿号
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Y＝pdist（X’｜minkowski｜ ,k）用阂氏距离计算矩阵X中对象间的距离。k为阂氏距离

计算用到的指数值’默认为2。

2） linkage

Z＝linkage（Y）使用最短距离算法生成具有层次结构的聚类树。输人矩阵Y为pdist
函数输出的（mˉ1） . ′′2／2维距离行向量°

Z＝linkage（Y,method）使用由method指定的算法计算生成聚类树。method可取

表10.3中的特征宇符串值。

表10.3 method取值及含义

■＾

赋权重心距离

葛差平方和方法（Wam

赋权平均距离

】【【】

输出Z为包含聚类树信息的（mˉ1）×3矩阵°聚类树上的叶节点为原始数据集中的

对象,由l～们°它们是单元素的类’级别更高的类都由它们生成°对应于Z中第′行每个
新生成的类’其索弓｜为m＋j’其中m为初始叶节点的数量°

第1列和第2列’即Z（ :’［1:2］）包含了被两两行连接生成—个新类的所有对象的索

弓｜。生成的新类索引为m｛j°共有′nˉ1个级别更高的类,它们对应于聚类树中的内部节点°

第3列Z（: ,3）包含了相应的在类中的两两行对象间的连接距离。

linkage也可以直接使用m×p原始数据矩阵X进行聚类’其调用格式为
Z＝1jnk己ge（X′me亡h◎d′me仁r土c）

其中’method取表10.3中的字符串’metnc取表10.2中的字符串°
3）cluster

T＝cluster（Z’｜cuto仙’c）从连接输出（linkage）中创建聚类。cutoH为定义cluster函

数如何生成聚类的阑值’其不同的值含义如表10.4所列°

表10.4 cutoH取值及含义

cutoⅡ取值 含 义

cutoⅡ作为不-致系数的阂值·不-致系数对聚类树中对象间的差异进行了量化。如果一个

连接的不一致系数大于阑值,则cluster函数将其作为聚类分组的边界

cutoⅡ作为包含在聚类树中的最大分类数

0＜cutoff＜2

2＜＝cutoff

T＝cluster（Z’ ｜cutoN,c,｜depth｜,d）从连接输出（linkage）中创建聚类°参数depth指
定了聚类数中的层数’进行不一致系数计算时要用到。不＿致系数将聚类树中两对象的

连接与相邻的连接进行比较。详细说明见函数inconsistent。当参数depth被指定时’
cutoH通常作为不一致系数阂值°

输出T为大小为m的向量,它用数字对每个对象所属的类进行标识°为了找到包含

在类i中的来自原始数据集的对象,可用hnd（T＝＝i）查找°
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Y=pdist（X，'minkowski'，k）用闵氏距离计算矩阵X中对象间的距离。k 为闵氏距离

计算用到的指数值，默认为 2。

2)linkage
Z=linkage（Y）使用最短距离算法生成具有层次结构的聚类树。输人矩阵 Y为pdist

函数输出的（ m-1）· m/2维距离行向量。
Z=linkage（Y，method）使用由 method 指定的算法计算生成聚类树。method 可取

表10.3中的特征字符串值。

表10.3 method取值及含义

含义字符串 含 义字符串
最短距离（默认） 'mein 戴权虽心距离eingle
无权平均距离avertge '*at' 离差平方和方法（Wad 方法）

重心距高 赋权平均距离centroid' weighledi
最大距离cople

输出Z为包含聚类树信息的（m-1）×3矩阵。聚类树上的叶节点为原始数据集中的

对象，由1~m。它们是单元素的类，级别更高的类都由它们生成。对应于Z中第j行每个
新生成的类，其索引为 m+j其中 m 为初始叶节点的数量。

第1列和第2列，即Z∶，【1∶2】）包含了被两两行连接生成一个新类的所有对象的索
引。生成的新类索引为m+。共有m-1个级别更高的类，它们对应于聚类树中的内部节点。

第3列Z（∶，3）包含了相应的在类中的两两行对象间的连接距离。
linkage 也可以直接使用 m×p原始数据矩阵X进行聚类，其调用格式为
Z=linkage (X,method, metric)

其中，method取表10.3中的字符串，metic 取表10.2中的字符串。
3)cluster
T= cluaster（Z，'cutodf，c）从连接输出（linkage）中创建聚类。cutof 为定义 cluster 函

数如何生成聚类的阈值，其不同的值含义如表10.4所列。

表10.4 cutoff取值及含义

含义culof 取值

cuuoa 作为不一致系数的解值。不一敷系数对聚类树中对象间的差异进行了量化。如果一个
宁台文层术心

连接的不一致系数大于解值，则 chuater 函数将其作为聚类分组的边界

2<=ctf cukofF 作为包含在衰类树中的最大分类数

T= cluster（Z，'cutof，c，'depth'，d）从连接输出（linkage）中创建聚类。参数 dept指
定了聚类数中的层数，进行不一致系数计算时要用到。不一致系数将聚类树中两对象的
连接与相邻的连接进行比较。详细说明见函数 inconsistent。当参数 depth 被指定时，
cutoff通常作为不一致系数阈值。

输出T为大小为m的向量，它用数字对每个对象所属的类进行标识。为了找到包含
在类i中的来自原始数据集的对象，可用 find（T==i）查找。
268



4）zsore（X）

对数据矩阵进行标准化处理’处理方式为

～ 卯0-芍
卯0＝—

令

式中:再’》为矩阵X二（鳃旷）顾×愿每-列的均值和标准差。
5）H＝dendmgram（Z’P）

由linkage产生的数据矩阵Z画聚类树状图°P是节点数’默认值是30·

6）T＝clusterdata（X’cutoff）

将矩阵X的数据分类°X为加×p矩阵’被看做加个p维行向量。它与以下两个命令

等价:

Z＝1jˉnk己ge（X）

T＝c1us℃er（Z′cu仁◎ff）

7）squarefOrm

将pdist的输出转换为方阵°

1O·1.2R型聚类法

在实际工作中’变量聚类法的应用也是十分重要的°在系统分析或评估过程中’为避

免遗漏某些重要因素’往往在-开始选取指标时’尽可能多地考虑所有的相关因素°而这

样做的结果’则是变量过多’变量间的相关度高’给系统分析与建模带来很大的不便。因

此’人们常常希望能研究变量间的相似关系’按照变量的相似关系把它们聚合成若干类’

进而找出影响系统的主要因素°

1.变量相似性度量

在对变量进行聚类分析时,首先要确定变量的相似性度量’常用的变量相似性度量有

两种。

（1）相关系数°记变量吗的取值［卯0’匆刁’…’匆呵］T巨R砸（j＝1’2’…’p）。则可以用两
变量吗与吨的样本相关系数作为它们的相似性度量’即

m

∑（鳃厂再）（鳃溅ˉ虱）
血＝l

吼＝ 咖 厕 l ’j’附＝1’2’…’p’ （10. 10）

［∑（鳃,-坷）2∑（“溅ˉ虱）2］了
i＝1 t＝l

式中;再二六二鞠.
在对变量进行聚类分析时’利用相关系数矩阵R＝（厂0）′咖是最多的°

（2）夹角余弦。也可以直接利用两变量吗与魄的夹角余弦吼来定义它们的相似性
度量’有

m

∑“泌′
t＝1

吼＝ 砸 顾 ‖ ,j,k＝1’2’…’p. （10.11）

（∑z;∑噬）了
j＝1 j＝l
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4)20ore(X)
对数据矩阵进行标准化处理，处理方式为

长叫窝s
式中;z，s为矩阵 X=（x），每一列的均值和标准差。

5)H= dendrogram(Z,P)
由linkage产生的数据矩阵Z画聚类树状图。P是节点数，默认值是30。
6)T=clusterdlata(X,cutoff)

将矩阵X的数据分类。X为mxp矩阵，被看做m个p维行向量。它与以下两个命令
等价∶

Z=linkage (X)
T=cluster (2,cutoff)

7)sqpuareform
将pdist的输出转换为方阵。

10.1.2 R型聚类法

在实际工作中，变量聚类法的应用也是十分重要的。在系统分析或评估过程中，为避
免遗清某些重要因素，往往在一并始选取指标时，尽可能多地考虑所有的相关因素。而这

样做的结果，则是变量过多，变量间的相关度高，给系统分析与建模带来很大的不梗。因
此，人们常常希望能研究变量间的相似关系，按照变量的相似关系把它们聚合成若干类，
进而找出影响系统的主要因素。

1.变量相似性度量
在对变量进行聚类分析时。首先要确定变量的相似性度量，常用的变量相似性度量有

两种。
（1）相关系数。记变量≈的取值【xy，xz⋯，xm】"eR"（j=1，2，⋯，p}。则可以用两

变量x与x，的样本相关系数作为它们的相似性度量，即

层（，-动（???
(10.10),j,h=1,2,",P,

（x2-云）3t子；认_儿式中∶写=。，m
在对变量进行聚类分析时，利用相关系数矩阵 R=（r;）.是最多的。
（2）夹角余弦。也可以直接利用两变量x;与x，的夹角余弦r，来定义它们的相似性

度量，有 "计
(10.1),j,k=1,2⋯,Pμ

乾、
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各种定义的相似度量均应具有以下两个性质:

o｜咖｜≤1’对于—切j’k;
@腮＝厂″’对于一切j’k。

｜驳｜越接近1’芍与则庶越相关或越相似。 ｜吼｜越接近0,吗与匆蹦的相似性越弱。
2.变量聚类法

类似于样本集合聚类分析中最常用的最短距离法、最长距离法等’变量聚类法采用了

与系统聚类法相同的思路和过程。在变量聚类问题中’常用的有最长距离法、最短距离

法等°

（1）最长距离法。在最长距离法中’定义两类变量的距离为

R（Gl’G2）＝max｛咖｝ ’ （10. 12）
芍巨Gl
勿儿巳G2

式中:d腆＝1ˉ｜驯｜或哦＝1ˉ硫’这时’R（C］ ’G2）与两类中相似性最小的两变量间的相似性
度量值有关。

（2）最短距离法°在最短距离法中’定义两类变量的距离为

R（C』’G2）＝min｛d汰｝ ’ （1O13）
芍巨Gl
勿k巳G2

式中;d微＝1ˉ｜咖｜或聪＝1-稳’这时’R（G!’G2）与两类中相似性最大的两个变量间的相似
性度量值有关°

例10.2服装标准制定中的变量聚类法。

在服装标准制定中’对某地成年女子的各部位尺寸进行了统计’通过14个部位的测

量资料’获得各因素之间的相关系数表（表10.5）°

表10.5成年女子各部位相关系数
—
—

】■■■■■■■■■■■■

勿l4
—

—

■■■■■■■■■■■■■■■■■

＿

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

＿

■■■■■■■■■■■■■■■■■

＿

＿

■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

＿

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

1
■■■■■■■■■■■■

卯1
—

匆2
—

勿3
—

匆4
0■■■■■■■■■■■

勿5
—

勿6
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

勿7
—

勿8
—

匆9
—

勿10
—

勿Il
—

勿12
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

匆13
■■■■■■■■■‖■■■■■■■

匆14
■■■■■■■■■■■

其中,卯］为上身长,卵2为手臂长’卯3为胸围’卯4为颈围’卯5为总肩围,“6为总胸宽’z7为后
背宽’匆8为前腰节高’卯9为后腰节高’匆l0为全身长’“ll为身高’卯l2为下身长’勿13为腰围’匆l4
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匆 1 卯
2 勿

3 卯4 勿
5

勿6 勿7 卯
8 勿9 勿

10 匆
11 勿

12 勿 l3

1

0·366 l

0.242 0·233 1

0·28 0· 194 0·59 1

0.36 0.324 0。476 0.435 1

0.282 0·262 0·483 0·47 0.452 1

0·245 0·265 0·54 0.478 0·535 0·663 1

0。448 0.345 0·452 0·404 0·431 0。322 0.266 1

0.486 0.367 0.365 0.357 0。429 0.283 0。287 0.82 1

0·648 0·662 0·216 0·032 0·429 0·283 0·263 0。527 0.547 1

0。689 0·671 0.243 0。313 0.43 0.302 0·294 0·52 0.558 0·957 1

0.486 0·636 0·174 0。243 0·375 0·296 0.255 0·403 0。417 0.857 0.852 1

0·133 0. l53 0.732 0.477 0·339 0.392 0·446 0.266 0。241 0。054 0.099 0。055 1

0。376 0·252 0·676 0。581 0·441 0·447 0·44 0.424 0.372 0·363 0·376 0°321 0·627

各种定义的相似度量均应具有以下两个性质∶

①|r。≤1，对于一切j，k;
②r。=r，，对于一切j，k。
Ira|越接近1，z，与x。越相关或越相似。|r，越接近0，z;与x，的相似性越弱。
2. 变量聚类法
类似于样本集合聚类分析中最常用的最短距离法、最长距离法等，变量聚类法采用了

与系统聚类法相同的思路和过程。在变量聚类问题中，常用的有最长距离法、最短距离

法等。
（1）最长距离法。在最长距离法中，定义两类变量的距离为

R(G,G2)= max d,|, (10.12)
写日分1

鸡年C2
式中;d，=1-{r。或丞=1-r，这时，R（G，G2）与两类中相似性最小的两变量间的相似性
度量值有关。

（2）最短距高法。在最短距离法中，定义两类变量的距离为

(10.13)R(G,C2)= min ld,,
静稀标。

“，部
式中∶d=1-lr，|或必=1-r，这时，R（G，G，）与两类中相似性最大的两个变量间的相似
性度量值有关。

例10.2 服装标准制定中的变量聚类法。
在服装标准制定中，对某地成年女子的各部位尺寸进行了统计，通过14 个部位的测

量资料，获得各因素之间的相关系数表（表10.5）。

表 10.5 成年女子各部位相关系数= 墨， 814筑13.*12，占鱼 当“式当*6 当“ 1
0.366？2

工02420.23勾 -0.59o.940.28创 ”a.36 0.43s0.3240.476仍
工0.22 0.4520.470.2620.483

量 0.663]0.sas0.54&.4780.2650.24s 1
工0.404[o.448 0.260.3220.4520.34s o.431当

工0.367 o.820.365o.48 0.2870.283o.4290.357写 -Jo.662 0.547[0.527]0429夕 0.260.28o.o3z0.216“为 -0.320.6710.689 J0.9570.520.2940.43o.3130.243 夕省2u “0.46*a 夕密尊 0.4030.25sa.296037502a3夕溢 夕党e.8570.417
o s30.133 [0.266 o.0ss.s4o.44s]a.3920.3390.47r0732 夕区0.241“立 ，’0.376 0.440.252 0.4240.440.4470.5810.676 0.670.3630.372 一0.3210.376人约

其中，为上身长，z为手臂长，，为胸围，≈为颈围，xs为总肩围，z。为总胸宽，x，为后
背宽，为前腰节高，xg为后腰节高，z为全身长，x为身高，xt为下身长，�为腰围，zu
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为臀围。用最长距离法对这14个变量进行系统聚类’分类结果如图10.3所示。

1
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0
10 11 12 2 1 8 9 3. 13 14 4 5 6 7

图10.3成年女子14个部位指标的聚类图

计算的Matlab程序如下:

◎1C′C1ear′C1◎Se己11

己＝readm己七r土x（｜d己℃己102.仁x仁｜ ） ′ 己（1sn己n（己））＝0′

d＝1ˉ己bs（己）′ 嗜进行数据变换′把相关系数转化为距离

d＝tr工1（d）; 老提出d矩阵的下三角部分

℃≡n◎nzer◎s（d）′ 急去掉d中的零元素

b＝b｜; 啥化成行向量

z＝11nkage（b′｜c◎mp1ete｜）′ 老按最长距离法聚类

y＝c1us亡er（z′0m己xc1us亡｜′2） 哈把变量划分成两类

土nd1≡且nd（y＝＝1）′土nd1＝土nd1｜ 墙显示第一类对应的变量标号

土nd2＝fmd（y＝＝2）′土nd2＝土nd2｜ 嗜显示第二类对应的变量标号

h≡dendr◎gr己m（z）′ 啥画聚类图

se七（h′℃◎1○r｜′｜k0′｜L1neW1d仁h‖ ′1·3） 嗜把聚类图线的颜色改成黑色′线宽加粗

通过聚类图,可以看出’人体的变量大体可以分为两类:-类是反映人高矮的变量’如

上身长、手臂长、前腰节高、后腰节高、全身长｀身高、下身长;另一类是反映人体胖瘦的变

量’如胸围｀颈围、总肩围、总胸宽｀后背宽｀腰围、臀围°

1o.1.3聚类分析案例—我国各地区普通高等教盲发展状况分析

本案例运用Q型和R型聚类分析方法对我国各地区普通高等教育的发展状况进行

分析°

1.案例研究背景

近年来’我国普通高等教育得到了迅速发展’为国家培养了大批人才。但由于我国各

地区经济发展水平不均衡’加之高等院校原有布局使各地区高等教育发展的起点不—致’

因而各地区普通高等教育的发展水平存在一定的差异’不同的地区具有不同的特点°对

我国各地区普通高等教育的发展状况进行聚类分析’明确各类地区普通高等教育发展状

况的差异与特点’有利于管理和决策部门从宏观上把握我国普通高等教育的整体发展现

状’分类制定相关政策,更好地指导和规划我国高教事业的整体健康发展。
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为臀围。用最长距离法对这14个变量进行系统聚类，分类结果如图10.3所示。
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图10.3 成年女子14个部住指标的聚类图

计算的 Matlab程序如下∶
clc, clear, close all
a=readmatrix(data102.txt');a(isnan())=0;

d=1-ab8 (a); 号进行数据变换，把相关系数转化为距离

d=tril (d); 各提出d矩阵的下三角部分

鲁去掉d中的零元素b=nonzeroB <d);

b=b' 8化成行向量
. 舍按最长距离法聚类z=linkage(b,'complete');

。把变量划分成两类y=cluster(z,'maxelust',2)
名显示第一类对应的变量标号1ind1-findty==1);indL=indL'
8显示第二类对应的变量标号ind2=findty==2);ind2=ind2'

号画聚类图h=dendragram(z);

3et（h，'Color'"'k'，'Line阳idth'，1.3）》把聚类图线的颜色改成黑色，线宽加粗
通过聚类图.可以看出.人体的变量大体可以分为两类;—类是反映人高矮的变量，如

上身长、手督长、前腰节商、后腰节高、全身长、身高、下身长;另一类是反映人体胖瘦的变

量，如胸围、颈围、总肩围、总胸宽、后背宽、腰围、臀围。

10.1.3 聚类分析案例——-我国各地区普通高等教育发展状况分析

本案例运用Q型和R型聚类分析方法对我国各地区普通高等教育的发展状况进行
分析。

1.案例研究背景
近年来，我国普通高等教育得到了迅速发展，为国家培养了大批人才。但由于我围务

地区经济发展水平不均衡，加之高等院校原有布局使各地区高等教育发展的起点不一致，

因而各地区普通高等教育的发展水平存在一定的差异，不同的地区具有不同的特点。对

我国各地区普通高等教育的发展状况进行聚类分析，明确各类地区普通高等教育发展状
况的差异与特点。有利于管理和决策部门从宏观上把握我国普通高等教育的整体发展现
状，分类制定相关政策，更好地指导和规划我国高教事业的整体健康发展。
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2·案例研究过程

1）建立综合评价指标体系

高等教育是依赖高等院校进行的’高等教育的发展状况主要体现在高等院校的相关

方面°遵循可比性原则,从高等教育的五个方面选取十项评价指标’具体如图10.4所示°

平均每所高校在校生数

每百万人口学校数

每十万人口毕业生数

高等院校学生数量 每十万人口招生数

每十万人口在校生数高
等
教
育
发
展
水
平

每十万人口教职工数

教职工情况 每十万人口专职教师数

高级职称占专职教师的比例

经费投入 国家财政预算内普通高等教育经费
ˉ 占国民生产总值比重

生均教育经费

图10.4高等教育的10项评价指标

2）数据资料

指标的原始数据取自《中国统计年鉴’1995》和《中国教育统计年鉴’1995》’10项指

标值见表10.6。其中’卯l为每百万人口高等院校数;鳃2为每10万人口高等院校毕业生

数;绷3为每10万人口高等院校招生数;“4为每10万人口高等院校在校生数;勿5为每10
万人口高等院校教职工数;“6为每10万人口高等院校专职教师数;“7为高级职称占专职

教师的比例;“8为平均每所高等院校的在校生数;“9为国家财政预算内普通高教经费占
国内生产总值的比例;匆l0为生均教育经费°

表10.6我国各地区普通高等教育发展状况数据
■■■■■■■■■‖■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

地区

北京

上海

天津

陕西

辽宁

勿10

136
‖■■■■■■■■■

126

31
‖■■■■■■

65

9385

7881

7733
—
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卯
l 卯2 勿

3 响 勿5 勿
6 勿

7 勿
8 卯9

5·96 310 461 1557 931 319 44·36 2615 2·20

3·39 234 308 1035 498 161 35。02 3052 0·90

2·35 157 229 713 295 109 38·40 3031 0·86

1·35 81 111 364 150 58 30·45 2699 1·22

1·50 88 128 421 M4 58 34·30 2808 0·54

2.案例研究过程
1）建立综合评价指标体系
高等教育是依赖离等院校进行的，高等教育的发腿状况主要体现在高等院校的相关

方面。遵循可比性原则，从高等教育的五个方面选取十项评价指标.具体如图 10.4所示。

高等院校规撑 平均每所高校在校生数

高等院校教量 每百万人口学校数

每十万人口毕业生数

高等院校学生数量 每十万人口招生敷

每十万人口在校生数

握缺都微侧虞长卧 每十万人口教职工数

教现工情况 每十万人口专职教师数

高级职称占专职教师的比例

国家财项预算内普通高等教育经费轻费报入
占国民生产总值此重

生均教育经费

图10.4 高等教育的10项评价指标

2）数据资料
指标的原始数据取自《中国统计年鉴，1995》和《中国教育统计年鉴，1995》，10 项指

标值见表10.6。其中，z，为每百万人口高等院校数;x，为每 10万人口高等院校毕业生
数;z为每10万人口高等院校招生数;z，为每10万人口高等院校在校生数;z、为每10
万人口高等院校教职工数;z。为每10万人口高等院校专职教师数;为，为高级职称占专职
教师的比例;z;为平均每所高等院校的在校生数;z。为国家财政预算内普通高教经费占
国内生产总值的比例;z。为生均教育经费。

表10.6 我国各地区普通高等教育发展状况数据

*s地区 量 差量 0当 占* 当量
北京 310 137 3199314615.9 2.202615 136314.36

3.39上海 103530%234 126650.90161498 305235.0
2.35 295天津 93650.85岂”38.40713229157 109

111.35陕西 8Y 781269150364 1.2230.4558
辽宁 4211.50 6 77330.54144128 28084、30人
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（续）
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

卯‖0

7480

8570

7262

7786

11355

7693

6805

7282

6477

7704

5719

7l06

5580

5704

5628

9l06

4085

7928

558l内蒙古

西藏

河南

广西

宁夏

贵州

青海

l4l99

57l4

5l39

5377

54l5

7368
＿

3）R型聚类分析

定性考察反映高等教育发展状况的5个方面I0项评价指标’可以看出,某些指标之

间可能存在较强的相关性°比如每10万人口高等院校毕业生数｀每10万人口高等院校

招生数与每10万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性’每10万人口高等

院校教职工数和每10万人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性。为了验

证这种想法,运用Matlab软件计算10个指标之间的相关系数,相关系数矩阵如表10.7

所列°

表10.7相关系数矩阵
—

卯l0

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0。6609

0.5998

0·6l71

0.6124

0.6174

驹
＿
咆
—
响
～
鞠
＿
峪
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卯 1 勿2 匆
3

勿4
勿
5

卯
6

见
7

卯
8

勿
9

1.67 86 120 370 153 58 33。53 2215 0.76

1。 17 63 93 296 117 44 35.22 2528 0.58

1。05 67 92 297 115 43 32.89 2835 0。66

0.95 64 94 287 102 39 31·54 3008 0.39

0·69 39 71 205 61 24 34.50 2988 0。37

0.56 40 57 177 61 23 32.62 3149 0·55

0·57 58 64 18l 57 22 32.95 3202 0。28

0·71 42 62 190 66 26 28. 13 2657 0.73

0.74 42 61 194 61 24 33·06 2618 0·47

0.86 42 71 204 66 26 29.94 2363 0.25

1。29 47 73 265 114 46 25。93 2060 0·37

1.04 53 7l 218 63 26 29·01 2099 0.29

0.85 53 65 218 76 30 25.63 2555 0.43

0.81 43 66 188 61 23 29。82 2313 0.3l

0·59 35 47 146 46 20 32·83 2488 0·33

0。66 36 40 130 44 19 28.55 1974 0.48

0.77 43 63 l94 67 23 28·8l 2515 0.34

0·70 33 51 165 47 18 27.34 2344 0.28

0。84 43 48 171 65 29 27.65 2032 0·32

1·69 26 45 137 75 33 12. 10 8l0 l.00

0.55 32 46 130 44 17 28。4l 2341 0.30

0。60 28 43 129 39 17 31·93 2146 0.24

1·39 48 62 208 77 34 22。70 1500 0.42

0。64 23 32 93 37 16 28。 12 1469 0.34

1。48 38 46 151 63 30 17。87 1024 0。38

卯 1
卯2

勿 3
卯4

卯
5

勿
6

匆
7

卯 8
卯9

1.0000 0·9434 0.9528 0.9591 0.9746 0·9798 0.4065 0.0663 0.8680

0·9434 1·0000 0。9946 0.9946 0。9743 0。9702 0.6136 0.3500 0.8039

0·9528 0.9946 1。0000 0·9987 0·9831 0.9807 0.6261 0.3445 0.8231

0·9591 0.9946 0·9987 1·0000 0·9878 0.9856 0.6096 0.3256 0·8276

0·9746 0.9743 0。9831 0·9878 1。0000 0·9986 0.5599 0.2411 0。8590

（续）n *H %地区 当 易差量 占当
120 0.76215吉林 1.67 74805813337086 33.9

85700.5835.221.17黑龙江 9363 252817296 44
291 0.662835328湖北 1.05 7262431159267

77631.54江苏 0.393008102287640.95 3994
岁、 135534.500.6广东 0.3724205 298839 61

7693四川 0.55314932.62“己57 23510.56 40
0.280.57山东 32022218I58 680632.955764

7282甘肃 2666 0.73265728.1319060.7 42
6470.4726182461 33.060.74湖南 1946142
770429.940.86断江 0.2523632047142 2666
57190.37龄偏 1.29 206o25.9346I1426547 73
71060.29福建 209929.0163218531.04 71 26 558025.630.85山西 0.43255521865 76 3053

0.3T0.81 5704231329.8188河北 61 236643
56280.33248832.830.59安徽 2046告35 146
91060.480.66 1974云南 28.55130 4436 1940
408528、8T江西 0.342515[23[6763 1940.7 43

0.28 7928海康 23441851 27.341650.70 4733
55810.3265 203227.6岂48内康古 0.4 2943
1499一宫81012.10四藏 13745261.69 3375
S740.302341端生13032河南 0.55s I4446
S51390.2439广西 214631.93心129280.60 43
5371.39宁夏 0.42150034 2.70208 776248

0.64 5415贵州 0.34146928.1216当3223 93
729680.38102417.87育海 岂631511.48 4638

3）R型聚类分析
定性考察反映高等教膏发展状况的5个方面 10项评价指标，可以看出，某些指标之

间可能存在较强的相关性。比如每 10万人口高等院校毕业生数、每 10万人口高等院校

招生数与每10万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性，每10万人口高等
院校教职工数和每10方人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性。为了验

证这种想法，运用 Matlab 款件计算 10个指标之间的相关系数，相关系数矩阵如表 10.7

所列。
表10.7 相关系数矩阵

嵩 试名占身年 出时量"蓄
当 0.66090.B:6800.97980.9341.00 0.05630.406s0.97460.9590.9528
购 0.9980.80390.35000.61360.97020.97430.99460.9434 0.99461.000
t 0.61710.9831 0.82310.34450.62610.98071.0000.99460.9528 0.998?

0.6124.9987 0.s260.32560.60950.98561.0000.9946 0.98780.9591而
0.61740.99as9861.000 0.a590.98310.9746 夕监”0.98780.9743为
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（续）
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

匆10

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0·6164

0·1510

0·0482

0。6833

1.0000
＿ ■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性’因此可以考虑从这些指标中选取几

个有代表性的指标进行聚类分析。为此’把10个指标根据其相关性进行R型聚类’再从

每个类中选取代表性的指标°首先对每个变量（指标）的数据分别进行标准化处理°变

量间相近性度量采用相关系数’类间相似性度量的计算选用类平均法°聚类树型图如

图10.5所示。

0.6

0·5

04

0。3

0.2

0.1

0
3 4 2 5 6 1 9 10 7 8

图10.5指标聚类树型图

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dm己仁r土x（『己n11101.仁x亡!）′

b≡zSC◎re（a）; 老数据标准化

r＝c◎rrc◎ef（b） 墙计算相关系数矩阵

啥d＝仁rj1（1ˉr）′d＝n◎nzer◎s（d）｜′ 嗜另外一种计算距离方法

z＝11nkage（b｜′｜己ver己ge!′‖c◎rre1己口◎n!）; 啥按类平均法聚类

h＝dendr◎gr己m（z）; 啥画聚类图

se仁（h′｜C◎1◎r｜′｜k｜′｜L土neW土d亡h｜′1.3） 啥把聚类图线的颜色改成黑色′线宽加粗

T＝c1uster（z′｜m己xc1us仁｜′6） 老把变量划分成6类

f◎m＝1:6

亡m＝find（T＝＝土）; 啥求第土类的对象

fpmn仁f（｜第嗜d类的有墙s＼n｜′土′1n亡2s亡r（七m0））;堵显示分类结果

end

从聚类图10.5中可以看出’每10万人口高等院校招生数｀每10万人口高等院校在

校生数｀每10万人口高等院校教职工数、每10万人口高等院校专职教师数、每10万人口
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匆
l

卯
2 勿3

勿4
勿
5 勿6 勿

7
勿8

勿9

0·9798 0.9702 0.9807 0.9856 0·9986 1.0000 0·5500 0.2222 0·8691

0·4065 0·6136 0·6261 0·6096 0.5599 0·5500 1·0000 0.7789 0·3655

0·0663 0.3500 0·3』45 0·3256 0·2411 0·2222 0。7789 1·0000 0·1122

0·8680 0。8039 0.8231 0·8276 0。8590 0·8691 0。3655 0·1122 1.0000

0·6609 0·5998 0·6171 0。6124 0·6174 0·6164 0。1510 0。0482 0·6833

（续）" “予，郑当差当易当平 xs
0.61640.86910.2m0.ss001.000.9860.98560.980.9m20.9798尊，
o.1510.5500.4065 a.7789L.00800.6136 0.5599a.60960.62561 0.3655当

当 0.04820.7789夕区论 i.00夕阻总0.240.32560.3445.3500 0.12
0.6833夕记a365s0.8691 1.0000.85900.8760.82310.BC9D.8650刻

a.1510 1.0000.0482o.61640.6174.61240.61710.9980.6609 0.6833对10

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性，因此可以考虑从这些指标中选取几
个有代表性的指标进行聚类分析。为此，把10 个指标根据其相关性进行R型聚类，再从
每个类中选取代表性的指标。首先对每个变量（指标）的数据分别进行标准化处理。变
量间相近性度量采用相关系数，类间相似性度量的计算选用类平均法。聚类树型图如

图10.5所示。

0.6
0.5
0.4
803
0.2
0.1
8 e 6 10 切9 7

图10.5 指标聚类树型图

计算的Marlab 程序如下∶
clc, clear, close all
A=readmatrix('anlil0_1.txt')

b=z8Core (a); 鲁数据标准化
r=corrcoef (b) 计算相关系数矩阵

8d=tril{l-r);d=nonzeroB(d)'; 另外一种计算距高方法

??类平均法聚类z=linkage(b','average','correlation');
鲁高聚类图h=dendrogram (z);
8把聚类田线的颇色改成黑色，感宽加粗set (h,'Color','k','Linenidth',1.3)
 把变量划分成6类T=cluster(z,'mnaxkclu8t",6)

fori=1:6
8求第主类的对象Em一find （T==i）;

fprintE《第舍d类的有舍s \n'，i，int2str（m'））;号显示分类结果

end
从聚类图10.5中可以看出，每10万人口高等院校招生数、每10万人口高等院校在

校生数、每 10万人口高等院校教职工数、每10万人口高等院校专职教师数、每10万人口
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高等院校毕业生数5个指标之间有较大的相关性’最先被聚到＿起°如果将10个指标分

为6类’其他5个指标各自为＿类。这样就从10个指标中选定了6个分析指标°

卯l为每百万人口高等院校数;

厕2为每10万人口高等院校毕业生数;

匆7为高级职称占专职教师的比例;

”8为平均每所高等院校的在校生数;

“9为国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比例;

匆l0为生均教育经费。

可以根据这6个指标对30个地区进行聚类分析。

4）Q型聚类分析

根据这6个指标对30个地区进行聚类分析°首先对每个变量的数据分别进行标准

化处理,样本间相似性采用欧几里得距离度量,类间距离的计算选用类平均法。聚类树形

图如图10.6所示。

日
γ
‘
自
斗
〕
∑
］
β

l926272214201624181523172158769121113l042829302325 l

图10.6各地区聚类树形图

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1○se己11

a＝re己d∏l己七r1x（｜己n11101.仁x仁↑）′

a（:′ ［3:6］）≡［］; 嗜删除数据矩阵的第3列～第6列′即使用变量1′2′7′8′9′10

b≡zsc◎re（己）′ 老数据标准化

z＝1土nk己ge（b／己ver己ge｜）; 老按类平均法聚类

h＝dend工◎g工己m（z）; 嗜画聚类图

se仁（h／C◎1◎r‖ ′｜k｜ ′｜L土neW1d亡h｜′1.3） 老把聚类图线的颜色改成黑色′线宽加粗

f◎rk＝3:5

fPmn仁f（｜划分成嗜d类的结果如下:＼n‖ ′k）

T＝c1us仁e工（z′!m己xc1us℃』 ′k）′ 老把样本点划分成k类

f◎r1≡1:k

亡m≡且nd（T＝＝土）》 老求第i类的对象

fPnn仁f（0第墙d类的有堵s＼n! ′j′土n仁2s亡r（七m｜））; 哈显示分类结果

end
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高等院校毕业生数5个指标之间有较大的相关性，最先被聚到—起。如果将 10个指标分

为6类，其他5个指标各自为一类。这样就从10个指标中选定了6个分析指标。
x，为每百万人口高等院校数;
x，为每10万人口高等院校毕业生数;
z，为高级职称占专职教师的比例;
x为平均每所高等院校的在校生数;
x。为国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比例;
xn。为生均教育经费。

可以根据这6个指标对30个地区进行聚类分析。

4）Q型聚类分折
根据这6个指标对 30个地区进行聚类分析。首先对每个变量的数据分别进行标准

化处理，样本间相似性采用欧几里得距离度最，类间距离的计算选用类平的法。聚类树形

图如图10.6所示。

君

v 守
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图10.6 各地区聚类树形图

计算的 Maflab程序如下∶

clc,clear,clo8e all
a =readmatrix('anli10_1.txt'};

a(:,3:6])=[]; 剧除数据矩阵的第3列~第6列，即使用变量1，2，7，8，9，10

g数据标准化b=2BCore(a);
g按类平均法聚类g=linkage (b,'average');
名 画聚类图h=dendrogram (z):

号把聚类图线的颜色改成黑色，线宽加粗set (h,Color','k','LineWidth',1.3)
for k=3:5

fprinf（划分成皂d类的结聚如下∶Wn'，k）
舍把祥本点划分成k类T=clu8ter (z,'maxclust',k);

feor i=1:k
求第 i类的对象tm=find(Tr= =1);

fprintf（第∶d类的有*8\n'，i，int2str（tm'）;8显示分类结果

end
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fPrjn亡f（『＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊＼n｜ ）;

end

3·案例研究结果

各地区高等教育发展状况存在较大的差异’高教资源的地区分布很不均衡。根据各

地区高等教育发展状况把30个地区分为三类,结果如下。

第＿类为北京;第二类为西藏;第三类为其他地区°

根据各地区高等教育发展状况把30个地区分为四类’结果如下°

第-类为北京;第二类为西藏;第三类为上海、天津;第四类为其他地区°

根据各地区高等教育发展状况把30个地区分为五类’结果如下。

第＿类为北京;第二类为西藏;第三类为上海、天津;第四类为宁夏、贵州、青海;第五

类为其他地区。

从以上结果结合聚类图中的合并距离可以看出’北京的高等教育状况与其他地区相

比有非常大的不同,主要表现在每百万人口的学校数量和每10万人口的学生数量以及国

家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比例等方面远远高于其他地区’这与北京

作为全国的政治｀经济与文化中心的地位是吻合的。上海和天津作为另外两个较早的直

辖市’高等教育状况和北京是类似的状况。宁夏、贵州和青海的高等教育状况极为类似’

高等教育资源相对僵乏°西藏作为＿个非常特殊的民族地区’其高等教育状况具有和其

他地区不同的情形’被单独聚为—类’主要表现在每百万人口高等院校数比较高’国家财

政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重和生均教育经费也相对较高’而高级职称

占专职教师的比例与平均每所高等院校的在校生数又都是全国最低的°这正是西藏高等

教育状况的特殊之处:人口相对较少’经费比较充足’高等院校规模较小’师资力量薄弱°

其他地区的高等教育状况较为类似’共同被聚为一类。针对这种情况’有关部门可以采取

相应措施对宁夏、贵州、青海和西藏地区进行扶持’促进当地高等教育事业的发展。

1O.2主成分分析

主成分分析（PnncipalComponentAnalysis）是1901年Pearson针对非随机变量弓｜人

的’1933年Hotelling将此方法推广到随机向量的情形’主成分分析和聚类分析有很大的

不同’它有严格的数学理论作基础°

主成分分析的主要目的是希望用较少的变量去解释原来资料中的大部分变异’将我
们手中许多相关性很高的变量转化成彼此相互独立或不相关的变量。通常是选出比原始

变量个数少,能解释大部分资料中的变异的几个新变量,即所谓主成分’并用以解释资料

的综合性指标°由此可见’主成分分析实际上是—种降维方法°

10.2.1基本思想及万法

如果用则l ,知2’…’匆p表示P门课程’cl ’c2,…’cp表示各门课程的权重’那么加权之
和是

S＝C1卯l＋C2卯2＋°..＋Cp匆p’ （10. 14）

我们希望选择适当的权重能更好地区分学生的成绩。每个学生都对应-个这样的综合成
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fprinE至"*****.****\n';
end
3.案例研究结果
各地区高等教育发展状况存在较大的差异，高教资源的地区分布很不均衡。根据各

地区高等教育发展状况把30个地区分为三类，结果如下。

第一类为北京∶第二类为西藏;第三类为其他地区。

根据各地区高等教育发展状况把 30个地区分为四类，结果如下。
第—类为北京;第二类为西藏;第三类为上海、天津;第四类为其他地区。

根据各地区高等教育发展状况把 30个地区分为五类，结果如下。
第一类为北京;第二类为西藏;第三类为上海、天津;第四类为宁夏，贵州、青海;第五

类为其他地区。
从以上结果结合聚类图中的合并距离可以看出，北京的高等教育状况与其他地区相

比有非常大的不同，主要表现在每百万人口的学校数量和每 10万人口的学生数量以及国
家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比例等方面远远高于其他地区，这与北京
作为全国的政治、经济与文化中心的地位是吻合的。上海和天津作为另外两个较早的直

辖市，高等教育状况和北京是类似的状况。宁夏、贵州和青海的高等教育状况极为类似，
高等教育资源相对匮乏。西藏作为一个非常特殊的民族地区，其高等教膏状况具有和其

他地区不同的情形，被单独聚为一类，主要表现在每百万人口高等院校数比较高，国家财

政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重和生均教育经费也相对较高，而高级职称

占专职教师的比例与平均每所高等院校的在校生数又都是全国最低的。这正是西戴高等

教育状况的特殊之处;人口相对较少，经费比较充足，高等院校规模较小，师资力量薄弱。
其他地区的高等教育状况较为类似，共同被聚为一类。针对这种情况，有关部门可以采取
相应措施对宁夏、贵州、青海和西藏地区进行扶持，促进当地高等教育事业的发展。

10.2 主成分分析

主成分分析（Principal Component Analysis）是 1901年 Pcarson 针对非随机变量引【入

的，1933年 Hotelling将此方法推广到随机向量的情形，主成分分板和聚类分析有很大的

不同，它有严格的数学理论作基础。

主成分分析的主要目的是希望用较少的变量去解释原来资料中的大部分变异，将我

们手中许多相关性很高的变量转化成彼此柜互独立或不相关的变量。通常是选出比原始

变量个数少，能解释大部分资料中的变异的几个新变量，即所谓主成分，并用以解释资料
的综合性指标。由此可见，主成分分析实际上是一种降维方法。

10.2.1 基本思想及方法

如果用z，2⋯，x，表示p门课程，c，c2，⋯，c，表示各门课程的权重，那么加权之
和是

(10.14)s=c1新+c2X2+·，+r*p，
我们希望选择适当的权重能更好地区分学生的成绩。每个学生都对应一个这样的综合成
276



绩’记为s｜ ’s2’…’s＂’厕为学生人数。如果这些值很分散’就表明区分得好,即是说’需要

寻找这样的加权’能使s｜ ’s2’…’s＂尽可能的分散,下面来看它的统计定义。

设X｜ ’X2’…’X》表示以z｜ ’z2’…’绷p为样本观测值的随机变量’如果能找到c｜ ’

C2’…, C′’使得

Var（clX｜＋c2X2＋…＋cpX》） （10· 15）
的值达到最大’则由于方差反映了数据差异的程度’也就表明我们抓住了这p个变量的最

大变异。当然,式（l0. I5）必须加上某种限制,否则权值可选择无穷大而没有意义’通常

规定

c｝＋c;＋…＋c:＝1’ （10. 16）

在此约束下’求式（1O15）的最优解。这个解是pˉ维空间的＿个单位向量,它代表-个

“方向’’ ,就是常说的主成分方向。

-个主成分不足以代表原来的p个变量’因此需要寻找第二个乃至第三个第四个主

成分’第二个主成分不应该再包含第＿个主成分的信息,统计上的描述就是让这两个主成

分的协方差为0,几何上就是这两个主成分的方向正交°具体确定各个主成分的方法

如下°

设Z′表示第t个主成分’j＝1,2’…’p’可设

‖ ／川
式中:对每＿个j,均有ci＋ci＋…＋c;＝1,且［cu’c｜2’…’c｜＂］使得Var（Z｜）的值达到最大;
［c2l ’c22’…’c驴］不仅垂直于［c｜‖ ’c｜2’…’cl′］,而且使Var（Z2）的值达到最大; ［c3｜ ’
c32’…,c印］同时垂直于［c!｜ ’c‖2’…’c｜′］和［c2l ’c22’…’c印］’并使Var（Z3）的值达到最大;
以此类推可得全部p个主成分’这项工作用手做是很烦琐的,但借助于计算机很容易完
成。剩下的是如何确定主成分的个数,总结在下面几个注意事项中。

（1）主成分分析的结果受量纲的影响’由于各变量的单位可能不—样,如果各自改变

量纲,则结果会不＿样’这是主成分分析的最大问题°回归分析是不存在这种情况的,所

以实际中可以先把各变量的数据标准化’然后使用协方差矩阵或相关系数矩阵进行分析。

（2）使方差达到最大的主成分分析不用转轴（统计软件常把主成分分析和因子分析

放在-起’后者往往需要转轴’使用时应注意）。

（3）主成分的保留。用相关系数矩阵求主成分时,Kaiser主张对特征值小于1的主
成分予以放弃（这也是SPSS软件的默认值）°

（4）在实际研究中,由于主成分的目的是降维,减少变量的个数,故-般选取少量的

主成分（不超过6个）,只要它们能解释变异的70％～80％（称累积贡献率）即可°

10.2.2特征值因子的筛选

设有p个指标变量匆l ’匆2’…’卿′’它在第t次试验中的取值为

αj1 ’αt2’…’α中’ t＝1’2’…’n’
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绩，记为s;;s，⋯，s。，n为学生人数。如果这些值很分散，就表明区分得好，即是说，需要
寻找这样的加权，能使。，5，.·，8。尽可能的分散，下面来看它的统计定义。

设X，z，⋯，X。表示以x，z2⋯，x。为样本观测值的随机变量，如果能找到ci，

6.⋯，，使得
(10.15)Var(e;Xj+c,Z2+·c,X。)

的值达到最大，则由于方差反映了数据差异的程度，也就表明我们抓住了这p个变量的最
大变异。当然，式（10.15）必须加上某种限制，否则权值可选择无穷大而没有意义，通常

规定
(10.16)品十了品目

在此约束下，求式（10.15）的最优解。这个解是p-维空间的一个单位向量，它代表一个

"方向"，就是常说的主成分方向。

一个主成分不足以代表原来的p个变量，因此需要寻找第二个乃至第三全、第四个主
成分、第二个主成分不应该再包含第一个主成分的信息，统计上的描述就是让这两个主成

分的协方差为0，几何上就是这两个主成分的方向正交。具体确定各个主成分的方法

如下。
设Z，表示第i个主成分，=1，2，，⋯，p，可设

Z,=c+cr2Z+·+e,X,
Z2,=caX +c2X +⋯tea,X, (10.17)

Z =c,X+teoXx+·eX,
式中∶对每一个i，均有c+c+⋯+ce=1，且【cu，c2p，⋯，c】使得Var（Z，）的值达到最大;
【cg，cz，⋯，c2】不仅垂直于【cu，cp，⋯，c】，而且使Var（Zz）的值达到最大;【cgu，
ey，⋯，cs】同时垂直于【cu，C;p⋯，6;，】和【 c21，Cz，⋯，c2】，并使Var（Zz）的值达到最大;
以此类推可得全部p个主成分，这项工作用手做是很烦琐的，但借助于计算机很容易完
成。剩下的是如何确定主成分的个数，总结在下面几个注意事项中。

（1）主成分分析的结果受量纲的影响，由于各变量的单位可能不一样，如果各自改变
量纲，则结果会不一样、这是主成分分析的最大问题。回归分析是不存在这种情况的，所

以实际中可以先把各变量的数据标准化。然后使用协方差矩阵或相关系数矩阵进行分析。

（2）使方差达到最大的主成分分析不用转轴（统计软件常把主成分分析和因子分析
放在一起，后者往往需要转轴，使用时应注意）。

（3）主成分的保留。用相关系数矩阵求主成分时.Kaiser 主张对特征值小于1 的主
成分予以放弃（这也是 SPSS 软件的默认值）。

（4）在实际研究中，由于主成分的目的是降维，减少变量的个数，故一般选取少量的
主成分（不超过6个），只要它们能解释变异的70?0??称累积贡献率）即可。

10.2，2 特征值因子的筛选

设有p个指标变量x，z，⋯，z。，它在第i次试验中的取值为

@;,&2,,⑧。,i=1,2,⋯,P,
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将它们写成矩阵形式为

｛ ‖i ］ αO』ⅦA＝

矩阵A称为设计阵。

实际中确定式（10.17）中的系数就是采用矩阵ATA的特征向量。因此’剩下的问题

仅仅是将A别的特征值按由大到小的次序排列之后,如何筛选这些特征值。—个实用的
p

方法是删去入′余! ’入′辨2,…’入′后’这些删去的特征值之和小于整个特征值之和∑入』的
t＝l

15％,换句话说’余下的特征值所占的比重（定义为累积贡献率）将超过85％,当然这不是

＿种严格的规定’近年来文献中关于这方面的讨论很多’有很多比较成熟的方法’这里不
＿ˉ一介绍°

注:使用豆＝（则叫i）／◎』对数据进行标准化后’得到的标准化数据矩阵记为jT’由于

“』 ’匆2’…’绷’的相关系数矩阵R≡ⅪTⅣ（厕ˉ1）’在主成分分析中只需计算相关系数矩阵R
的特征值和特征向量即可°

单纯考虑累积贡献率有时是不够的’还需要考虑选择的主成分对原始变量的贡献值’

用相关系数的平方和来表示’如果选取的主成分为zl ’z2’…,z厂’则它们对原变量匆t的贡献
值为

p!＝∑r2（弓’鳃‘）’ （10. 19）
j＝1

式中:r（z／,卯‘）为z′与匆‘的相关系数。

例10·3设x＝［“l ’“2,绷3］T’且

［↑了‖｜ATA＝

则可算得入l＝5.8284’入2＝0.1716’如果我们仅取第一个主成分’则由于其累积贡献率已

经达到97.14％’似乎很理想了’但进一步计算主成分对原变量的贡献值’容易发现

p3＝厂2（zl,“3）＝0’

可见’第—个主成分对第三个变量的贡献值为0,这是因为“3和卯! ’匆2都不相关°由于在
第一个主成分中不包含z3的信息’这时只选择-个主成分就不够了’需要再取第二个主
成分°

例10.4研究纽约股票市场上五种股票的周回升率。这里’周回升率＝（本星期五

市场收盘价ˉ上星期五市场收盘价）／上星期五市场收盘价°从1975年1月到1976年12

月’对这5种股票作了100组独立观测。因为随着—般经济状况的变化’股票有集聚的趋
势’因此’不同股票周回升率是彼此相关的。

设绷l ’卯2,…’卯5分别为5种股票的周回升率,则从数据算得

万r＝［0.0054’0.0048’0.0057’0.0063’0.0037］,
278

将它们写成矩阵形式为

志泓
a1

A= (10.18)

矩阵A称为设计阵。
实际中确定式（（10.17）中的系数就是采用矩阵 A'A 的特征向量。因此，剩下的问题

仅仅是将ATA的特征值按由大到小的次序排列之后，如何筛选这些特征值。一个实用的

点A的方法是删去λw，入m2，⋯，入，后，这些删去的特征值之和小于整个特征值之和

15??换句话说，余下的特征值所占的比重（定义为累积贡献率）将超过85??当然这不是

一种严格的规定，近年来文献中关于这方面的讨论很多，有很多比较成熟的方法，这里不

--一介绍。
注∶使用窝=（x;-山;）/σ，对数据进行标准化后，得到的标准化数据矩阵记为X，由于

x，z，⋯，x的相关系数矩阵R=A"A/（n-1），在主成分分析中只需计算相关系数矩阵R
的特征值和特征向量即可。

单纯考虑累积贡献率有时是不够的，还需要考虑选择的主成分对原始变量的贡献值，

用相关系数的平方和来表示，如果选取的主成分为z;z。，⋯，z，则它们对原变量x，的贡献
值为

“”沁艺： (10.19)
式中;r（z，w;）为z;与z的相关系数。

例10.3 设主=【z，2，年，】，且

品心吗
则可算得λ，=5.8284，λ，=0.1716，如果我们仅取第一个主成分，则由于其累积贡献率已
经达到97.14??似乎很理想了，但进一步计算主成分对原变量的贡献值，容易发现

P3=r（z，在）=0，
可见，第一个主成分对第三个变量的贡献值为0，这是因为x，和x，高，都不相关。由于在
第一个主成分中不包含z，的信息，这时只选择一个主成分就不够了，需要再取第二个主
成分。

例10.4 研究纽约股票市场上五种股票的周回升率。这里，周回升率=（本星期五
市场收盘价-上里期五市场收盘价）/上星期五市场收盘价。从1975年1月到1976年 12
月，对这5 种股票作了100 组独立观测。因为随着一般经济状况的变化，股票有集聚的趋
势，因此，不同股票周回升率是彼此相关的。

设x，，z2。，，z;分别为5种股票的周回升率，则从数据算得
F=[0.0054,0.0048,0.0057,0.0063,0.0037],
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｜R＝

式中:R为相关系数矩阵°R的5个特征值分别为

入1＝2.857,入2＝0.809,入3＝0。540’入4＝0.452,入5＝0.343’

人l和人2对应的标准正交特征向量为

叼『＝［0.464’0.457’0.470,0.421’O421］’

叼!＝［0.240’O509’0.260’ˉ0.526’ˉ0.582］.

标准化变量的前两个主成分为

zl＝0.464虱＋0.457廷＋0.470廷＋0.421廷＋0.421廷’

z2＝0.240盂l＋0.509鬼＋0.260鬼ˉ0.526轧ˉ0.582瑰’
它们的累积贡献率为

入l5＋入2×100％＝73％.
∑人′
j≡l

这两个主成分具有重要的实际意义’第＿主成分大约等于这5种股票周回升率和的-个

常数倍’通常称为股票市场主成分’简称市场主成分;第二主成分代表化学股票（在z2中

系数为正的3种股票都是化学工业上市企业）和石油股票（在z2中系数为负的2种股票

恰好都为石油板块的上市企业）的-个对照’称为工业主成分。这说明’这些股票周回升

率的大部分变差来自市场活动和与它不相关的工业活动。关于股票价格的这个结论与经

典的证券理论吻合。至于其他主成分解释较为困难’很可能表示每种股票自身的变差’好

在它们的贡献率很少’可以忽略不计。

1O.2.3主成分回归分析

主成分回归分析是为了克服最小二乘（LS）估计在数据矩阵A存在多重共线性时表

现出的不稳定性而提出的。

主成分回归分析采用的方法是将原来的回归自变量变换到另一组变量’即主成分,选

择其中一部分重要的主成分作为新的自变量,丢弃了＿部分影响不大的自变量’实际上达

到了降维的目的’然后用最小二乘法对选取主成分后的模型参数进行估计’最后再变换回

原来的模型求出参数的估计°

例10.5Hald水泥问题’考察含4种化学成分

卯l＝3CaO·Al2O3的含量（％）’z2＝3CaO·SiO2的含量（％）’

“3＝4CaO.Al2O3 ·Fe2O3的含量（％）’卵4＝2CaO·SiO2的含量（％）

的某种水泥’每克水泥所释放出的热量（卡）γ与这4种成分含量之间的关系数据共13

组’见表10.8。对数据实施标准化得到数据矩阵Ⅺ’则xTⅪ12就是样本相关系数

阵（表10.9）°
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1.000 0.577 0.509 0.387 0.462
0.5T7 1.000 0.599 0.389 0.322

R=0.509 0.599 1.000 0.436 0.426
0.387 0.389 0.4361.000 0.523
0.462 0.322 0.426 0.523 1.000

式中;R为相关系数矩阵。R的5个特征值分别为
λ;=2.857，λ=0.809，λy=0.540，入=0.452，入;=0.343，

λ和入。对应的标准正交特征向量为

n{=[0.464,0.457,0.470,0.421,0.421],
n]=[0.240,0.509,0.260,-0.526-0.582].

标准化变量的前两个主成分为
7=0.464,+0.457z,+0.470+0.421s+0.421%,
z=0.240?0.509觉，+0.260ni-0.526x-0.582x，

它们的累积贡献率为

宁十占 100?3??lVA;
这两个主成分具有重要的实际意义，第一主成分大约等于这5种股票周回升率和的一个

常数倍，通常称为股票市场主成分，简称市场主成分;第二主成分代表化学股票（在z2中
系数为正的3种股票都是化学工业上市企业）和石油股票（在z，中系数为负的2种股票

恰好都为石油板块的上市企业）的一个对照，称为工业主成分。这说明，这些股票周回升

率的大部分变差来自市场活动和与它不相关的工业活动。关于股票价格的这个结论与经

典的证券理论吻合。至于其他主成分解释较为困难，很可能表示每种股票自身的变差，好

在它们的贡献率很少，可以忽略不计。

10.2.3 主成分回归分析

主成分回归分析是为了克服最小二乘（LS）估计在数据矩阵A 存在多重共线性时表

现出的不稳定性而提出的。
主成分回归分析采用的方法是将原来的回归自变量变换到另一组变量，即主成分，选

挥其中一部分重要的主成分作为新的自变量，丢弃了一部分影响不大的自变量，实际上达

到了降维的目的，然后用最小二乘法对选取主成分后的模型参数进行估计.最后再变换回

原来的模型求出参数的估计。

例10.5 Hald水泥问题，考察含4种化学成分

x=3CaO·Al，0;的含量（??，z2=3CaO·SiO，的含量（??，
x=4CaO·AL，0·Fe20，的含量（??，x4=2CaO·SiO，的含量（??

的某种水泥，每克水泥所释放出的热量（卡）y与这4种成分含量之间的关系数据共 13

组，见表 10.8。对数据实施标准化得到数据矩阵 λ，则A"A/12 就是样本相关系数
阵（表10.9）。
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■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

）′

《ˉ《 》

允4

0.0295

1

卯l
■■■■■■■

卯2

相关系数阵的4个特征值依次为2.2357’1.5761’0.1866’0.0016。最后＿个特征值

接近0’前三个特征值之和所占比例（累积贡献率）达到0.999594°于是略去第4个主成

分。其他三个保留的特征值对应的三个特征向量分别为

叼｝＝［0.476’0.5639’ˉ0.3941,ˉ0.5479］’

″Ⅱ≡［ˉ0.509’0.4139,0.605’ˉ0.4512］’

叼!＝［0.6755,ˉ0.3144’0.6377’ˉ0. 1954］’

即取前三个主成分’分别为

z!＝0.476盂｜＋O5639廷ˉO3941玛ˉO5479虱’

z2＝ˉ0.509鬼＋0.4139廷＋0.605鬼＿0.4512禹’

z3＝0.6755殉＿0.3l叫鬼＋0.6377鬼ˉ0. 195“.

对Hald数据直接作线性回归得经验回归方程

′＝62.4054＋1.5511卯!＋0.5102则2＋0. 1019虹3-0. 1叫1则4. （10.20）

作主成分回归分析’得到回归方程

′＝0.6570zl＋0.0083z2＋0.3028z3’

化成标准化变量的回归方程为

y＝0.5130毫＋0.2787鬼ˉ0.0608廷ˉ0.4229轧’
恢复到原始的自变量’得到主成分回归方程

′＝85.7433＋1.3119卯｜＋0.2694鳃2-0. 1428绷3ˉ0.3801勿4. （10.21）

式（1O20）和式（10.21）的区别在于后者具有更小的均方误差,因而更稳定°此外’前者

所有系数都无法通过显著性检验°

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝readm己仁r土x（｜d己亡己10-5.亡x亡｜）′ ［m′n］＝s土ze（己）′
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勿 1 卯
2

如
3

卯
4 y 序号 卯

‖
匆
2

卯
3

卯4

7 26 6 60 78。5 8 1 31 22 44

1 29 15 52 74。3 9 2 54 18 22

11 56 8 20 104。3 10 21 47 4 26

11 31 8 47 87.6 11 l 40 23 34

7 52 6 33 95.9 12 1l 66 9 12

11 55 9 22 109·2 l3 10 68 8 12

3 71 17 6 102.7

卯
l

勿
2 卯

3
卯4 z

l
卯2 z

3

1 0·2286 ＝0.8241 ˉ0·2454 允
3 ～0·8241 ＝0。 l392 l

0·2286 1 ˉ0.1392 ˉ0.9730 勿
4 -0·2454 ˉ0·9730 0.0295

表10.8 Hald水泥

*.× 序号序号 y当当* 年4皆y量， “ 图 - n.578.5 31 26026 46
身乙 18- 9.14.3 2254521529 ？

l 含 115.9104.3 262056 2110“ 47 ，唯；图e 8.88.6 嵩2331 n471理 40
6 身n “产叫95.952 126633 “12”

396 109.4富叫2 6810 1211 ，的‘句‘
6 102.717712 ，乌’
Hald水泥数据的样本相关系数阵表10.9

业占 *4“五 写对2当

亨。工 ； 0.0295-0.24540.286 -.1392-0.8241-0.8241业

纱 !； -0.2454量 0,286 0.0295-0.9730-0.9730-0.1392

相关系数阵的4个特征值依次为2.2357，1.5761，0.1866，0.0016。最后一个特征值
接近0.前三个特征值之和所占比例（累积贡献率）达到0.999594。于是略夫第4个主成

分。其他三个保留的特征值对应的三个特征向量分别为

w=[0.476,0.5639,-0,3941,-0.5479],

i=[-0.509,0.4139,0.605,-0.4512],
5=[0.6755,-0.3144,0.6377,-0.1954],

即取前三个主成分，分别为
41=0.4762，+0.5639??-0.3941年-0，5479??
z2=-0.509?0.41392+0.605~,-0.4512,
z=0.6755?0.31442,+0.6377?.1954%,

对 Hald 数据直接作线性回归得经验回归方程

(10.20)子=62.4054+1.5511x+0.5102x，+0.1019xz-0.1441x，
作主成分回归分析，得到回归方程

j=0.6570z,+0.0083z,+0.3028x,
化成标准化变量的回归方程为

f=0.51302,+0.2787,-0.0608z-0.42292,,
恢复到原始的自变量，得到主成分回归方程

(10.21)多=85.7433+1.3119x+0.2694x2-0.1428x;-0.3801x，
式（10.20）和式（10.21）的区别在于后者具有更小的均方误差，因而更稳定。此外，前者
所有系数都无法通过显著性检验。

计算的 Matlab 程序如下;

cLc,clear
a=reacmatrix'data10_5.txt');[m,n]=size(a);

280



x0＝己（:′ ［1:nˉ1］）′y0＝己（:′n）′

hg1＝［◎nes（m′1）′x0］＼y0′ 老计算普通最小二乘法回归系数

hg1＝hg1‖ 堵变成行向量显示回归系数′其中第1个分量是常数项′其他按x1′…′xn排序

fPnn仁f（｜y＝老f‖′hg1（1））′ 嗜开始显示普通最小二乘法回归结果

f○rj≡2:n

土fhg1（土）＞0

fpr土n亡f（｜＋老f＊x嗜d｜ ′hg1（土）′土-1）′

e1se

fpr1n仁f（｜堵f＊x啥d｜′hg1（j） ′土-1）

end

end

fpr土n仁f（｜＼n｜）

r＝c◎rrc◎ef（x0） 啥计算相关系数矩阵

xd≡zsc○re（x0）′ 堵对设计矩阵进行标准化处理

yd＝zsc◎re（Y0）′ 嗜对y0进行标准化处理

［vec1′1己mda′r己七e］＝pc己c◎v（r） 啥vec1为r的特征向量′1己md己为r的特征值′r己仁e为各

个主成分的贡献率

f＝repm己七（sjgn（sum（vec1））′sjze（vec1′1）′1）′ 老构造与vec1同维数的元素为±1的矩阵

vec2＝vec1.＊f 号修改特征向量的正负号′使得特征向量的所有分量和为正

c◎n七r＝cumsum（r己℃e） 殆计算累积贡献率′第j个分量表示前土个主成分的贡献率

df＝xd＊vec2′ 啥计算所有主成分的得分

num＝1nPu仁（｜请选项主成分的个数:『） 墙通过累积贡献率交互式选择主成分的个数

hg21＝df（:′［1:num］）＼yd 啥主成分变量的回归系数′这里由于数据标准化′回归方程的常数项为0

hg22＝vec2（:′1:num）＊hg21 堵标准化变量的回归方程系数

hg23＝［mean（y0）-s七d（y0）＊me己n（x0） .／s仁d（x0）＊hg22′std（y0）＊hg22｜ .／std（x0）］

嗜计算原始变量回归方程的系数

fpmn仁f（｜y＝嗜f『′hg23（1））; 啥开始显示主成分回归结果

f○r1≡2:n

迁hg23（土）＞0

fpr土ntf（｜＋老f＊x老d｀′hg23（1） ′土＝1）′

e1Se

fpr工n仁f（!堵f＊x嗜d′ ′hg23（j） ′j一1）;

end

end

fpr土n℃f（｜＼n｜）

殆下面计算两种回归分析的剩余标准差

rmse1≡sqr七（sum（（hg1（1）＋x0＊hg1（2:end）‖ˉy0） .＾2）／（mˉn）） 墙拟合了n个参数

mlse2＝sqr仁（sum（（hg23（1）＋x0＊hg23（2:end）｜-y0）.＾2）／（mˉnum）） 嗜拟合了num个参数

10。2.4主成分分析案例＿我国各地区普通高等教畜发展水平综台评价

主成分分析试图在力保数据信息丢失最少的原则下’对多变量的截面数据表进行最

佳综合简化’也就是说’对高维变量空间进行降维处理。本案例运用主成分分析方法综合
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x0=a(:,[1:-1]);y0=a(;,n);
hg1=【ones（m，1），x0】\yO;告计算普通最小二乘法回归系数

hg1=hg1' ?成行向量显示圆归系数，其中第1个分量是常数项，其他按xL.⋯xn排序

fprintf（y=8f'，hgL（1））;号开始显示普通最小二乘法回归结果

fori=2:n
if hg1(i1)>0

fprintf（'+??x号d'，hg1（1），i-1};

ele
fpr1ntf（'f*x鸡 d'，hg1（i），i-1}

end
end
fprintE(\π'

??算相关系数矩阵r=corrcoef ({x0)

名 对设计矩阵进行标准化处理xd =zsCore (x0);

yd=2acore (y0); 号对y0进行标准化处理

【vec1，1amda，zate】-pcacov{r〉vecl 为r的特征向量，lamda为r的特征值，rate为各

个主成分的贡献率
f=repmat（aign （sumtvecl）1，size fvec1，1），1）;名构造与 vecl同维数的元素为±1的矩阵

vec2=vecl.*f ??改特征向量的正负号，使得特征向量的所有分量和为正

象计算累积贡献率，第1个分量表示前i个主成分的贡献率contr =cumsum (rate)

df=xd*vec2; 8计算所有主成分的得分

numzinput（请选项主成分的个数;'> 号通过累积贡献率交互式选择主成分的个数

hg21=df（∶，【∶numJ）\yd 舍主成分变量的回归系数，这里由于数据标准化，回归方程的常数项为0

号标准化变量的回归方程系数hg22 =vec2(;,1:num)* hg21

hg23=[meen(y0)-stdty0)*mean (x0)./stdtx0)*hg22,stdt0)*hg22'./std(x0)]
8计算原始变量回归方程的系数

愈开始显示主成分回归结果fprintf（y*号 f'，hg23 （1））;

for i=2:n
f hg23(i)>0

fprintf（+??*x舍d'，hg23（i），i-1）;

el8e
fprintf（'智至*x?，hg23（1），1-1）;

end
end
fprintf!'\n')
8 下面计算两种回归分析的剩余标准差

8报合了n个参数msel=sqrt (sum((hg1{)+x0 *hg1 (2:end)'-y0)."2)/m-n))

rmse2=8qrt{6um{（ng23任）+x0*hg23（2∶end'-y01.~2）/（m-num）>管报合了num个参数

10.2.4 主成分分析案例——我国各地区普通高等教育发展水平综合评价
主成分分析试困在力保数据信息丢失最少的原则下，对多变量的截面数据表进行最

佳综合简化，也就是说，对高维变量空间进行降维处理。本案例运用主成分分析方法综合
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评价我国各地区普通高等教育的发展水平°

问题与10.1.3节中的问题相同’这里就不重复叙述了°

1·主成分分析法的步骤

下面介绍用主成分分析法进行评价的步骤。

（1）对原始数据进行标准化处理°假设进行主成分分析的指标变量有加个’分别为

zl ’z2’…’卯厕’共有n个评价对象’第j个评价对象的第／个指标的取值为α『。将各指标值
α,转换成标准化指标值码’有

码＝组兰’ j＝1,2’…’＂;j＝1,2’…川’
今

式中;″÷三…√≡三三丁三『≡J『尹厂!,2,…肌》即州为第）个指标的样本
均值和样本标准差。

对应地’称

再＝墅卫l’j＝1’2’…’加’
q／

为标准化指标变量°

（2）计算相关系数矩阵R°相关系数矩阵R＝（厂0〉厕×厕’有
∏

∑虱』 .玛
k＝1

′.,＝ 见-1 ’t’j＝1’2’…’加’

式中:厂臆＝1’r0＝骄’厂旷为第j个指标与第j个指标的相关系数°
（3）计算特征值和特征向量°计算相关系数矩阵R的特征值入l≥入2≥…≥入顺≥0’

及对应的特征向量〃l’皿2’…’〃砸’其中吗＝［uv’u刁’…’皿呵］T’由特征向量组成加个新的
指标变量:

～ ～ ～

y1＝Ⅱ11卯1＋u21卯2＋…＋u′n1卯m’
～ ～ ～

γ2＝u12卯1＋M22卯2＋…＋Ⅱm2卯m’

ym＝ulm勿l＋u2m卯2＋…＋皿′nm卯m’

式中:yl为第1主成分;γ2为第2主成分’……;y砸为第加主成分。

（4）选择P（p≤m）个主成分’计算综合评价值°

o计算特征值入／（j≡1,2’…,m）的信息贡献率和累积贡献率。称

乌≡≠》j-1,2’…,”
∑入臃
k＝l

为主成分乃的信息贡献率’同时,有
p

∑入＂
k＝l

αp＝弓广

∑入偷
k＝l
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评价我国各地区普通高等教育的发展水平。

问题与10.1.3节中的问题相同，这里就不重复叙述了。

1.主成分分析法的步骤

下面介绍用主成分分析法进行评价的步骤。

（1）对原始数据进行标准化处理。假设进行主成分分析的指标变量有 m个，分别为
z，z2，⋯，，x_，共有n个评价对象，第i个评价对象的第j个指标的取值为az。将各指标值
a，转换成标准化指标值乙，有

少长弋 ,=1,2,⋯,n;j=1,⋯,m,4
岩寻任”叫砂艺飞” 1（a;-西}）2j=1，⋯，m，即山，为第j个指标的祥本1n-
均值和样本标准差。

对应地，称

_巧化，“刻 j=1,⋯,ma。
为标准化指标变量。

（2）计算相关系数矩阵 R。相关系数矩阵 R=（r;）.，有

8a·、，e=.曰！“目“：。置。
式中;a=1，r=r，，为第i个指标与第j个指标的相关系数。

（3）计算特征值和特征向量。计算相关系数矩阵R的特征值λ，≥入，≥⋯≥入.≥0，
及对应的特征向量w;，再2，⋯，u。，其中u;=【uy，wy，⋯，v1，由特征向量组成m个新的
指标变量∶

为=出加l金.ai，
y。=unzt42at+⋯⋯*4,v

y，=41_新h2i，+⋯+u_年，
式中∶y，为第1主成分;y 为第2主成分，⋯⋯;y为第m主成分。

（4）选择p（p≤m）个主成分，计算综合评价值。
①计算特征值λ，（j=1，2，⋯，m）的信息贡献率和累积贡献率。称

比b;F -,j=1,2⋯,m下

A
k

为主成分y;的信息贡献率，间时，有

，管
te1

282



为主成分yl ’γ2,…’帅的累积贡献率。当αp接近于1（一般取α′＝0.85’0.90,0·95）时,
则选择前p个指标变量y! ’γ2’…’γp作为p个主成分,代替原来m个指标变量’从而可对
p个主成分进行综合分析。

@计算综合得分:
p

Z＝∑b′乃’
j＝1

式中:b′为第j个主成分的信息贡献率’根据综合得分值就可进行评价°
2·基于主成分分析法的综合评价

定性考察反映高等教育发展状况的5个方面10项评价指标’可以看出’某些指标之
间可能存在较强的相关性。比如每10万人口高等院校毕业生数｀每10万人口高等院校

招生数与每10万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性,每10万人口高等
院校教职工数和每10万人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性°为了验
证这种想法’计算10个指标之间的相关系数°

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性’如果直接用这些指标进行综合评价,
则必然造成信息的重叠’影响评价结果的客观性°主成分分析方法可以把多个指标转化

为少数几个不相关的综合指标’因此’可以考虑利用主成分进行综合评价。

利用Madab软件对10个评价指标进行主成分分析’相关系数矩阵的前几个特征值
及其贡献率见表10.10。

表10.10主成分分析结果
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

序号
—

】
＿
〗
—
〕

98.2］
—

）9ˉ66

』9ˉ肘那
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

可以看出’前两个特征值的累积贡献率就达到90％以上’主成分分析效果很好°下

面选取前4个主成分（累积贡献率达到98％）进行综合评价°前4个特征值对应的特征

向量见表10.11°

表10.11 标准化变量的前4个主成分对应的特征向量
·■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

·』

≈
卯

—

】
—
〗
—
〕
—
▲

0·2452

一0·2865

0.8637

≡0°2457
■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

由此可得4个主成分分别为

y』＝0.3497殉＋0.359昆＋…＋0.245咙0’

γ2＝ˉ0.1972虱＋0.0343毛＋…＿0.286禹0’

γ3＝ˉ0. 1639殉ˉ0.108钒＋…＋0.8637鬼o’

y4＝ˉ0. 1022氮ˉ0.2266鬼＋…ˉ0.2457氧0.
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特征值 贡献率 累积贡献率 序号 特征值 贡献率

7·5022 75。0216 75·0216 4 0.2064 2.0638

1。577 15·7699 90·7915 5 0· 145 1.4500

0·5362 5·3621 96· 1536 6 0.0222 0.2219

≈
卯

1
≈
陶

≈

力3
≈
鞠

≈
峪

≈
靶

≈
陶

≈

勿8
≈
吻

0.3497 0。3590 0·3623 0·3623 0·3605 0·3602 0·2241 0. 1201 0·3192

＝0. 1972 0·0343 0·0291 0·0138 ˉ0.0507 ˉ0·0646 0.5826 0·7021 ＝0·1941

ˉ0·1639 ＝0.l084 ＝0.0900 ＝0· 1128 一0.1534 ～0· 1645 一0.0397 0.3577 0.1204

＝0· 1022 ＝0·2266 ˉ0。 1692 ＝0.1607 ＝0·0442 ˉ0.0032 0·0812 0.0702 0·8999

为主成分y，为2⋯，y，的累积贡献率。当α，接近于1（一般取a，=0.85，0.90，0.95）时，
则选择前p个指标变量y;y，⋯，y。作为p个主成分，代替原来 m个指标变量，从而可对
p个主成分进行综合分析。

②计算综合得分∶

“沁飞
式中;b;为第j个主成分的信息贡献率，根据综合得分值就可进行评价。

2.基于生成分分析法的综合评价

定性考赛反映高等教育发展状况的5个方面10项评价指标，可以看出，某些指标之
间可能存在较强的相关性。比如每10万人口高等院校毕业生数、每 10万人口高等院校
招生数与每 10万人口高等院校在校生数之间可能存在较强的相关性，每 10万人口高等
院校教职工数和每10万人口高等院校专职教师数之间可能存在较强的相关性。为了验
证这种想法，计算 10个指标之间的相关系数。

可以看出某些指标之间确实存在很强的相关性，如果直接用这些指标进行综合评价，
则必然造成信息的重叠，影响评价结果的客观性。主成分分析方法可以把多个指标转化
为少数几个不相关的综合指标，因此，可以考虑利用主成分进行综合评价。

利用Matlab 软件对10个评价指标进行主成分分析，相关系数矩阵的前几个特征值
及其贡献率见表10.10。

表10.10 主成分分析结果

序号序号 特征值 预献率 贡献率特征值黑积贡献率 累积贡献率

i- e7.5022 0.206475.0216 2.063875.0216 98.2174
？ w1.577 0.as90.791515.79 99.66741.4500

6e 96.15360.5362 5.3621 9.8930.22190.022

可以看出，前两个特征值的累积贡献率就达到 90??上，主成分分析效果很好。下
面选取前4个主成分（累积贡献率达到98??进行综合评价。前4个特征值对应的特征
向量见表10.11。

表10.11 标准化变量的前4个主成分对应的特征向量
学即 学名即 窝四名窝似- 0.3497 0.24520.22410.360n0.36050.36230.36230.3590 0.31920.1201e 0.58260.0138-0.0s070.0343-0.92 -0.2865-0.19410.702L-0.0646|0.0291

的 0.8637-0.1534|-0.1128-a.39| 0.[204-o.0397；夕量咨-0.1084 0.3577-0.1645
4 0.0702-0.2266-0.1022 0.89990.0812-0.0032-0.0442-0.1607-0.1692 -0.2457

由此可得4个主成分分别为
y,=0.3497?0.359;+0.2452
y=-0.1972x,+0.0343+⋯-0.286
y=-0.1639?.1084+⋯+0.8637z,,
y。=-0.10223-0.226,+-0.24570.
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从主成分的系数可以看出’第一主成分主要反映了前6个指标（学校数、学生数和教师数
方面）的信息’第二主成分主要反映了高校规模和教师中高级职称的比例’第三主成分主
要反映了生均教育经费,第四主成分主要反映了国家财政预算内普通高教经费占国内生
产总值的比重°把各地区原始10个指标的标准化数据代人4个主成分的表达式’就可以

得到各地区的4个主成分值°

分别以4个主成分的贡献率为权重’构建主成分综合评价模型’即

Z≡0.7502γl＋0.1577γ2＋0.0536γ3＋0·0206γ4.

把各地区的4个主成分值代人上式’可以得到各地区高教发展水平的综合评价值以及排

序结果’见表10.12°

表10.12排名和综合评价结果

黑龙江吉林辽宁陕西天津上海 湖北

8

0·2455

地区

名次

综合评价值 0.29710。58840。76210.81192.7881447388。6043

浙江湖南甘肃四」｜｜ 山东广东江苏 新疆

16

ˉ0.7428

内蒙古

24

-1·1246

地区

名次

综合评价值

地区

名次

综合评价值

-O7016-0。5065-O3645 -0。q879-O26800。00580.0581

海南云南 江西河北 安徽山西福建

-1.0147-0.9610-0。89I7 -0.9557-0.8895-O7965-0。7697

青海广西 宁夏河南西藏地区

名次

综合评价值 -1。6514 -1.6800-1.2250 -1。2513＝1.2059-1. 1470

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝re己dm己℃mx（｜己n1j10」.七x亡!）′

老数据标准化b＝zsc◎re（己）『

堵计算相关系数矩阵r＝c◎rrc◎ef（b）;

老下面利用相关系数矩阵进行主成分分析′vec1的列为r的特征向量′即主成分的系数

［vec1′1己md己′r己仁e］＝pc己c◎v（r） 墙1己md己为r的特征值′r己仁e为各个主成分的贡献率

c◎n七r＝cumsum（ra℃e） 老计算累积贡献率

f＝repma℃（s1gn（sum（vec1））′sjze（vec1′1）′1）′ 堵构造与vec1同维数的元素为±1的矩阵
vec2＝vecL＊f 嗜修改特征向量的正负号′使得每个特征向量的分量和为正

嗜nu∏｜为选取的主成分的个数num＝4′

老计算各个主成分的得分df＝b＊vec2（:′1:num）;

亡f＝df＊r己七e（1:num）／100′ 堵计算综合得分

［s亡f′1nd］＝s◎r仁（tf′｜descend｀）;老把得分按照从高到低的次序排列

s℃f＝s仁f｜′jnd＝jnd｜

3.结论

各地区高等教育发展水平存在较大的差异’高教资源的地区分布很不均衡。北京、上

海、天津等地区高等教育发展水平遥遥领先’主要表现在每100万人口的学校数量和每10
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从主成分的系数可以看出，第—主成分主要反映了前6个指标（学校数、学生数和教师数
方面）的信息，第二主成分主要反映了高校规模和教师中高级职称的比例，第三主成分主
要反映了生均教育经费，第四主成分主要反映了国家财政预算内普通高教经费占国内生
产总值的比重。把各地区原始 10个指标的标准化数据代入4个主成分的表达式、就可以
得到各地区的4个主成分值。

分别以4个主成分的贡献率为权重，构建主成分综合评价模型，即
Z=0.7502y,+0.1577y,+0.0536y,+0,0206y

把各地区的4个主成分值代入上式，可以得到各地区高教发展水平的综合评价值以及排
序结果，见表 10.12。

表10.12 排名和综合评价结果
湖北黑龙江古林辽宁陕西天津上海北京堆区

6 ？2 8名次 41 o？
0.2450.25710.58840.75214.438综合评价值 0.81192.78818.6043
跃疆新江湖南由山东区川广东江苏地区

工9 161s14名衣 1210 13
-0.7428-0.7016-0.3065综合评价值 -0.3645 -0.48790.0058 -0.256800.0581
内蒙古海南江言云南安徽河北地区 山西报建
2423名次 181 222120人岭

-0.9610-1.0L47-0.9597-0.897-0.895 -1.1246-0.7965-0.7697综合评价值
青译贵州宁夏地区 广西河南酬群

谬、 30名次 29282725
-1.6800-1.6514-1.2513上，250-1.209-1.1470综合评价值

计算的 Matlab程序如下∶

cl,clear
a=readnatrix('anli10_1.txt');

b=zscore (a)i 数据标准化
路计算相关系数矩阵r=corrcoef (b);

号下面利用相关系数矩阵进行主成分分析，vec1的列为r的的征向量，即主成分的系数

【vecl，lamda，rate】=pcacoV{r）81amda为r的特征值，rae为各个主成分的贡能率
8计算展积贡献率contr=cumeum (rate)

f=repmat（ign（sum（vecl）1，size（vec1，1），1）; ??造与vecl同维数的元素为±1的矩阵
vec2 =vec1.*f 8修改特征向量的正负号，使得每个特征向量的分量和为正

num=4; num为选取的主成分的个数

df =b·vec2 (:,1:um); 计算各个主成分的得分
飞计算综合得分tf=af *rate(1:num)/100;

【8tf，indJ=sorE（f，'descend'）;$把得分按照从高到低的次序排列
stf =stf',ind-=ind'
3. 结论
各地区高等教育发展水平存在较大的差异，高教资源的地区分布很不均衡。北京、上

海、天津等地区高等教育发展水平遥遥领先，主要表现在每100万人口的学校数量和每10
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万人口的教师数量、学生数量以及国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重

等方面。陕西和东北三省高等教育发展水平也比较高。贵州、广西、河南｀安徽等地区高

等教育发展水平比较落后’这些地区的高等教育发展需要政策和资金的扶持。值得一提

的是西藏｀新疆｀甘肃等经济不发达地区的高等教育发展水平居于中上游水平’可能是人

口等因素造成的。

1O·3因子分析

因子分析（FactorAnalysis）是由英国心理学家Spearman在1904年提出来的,他成功

地解决了智力测验得分的统计分析’长期以来,教育心理学家不断丰富、发展了因子分析

理论和方法’并应用这＿方法在行为科学领域进行了广泛的研究。它通过研究众多变量

之间的内部依赖关系’探求观测数据中的基本结构’并用少数几个假想变量来表示其基本

的数据结构。这几个假想变量能够反映原来众多变量的主要信息。原始的变量是可观测

的显在变量’而假想变量是不可观测的潜在变量’称为因子。

因子分析可以看成主成分分析的推广’它也是多元统计分析中常用的一种降维方式’

因子分析所涉及的计算与主成分分析也很类似’但差别也是很明显的:

（1）主成分分析把方差划分为不同的正交成分’而因子分析则把方差划归为不同的

起因因子。

（2）主成分分析仅仅是变量变换,而因子分析需要构造因子模型°

（3）主成分分析中原始变量的线性组合表示新的综合变量,即主成分°因子分析中

潜在的假想变量和随机影响变量的线性组合表示原始变量°

因子分析与回归分析不同,因子分析中的因子是＿个比较抽象的概念’而回归变量有

非常明确的实际意义。

因子分析有确定的模型’观察数据在模型中被分解为公共因子、特殊因子和误差三部

分°初学因子分析的最大困难在于理解它的模型°先看如下几个例子。

例10.6为了解学生的知识和能力’对学生进行了抽样命题考试’考题包括的面很

广,但总体来讲可归结为学生的语文水平、数学推导、艺术修养、历史知识｀生活知识5个

方面,我们把每一个方面称为一个（公共）因子’显然每个学生的成绩均可由这5个因子

来确定’即可设想第j个学生考试的分数X‘能用这五个公共因子Fl ’F2’…,F5的线性组

合表示出来,即

Xj＝从＋αj1F1＋αr2F2＋…＋αj5F5＋6!,j＝1’2,…’Ⅳ, （10.22）

线性组合系数α测,α‘2’…’α‘5称为因子载荷（Loadings）’它分别表示第t个学生在这五个因

子方面的能力;从是总平均’c‘是第j个学生的能力和知识不能被这五个因子包含的部

分,称为特殊因子’常假定c‘～Ⅳ（0’α;）’不难发现’这个模型与回归模型在形式上是很相

似的,但这里F』 ’F2’…’F5的值却是未知的,有关参数的意义也有很大的差异°

因子分析的首要任务就是估计因子载荷α旷和方差◎?’然后给因子F‘一个合理的解
释’若难以进行合理的解释,则需要进-步作因子旋转’希望旋转后能发现比较合理的

解释°

例10.7诊断时’医生检测了病人的5个生理指标:收缩压、舒张压｀心跳间隔｀呼吸
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万人口的教师数量、学生数量以及国家财政预算内普通高教经费占国内生产总值的比重

等方面。陕西和东北三省高等教育发展水平也比较高。责州、广西，河南、安徽等地区高
等教育发展水平比较落后，这些地区的高等教育发展需要政策和资金的扶持。值得一提

的是西藏、新疆、甘肃等经济不发达地区的高等教育发展水平居于中上游水平，可能是人
口等因素造成的。

10.3 因子 分析

因子分析（Factor Analysis）是由英国心理学家 Spearman 在 1904年提出来的，他成功
地解决了智力测验得分的统计分析，长期以来，教育心理学家不断丰富、发展了因子分析

理论和方法，并应用这一方法在行为科学领域进行了广泛的研究。它通过研究众多变量

之间的内部依赖关系，探求观测数据中的基本结构，并用少数几个假想变量来表示其基本

的数据结构。这几个假想变量能够反映原来众多变量的主要信息。原始的变量是可观测
的显在变量，而假想变量是不可观测的潜在变量，称为因子。

因子分析可以看成主成分分析的推广，它也是多元统计分析中常用的一种降维方式，

因子分析所涉及的计算与主成分分析也很类似，但差别也是很明显的;
（1）主成分分析把方差划分为不同的正交成分，而因子分析则把方差划归为不同的

起因因子。
（2）主成分分析仅仅是变量变换，而因子分析需要构造因子模型。
（3）主成分分析中原始变量的线性组合表示新的综合变量，即主成分。因子分析中

潜在的假想变量和随机影响变量的线性组合表示原始变量。
因子分析与回归分析不同，因子分析中的因子是一个比较抽象的概念，而回归变量有

非常明确的实际意义。

因子分析有确定的模型，观察数据在模型中被分解为公共因子、特殊因子和误差三部
分。初学因子分析的最大困难在于理解它的模型。先看如下几个例子。

例10.6 为了解学生的知识和能力，对学生进行了抽样命题考试，考题包括的面很

广，但总体来讲可归结为学生的语文水平、数学推导、艺术修养、历史知识、生活知识5个
方面，我们把每一个方面称为一个（公共）因子，显然每个学生的成绩均可由这5个因子
来确定，即可设想第i个学生考试的分数X;能用这五个公共因子F，F。，，F;的线性组

合表示出来，即
(10.22)X;=μ;+αF+αaF，+⋯+αFy+e;，i=1，2，⋯，N，

线性组合系数α;，αa，⋯，αg称为因子载荷 Loadings），它分别表示第i个学生在这五个因
子方面的能力严是总平均，6;是第i个学生的能力和知识不能被这五个因子包含的部

分，称为特殊因子，常假定ε.~N（00?），不难发现，这个模型与回归模型在形式上是很相
似的，但这里F，F，⋯，F、的值却是未知的，有关参数的意义也有很大的差异。

因子分析的首要任务就是估计因子载荷α，和方差σ?，然后给因子F;一个合理的解
释，若难以进行合理的解释，则需要进一步作因子旋转，希望旋转后能发现比较合理的
解释。

例10.7 诊断时，医生检测了病人的5个生理指标∶收缩压、舒张压、心跳间隔、呼吸
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间隔和舌下温度。但依据生理学知识’这5个指标是受植物神经支配的’植物神经又分为

交感神经和副交感神经’因此这5个指标可用交感神经和副交感神经两个公共因子来确

定’从而也构成了因子模型°

例10·8Ho!inger和SwinefOrd在芝加哥郊区对145名七、∧年级学生进行了24个
心理测验,通过因子分析,这24个心理指标被归结为4个公共因子,即词语因子、速度因
子、推理因子和记忆因子。

特别需要说明的是这里的因子和试验设计里的因子（或因素）是不同的’它比较抽象

和概括’往往是不可以单独测量的°

10·3·1因子分析模型

1.数学模型

设p个变量X‘（j＝1’2’…’p）可以表示为

Xi＝〃〔＋αjlF1＋…＋α!mFm＋Si’m≤p’ （10.23）

或

｜
或

（10.24）Xˉ′〖＝AF＋C,

式中

A」 ｛｜‖｜!x＝

Fl’F2’…’凡为公共因子’是不可观测的变量’它们的系数称为载荷因子。S』是特殊因
子’是不能被前加个公共因子包含的部分°并且满足

E（F）＝0,E（E）＝0’Cov（F）＝I腮’

D（e）＝Cov（e）＝diag（α｝’◎;’…’◎爵）’Cov（F’e）＝0.

2·因子分析模型的性质

（1）原始变量X的协方差矩阵的分解°由X-〃＝AF＋C’得Cov（X＝〃）＝

ACov（F）AT＋Cov（e）’即

Cov（X）＝AAT＋diag（α｝’°;’…’○爵）. （10.25）

◎｝’叮;’…’◎乱的值越小’则公共因子共享的成分越多。

（2）载荷矩阵不是唯一的。设T为一个p×p的正交矩阵’令JI＝AT’万＝TrF’则模型
可以表示为

｜
｜

｜ ●石
～
肿

～
训驯Ⅺ
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｜

间隔和舌下温度。但依据生理学知识，这5个指标是受植物神经支配的.植物神经又分为
交感神经和副交感神经，因此这5个指标可用交感神经和副交感神经两个公共因子来确

定，从而也构成了因子模型。
例10，8 Holjinger和 Swineford在芝加哥郊区对145名七、八年级学生进行了24个

心理测验，通过因子分析，这24个心理指标被归结为4个公共因子，即词语因子、速度因
子、推理因子和记忆因子。

特别需要说明的是这里的因子和试验设计里的因子（或因素）是不同的，它比较抽象

和概括，往往是不可以单独测量的。

10.3.1 因子分析模型

1.数学模型
设p个变量X{i=1，2，⋯，p）可以表示为

(10.23)Z =供，+αF1+⋯+αF。+ei，m≤p，
或

锅需端
α0,

求
(10.24)X-#=AF+e,

式中

-日上.3-用
tn

下名

F，，F，，⋯，F。为公共因子、是不可观测的变量，它们的系数称为载荷因子。6，是特殊因
子，是不能被前m 个公共因子包含的部分。并且满足

E(F)=0,E(e)=0,Cov(F)=I,

D（e）=Cov（e）= diag（σi，d，，σ3），Cov（F，E）=0.
2.因子分析模型的性质

（1）原始变量 X的协方差矩阵的分解。由X-μ=AF+e，得 Cov（X-μ）=
ACov（ F）A'+Cov（e），即

(10.25)Cov（X）=AA1+diag（@，02，⋯，σa）.

0】，σ2，⋯，α2 的值越小，则公共因子共享的成分越多。
（2）戴荷矩阵不是唯一的。设T为一个pxp的正交矩阵，令7=AT，F=FF，则模型

可以表示为

X=μ+aF+e.
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3.因子载荷矩阵中的几个统计性质

1）因子载荷α旷的统计意义
因子载荷α『是第j个变量与第j个公共因子的相关系数’反映了第j个变量与第j个

公共因子的相关重要性°绝对值越大’相关的密切程度越高。

2）变量共同度的统计意义
m

变量X′的共同度是因子载荷矩阵的第j行的元素的平方和’记为孵＝∑α;°
／＝1

对式（1O23）两边求方差’得

Var（X愈）＝α丙Var（Fl）＋…＋α孟Var（F顺）＋Var（e‘）,
即

m

1＝∑α;＋◎!’
′＝1

式中:特殊因子的方差O;（j＝1’2’…’p）称为特殊方差。
砸

可以看出所有的公共因子和特殊因子对变量x‘的贡献为1°如果∑α;非常靠近
／＝l

1’叮诽常小’则因子分析的效果好’从原变量空间到公共因子空间的转化效果好。

3）公共因子F｝方差贡献的统计意义
因子载荷矩阵中各列元素的平方和

p

乌＝∑α;’ （1O26）
j＝l

称为F｝（j＝1’2’…’m）对所有的X‘的方差贡献和’用于衡量E的相对重要性。
因子分析的-个基本问题是如何估计因子载荷’亦即如何求解因子模型式（10.23）°

下面介绍常用的因子载荷矩阵的估计方法°

10·3.2因子载荷矩阵的估计万法

1·主成分分析法

设入l≥入2≥…≥人p为样本相关系数矩阵R的特征值’叼l ’叼2’…’叮p为相应的标准正
交化特征向量°设加＜p’则因子载荷矩阵A为

A＝［｀／I丁叼l ,｀／x≡叼2’…’｀／刀贡叮″］’ （10.27）

特殊因子的方差用R～／MT的对角元来估计’即
m

°!＝1ˉ∑α;. （10.28）
j＝1

例10·9（续例10·4） 考虑样本相关系数矩阵R的前两个样本主成分’对砸＝1和

m＝2’因子分析主成分解见表10.13’对m＝2’残差矩阵R-AATˉCov（C）为

」 ｜
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3.因子载荷矩阵中的几个统计性质
1）因子栽荷α的统计意义
因子载荷α;是第i个变量与第j个公共因子的相关系数，反映了第i个变量与第j个

公共因子的相关重要性。绝对值越大，相关的密切程度越高。
2）变量共同度的统计意义

变量X;的共同度是因子载荷矩阵的第i行的元素的平方和，记为 成= 
对式（10.23）两边求方差，得

Var(X;)=α2Var(F,>++caVar(Fa)+Var(8),
即

沁磊十迅
式中;特殊因子的方差σ}（i=1，2，⋯，p）称为特殊方差。

Ce3 非常靠近可以看出所有的公共因子和特殊因子对变量X，的贡献为1。如果

1，σ非常小，则因子分析的效果好，从原变量空间到公共因子空间的转化效果好。
3）公共因子F;方差贡献的统计意义
因子载荷矩阵中各列元素的平方和

03, (10.26)“””
称为F（j=1，2，⋯，m）对所有的X，的方差贡献和，用于衡置R，的相对重要性。

因子分析的一个基本问题是如何估计因子戴荷，亦即如何求解因子模型式（10.23）。

下面介绍常用的因子载荷矩阵的估计方法。

10.3.2 因子载荷矩阵的估计方法

1.主成分分析法
设入;≥入2≥⋯≥入。为样本相关系数矩阵R的特征值，，η奶2，⋯，n，为相应的标准正

交化特征向量。设m<则因子载荷矩阵A为

峰月一岁当当世当： (10.27)
特殊因子的方差用R-AA"的对角元来估计，即

孔！”沁县 (10.28)
例10.9（续例10.4）考虑样本相关系数矩阵R的前两个样本主成分，对m=1和

m=2，因子分析主成分解见表10.13，对 m=2，残差矩阵R-AAT-Cov（e）为
0-0.1274 -0.1643 -0,0689 0.0173

-0.1274 -0.I223 0.0553 0.01180
-0.1234 -0.0193 -0.0171。；-0.1643 -

夕，占它岂-0.0689 0.0553 -0.0193
-0.2317[0.0173 0.0118-0.0171 0
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表10. 13 因子分析主成分解

两个因子一个因子

因子载荷估计变量
因子载荷估计F1 特殊方差特殊方差

Fl

0·3393

0·1932

0·3136

0·2690

0.2191

0·7836

0·7726

0·7947

0.7123

0.7119

＝0.2162

ˉ0·4581

ˉ0.2343

0.4729

0.5235

0。3860

0.4031

0.3685

0.4926

0.4931

0·7836

0·7726

0.7947

0.7123

0。7119

］
∑
〕
斗
日

0°57l342 O733175累积贡献 0.571342

由这两个因子解释的总方差比＿个因子大很多。然而,对m＝2,残差矩阵负元素较多’这

表明AAT产生的数比R中对应元素（相关系数）要大。

第—个因子Fl代表了一般经济条件’称为市场因子’所有股票在这个因子上的载荷

都比较大,且大致相等’第二个因子是化学股和石油股的一个对照’两者分别有比较大的

负、正载荷°可见,F2使不同的工业部门的股票产生差异’通常称为工业因子。归纳起

来,有如下结论:股票回升率由＿般经济条件、工业部门活动和各公司本身特殊活动三部

分决定,这与例10.4的结论基本一致。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

r＝［1.0000.5770.5090.3870.462

0.5771.0000。5990.3890·322

0·5090·5991·0000·4360·426

0·3870°3890°4361°0000.523

0.4620.3220.4260.5231·000］′

老下面利用相关系数阵求主成分解′vec1的列为r的特征向量′即主成分系数

［vec1′v己1′r己七e］＝pc己c◎v（r）′ 老v己1为r的特征值′r己亡e为各个主成分的贡献率

f1＝repm己亡（s1gn（su∏l（vec1））′s土ze（vec1′1）′1）; 啥构造与vec1同维数的元素为±1的矩阵

vec2≡vec1.＊f1′ 老修改特征向量的正负号′使得每个特征向量的分量和为正

f2＝repm己亡（sq工℃（v己1）‖′s土ze（vec2′1）′1）; 老构造与vec2同维数的矩阵

己＝vec2. ＊f2 8构造全部因子的载荷矩阵′见式（10.27）

己1＝a（:′1） 堵提出一个因子的载荷矩阵

亡ch己1＝d土己g（rˉ己1＊己1｜） 墙计算一个因子的特殊方差

己2＝己（:′ ［1′2］） 堵提出两个因子的载荷矩阵

七ch己2＝d土己g（rˉ己2＊a2｜） 啥计算两个因子的特殊方差

cch己2＝rˉ己2＊己2｜ˉd土ag（仁ch己2） 啥求两个因子时的残差矩阵

c○n＝cumsuIn（r己仁e） 啥求累积贡献率

2·主因子法

主因子方法是对主成分方法的修正’假定首先对变量进行标准化变换’则
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表10.13 因子分析主成分解

两个因于一个因子
变量 因于载荷佐计

特殊方整特殊方差因子载荷估计F
响F

0.39- -0.21620.78360.386o0.7836
0.19320.77260.40B1 -0.45810.726n
0.31360.3685 -0.23430.794707941

0.4926 0.26900.71230.7123 0.4729气

0.719夕 0.49210.7119 0.5235 0.2197
寒积贡献 0.731750.5713420.571342
由这两个因子解释的总方差比一个因子大很多。然而，对m=2，残差矩阵负元素较多，这

表明 AAT产生的数比R中对应元素（相关系数）要大。

第一个因子F，代表了一般经济条件，称为市场因子、所有股票在这个因子上的载荷

都比较大，且大致相等，第二个因子是化学股和石油股的一个对照，两者分别有比较大的

负、正载荷。可见，F，使不同的工业部门的股票产生差异，通常称为工业因子。归纳起

来，有如下结论;股票回升率由一般经济条件、工业部门活动和各公司本身特殊活动三部

分决定，这与例10.4的结论基本一致。

计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear
r=[1.000 0.577 0,509 0.387 0.462

0,5771.000 0.599 0.389 0.322
0.509 0.599 1,000 0,4360.426
0.387 0.389 0.4361.0000.523
0.4620.322 0.426 0.5231.000];

号下面利用相关系数阵求主成分解，vec1 的列为r 的特征向量，即主成分系数

【vecl，val，ratel=pcacov（r）; jl为r的特征值，rate为各个主成分的贡献率
f1=repmat（sign （sum（vec1）），size（vec1，1），l）; 构造与vec1同维数的元素为±1 的矩阵

8修改特征向量的正负号，使得每个特征向量的分量和为正vec2=vec1.* f1;
f2=repmat（8qrt（val}'，size （vec2，1），1）;构造与 vec2同维数的矩阵

a=vec2.·f2 名构造全部因子的戴荷矩阵，见式（10.27）

81=a(:1) 提出一个因子的载荷矩阵
tchal=diag (r-al*a1') 舍计算一个因子的特殊方差

a2=a(:,[1,2]] 提出两个因子的载荷矩阵

8计算两个因子的特殊方差tcha2 =diag (r-a2* a2')
ccha2=r-a2*a2'-diag（tcha2）8求两个因予时的残差矩阵

号求累积贡献率con =cumaum (rate)

2.主因子法
主因子方法是对主成分方法的修正，假定首先对变量进行标准化变换，则
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R＝／1／1T十D’

D＝diag｛α｝’◎i’…’〃爵｜。

记

R＊＝AAT＝R＝D’

式中:R＊为约相关系数矩阵’R＊对角线上的元素是h!。

在实际应用中’特殊因子的方差＿般都是未知的’可以通过一组样本来估计°估计的

方法有如下几种:

（1）取鹰＝1’在这种情况下主因子解与主成分解等价。

（2）取阀＝嚼｜厂,｜ ’这意味着取X‘与其余的X）的简单相关系数的绝对值最大者。
记

〔R＊＝R-D＝

直接求R＊的前p个特征值入′≥M≥…≥入′’和对应的正交特征向量″『’″j’…’″′’得
到如下的因子载荷矩阵:

A＝［｀／X了″『√x了ˉ蜒f …√x了测》］.

3·最大似然估计法

数学理论这里就不介绍了’Madab工具箱求因子载荷矩阵使用的是最大似然估计法’

命令是factoran。

下面给出各种求因子载荷矩阵的例子°

例10.10假定某地固定资产投资率为则l ’通货膨胀率为勿2’失业率为勿3,相关系数

矩阵为

｜
ˉ1／5

-2／5

1｜」三
1／5

1

一2／5

试用主成分分析法求因子分析模型。

解特征值为入l＝1.5464’入2＝0.8536’入3＝0.6’对应的特征向量为

｜瞪｜购｛斟｜屿｛‖煮｛｜皿1＝

载荷矩阵为

鹏蹦‖皇努｜A＝M丁″｜ √x≡“2 ｀／n3］＝
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R=/AM"+D,
D=diag{ 03，01，⋯，σ}!}。
记

R"=AA'=R-D,
式中;R"为约相关系数矩阵，R"对角线上的元素是h。

在实际应用中，特殊因子的方差一般都是未知的，可以通过一组样本来估计。估计的

方法有如下几种∶
（1）取居=1，在这种情况下主因子解与主成分解等价。

（2）取趋=marlr;，这意味着取X;与其余的X的简单相关系数的绝对值最大者。

记
式“日 71p：
码⋯当 矿R*=R-D=： ：

玲六飞r .·专

直接求R"的前p个特征值入≥入2≥⋯≥入，，和对应的正交特征向量u，近，，⋯，u》，得
到如下的因子载荷矩阵∶

A=【√AT叫i√A时2⋯ √Aw。】.
3.最大似然估计法
数学理论这里就不介绍了，Matiab工具箱求因子载荷矩阵使用的是最大似然估计法，

命令是E factoran。
下面给出各种求因子戴荷矩阵的例子。

例10.10 假定某地固定资产投资率为x，通货膨胀率为z，，失业率为如，，相关系数
矩阵为

-1/5

际心堂)/

试用主成分分析法求因子分析模型。
解 特征值为λ，=1.5464，λ，=0.8536，入，=0.6，对应的特征向量为

字遥三罐
0.8881[0.4597

，上。
0.3251 0.7071一0.62

戴荷矩阵为
0.5717 0.82050

亡公量。人计。人习已”0.7809 -0.3003 0.5477
-0.7809 0.3003 0.5477]
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卯l＝0.5717Fl＋0.8205F2’

卯2＝0.7809F1-0.3003F2＋O5477F3’

卯3＝ˉ0.7809Fl＋0.3003F2＋0.5477F3.

可取前两个因子Fl和F2为公共因子’第＿公共因子Fl为物价因子’对X的贡献为

1.5464’第二公共因子F2为投资因子’对X的贡献为0·8536。共同度分别为1、0·7、0.7°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1ear

r＝［11／5-1／5;1／51＝2／5;＝1／5＝2／51］′

嗜下面利用相关系数矩阵求主成分解′V己1的列为r的特征向量′即主成分的系数

［vec′v己1′c◎n〕＝pc己c◎v（r） 老v己1为r的特征值′c◎n为各个主成分的贡献率［vec′v己1′c◎n〕＝pc己c◎v（r） 老v己1为r的特征值′c◎n为各个主成分的页

num≡土npu亡（｜请选择公共因子的个数:｜）『 堵交互式选取主因子的个数

f1＝repm己仁（sjgn（su∏l（vec））′s1ze（vec′1） ′1）′

vec＝vec.＊f1′ 墙特征向量正负号转换

f2＝repm己t（sqr亡（v己1）!′s土ze（vec′1） ′1）′

己＝vec·＊f2 培计算因子载荷矩阵

己己＝己（:′1:num） 老提出nu∏l个主因子的载荷矩阵

s1＝sum（己己.＾2） 老计算对X的贡献′实际上等于对应的特征值

s2＝sum（己己.＾2′2） 啥计算共同度

例10·11（续例10.10） 试用主因子分析法求因子载荷矩阵。

解假定刚二嚼｜乃｜代替初始的偷!。则有偷｝≡÷’hi二÷,〃;二÷.

］三三著｜R＊＝

R＊的特征值为入!＝0°9123,入2＝0.0877’入3＝0°非零特征值对应的特征向量为

｜撒｜吗↑嚼｜Ⅲ1＝

取两个主因子’求得载荷矩阵

膊溅｜A＝

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

r≡［11／5＝1／5′1／51＝2／5′ˉ1／5＝2／51］;

n＝s1ze（r′1）;r亡＝己bs（r）′ 嗜求矩阵r所有元素的绝对值

r仁（1:n＋1:n＾2）＝0′ 嗜把rt矩阵的对角线元素换成0

rS℃己r＝r′哈R·初始化

rs亡己r（1:n＋1:n＾2）＝max（r亡｜）′ 啥把矩阵rS七己r的对角线元素换成rt矩阵冬行的最;rs亡己r（1:n＋1:n＾2）＝max（r亡｜）′ 啥把矩阵rs七己r的对角线元素换成rt矩阵各行的最大值

嗜下面利用R＊矩阵求主因子解′vec1的列为矩阵rs仁己r的特征向量
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x,=0.5717F,+0.8205F,
年2=0.7809F，-0.3003F，+0.5477F3，
x,=-0.7809F +0.3003F,+0.5477F,

可取前两个因子F，和F，为公共因子，第一公共因子F，为物价因子，对X的贡献为
1.5464，第二公共因子F，为投资因子，对X的贡献为0.8536。共同度分别为1，0.7、0.7。

计算的Matlab 程序如下∶

clc,clear
r=[11/5～1/5;1/51-2/5;-1/5-2/51l;

下面利用相关系数矩阵求主成分解，va1的列为r 的特征向量，即主成分的系数

号val 为r 的转征值，con 为各个主成分的贡敞率[vec,val,con) =pcacoV (r)

交互式选取主因子的个数num=input {'请选择公共因子的个数∶!）;

f1=repmat 18igm {sum(vec)),size (vec,1),1);
veC=vec,* f1; 售特征向量正负号转换

f2=repmat(8qrt (val)',sizevec,1),1);

a=vec.*f2 急计算因子嫩荷矩阵

&&=a(:,1:num) 等提出 num个主因子的载荷矩阵

81=8um(aa.^2) 号计算对X的贡献，实际上等于对应的特征值

·计算共同度g2=8um (aa.^2,2)

例10.11（续例10.10） 试用主因子分析法求因子载荷矩阵。

loel1解 假定用码=max|r 代替初始的λ?。则有居= 4号。4:lo引“

症啦绺
低 1

/5 -2/ ，
R"的特征值为λ，=0.9123，入，=0.0877，入z=0。非零特征值对应的特征向量为

司.1】 
0.369

‘瓣
0.9294

·[.657

取两个主因子，求得载荷矩阵
0.3525 0.752

主鄱-0.6277 0.0773
计算的 Matlab程序如下∶

clc,clar
r=[1 1/5-1/5;1/51-2/5;-1/5-2/51];

鲁求矩阵r所有元膏的绝对值n=8ize(r,1);rt =abs (r);

rt(1:n+1:n"2)=0; 把rt矩阵的对角载元素换成0
rstar=r;8 R"初始化

r8tar任∶n+1∶^2）=max（rt'）;??矩阵retar的对角线元素换成rt矩阵各行的最大值
下面利用 R*矩阵求主因子解，vec1的列为矩阵 rstar 的特征向量
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［vec1′v己1′ra仁e］＝pc己c○v（rs仁己r） 老v己1为rs七己r的特征值′ra亡e为各个主成分的贡献率

f1＝rePm己仁（s土gn（sum（vec1））′s1ze（vec1′1） ′1）》

vec2二vec1.＊f1 8特征向量正负号转换

f2＝repm己仁（sqr℃（v己1）!′s土ze（vec2′1）′1）′

己＝vec2.＊f2 堵计算因子载荷矩阵

num＝土npu七（｜请选择公共因子的个数:｜）; 8交互式选取主因子的个数

己己＝己（:′1:num） 嗜提出num个因子的载荷矩阵

s1＝su∏｜（己a.＾2） 啥计算对X的贡献

s2＝sum（己己.＾2′2） 哈计算共同度

例10·12（续例10.10） 试用最大似然估计法求因子载荷矩阵。

解利用Madab工具箱’用最大似然估计法’只能求得＿个主因子’对应的因子载荷

矩阵为

A＝［0.3162’0.6325,ˉ0.6325］T.

计算的Matlab程序如下:

C1C′C1e己r

r＝［11／5＝1／5′1／51一2／5′一1／5＝2／51］′

［Lamhd己′Ps土］ ＝f己c亡◎r己n（r′1′｜x七ype‖／c◎v｜）老L己mhd己返回的是因子载荷矩阵′Ps土返回

的是特殊方差

从上面的3个例子可以看出’使用不同的估计方法’得到的因子载荷矩阵是不同的’

但提出的第一公共因子都是一样的’都是物价因子。

1O.3.3因子旋转（正交变换）

建立因子分析数学模型的目的不仅是要找出公共因子以及对变量进行分组’更重要

的是要知道每个公共因子的含义’以便进行进-步的分析’如果每个公共因子的含义不

清’则不便于进行实际背景的解释。由于因子载荷矩阵是不唯＿的’所以应该对因子载荷
矩阵进行旋转°目的是使因子载荷矩阵的结构简化’使载荷矩阵每列或行的元素平方值
向0和1两极分化。有三种主要的正交旋转法:方差最大法、四次方最大法和等量最

大法。

（1）方差最大法°方差最大法从简化因子载荷矩阵的每一列出发’使和每个因子有
关的载荷的平方的方差最大。当只有少数几个变量在某个因子上有较高的载荷时’对因
子的解释最简单。方差最大的直观意义是希望通过因子旋转后’使每个因子上的载荷尽
量拉开距离’一部分的载荷趋于±1’另一部分趋于0。

（2）四次方最大旋转。四次方最大旋转是从简化载荷矩阵的行出发’通过旋转初始
因子’使每个变量只在一个因子上有较高的载荷’而在其他的因子上有尽可能低的载荷。
当每个变量只在-个因子上有非零的载荷时’因子解释是最简单的°四次方最大法是使
因子载荷矩阵中每＿行的因子载荷平方的方差达到最大°

（3）等量最大法。等量最大法是把四次方最大法和方差最大法结合起来’求它们的
加权平均最大。

对两个因子的载荷矩阵

A＝（α0）p×2’t＝1’2,…,p;j＝1’2,
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【vecl，val，rate）=pcacov（rstar} 鲁va1为rstar的特征值，rate为各个主成分的贡献率
fl=repmat (sign (sum(vecl)},size (vecl,1),1);

名特征向量正负号转换vec2=vec1.* f1
f2=repmat(sgrt (val)',size (vec2,1),1);

a=vec2.* f2 8计算因子载荷矩阵

num=input （'请选择公共因子的个数;）;交互式选取主因子的个数
号提出nur个因子的载荷矩阵a&=a(:,;num)
8计算对X的贡献s1z sum (aa.^2)
8计算共同度82.= gum (ae.~2,2)

例10。12（续例10.10} 试用最大似然估计法求因子载荷矩阵。

解 利用 Matlab工具箱，用最大似然估计法，只能求得一个主因子，对应的因子戴荷
矩阵为

A=[0.3162,0.6325,-0.6325]5.
计算的 Malab程序如下;

clc,clear
r=[11/5-1/5;1/51-2/5;-1/5～2/5 1];
【Lambda，Psi】=factoran（r，1，'xtype'，'cov'〉号Lambda返回的是因子载荷矩阵，Psi返回

的是嚼殊方差
从上面的3个例子可以看出，使用不同的估计方法，得到的因子载荷矩阵是不同的，

但提出的第一公共因子都是一样的，都是物价因子。

10.3.3 因子旋转（正交变换）

建立因子分析数学模型的目的不仅是要找出公共因子以及对变量进行分组，更重要
的是要知道每个公共因子的含义，以便进行进-步的分析，如果每个公共因子的含义不
清，则不便于进行实际背景的解释。由于因子戴荷矩阵是不唯一的，所以应该对因于戴荷
矩阵进行旋转。目的是使因子载荷短阵的结构简化，使载荷矩阵每列或行的元素平方值
向0和1两极分化。有三种主要的正交旋转法;方差最大法、四次方最大法和等量最

大法。
（1）方差最大法。方差最大法从简化因子载荷矩阵的每一列出发，使和每个因子有

关的戴荷的平方的方差最大。当只有少数几个变量在某个因子上有较高的载荷时，对因
子的解释最简单。方差最大的直观意义是希望通过因子旋转后，使每个因子上的载荷尽
量拉开距离，一部分的载荷趋于±1，另一部分趋于0。

2）四次方最大旋转。四次方最大旋转是从简化载荷矩阵的行出发，通过旋转初始
因子，使每个变量只在一个因子上有较高的载荷，而在其他的因子上有尽可能低的载荷。
当每个变量只在一个因子上有非零的载荷时，因子解释是最简单的。四次方最大法是使
因子载荷矩阵中每一行的因子载荷平方的方差达到最大。

（3）等量最大法。等量最大法是把四次方最大法和方差最大法结合起来.求它们的
加权平均最大。

对两个因子的戴荷短阵
A=(αy),a,i=1,2,;j=1,2,

291



取正交矩阵

】≡［:瑟棚］,
这是逆时针旋转,如作顺时针旋转’只需将矩阵T次对角线上的两个元素对换即可。并
～

记／1＝／1T为旋转因子载荷矩阵’此时模型（10.24）变为
～

X训＝A（TTF）＋e,

同时公共因子F也随之变为TrF,现在希望通过旋转’使因子的含义更加明确°

当公共因子数m＞2时’可以每次考虑不同的两个因子的旋转’从m个因子中每次选

两个旋转’共有m（m-1）／2种选择,这样共有砸（m-1）／2次旋转,做完这m（mˉ1）／2次

旋转就算完成了—个循环’然后可以重新开始第二个循环’直到每个因子的含义都比较明
确为止°

例10·13设某三个变量的样本相关系数矩阵为

〔女ˉ｝』 』『｜R＝

试从R出发’作因子分析°

解（1）求R的特征值及其相应的特征向量。由特征方程det（R-入I）＝0可得三个

特征值’依大小次序记为入l＝1.7454’入2＝1’人3＝0.2546’由于前面两个特征值的累积方
差贡献率已达91.51％’因而只要取两个主因子即可。下面给出了前两个特征值对应的
特征向量:

″l＝［0.7071’ˉ0.3162’O6325］T’

叼2＝［0’0.89叫’0.叫72］T.

（2）求因子载荷矩阵Al°由式（10.27）即可算出

［燃!皇尝｜A1＝

（3）对载荷矩阵Al作正交旋转°对载荷矩阵Al作正交旋转’使得到的矩阵
A2＝AlT的方差和最大°计算结果为

｜瓣嚼｜】≡［‖::删瓣］』A』≡
求解的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

r≡［1-1／32／3′-1／310′2／301］;

嗜下面利用相关系数阵求主成分解′vec1的列为r的特征向量′即主成分系数

［vec1′v己1′r己仁e］＝pc己c◎v（r） 号v己1为r的特征值′r己仁e为各个主成分的贡献率

f1＝repm己七（s1gn（sum（vec1））′s土ze（vec1′1） ′1）》 墙构造与vec1同维数的元素为±1的
矩阵

vec2≡vec1.＊f1′ 啥修改特征向量正负号′使得各特征向量的分量和为正
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取正交矩阵

壤越
这是逆时针旋转，如作顺时针旋转，只需将矩阵 T次对角线上的两个元素对换即可。并

记A=AT为旋转因子戴荷矩阵，此时模型（10.24）变为
X-三A（TF）+e，

同时公共因子F也随之变为 r"F，现在希望通过旋转，使因子的含义更加明确。

当公共因子数 m>2时，可以每次考虑不同的两个因子的旋转，从 m 个因子中每次选

两个旋转，共有m（m-1）/2种选择，这样共有m（m-1）/2次旋转，做完这 m（m-1）/2次
旋转就算完成了一个循环，然后可以重新开始第二个循环，直到每个因子的含义都比较明
确为止。

例10.13 设某三个变量的样本相关系数矩阵为

rL四-
试从R出发，作因子分析。

解 （1）求R的特征值及其相应的特征向量。由特征方程 det（R-λ）=0可得三个
特征值，依大小次序记为入，=1.7454，入，=1，入，=0.2546，由于前面两个特征值的累积方
差贡献率已达91.51??因而只要取两个主因子即可。下面给出了前两个特征值对应的
特征向量∶

7，=【0.7071，-0.3162，0.6325】下，
n2=[0,0.8944,0.4472]T.

（2）求因子载荷矩阵A。由式（10.27）即可算出
0.934220

二端蹬0.8355 0.4472
（3）对载荷矩阵 A，作正交旋转。对载荷矩阵A，作正交旋转，使得到的矩阵

A2=4 T的方差和最大。计算结果为

「0.8706 -0.3386A.-='[0.9320 -0,3625
-0.0651 0.9850?s/0. 3625 0.9320 0.9408 0.1139,

求解的 Matlab程序如下;
cle,elear
r=["1/3 2/3;-1/310;2/3 01];

8下面利用相关系数阵求主成分解，vecl 的列为r的特征向量，即主成分系数
【vecl，val，race】】=pcacov（r〉告val 为r的特征值，rate 为各个主成分的贡献率
f1×repmat （sign（3um（vecL）），size （vec1，1），1）;告构造与 vec1 同维数的元素为±1 的

高轿

号签改特征向量正负号，使得各特征向量的分量和为正vec2=vec1.* f1;
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f2＝repm己仁（sqr亡（v己1）｜ ′s土ze（vec2′1） ′1）′

1己∏巾d己＝vec2。＊f2 号构造全部因子的载荷矩阵′见式（10.27）

num＝2′ 墙选择两个主因子

［1己I‖hd己2′℃］≡r◎七己仁ef己c仁◎rs（1己∏l］od己（:′1:num） ′｜me仁h◎d｜／v己r土m己x‖ ） 老对载荷矩阵进行

旋转′其中1己mbd己2为旋转载荷矩阵′仁为变换的正交矩阵

例10.14在＿项关于消费者爱好的研究中’随机邀请一些顾客对某种新食品进行

评价’共有5项指标（变量1为味道’2为价格’3为风味’4为适于快餐’5为能量补充）’

均采用7级打分法’它们的相关系数矩阵

l燃｛ ‖｜R≡

从相关系数矩阵R可以看出’变量1和3’2和5各成＿组,而变量4似乎更接近（2,5）

组,于是可以期望’因子模型可以取两个、至多三个公共因子。
R的前两个特征值为2.8531和1.8063’其余三个均小于l’这两个公共因子对样本

方差的累计贡献率为0.9319’于是,选加＝2’因子载荷、贡献率和特殊方差的估计列
人表10.14中。

表10.14 因子分析表

］2

10

06

因为／MT＋Cov（C）与R比较接近’所以从直观上’可以认为两个因子的模型给出了数
据较好的拟合°另-方面’五个共同度都比较大’表明这两个公共因子确实解释了每个变
量方差的绝大部分。

很明显’变量2’4’5在TrFl上有大载荷’而在TrF2上的载荷较小或可忽略。相反’
变量1’3在TrF2上有大载荷’而在TrFl上的载荷却是可以忽略。因此,我们有理由称
TrFl为营养因子’TrF2为滋味因子。旋转的效果—目了然。
计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

r＝［10·020·960。420.01;0·0210·130.710.85′0.960.1310.50.11

0·420·710·510·79′0.010.850.110.791］′

［vec1′v己1′ra仁e］≡pcac◎v（r）
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f2=repmat(Bqrt (val}',size (vec2,1),1);
8构透全部因子的戴荷矩阵，见式（0.27）larmbda=vec2.*f2 一
选择两个主因子num=2;

【lambda2，t】=rotatefactors（lambda（;，1∶num）'method，'varimax'}告对载梅矩阵进行
旋转，其中 lambda2 为旋转载荷矩阵，t为变换的正交矩阵

例10.14 在一项关于消费者爱好的研究中，随机邀请一些顾客对某种新食品进行

评价，共有5项指标（变量1为味道，2为价格，3为风昧，4为适于快餐，5为能量补充），
均采用7级打分法，它们的相关系数矩阵

1 0.02 0.96 0.42 0.01
0.02 1 0.13 0.71 0.85

6. 87 .2 1s 81R=
0.01 0.85 0.11 0.79

从相关系数矩阵放可以看出，变量1和3，2和5各成一组，而变量4似乎更接近（2，5）
组，于是可以期望，因子模型可以取两个、至多三个公共因子。

R的前两个特征值为2.8531和1.8063，其余三个均小于1，这两个公共因子对样本
方差的黑计贡献率为0.9319.于是，选 m=2，因子载荷、贡献率和特殊方差的估计列
人表10.14中。

表10.14 因子分析表

特殊方差旋转因子截荷估计变量因子载荷估计 共同度 （未旋转）rP曾 rT",F。
华登景0.0198 0.9895 0.979s0.81610.599- 8.12110.8789-0.0713-0.5242 0.93740.m3、
0.03240.97590.97950.74799 0.12860.6453
0.10710.89290.4280-0.10496.9391 0.8425唯 0.06780.922-0.013?， -0.54320.792 0.9654

1.80632.8531[特征值
累积负献 0.93190.5706

因为AA'+Cov（e>与R比较接近，所以从直观上，可以认为两个因子的模型给出了数
据较好的拟合。另一方面，五个共同度都比较大，表明这两个公共因子确实解释了每个变.
量方差的绝大部分。

很明显，变量2，4，5 在TF上有大毂荷，而在 TF，上的载荷较小或可忽略。相反，
变量1，3在 TF，上有大载荷，而在r"F上的载荷却是可以忽略。因此，我们有理由称
TF，为营养因子，rF，为滋味因子。旋转的效果一目了然。

计算的 Matlab程序如下;
clc,clear
r=[10.02 0.960.420.01;0.0210.130.710.85;0.960.1310.50.11
0.42 0.71 0.510.79;0.010.85 0.110.791];
[vec1,val,rate]=pcacov (r}
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f1≡rePm己亡（s土gn（sum（vec1）） ′s1ze（vec1′1） ′1）′

vec2＝vec1。＊f1′ 堵特征向量正负号转换

f2＝repm己仁（sqrt（v己1）′′s1ze（vec2′1）′1）》

己＝vec2.＊f2 老计算全部因子的载荷矩阵′见式（10.27）

num＝2′墙num为因子的个数

己1＝己（:′ ［1:num］） 嗜提出两个因子的载荷矩阵

亡ch己＝d1己g（工ˉ己1＊己10） 墙因子的特殊方差

g仁d1≡sum（己1.＾2′2） 墙求因子载荷矩阵己1的共同度

c◎n＝cumsum（r己仁e（1:num）） 墙求累积贡献率

［B′T］≡r◎亡己仁ef己c亡◎rs（己1′｜meth◎d0′｜v己mIn己x｀）啥B为旋转因子载荷矩阵′T为正交矩阵

g亡d2＝sum（B.＾2′2） 堵求因子载荷矩阵B的共同度

w＝［sum（a1.＾2） ′sum（B·＾2）］ 堵分别计算两个因子载荷矩阵对应的方差贡献

在因子分析中,人们-般关注的重点是估计因子模型的参数’即载荷矩阵’有时公共
因子的估计（即所谓因子得分）也是需要的’因子得分可以用于模型诊断’也可以作下-
步分析的原始数据。需要指出的是’因子得分的计算并不是通常意义下的参数估计’它是
对不可观测的随机变量F旗取值的估计。通常可以用加权最小二乘法和回归法来估计因
子得分°

1O·3·4因子得分

1·因子得分的概念

前面主要解决了用公共因子的线性组合来表示＿组观测变量的有关问题°如果要使
用这些因子做其他的研究’比如把得到的因子作为自变量来做回归分析’对样本进行分类
或评价’就需要对公共因子进行测度’即给出公共因子的值。

因子分析的数学模型为

｜ ｜ f ｜
原变量被表示为公共因子的线性组合’当载荷矩阵旋转之后’公共因子可以做出解

释’通常的情况下’我们还想反过来把公共因子表示为原变量的线性组合°
因子得分函数

F〉＝c／鸭lx!＋…哟X》,／＝1’2’…’′n’
可见’要求得每个因子的得分’必须求得分函数的系数’而由于p＞m’所以不能得到精确的
得分’只能通过估计°

2·巴特莱特因子得分（加权最小二乘法）
把X‘训d看作因变量’把因子载荷矩阵

｜ f｜
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f1=repmat (sign (8um (vec1)),size (vecl,1),1);
名特征向量正负号转换vec2 =vecl.* f1;

f2=repmat (3qrt (val}',size (vec2,1),1);
a=vec2. *f2 g计算全部因子的载荷矩阵，见式（10.27}
num=2;号 nu血为因子的个数
al =a(:,[1:num]} 名提出两个因子的戴荷矩阵

tchawdiag (r-al * a1') t因子的特殊方胜

 求因子载荷矩阵 a1的共同度gtal=8umal.^2,2)
;求累积贡献率con = Cumgum (rate (1:num)) 

【B，P】=rotatefactors（1，'method'，'varlmax'*B为旋转因子载荷矩阵，卫为正交矩阵

gtd2=sum(B."2,2) 8求因于嫩荷矩阵B的共间度
w=【sum（al.^2），sum{B，"2）1 告分别计算两个因子载荷矩阵对应的方差贡献
在因子分析中，人们一般关注的重点是估计因子模型的参数，即载荷矩阵.有时公共

因子的估计（即所谓因子得分）也是需要的，因子得分可以用于模型诊断，也可以作下一
步分析的原始数据。需要指出的是，因子得分的计算并不是通常意义下的参数估计，它是
对不可观测的随机变量F; 取值的估计。通常可以用加权最小二乘法和回归法来估计因
子得分。

10.3.4 因子得分

1.因子得分的概念

前面主要解决了用公共因子的线性组合来表示一组观测变量的有关问题。如果要使
用这些因子做其他的研究，比如把得到的因子作为自变量来做回归分析，对样本进行分类
或评价，就需要对公共因子进行测度，即给出公共因子的值。

因子分析的数学模型为

商阳点主主1用
厚。 C;.

原变量被表示为公共因子的线性组合，当载荷矩阵旋转之后，公共因子可以做出解
释，通常的情况下，我们还想反过来把公共因子表示为原变量的线性组合。

因子得分函数

Fy=C;+8;K ++β,X,,i=1,2⋯,m,
可见，要求得每个因子的得分，必须求得分函数的系数，而由于p>m，所以不能得到精确的
得分，只能通过估计。

2.巴特莱特因子得分（加权最小二乘法）
把X，-，看作因变量，把因子载荷矩阵

t8;1a]Cn( 2 ···"Br
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看成自变量的观测°

｜ 」
由于特殊因子的方差相异’所以用加权最小二乘法求得分’使

p

∑［（X』ˉ仙』）ˉ（α＂F1＋α《2F2＋…＋α婉F顾）］2／◎;’
i＝l

最小的F‖ ’F2,…,F砸是相应的因子得分。
用矩阵表达有

X7几＝AF＋e,

则要使

（x弘-AF）TDˉl（xˉ′L毫AF） （10.29）

达到最小’其中D＝diag｛◎↑’◎;’…’O;｝ ’使式（1O29）取得最小值的F是相应的因子

｝ ｛; 〕
因子得分函数

·加●
〃

●●●

’
∑

’
］ˉ

＝
·
〕’乙憾●●●＋

∑
Ⅺ胸』Ⅺ］冯

ˉ
～^

吗

由于

α0＝γ鹏＝E（X吗）＝E［X‘（问lXl哟X2＋…哟X》）］

哟γ…厂…』 ｜
因此’有

％

｜ ｜ ｜ ,j＝1’2’…’m.
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看成自变量的观测。
[X-p1=α,F +8ajF,+⋯+&F+e,,
X-H=α,F +82F,+⋯+α2。F。te:,

X,-H,=α,F1+&pF +⋯+aF_t6.
由于特殊因子的方差相异，所以用加权最小二乘法求得分，使

（X，-A）-（aF+a月+⋯a_月）】/o}，
最小的产，F，⋯，F.是相应的因子得分。

用矩阵表达有
X-=/AF+E,

则要使
(10.29)（X-μ-AF）D'（X-=-AF）

达到最小，其中D=diag{σ，o2，⋯，，σ，使式（10.29）取得最小值的F是相应的因子
得分。

计算得
p=(A'D-A)-'A'Dr'(X-a).

3.回归方法
下面简单介绍回归方法的思想。

不妨设

端
f 龄，1@:

乡乡
：： 略随。：昏.：

”C
因子得分函数

6;=βnX+AX+⋯β。X,j=1,2,⋯,m
由于

q=Y=E(XF)=E[X(βnX,+pX+⋯+8,X,)]

图吸⋯品言喜义“了喜“子子二
B

因此，有

需
Yu

了产自
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式中

「!｜‖ ‖
分别为原始变量的相关系数矩阵｀第／个因子得分函数的系数和载荷矩阵的第j列°

用矩阵表示’有

‖训Ⅵ
因此’因子得分的估计为

F＝（F0）酗×腮＝x0RˉlA’

式中:F,为第r个样本点对第j个因子F〉得分的估计值;xb为网×加的原始数据矩阵。

10·3·5因子分析的步骤及与主成分分析的对比

1.因子分析的步骤

（1）选择分析的变量°用定性分析和定量分析的方法选择变量’因子分析的前提条

件是观测变量间有较强的相关性’因为如果变量之间无相关性或相关性较小,它们之间就
不会有共享因子,所以原始变量间应该有较强的相关性°

（2）计算所选原始变量的相关系数矩阵。相关系数矩阵描述了原始变量之间的相关

关系°这可以帮助判断原始变量之间是否存在相关关系’这对因子分析是非常重要的,因
为如果所选变量之间无关系’作因子分析就是不恰当的°并且,相关系数矩阵是估计因子
结构的基础。

（3）提出公共因子°这＿步要确定因子求解的方法和因子的个数。需要根据研究者

的设计方案以及有关的经验或知识事先确定。因子个数的确定可以根据因子方差的大

小°只取方差大于1（或特征值大于1）的那些因子’因为方差小于1的因子其贡献可能很

小;按照因子的累计方差贡献率来确定’＿般认为要达到60％才能符合要求°

（4）因子旋转。有时提出的因子很难解释’需要通过坐标变换使每个原始变量在尽

可能少的因子之间有密切的关系’这样因子解的实际含义更容易解释’并为每个潜在因子
赋予有实际含义的名字。

（5）计算因子得分。求出各样本的因子得分,有了因子得分值’就可以在许多分析中

使用这些因子’例如以因子做聚类分析的变量’做回归分析中的回归因子。
2·主成分分析法与因子分析法数学模型的异同比较

1）相同点

在以下几方面是相同的:指标的标准化’相关系数矩阵及其特征值和特征向量’用累
计贡献率确定主成分、因子个数m’综合主成分的分析评价、综合因子的分析评价°
296

式中

需墨(4dY12Ya

分别为原始变量的相关系数矩阵、第j个因子得分函数的系数和载荷矩阵的第j列。
用矩阵表示，有

[βuβ2n  β

需际。吟
因此，因子得分的估计为

童=（F）=xR'4，
式中∶F为第;个样本点对第j个因子F;得分的估计值;X。为 n×m 的原始数据矩阵。

10.3.5 因子分析的步骤及与主成分分析的对比

1.因子分析的步骤
（1）选择分析的变量。用定性分析和定量分析的方法选择变量，因子分析的前提条

件是观测变量间有较强的相关性，因为如果变量之间无相关性或相关性较小，它们之间就

不会有共享因子，所以原始变量间应该有较强的相关性。
（2）计算所选原始变量的相关系数矩阵。相关系数矩阵描述了原始变量之间的相关

关系。这可以帮助判断原始变量之间是否存在相关关系，这对因子分析是非常重要的，因
为如果所选变量之间无关系，作因子分析就是不恰当的。并且，相关系数矩阵是估计因子
结构的基础。

（3）提出公共因子。这一步要确定因子求解的方法和因子的个数。需要根据研究者

的设计方案以及有关的经验或知识事先确定。因子个数的确定可以根据因子方差的大
小。只取方差大于1（或特征值大于1）的那些因子，因为方差小于1的因子其贡献可能很
小;按照因子的累计方差贡献率来确定，一般认为要达到 60??能符合要求。

（4）因子旋转。有时提出的因子很难解释，需要通过坐标变换使每个原始变量在尽
可能少的因子之间有密切的关系，这样因子解的实际含义更容易解释，并为每个潜在因子
赋予有实际含义的名字。

（5）计算因子得分。求出各样本的因子得分，有了因子得分值，就可以在许多分析中
使用这些因子，例如以因子做聚类分析的变量，做回归分析中的回归因子。

2.。主成分分析法与因子分析法数学模型的异同比较

1）相同点
在以下几方面是相同的;指标的标准化。相关系数矩阵及其特征值和特征向量，用累

计贡献率确定主成分、因子个数m，综合主成分的分析评价、综合因子的分析评价。
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2）不同点

不同之处见表10·15。

表10. 15主成分分析与因子分析法的不同点

因子分析的-种数学模型

芍≡h′lF｜＋啪F2＋…＋％F厕＋今’

／＝1’2’…’p

＾ ＾

因子载荷矩阵B＝（b『）…＝BC,B≡［｀／I了α!’√叮α2’

…’ ｀／】:7α顾］为初等因子载荷矩阵（入《’αi同左）’C为正交

旋转矩阵

BTB≠I（B为非正交阵）

将B的第／列绝对值大的对应变量归为F〉-类并由

此对F〉命名

相关系数厂x凸＝bj不是唯一的

协方差帅（肌）≡M厂｛↓（!二′

主成分分析数学模型

F《≡α!l鳃l＋αi2熊2＋…＋αp!腮p≡α′x’』＝1’2’…’加

A＝（α,〉p×m＝［αl’α2’…’〃厕］’№《＝M《’

R为相关系数矩阵’∧t’αj是相应的特征值和单位特

征向量’入1≥入2≥…≥∧p≥0

ATA＝I（A为正交矩阵）

用A的第t列绝对值大的对应变量对F!命名

入1 ’∧2’…’入＂』互不相同时’α『唯一

协方差c°｜（′』｀吗）ˉ儿M厂｛;冒』
s』＝兰6蔗为′』对x的贡献未必等于儿

片＝l

因子Fj是不可观测的

因子得分函数［Fl ’F2’…’F顾］＝xR-lB

∧t（特征值）为主成分F『的方差

主成分F〉是由x确定的

主成分函数［Fl ’F2’…’F顾］T＝ATx

m

∑喉＋°／＝哮＋α′＝1,哮称为共同度,of称为特
［＝l

殊方差

主成分′』中x的系数平方和兰°;｝＝l’无特殊因子
k＝l

■
■
■
●

β

Ⅲ
可
’
～
间

m

综合因子得分函数F＝霓（S〃）E’其中p＝
i＝l

『∏

∑入《
j＝1

″【

综合主成分函数F＝∑（人‘／p）F‘’其中p二
j＝l

10·3·6因子分析案例

1·我国上市公司赢利能力与资本结构的实证分析

已知上市公司的数据见表10.16°

表1O16上市公司数据

负忻

6呜

297

2）不同点
不同之处见表10.15。

表10.15 主成分分析与因子分析法的不同点

主成分分析数学模型 因子分析的一种数学模型

写=bqF+baFa+*bPF*6;，
F;=&g2*aa+⋯a年，=8}x，i=1，2，⋯，m

j=12⋯D
企川小。了“。。函：受芽门于善。 因子懒荷矩阵B=（bs）m=BC，B=【、A0Az的，
R为相关系数矩阵，▲，四;是相应的特征值和单位特 ⋯，√A。a.】为初等因子载荷矩阵（λ，4同左），C为正交

征向量，A，≥入z≥⋯≥入。≥0 旋转矩阵
ATA=I（A为正交矩泮） B部*7（B为非正交阵）

将B的第j列绝对值大的对应变量归为F，一类并由
用A 的第1列绝对值大的对应变量对F，命名

此对P 命名
相关系新★x*Fb不是唯一的A1，A，⋯，是。互不相同时，心唯一

喜尊皇少了少艺近青单皇子它了乡夕淀 yL,i≠,

s=点坛为胃，对z的贡献未必等于λ，A（特征值）为主成分F;的方盖

因子 F;是不可观测的主威分 F，是由x确定的
因子得分函败【F，，F，⋯，F】=xR'D主威分函数【F，F，⋯，，F_】T=ATF

三员*可}-母+σ产=1，悬称为共同度，可称为特c=71，无特殊因子主成分F 中=的系教平方和
殊方差

-（s/p）P，其中p=。飞岭宁量了2A 综合因子得分函败F-综合主成分函数p=

10.3.6 因子分析案例
1。我国上市公司赢利能力与资本结构的实证分析
已知上市公司的数据见表10.16。

上市公司数据表10.16

销售毛利率 *。资产净利率对 资产负债率 净资产收益率元销售净利率当公司
15.3554.898.737.3943.31歌华有线
29.6、44,2517.2912. 137.1五粮液
13.889.376.03 心21.1用友软件
14.887310 138.6229.5太太药业
25.4925.2211.838.4]断江阳光 ”

364415.41 10.0313.8617.6烟台万华
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（续）

资产负债率y

74. 12

9.85

26.73

50·19

21·59

44.74

23·27

40.68

37.19

56。58

公司

方正科技

红河光明

贵州茅台

中铁二局

红星发展

伊利股份

青岛海尔

湖北宜化

雅戈尔

福建南纸

试用因子分析法对上述企业进行综合评价。

1）对原始数据进行标准化处理

进行因子分析的指标变量有4个,分别为匆l,则2,卯3,卵4’共有16个评价对象,第j个评

价对象的第j个指标的取值为α『’j＝1,2’…’16;j＝1’2’3’…’4°将各指标值α『转换成标
准化指标值码,有

玛ˉ罕,间,2,训》问′2,M,
1 16

式中:冈＝亡页α州＝
16j＝l

标准差°

对应地’称

’即冯’↓为第j个指标的样本均值和样本

斗
’

］
’

∑
’

』ˉ
ˉ

·
」’

＿
叫
今

吗
一
ˉ

～
吗

为标准化指标变量°

2）计算相关系数矩阵R

相关系数矩阵R＝（厂0）4×4’有
l6

∑虱』 .玛

′,＝』≡6ˉl〃＝1,2,3’4’
式中:厂蓖＝1;r『＝肮’r旷为第t个指标与第j个指标的相关系数。

3）计算初等载荷矩阵

计算相关系数矩阵R的特征值入l≥…≥儿4≥0’及对应的特征向量皿l ’〃2,〃3’〃4’其
中吗＝［uv’u刁,u习,u勺］T’初等载荷矩阵

A!＝［｀／x丁皿! ’｀／Ⅱ＝″2’｀／万亏咖3,｀／冗m4］.
4）选择m（加≤4）个主因子

根据初等载荷矩阵’计算各个公共因子的贡献率’并选择m个主因子。对提取的因
298

（续》
销售毛利率素资产净利率对 净资产收益率对 安产负债率y公司 销售净利率对

9.964.222.73方正科技 74,1217.16
9.8556.266.095.4429且红河光明

82.2320.29 26.7312979.48贵州茅台
中铁二局 50.1913.049.354.643.99

2.65 1.13 2l.5950.5114.3红星发展
4、43伊利股份 29.014.36 4.747.3
S.4青岛海尔 23.2766.512.538.9

5.242.797.06湖北宣化 40.6819.79
雅戈尔 10.5319.82 37.1942.0418.55

2.72福建南纸 6.992997.26 56.58
试用因子分析法对上述企业进行综合评价。
1）对康始数据进行标准化处理

进行因子分析的指标变量有4个，分别为x，z，z，，共有16个评价对象，第i个评
价对象的第j个指标的取值为au，i=1，2，⋯，16j=1，2，3，⋯，4。将各指标值a，转换成标
准化指标值&;，有

马“ ,=12,⋯,16;j=1,2,3,4,，： “
节一长心式中∶正;=。岁产” （ag-两'，即瓦，为第j个指标的样本均值和样本16: I6～1

标准差。
对应地，称

心站=1,23.46 。
为标准化指标变量。

2）计算相关系数矩阵R

相关系数矩阵R=（rn）4，有

”砂16
1凸“”16- 1i,j =1,2,3,4,

式中∶ra=1;rv=7;r。为第i个指标与第j个指标的相关系数。
3）计算初等载荷矩阵

计算相关系数矩阵R的特征值入，≥⋯≥入，≥0，及对应的特征向量叫w2，吗5，。，其
中好;=【uy，"，4z，喜y】"，初等载荷矩阵

A=【√即，√Az时，Aj时，A#。】.
4）选择m（m≤4）个主因子
根据初等载荷矩阵，计算各个公共因子的贡献率，并选择 m 个主因子。对提取的因
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子载荷矩阵进行旋转’得到矩阵A2＝A｝厕）T（其中A｛腮）为Al
构造因子模型

｜糕

的前加列’T为正交矩阵）’

式中

旧｝‖乏｜A2≡

本例选取两个主因子’第—公共因子F1为销售利润因子’第二公共因子F2为资产收
益因子°利用Madab程序计算得到旋转后的因子贡献及贡献率见表10·17｀因子载荷阵

见表10.18。

表10·17贡献率数据 表10.18旋转因子分析表

因子 贡献｜贡献率 累计贡献率

44.49

指标

销售净利率

资产净利率

净资产收益率

销售毛利率

主因子2

0.0082

O·8854

0。9386

0·0494

1

2 86。17

5）计算因子得分’并迸行综合评价

用回归方法求单个因子得分函数

F｝＝冯』虱吟轧吟鬼胸鬼,j＝1’2.
记第t个样本点对第j个因子乃得分的估计值

F,＝冯lah吟巫2吟ab胸鳃’ j＝1’2’…’16;j＝1’2.
则有

饿｜ ≡R＿1A2’

且

F＝（F旷）l6×2＝x0R-lA2’

式中;xb＝（玛）16×4为原始数据的标准化数据矩阵;R为相关系数矩阵;A2为上一步骤中
得到的载荷矩阵°

计算得各个因子得分函数为

Fl＝0.506鬼＋0.1615晶ˉ0.1831毛＋0.5015轧’

F2＝ˉO045盂l＋0.5151鬼＋0.581廷ˉ0.0199魂.

299

子戴荷矩阵进行旋转，得到矩阵A，=A{T（其中A{）为A，的前m列，T为正交矩阵），
构造因子模型

龙，=anF+αμ2Fz++ayF，
对z=C2，F;+αpF2+·+tα2mF，
昭巾区例己比”十？位单。
环目乎予户白心十产，宁：

式中

忘心
本例选取两个主因子，第一公共因子F，为销售利润因子，第二公共因子F，为资产收

益因子。利用Matlab程序计算得到旋转后的因子贡献及贡献率见表 10.17、因子载荷阵

见表10.18。

表10.17 贡献率数据 表10.18 旋转因子分析表

因子 累计贷献率 主园于1指标受献率员献 主因于2
0.0082销售净剂率 0.893； 44.4944.491.7794 0.88540.372资产净利率
0.9986-0.2302净资产收益率2 1.673 86.1741.68 0.04990.892销督毛利率

5）计算因子得分，并进行综合评价
用回归方法求单个因子得分函数

f=β到+8高+6每甲，礼j=1，2.
记第i个样本点对第j个因子F;得分的估计值

?g=β氙+年，年+c，i=1，2⋯，16;j=1，2.
则有

吧？
且

=(F)ea=XR"'42,
式中;X，=（àa），为原始数据的标准化数据矩阵;R为相关系数矩阵;A，为上一步骤中

得到的载荷矩阵。

计算得各个因子得分函数为
F =0.506?.1615名，-0.1831窝+0.5015第，

F，=-0.045多+0.5151窝+0.581z-0.0199~.
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利用综合因子得分公式

44.49F1＋41.68F2
F＝

86. 17 ’

计算出16家上市公司赢利能力的综合得分见表10.19。

表10.19上市公司综合排名表

8

1.2477Ⅳ
＿
厌

1

972巴
2

0。 17:
■■■■■■■■■■■■■■■■■

羽友荆

F

公司

鹏
—
屈
—
屈
—
Ⅳ
—
恫

16

＝0·891

-1·2403

-1·2403

湖北宜化

-1°2509 -O88720。9313 ＝0。6094 ＝0.9859 -1.7266-O0351

-1. 10910。 15q斗 0。3468 O2639 -0°7q240.3166 -1。 1949

-1. 1091-0。0972 -0.2399 -O3412 -0。7637 -1。00490. 135

浙江阳光 伊利股份 方正科技 中铁二局 福建南纸青岛海尔 红河光明

通过相关分析’得出赢利能力F与资产负债率y之间的相关系数为ˉ0.6987’这表明

两者存在中度相关关系°因子分析法的回归方程为

F＝0.8290ˉ0.0268γ,

回归方程在显著性水平0.05的情况下’通过了假设检验。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝re己d∏l己仁r土x（0己n1U03上x仁!）′n＝s工ze（己′1）;

x＝己（:′ ［1:4］）′y＝己（:′5）》 嗜分别提出自变量x1…x4和因变量y的值

x＝zsc◎re（x）′ 啥数据标准化

r＝c◎rrc◎ef（x） 嗜求相关系数矩阵

［vec1′v己1′c◎n1］＝pc己c◎v（r） 嗜进行主成分分析的相关计算

f1＝repm己亡（s1gn（sum（vec1））′s土ze（vec1′1）′1）;

vec2＝vec1.＊f1′ 墙特征向量正负号转换

f2＝repm己t（sqr七（v己1）｜′s土ze（vec2′1）′1）′

己＝vec2.＊f2 啥求初等载荷矩阵

num＝工npu仁（｜请选择主因子的个数:‖）′ 老交互式选择主因子的个数

己m＝己（:′［1:nu∏l］）; 老提出num个主因子的载荷矩阵

［n∏′亡］＝r◎仁己仁ef己c亡◎rs（己m′｜me七h◎d｜′ ｜v己r工m己x｜ ） 老己m旋转变换′n∏为旋转后的载荷阵

b亡＝［bm′a（:′ ［nuIIl＋1:end］）］; 啥旋转后的载荷阵′前两个旋转′后面不旋转

c◎n2＝sum（b七.＾2） 嗜计算因子贡献

check＝［c◎n1′c◎n2｜仁um（c◎n2）＊100］ 嗜未旋转和旋转后的贡献率对照

r己℃e＝c◎n2（1:num）／白um（c◎n2） 堵计算因子贡献率

c◎ef＝土nv（r）＊℃m 老计算得分函数的系数

sc◎re≡x＊c◎ef 老计算各个因子的得分

300

1 2 3 4 5 6 7

0。0315 0·0025 0·9789 0·4558 ˉ0·0563 1.2791 1·5159

1·4691 1。4477 0·3959 0。8548 1·3577 -0·1564 ＝0。5814

0·7269 0·7016 0·6969 0。6488 0.6277 0.5847 0·5014

烟台万华 五粮液
＾
口茅州贵 红星发展 雅戈尔 太太药业 歌华有线

利用综合因子得分公式

44.49F1+41.68F。
铲 86.17

计算出16家上市公司赢利能力的综合得分见表10.19。

表10.19 上市公司综合排名表
8632排名 4 、 ?

即 1.24771.51591.2790.0315 -0.05630.4580.97890.0025s
-0.979雪 1.3570.3959 -0.5814-0.15640.85481.44771.4691” 0.1735s0.50140.38470.627?0.69690.70160.7269 0.6488
用友教件歇华有线雅戈尔公司 贵州茅台五粮液烟台万华 太太药业红星发展

操名 1412 1610 15问11D。 -0.891-0.8872-1.2509-1.7266-0.9590.9313-0.0351 0.694
-1.2403P2 8.2690.3166 -110910.3468 -0.74240.1544-1.1949
-1.2403-1.1091-1.00490.135 -0.76370.342-0.2399P -0.092
湖北童化公司 福建南纸中铁二局方正科技伊利股份渐江阳光红河光明青岛海尔

通过相关分析，得出豪利能力F与资产负债率y之间的相关系数为-0.6987，这表明
两者存在中度相关关系。因子分析法的回归方程为

F=0.8290-0.0268y,
回归方程在显著性水平0.05 的情况下，通过了假设检验。

计算的Matlab程序如下;

clc,clear
a = readmatrix（anli10_3上xt'）;n=size （，1};

8分别提出自变量 x.⋯x4和因变量y的值x=a{;,[L;4]};y=a{:。5);

8数据标准化x= z9Core (x);
8求相关系数矩阵r=corrcoef (x)
8进行主成分分析的相关计算[vecl,val,con1]=pcacov{r)

f1=repmat(sign (zumfvecl)),size(vecl,1),1);
vec2=vec1.*fl; 8特征肉量正负号转换

f2=repmat {srt{val)',size(vec2,1),1);
a=vec2,* f2 名求初等载荷矩阵

num=input《请选择主因子的个敷!）;交互式选择主因子的个数

am=a(:,[[:num]); 号提出 num 个主因子的载荷矩阵

【bam，t】=zotatefactor8{am，method'，'varimax'） $am旋转变换，bm为旋转后的载膂阵
号旋转后的载荷阵，前两个旋转，后面不旋转bt= [bm,a(:, [num+1:end])J;
计算因子贡献con2=8um(bDt.^2)

check= 【con1，ccn2'/包um（con2）*100】 $未旋转和旋转后的贡献率对照

8计算因子贡献率rate= con2 (1:num)/aum (con2)
告计算得分函数的系数coef=inv(r)* k

score=x* coef 计算各个因子的得分
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wejgh仁＝r己te／白um（r己仁e） 哈计算得分的权重

Tsc◎re＝sc◎re＊we1gh仁｜ 堵对各因子的得分进行加权求和′即求各企业综合得分

［STsc◎工e′土nd］＝s◎r仁（Tsc◎re／descend｜） 老对企业进行排序

d土sp1己y＝［sc◎re（土nd′ :）‖′STsc○re‖′1nd｜］ 啥显示排序结果

［cc◎ef′p］＝c◎rrc◎ef（［Tsc◎re′y］） 老计算F与资产负债的相关系数

［d′d亡′e′e亡′s仁己七s］＝工egress（Tsc◎re′ ［◎nes（n′1） ′y］）′ 老计算F与资产负债的方程

d′s仁己仁s 嗜显示回归系数′和相关统计量的值

2.生育率的影晌因素分析

生育率受社会、经济、文化｀计划生育政策等很多因素影响’但这些因素对生育率的影

响并不是完全独立的’而是交织在＿起,如果直接用选定的变量对生育率进行多元回归分

析’最终结果往往只能保留两三个变量’其他变量的信息就损失了。因此’考虑用因子分

析的方法’找出变量间的数据结构’在信息损失最少的情况下用新生成的因子对生育率进

行分析°

选择的变量有多子率｀综合节育率、初中以上文化程度比例、城镇人口比例、人均国民

收人。表10。20是1990年中国30个省（自治区、直辖市）的数据°

表10.20生育率有关数据

城镇人口比例／％

73.08

68。65

19。08

27.68

36。 l2

50·86

42。65

47. l7

66·23

21·24

32.81

17.9

21.36

20.4

27.34

15·52

28.9l

18.23

36.77

初中以上文化程度比例／％
0■■■■■■■■■■

64.51

人均国民收人／元多子率／％

0·94

2·58

13.46

12.46

8。94

2.8

8·91

8.82

0°8

5.94

2·6

7。07

14。44

15·24

3. 16

9。04

12.02

11· 15

22.46

综合节育率／％

357789。89

298155.4l92.32

114838.290·71

ll2445。 l290.04

108041.8390.46

201l50.6490· 17

138346.3291·43

162847。3390。78

482262·3691·47

l69640·8590.31

l71735. 14
■■■■■■■■■■■■■■■■

29·51

92.42

933
—

1313

87.97

29·04

31·05

37.85

88·71

94389.43

137290.21

88039.71
＿

38.76

88.76

124887。28

97636.3389. 13

l84538.3887.72
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g计算得分的权重weight =rate/um (rate)
score=SCore * weight' 号对各因予的得分进行加权求和，即求各企业综合得分
【STscore，ind】=sort （'Tscore，'descend'} 号对企业进行排序
display= 【score（ind，∶}';STscore';ind】鬼墨示排序结果

【ccoef，D】=corrcoef（【Tacore，yl） 龟计算F与资产负债的相关系敷
【d，d，e，et，stats】=regzess （Tscore，【ones 细，1），y）;号计算F与资产负债的方程

d,st-atB 8 显示回归系数，和相关统计量的值

2.生商率的影响因案分析

生育率受社会、经济、文化、计划生育政策等很多因素影响.但这些因素对生育率的影

响并不是完全独立的，而是交织在一起，如果直接用选定的变量对生育率进行多元回归分
析，最终结果往往只能保留两三个变量，其他变量的信息就损失了。因此，考虑用因子分

析的方法，找出变量间的数据结构，在信息损失最少的情况下用新生成的因子对生育率进
行分析。

选择的变量有多子率、综合节育率、初中以上文化程度比例、城镇人口比例、人均国民
收人。表10.20是1990年中国30个省（自治区、直辖市）的数据。

表10.20 生育率有关数据

人均国民收入/元多于率/% 城黑人口比例/%初中以上文化程度比例/%练合节育率/%
73.08室台0.94 357789.89
68.65298155.492.322.38
19.0838.290.71 11483.46
27.68112445.1290.04经.4
36.1290.45 10808.9 41.83
50.86201190.1728 50.64
4.65138391.43 46328.91
47.1747.3390.78 l628882
6.234862360.8 91.4
21、24169%640.良S5.9 90.31
32.817735.42.6 经
17.929.51 933B.977.07
2L.36131329.044.44 88.7L
20.494331.0515.24 89.43

1372 27.3437.853.6 9.21
15.528039.788.769.04
28.91124312.0 387687.28
18.239636.3389.131n.15

1845 36.T738.38图记24
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（续）

综合节育率／％ 城镇人口比例／％

15。 1

24。05

20。25

19.93

14.72

12。59

21·49

22·04

27·35

25·82

3L91

多子率／％

24·34

33。21

4·78

21。56

14·09

32.31

11.18

13·8

25·34

20。84

39.6

初中以上文化程度比例／％ 人均国民收人／元

84.86 31·07 798

83·79 39。44 1193

31.26 90390.57

22。38 65486

21·49 95680·86

87·6 7。7 865

41。01 93089·71

29·6986·33 938

81.56 31·3 1100

34。5981.45 1024

649 38°47 1374

计算得到特征值与各因子的贡献见表10.21。

表10.21特征值与各因子的贡献

1。2145 0。2516

0ˉ2429 0。0503 O0368

0.8927 0。9799

我们选择两个主因子。因子载荷等估计见表10.22°

表10.22 因子分析表
＿

共同度

］
ˉ
∑
ˉ
〕
＝
斗
ˉ
§

0。8845

0。911纠

0。8598

）.8779

）ˉ9qO1

—

在这个例子中得到了两个因子’第一个因子是社会经济发展水平因子’第二个因子是

计划生育因子°有了因子得分值后,就可以利用因子为变量’进行其他的统计分析。
计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′d1≡re己dm己仁r土x（!己n1j10」·tx仁｜）′

d2＝zsc◎re（d1）; 啥数据标准化

r＝c◎v（d2）; 老求标准化数据的协方差阵′即求相关系数矩阵

［vec1′v己1′c◎n］＝pc己c◎v（r） 堵进行主成分分析的相关计算
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因子载荷估计

F l Fb

旋转因子载荷估计

TTF1 TTF2

旋转后得分函数

因子1 因子2

ˉ0.7606 0.5532 ＝0.3532 0·8716 0·0421 0.5104

0·5690 ＝0·7666 0·0777 ＝0·9515 ＝0.185 -0.6284

0·8918 0·2537 0.8912 ˉ0·2561 0。3434 0·0322

0·8707 0。3462 0.9221 ＝0.1664 0·3781 0d1003

0·8908 0·3696 0·9515 ＝0·1571 0·3936 0· 1134

3.2492 1.2145
0

■

2·6806 1.7831

入簿
多子率/% 综合节育率/% 城镇人口比银/%人均国民收入元初中以上文化程度比例/%

15.131.07 79884.8624.34
24.0519383,7933.21 39.44

4.78 20.2531.25 90390.37
19.922.3821.56 86 654
4.721.49 95680.8614.09
1.98687.63.31 .7
21.494.0189.711.18 930

29686.313.8 22.04938
35.3 2.3510081.525.34

25.834.920.84 “径81.45
31.9139.6 3.4764.9 1374

计算得到特征值与各因子的贡献见表10.21。

表 10.21 特征值与各因子的贡献

1.2145特征值 0.100.184?0.25163.2492
贡献率 0.0201D.软530.0os03.24290.6498 “”.9799094316.89270.6498累积责献率

我们选择两个主因子。因子载荷等估计见表10.22。

表10.22 因子分析表

变量 因子载荷估计 旋转后得分函数旋转因子载荷估计
共同度响、 TP,T'FF; 因子1 因于2

-0.7606 0.8716 0.042l-0.35320.5532 0.8450.5104，。e 0.3690 -0.66 -0.1850.077 o.9114-0.6284-0.9515
0.2570.8918 -0.25610.8912 o.890.020.34343

4 .8707 -0.1664 a.87r90.922i0.3462 0.10030.3781
5 0.8908 0.3696 0.93010.1134-0.15710.9515 0.3936

可解释方差 2.6806 1.78311.21453.2492

在这个例子中得到了两个因子，第一个因子是社会经济发展水平因子，第二个因子是
计划生育因子。有了因子得分值后，就可以利用因子为变量，进行其他的统计分析。

计算的 Matlab程序如下∶
clc,clear,dl*readmatrix('anli10_4,txt');
d2=zsCore (d1); 8 敷据标准化
r=coy (2); 名求标准化数据的协方差阵，即求相关系数矩阵

[vec1,val,con]=pcacov(r) 进行主成分分析的相关计算
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f1＝repm己仁（s土gn（sum（vec1））′s1ze（vec1′1）′1）》

vec2＝vec1· ＊f1′ 8特征向量正负号转换

f2＝repma亡（sαrt（v己1）｜′s土ze（vec2′1） ′1）;

老求初等载荷矩阵己＝vec2.＊f2

num＝工npu仁（｜请选择主因子的个数:｜）; 老交互式选择主因子的个数

嗜提出num个主因子的载荷矩阵己∏l＝己（:′ ［1:nu∏l］）′

［b′t］≡r◎七己七ef己c七◎rs（己m′｜me℃h◎d｜′ 0v己r土m己x｀） 哈旋转变换′］o为旋转后的载荷阵

洁旋转后全部因子的载荷矩阵bt＝［b′己（:′［num＋1:end］）］》

degree≡sum（b.＾2′2） 墙计算共同度

c◎ntr＝sum（ht.＾2） 哈计算因子贡献

r己七e＝c◎n亡r（1:num）／sum（c◎n℃r） 墙计算因子贡献率

c◎ef＝jnv（r）＊b 哈计算得分函数的系数

可以直接使用factoran进行因子分析’该命令使用的是最大似然估计法求因子载荷

矩阵’该命令要求主因子的个数要远远小于变量的个数’计算结果与其他方法差异较大’

其他方法的计算结果和统计软件spss计算结果是-样的。

最大似然法的计算结果见表10.23。

表10.23最大似然法的因子分析表

因子载行估计

F F】 F22

-031 -09481 0995 4 08706 01929

0I258 07568 05885 5 09718 01592

可解释方差08222 03022 07674 24903 1625q

共同度

●刁←

变量
共同度

0。7951
—

0·9697

】
＝
∑
＝
］

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己工′d＝re己dm己七nx（!己n1土104.亡x亡｜）;

num＝1npu七（｜请选择主因子的个数:‖）′ 老交互式选择主因子的个数

［1a∏d°d己′Ps1′T′s七己亡s′F］＝f己c亡◎r己n（d′num′ ｜ r◎亡a仁e｜ ′ ）v己r1max! ′ ｜ sc◎res｜ ′

｜regress1◎n｜） 哈L己m］od己返回的是因子载荷矩阵′psj返回的是特殊方差′T返回的是旋转正交矩
阵′S亡己℃S返回的是一些统计量′F返回的是因子得分矩阵

g仁d≡1ˉpsj 培计算共同度

c◎n℃r＝sum（1己mhd己.＾2） 堵计算可解释方差

ⅢO.4判别分析

判别分析（DiscmminantAnalysis）是根据所研究的个体的观测指标来推断该个体所属
类型的-种统计方法’在自然科学和社会科学的研究中经常会碰到这种统计问题°例如,
在地质找矿中要根据某异常点的地质结构、化探和物探的各项指标来判断该异常点属于

哪一种矿化类型;医生要根据某人的各项化验指标的结果来判断属于什么病症;调查某地
区的±地生产率｀劳动生产率、人均收人｀费用水平、农村工业比例等指标;确定该地区属
于哪-种经济类型地区等°该方法起源于1921年Pearson的种族相似系数法’1936年
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f1=repmat (sigm {aum (vecl)),size (vec1,1),1);
8特征向量正负号转换Vec2=vec1.* f1;

f2=repwat (egrt fval)',gize (vec2,1),1);
8求初等载荷矩阵a=vec2,* f2
皂交互式选择主因于的个数num=input{请选择主因子的个敏∶';
提出 num个主因子的载荷矩阵am=a(:,[1 :numJ);

【b，t】=zotatefactore （am，'method'，'varimax'） 名旋转变换，b为旋转后的戴荷阵
bt=[b,a(:,[num+1:end])]; 舍旋转后全部因子的载荷矩阵

计算共间度degree=sum (b. "2,2)

8计算因子贡敞contr=sum (bt. "2)
8计算因子贡献率rate = contr (1 :num)/sum [contz)
8计算得分面数的系数coef =inv ()* b

可以直接使用 factoran 进行因子分析，该命令使用的是最大似然估计法求因子载荷
矩阵，该命令要求主因子的个数要远远小于变量的个数，计算结果与其他方法差异较大，

其他方法的计算结果和统计软件 spss 计算结果是一样的。
最大似然法的计算结果见表10.23。

表 10.23 最大似然法的因子分析表
变量变置 因子戴荷估计因于囊荷估计

共同度共同度 f,问 FFh
4-0.31- 0.79510.87060.995 0.1929-0.9481 ， 0.96970.585e 0.75680.1258 0.15920.918

了 1.62542.4903可都释方整0.761740.30220.8222

计算的 Maulab程序如下;

clG,clear,d=readmatrix(anli10_4.Ext');
8交互式选择主因子的个数num=inpout （请选择主因子的个数∶'）;

[lambda, psi,T,stats,F]=factoran(d, num,'rotate','varimax','scores',
'regressionl） Lambda返回的是因子载荷矩阵，psi返回的是特殊方差，T返园的是旋转正交矩
阵，gtats 返回的是一些统计量，P返回的是因子得分矩阵

8计算共同度gtd=1-DEi
名计算可解释方差contr= Bum(lambda."2)

10.4 判 别 分析

判别分析（Discoriminant Analyais）是根据所研究的个体的观测指标来推断该个体所属
类型的一种统计方法，在自然科学和社会科学的研究中经常会碰到这种统计问题。例如，
在地质找矿中要根据某异常点的地质结构、化探和物探的各项指标来判断该异常点属于
哪一种矿化类型;医生要根据某人的各项化验指标的结果来判断属于什么病症;调查某地
区的土地生产率、劳动生产率、人均收人、费用水平、农村工业比例等指标，确定该地区属
于哪一种经济类型地区等。该方法起源于 1921 年 Pearson 的种族相似系数法，1936年
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Fisher提出线性判别函数’并形成把一个样本归类到两个总体之-的判别法。

判别问题用统计的语言来表达’就是已有q个总体Xl ’X2’…’X9’它们的分布函数分
别为Fl（x）’F2（x）’…’F9（x）’每个F‘（x）都是p维函数。对于给定的样本x’要判断它来
自哪一个总体。当然’应该要求判别准则在某种意义下是最优的’如错判的概率最小或错

判的损失最小等。下面仅介绍最基本的几种判别方法,即距离判别、Bayes判别和Fisher

判别。

10.4·1距离判另‖

距离判别是简单、直观的一种判别方法’该方法适用于连续型随机变量的判别类,对

变量的概率分布没有什么限制°

1·Mahalanobis距离的概念

通常定义的距离是欧几里得距离°但在统计分析与计算中’欧几里得距离就不适用

了。如图10.7所示’为简单起见’考虑＿维p＝1的情况。设X～Ⅳ（0’1）’Y～Ⅳ（4’22）.

从图10.7来看,A点距X的均值仙］＝0较近’距Y的均值队2＝4较远°但从概率角度来分

析问题’情况并非如此。经计算’A点的鳃值为1.66’也就是说’A点距〃l＝0是1.66◎l’

而A点距仙2＝4却只有1.17o。2’因此’应该认为A点距〃2更近。

一

0·4

035

0.3

0.25

0.2

0。15

0.1

0.05

0巴
ˉ4 -2 ∑

〃』

β
〃

·］ββ
〗

啡
〃

图10.7不同均值、方差的正态分布

定义10·1设x’y是从均值为〃’协方差为∑的总体A中抽取的样本’则总体A内

两点X与y的Mahalanobis距离（简称马氏距离）定义为

d（x’y）＝√（王刁丁酉可了王刁丁’
定义样本x与总体A的马氏距离为

α（x’A）＝√『王硕丁了酉二『『万项丁.
2.距离判别的判别准则和判别函数

在这里讨论两个总体的距离判别,分协方差相同和协方差不同两种情况进行讨论。

设总体A和B的均值向量分别为〃l和〃2’协方差阵分别为∑｜和∑2’今给-个样本
x’要判断x来自哪-个总体。

首先考虑协方差相同’即

〃!＝′β2’∑l＝∑2＝∑。

要判断X来自哪一个总体’需要计算X到总体A和BMahalanobis距离d（X’A）和
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Fisher 提出线性判别函数，并形成把一个样本归类到两个总体之一的判别法。
判别问题用统计的语言来表达，就是已有q个总体X，X，。，⋯，X。，它们的分布函数分

别为F（x），F，（x），⋯，F。（x），每个F（x）都是p维函数。对于给定的样本r，要判断它来
自哪一个总体。当然，，应该要求判别准则在某种意义下是最优的，如错判的概率最小或错

判的损失最小等。下面仅介绍最基本的几种判别方法，即距离判别、Bayes 判别和Fisher
判别。

10.4.1 距离判别

距离判别是简单、直观的一种判别方法，该方法适用于连续型随机变量的判别类，对
变量的概率分布没有什么限制。

1. MahalanDobls 距离的概念

通常定义的距离是欧几里得距离高。但在统计分析与计算中，欧几里得距离就不适用

了。如图10.7所示，为简单起见，考虑一维p=1 的情况。设X~N（0，1），Y~N（4，2'）。
从图10.7来看，A点距X的均值出，=0较近，距Y的均值幽=4较远。但从概率角度来分

析问题，情况并非如此。经计算，A点的x值为1.66，也就是说，A点距μ=0是1.66σu，
而A点距μ=4却只有1.17o2，因此，应该认为A点距μ，更近。

0.4
0390.3
0.25
0.2
宁生o.
0.0s

平q 纠 10够旷两

图10.7 不同均值、方益的正态分布

定义10.1 设x，"是从均值为μ，协方差为》的总体A中抽取的样本，则总体A内
两点x与y的 Mahalanobis 距离（简称马氏距离）定义为

d(x,y)=√(x-y)Tx-p),
定义样本x与总体A的马氏距离为

d（x，A）=√（x-）E（x事）.
2 距离判别的判别准则和判别函数

在这里讨论两个总体的距离判别，分协方差相同和协方差不同两种情况进行讨论。
设总体A和B的均值向量分别为μ，和μ，协方差阵分别为E，和Z，，今给一个样本

x，要判断x来自哪一个总体。
首先考虑协方差相同，即

队，，2，=互，=E.
要判断x来自哪一个总体，需要计算x到总体A和B Mahalanobis 距离d（x，，A）和
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d（x’B）’然后进行比较,若d（x,A）≤d（x’B）’则判定x属于A;否则判定x来自B。由此

得到如下判别准则:

“霍｛撇谰筋｛,
现在弓｜进判别函数的表达式’考察d2（x,A）与Ⅲ2（x’B）之间的关系’有

d2（x’B）一〃2（x’A）＝（x训2）T∑ˉl（xγ2）ˉ（x训!）T∑ˉ!（x训l）

＝2（x预）r∑ˉl（〃l训2）,

式中狈三巴笋。
令

测（x）＝（xˉ江）T∑ˉl（肌l私2）’ （10.30）

称＂（x）为两总体距离的判别函数’因此判别准则变为

Ⅸ筐｛就｝副,
在实际计算中’总体的均值与协方差阵是未知的’因此总体的均值与协方差需要用样

本的均值与协方差来代替’设x｛l） ’x』l） ’…,x｛｜）是来自总体A的n!个样本点’x｝2）’xl2）’…’

x｛:）是来自总体B的″2个样本点’则样本的均值与协方差为

〃』二贰〕二上兰哗） ’‘＝l,2′ （10。31）
∏t／＝l

2 nt

…2＿2』ˉ』 ′＝ ″1＋÷,＿2（s』十s』）,1 ∑∑（呼）ˉ冠:））（球）ˉ矛‘））『＝∑＝

（10.32）

式中
nj

S』＝∑（呼）ˉ敖））（X）‘）ˉ万‘））T’j＝1’2·
j＝l

对于待测样本x,其判别函数定义为

切（x）＝（x＝万）T∑ˉ!（元（』）-正（2））’

式中

一元（1）＋五（2）

x＝ 2 ,

其判别准则为

＂筐｛删芽》
再考虑协方差不同的情况’即

〃l≠′几2’∑l≠∑2’

对于样本x’在方差不同的情况下,判别函数为

测（x）＝（x弘2）T∑Il（x私2）＝（x拟l）T∑『l（x训l）.

与前面讨论的情况相同’在实际计算中总体的均值与协方差是未知的’同样需要用样
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d（x，B），然后进行比较，若甙（x，A）≤d（x，B），则判定x属于A;否则判定x来自B。由此
得到如下判别准则;

jA,(x,A)≤d(r,B),xeB,d(x,A)>d(x,B)-
现在引进判别函数的表达式，考察d（x，A）与d2（x，B）之间的关系，有

d（x，B）-d（x，A）=（x-T2）z'（x-μ2）-（x-μ，）E'（x-;）
=2（x-正）E-'（μ，2），

μ中式中E20
令

(10.30)w（x）=（x）2（μJ2），
称 w（x）为两总体距离的判别函数，因此判别准则变为

A,(z)≥0,xeB，如（x）<0.
在实际计算中，总体的均值与协方差阵是未知的，因此总体的均值与协方差需要用样

本的均值与协方差来代替，设x{，x2"，⋯，x'）是来自总体A的n，个样本点，x3，z2，，⋯，

x2）是来自总体B的 n2个样本点，则样本的均值与协方差为

中已岂”部苍下己 (0.31)
砖2j

1 人工；电己总飞‘岂丫便
旦十引‘“ +-2(8+S,),户1

(10.32)
式中

乡门心“岂义态‘岂丫“”“的
对于待测样本x，其判别函数定义为

创（x）=（x-z）"金1（z4-示{8），
式中

三"+星o2夕
其判别准则为

{A，矿（*》≥0，xe{\B，创（x）<0.
再考虑协方差不同的情况，即

μ ≠μ2，号×器2，
对于样本x，在方差不同的情况下，判别函数为

w（x）={X-4a）z2（x-#2）-（x-μ）z'（x=w）.
与前面讨论的情况相同，在实际计算中总体的均值与协方差是未知的，同样需要用样
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本的均值与协方差来代替°因此’对于待测样本x’判别函数定义为

切（x）＝（xˉ元（2））T∑5l（x-元（2））ˉ（x＝正（!））T∑『l（x-元（1））’
式中

重』二～上兰（球｜ˉ别）（哮＂＿厉们）,二急』,』≡｜,2几j＝1j＝1

1O·4.2Fisher判另‖

Fisher判别的基本思想是投影’即将表面上不易分类的数据通过投影到某个方向上’
使得投影类与类之间得以分离的-种判别方法°

仅考虑两总体的情况’设两个p维总体为Xl ’X2’且都有二阶矩存在°Fjsher的判

别思想是变换多元观测X到-元观测y’使得由总体X!’X2产生的y尽可能地分离
开来。

设在p维的情况下’x的线性组合γ＝αTx’其中α为p维实向量°设xl’吗的均值向

量分别为〃l’〃2（均为p维）’且有公共的协方差矩阵∑（∑＞0）°那么线性组合y＝αTx的
均值为

似y』＝E（y｜y＝αTx’x匡Xl〉＝α肛l ’

仪y2＝E（y｜γ≡αTx’x巨X2）＝α肛2’
其方差为

α;＝Var（γ）＝αT∑《!’
考虑比

（〃γ!ˉ私y2）2 ［αT（〃l弘2）］2 （αTD）2
（10.33）

叮; αT∑n αⅥ∑h ,

式中:6驯l私2为两总体均值向量差’根据Fisher的思想’要选择α使得式（10.33）达到
最大°

定理10.1 x为p维随机变量’设γ＝αTx,当选取α＝c∑＿l6’c≠0且为常数时’
式（10.33〉达到最大°

特别当c＝1时’线性函数

y＝αTx＝（〃］私2）T∑ˉlx

称为Fisher线性判别函数’令

Ⅸ≡÷（吟｜恤蝎）二÷（咖』咖2）二÷（〃叫2）坊ˉ｜（〃帆）
定理10.2利用上面的记号’取αT＝（〃l私2）T∑ˉl ’则有

仪yl＝K＞0,仙γ2-K＜0·
由定理10.2得到如下的Fisher判别规则:

｛董重‖羞筐二｝嫩｝喜｜爵,
定义判别函数
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本的均值与协方差来代替。因此，对于待测样本x，判别函数定义为

甸（x）=（x-z细）'会（x-量）-（x-="）2（x-">，
式中 ‘一”2=; 入飞；义；的丫年-.=1，2n)-

10.4.2 Fisher判别

Fisher 判别的基本思想是投影，即将表面上不易分类的数据通过投影到某个方向上，
使得投影类与类之间得以分离的一种判别方法。

仅考虑两总体的情况，设两个p维总体为X，，X，，且都有二阶矩存在。Fisher 的判
别思想是变换多元观测x到一元观测y，使得由总体X，X，产生的y尽可能地分离
开来。

设在p维的情况下，x的线性组合y=alx，其中a为p维实向量。设XX，的均值向
量分别为μ;μ4{均为p维），，且有公共的协方差矩阵写（写>0）。那么线性组合y=a'x 的
均值为

禹， =E（yly=a'x，xeX;）=alμ，

P=-E(yly=a'x,xeXA)=aw,
其方差为

o3=Var(y)=aZa,
考虑比

电食：佳下。产已”。 _(ar8)3, (10.33)“ n'2aa'Ea
式中;δ=μ，为两总体均值向量差，根据 Fisher的思想，要选择a使得式（10.33）达到
最大。

定理10.1 x为p维随机变量，设y=a'x，当选取a=c'δ，c≠0且为常数时，
式（（10.33）达到最大。

特别当c=1时，线性函数
y=a'x=(u-42)"2-'Er

称为 Fisher 线性判别函数，令

叫。享”量自下丫叫K=- 工食工谨响食蓝义：”“
定理10.2 利用上面的记号，取a'=（μμ2）'E1，则有

H，-K>0，μ-K<0.
由定理10.2得到如下的 Fisher 判别规则;

（xeX{，当x使得（然，"W。）"E'z≥K，
（xeX。当x使得（μ2）空'x<K

定义判别函数
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Ⅳ（眶）ˉ…）阶—K十ˉ÷（〃』栅）T∑』…）, αO纠）
则判别规则可改写成

｜至兰二糕＂｝二至,
当总体的参数未知时,用样本对〃l ’〃2及∑进行估计’注意到这里的Fisher判别与距

离判别-样不需要知道总体的分布类型’但两总体的均值向量必须有显著的差异才行,否

则判别无意义°

1O.4·3Bayes判另‖

Bayes判别和Bayes估计的思想方法是一样的’即假定对研究的对象已经有～定的认

识’这种认识常用先验概率来描述°当取得-个样本后’就可以用样本来修正已有的先验

概率分布’得出后验概率分布’再通过后验概率分布进行各种统计推断。

1·误判概率与误判损失

设有两个总体Xl和X2’根据某-个判别规则’将实际上为Xl的个体判为X2或者将

实际上为X2的个体判为X!的概率就是误判概率’-个好的判别规则应该使误判概率最

小°除此之外还有＿个误判损失问题或者说误判产生的花费（Cost）问题’如把Xl的个体

误判到L的损失比吗的个体误判到X!严重得多’则人们在作前一种判断时就要特别谨
慎。例如在药品检验中’把有毒的样品判为无毒的后果比把无毒样品判为有毒严重得多’

因此一个好的判别规则还必须使误判损失最小°

为了说明问题’仍以两个总体的情况来讨论·设所考虑的两个总体Xl与X2分别具

有密度函数乃（x）与龙（x）’其中x为p维向量。记D为x的所有可能观测值的全体’称它

为样本空间’Rl为根据我们的规则要判为X!的那些X的全体’而R2＝OˉRl是要判为X2
的那些X的全体。显然Rl与R2互斥完备。某样本实际是来自Xl ,但被判为X2的概
率为

P（2｜ l）≡P（x.R2 ｜X｜〉＝｜…｜／l（x）dx,
R2

来自X2’但被判为X!的概率为

p（l ｜2）二P（x.R! ｜X2）＝｜…｜／i（剪）血
Rl

类似地’来自Xl被判为Xl的概率’来自X2被判为X2的概率分别为

P（1 ｜ 1）＝P（xˉR｜ ｜X｜）＝｜…｜／l（x）枷,
Rl

P（2｜2）＝P（赃.R2 ｜X』）＝｜…｜／i（x）血
R2

又设Pl’P2分别表示总体Xl和X2的先验概率’且Pl＋P2＝1’于是

P（正确地判为Xl）≡P（来自X‖’被判为Xl）＝P（X巨Rl ｜Xl） .P（Xl）≡P（1 ｜ 1） .pl’

P（误判到Xl）＝P（来自X2’被判为Xl）＝P（x匡Rl ｜X2） ,P（X2）＝P（1 ｜2） ·p2。
类似地’有
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宇言亨已更化”食售己“宁水一 (10.34)少
则判别规则可改写成

（xeX，当x使得W（x）≥0，
lxeX，当x使得W（x）<0.

当总体的参数未知时，用样本对μ，μ，及进行估计，注意到这里的 Fisher 判别与距
离判别一样不需要知道总体的分布类型，但两总体的均值向量必须有显著的差异才行，否

则判别无意义。

10.4.3 Bayes 判别

Bayes 判别和 Bayes估计的思想方法是一样的，即假定对研究的对象已经有一定的认

识，这种认识常用先验概率来描述。当取得一个祥本后，就可以用样本来修正已有的先验
概率分布，得出后验概率分布，再通过后验概率分布进行各种统计推断。

1.误判概率与误判损失

设有两个总体X，和X2，根据某一个判别规则，将实际上为X的个体判为X，或者将
实际上为X。的个体判为X，的概率就是误判概率.一个好的判别规则应该使误判概率最

小。除此之外还有一个误判损失问题或者说误判产生的花费（Cost）问题，如把X 的个体
误判到X，的损失比X，的个体误判到 X，严重得多，则人们在作前一种判断时就要特别谨

慎。例如在药品检验中，把有毒的样品判为无毒的后果比把无毒样品判为有毒严重得多，
因此一个好的判别规则还必须使误判损失最小。

为了说明问题，仍以两个总体的情况来讨论。设所考虑的两个总体X，与X，分别具

有密度函数f（x）与f，（x），其中x为p维向量。记Ω为x的所有可能观测值的全体，称它
为样本空间，R，为根据我们的规则要判为X，的那些x的全体，而 R，=Ω-R，是要判为 X。
的那些x的全体。显然R，与R，互斥完备。某样本实际是来自X，但被判为 X，的概
率为

P(2|1)= P(xe R |x,)-=]⋯(x)dr,
奋

来自 X。，但被判为X，的概率为

P(1|2)=P(xe R,|x)=⋯ (x》dr.
类似地，来自Z，被判为 X的概率，来自X，被判为X，的概率分别为

P(11)=P(x E R,|x,)= ..(xz)dr,

P(2|2)=P(xeR,|x)=.(x)d.
又设p;P2分别表示总体X，和X，的先验概率，且p1+p，=1，于是

P（正确地判为X）=P（来自X，被判为X）=P（xeR;|X，）·P（X，）=P（1|1）·P，
P（误判到X）=P（来自X，被判为X）=P（xeR，|X）·P（Z）=P（1|2）·P2。

类似地，有
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P（正确地判为X2）＝P（2｜2） .P2’

P（误判到X2）＝P（2｜ 1） .p］.

设L（1 ｜2）表示来自X2误判为Xl弓｜起的损失’L（2｜ 1）表示来自X!误判为X2弓｜起

的损失’并规定L（1 ｜ 1）＝L（2｜2）≡0。

将上述的误判概率与误判损失结合起来’定义平均误判损失（ExpectedCostofMisˉ

classification’ECM）如下:

ECM（Rl ’R2）≡L（2｜ 1）P（2｜ 1）pl＋L（1 ｜2）P（1 ｜2）p2’ （10.35）

-个合理的判别规则应使ECM达到极小。

2·两总体的Bayes判别

由上面叙述,要选择样本空间D的＿个划分Rl和R2＝o-Rl使得平均损失

式（10.35）达到极小。

定理10·3极小化平均误判损失式（10.35）的区域Rl和R2为.

Ⅳ』≡｜腮粥≥揣鲁｝.
Ⅱ厂｛露器眯＋÷｝

注:当乙1王1＝L（l ｜2） ·丝时’即x为边界点’它可归人R! ’R2的任何一个’为了方便
／i（x） L（2｜ 1） ph

就将它归人Rl。

由上述定理’得到两总体的Bayes判别准则:

二二 ｜ ← αO”
应用此准则时仅需要计算:

（1）新样本点x0≡［“0l ’幻02’…’匆0p］T的密度函数比／l（x0）仍（x0）°
（2）损失比L（1 ｜2）／L（2｜ 1）。

（3）先验概率比p2／pl。

损失和先验概率以比值的形式出现是很重要的’因为确定两种损失的比值（或两总

体的先验概率的比值）往往比确定损失本身（或先验概率本身）来得容易°下面列举
式（10.36）的三种特殊情况。

（1）当p2／pl＝1时’有

仁二熏 α＂∩
（2）当L（1 ｜2）／L（2｜ 1）二1时’有
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P（正确地判为X2）= P（2|2）·P2，
P（误判到X2）=P（2|1）·p1·

设L（1|2）表示来自X误判为X;引起的损失，L（2|1）表示来自X，误判为X，引起

的损失，并规定L（1|1）=L（2|2）= 0。
将上述的误判概率与误判损失结合起来，定义平均误判损失（Eoscted Cost of Mig-

classification，ECM）如下∶

(10.35)ECM(R,R2)=L(2|1)P(2|1)p+L(1|2)P(1|2)p2,
一个合理的判别规则应使 ECM 达到极小。

2. 两总体的Bayes 判别
由上面叙述，要选择样本空间】2的一个划分 R，和 R2=Ω-R，使得平均损失

式（10.35）达到极小。
定理10.3 极小化平均误判损失式（10.35）的区域R 和R2为 .

f(n) P2),H(12)为“ 略乎系）比”一T1)'序飞
.f(=)M2).P)R=3 z2IiA(x) 业心

2） 基2.注∶当? 时，即x为边界点，它可归人R，R，的任何一个，为了方便1)L(2,(x) P1
就将它归人R1。

由上述定理，得到两总体的 Bayes 判别准则∶

(12).()下同少联斗溶造 .色(25·空” 曾” (10.36)
L(12),f(z)下日乎监溶兼 倍
E(21)JA(r) e

应用此准则时仅需要计算∶
（1）新样本点xo=【xa，x，，⋯，xo】T的密度函数比f（x。）/f（xo）。
（2）损失比L（1|2）/L（2|1）。
（3）先验概率比 p，/p1。
损失和先验概率以比值的形式出现是很重要的.因为确定两种损失的比值（或两总

体的先验概率的比值）往往比确定损失本身（或先验概率本身）来得容易。下面列举
式（10.36）的三种特殊情况。

（1）当p2/p-=1时，有

,F(r),L(I|2),rex，，当x使得∶ 字L(2T空” 1)
(10.37)(k)LAL2xex，当x使得' L(2 J1)(x)

（2）当L（1|2）/L（2|1）=1时，有
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二〔二 ／川Ⅲ
（3）当pl／P2＝L（1 ｜2）／L（2｜ 1）＝1时’有

二（二 αOⅧ
对于具体问题’如果先验概率或者其比值都难以确定’此时就利用规则式（10.37）;

同样’如误判损失或者其比值都是难以确定’此时就利用规则式（10.38）;如果上述两者
都难以确定则利用规则式（10.39）’这种情况是一种无可奈何的办法’当然判别也变得很

简单’若乃（X）≥／i（X）’则判X巨Xl ’否则判X巨X2。

将上述的两总体Bayes判别应用于正态总体X《～川（队’∑《）（j＝1’2）’分两种情况
讨论°

（1）∑!＝∑2＝∑’∑正定’此时X‘的密度为

贞（露）ˉ（加）机｜讣″.印［＿÷（哪』）凹ˉ｜（删』）｜ （川0）
定理10。4设总体X』≈／γp（从’∑）（j＝1’2）’其中∑正定’则使平均误判损失极小的

划分为

｜爱二｜二臃｝霸（｀ （10.41）

式中

Ⅳ（瞻）≡［疆—÷（…）］T∑』（〃!训, （川2）
L（1 ｜2） ·P2

（10.43）
β＝lnL（2｜ 1） .pl.

不难发现式（10.42）的Ⅳ（X）与Fisher判别和马氏距离判别的线性判别函数
式（10.34）、式（10.30）是一致的°判别规则也只是判别限不-样。

如果总体的〃!似2和∑未知’用式（10.31）和式（10.32）’算出总体样本咖l ’卢2和

∑’来代替〃l ’〃2和∑’得到的判别函数

W（x）≡［x＿÷（′i1碱掣）］,∑ˉ』（′i｜沁） （lO叫）
称为Anderson线性判别函数’判别的规则为

｜霍重‖鳃霹｝二羞, （川’）
式中:c由式（10.43）所决定°
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飞。PxEx，当x使得实岂”付 (10.38)
完岂。P2rex，当x使得五（x）Pr

（3）当p;/p，=L（1|2）/L（2|1）=1时，有。1,xex，，当x使得`岂” (10.39)
文也。rex， 当x使得∶ 61,(x)

对于具体问题，如果先验概率或者其比值都难以确定，此时就利用规则式（10.37）;

同样，如误判损失或者其比值都是难以确定，此时就利用规则式（10.38）;如果上述两者

都难以确定则利用规则式（10.39），这种惰况是一种无可奈何的办法，当然判别也变得很

简单，若f（x）≥f（x），则判xeX，，否则判xeX。
将上述的两总体 Bayes 判别应用于正态总体X，~N（μ;，二;）（i=1，2），分两种情况

讨论。
（1）E=多2=Z，三正定，此时X 的密度为

早心售了二f(*)=(2m)-1~'ep (10.40)

定理10.4 设总体X;~N（m，>）（i=1，2），其中罗正定，则使平均误判损失极小的
划分为

 |RB=|x:W(x)≥β}, (10.41)
R,={s:W(xz)<8,

式中
官言二”拿巳：史 (10.42)品

L(I|2)·P下与 (10.43)L(21)·p
不难发现式（10.42）的 W（x）与 Fieher判别和马氏距离判别的线性判别函数

式（10.34）、式（10.30）是一致的。判别规则也只是判别限不一样。
如果总体的色;业，和罗未知，用式（I0.31）和式（10.32），算出总体样本的p，感，和

三，来代替出，W2和二，得到的判别函数

更岂”了叫郎芪啊食“ (10,44)

称为 Anderson线性判别函数，判别的规则为
fxe工，，当x使得W（x）≥β， (10.45)
代xeX，，当x使得W（x）<8，

式中β由式（10.43）所决定。
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这里应该指出’总体参数用其估计来代替’所得到的规则’仅仅只是最优（在平均误

判损失达到极小的意义下）规则的一个估计’这时对于一个具体问题来讲’并没有把握说

所得到的规则能够使平均误判损失达到最小’但当样本的容量充分大时’估计′il ’座2’∑

分别和〃l ’〃2,∑很接近’因此有理由认为“样本”判别规则的性质会很好。

（2）∑l≠∑2（∑l’∑2正定）。由于误判损失极小化的划分依赖于密度函数之比／i（x）／

／h（x）或等价于它的对数ln［／i（x〉仍（x）］’把协方差矩阵不等的两个多元正态密度代人

这个比值后’包含｜∑《 ｜ l／2（j＝1’2）的因子不能消去,而且贞（x）的指数部分也不能组合成

简单表达式’因此’∑l≠∑2时’由定理10.3可得判别区域

｜量二｜哪阔（, （10.46）

式中

W（襄）＝豢,（∑『』∑i』）叶（〃闭』私瓣｜）豌, （10.47）

旧n臣呈｜;｝会）告h针÷（〃帅｜…,） （川Ⅻ
显然’判别函数Ⅳ（x）是关于x的二次函数’它比∑l＝∑2时的情况复杂得多。如果队’∑《
（t＝1’2）未知’仍可采用其估计来代替°

例10.15表10.24是某气象站预报有无春旱的实际资料’“l与匆2都是综合预报因
子（气象含义从略）’有春旱的是6个年份的资料’无春旱的是8个年份的资料’它们的先

验概率分别用6／14和8／14来估计’并设误判损失相等’试建立Anderson线性判别函数°

表10.24某气象站有无春旱的资料
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

8

21。4

序号

—
有
春
旱
无
春
旱

1·3＝

6·4097＝

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

由表10.24的数据计算’得

应!＝［25.3167’ ˉ2.4167］T,卢2＝［22.0250’ ˉ1.1875］T’

三ˉ［删,—删］,β＝h坠0川Ⅵpl

将上述计算结果代人Anderson线性判别函数’得

Ⅳ（x）＝Ⅳ（卯1’匆2）＝2.0893勿l＝3.3165财2＝55.4331.

判别限为0。288’将表10.23的数据代人W（x）’计算的结果填在表10.24中Ⅳ（“l’“2）相
应的栏目中’错判的只有一个’即春旱中的第4号,与历史资料的拟合率达93％。

计算的Matlab程序如下:
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1 2 3 4 5 6 7

匆
1

勿2

W（ 匆1 ’勿2 ）

24·8

～2。0

3·0156

24·1

＝2·4

2·8796

26·6

ˉ3·0

10·0929

23·5

ˉ1.9

ˉ0·0322

25.5

ˉ2。 1

4·8098

27·4

-3· 1

12·0961

卯
l

勿2

W（鳃1’“2）

22。1

～0.7

-6·9371

21.6

＝1·4

＝5°6602

22·0

＝0·8

-6。8144

22.8

＝1.6

＝2·4897

22.7

＝1.5

ˉ3·0303

21·5

＝1.0

＝7。1957

22。 1

＝1·2

-5·2788

这里应该指出，总体参数用其估计来代替，所得到的规则，仅仅只是最优（在平均误

判损失达到极小的意义下）规则的一个估计，这时对于一个具体问题来讲，并没有把握说

所得到的规则能够使平均误判损失达到最小，但当样本的容量充分大时，估计μ，运。，
分别和μ，μ，，罗很接近，因此有理由认为"样本"判别规则的性质会很好。

（2）Z≠Z，（E，，Z。正定）。由于误判损失极小化的划分依赖于密度函数之比f（x）/
f（x）或等价于它的对数ln【f（x）f，（x）】，把协方差矩阵不等的两个多元正态密度代入

这个比值后，包含|Z;|1"（i=1，2）的因子不能消去，而且f（x）的指数部分也不能组合成

简单表达式，因此，E≠E，时，由定理 10.3可得判别区域

R,={x:W(x)≥K, (10.46)R,={x:W(x)<K},
式中

(x)=1-V*'（E;-2）r+（μ2一中2'）x， (10.47)2
(L(112)2m) 12..1,听其 少食当亨式将百？ (10.48)E,2L(2|1)P)2

显然，判别函数 W（（x）是关于x的二次函数，它比互，=>。时的情况复杂得多。如果μ;写;
（i=1，2）未知，仍可采用其估计来代替。

例10.15 表10.24是某气象站预报有无春旱的实际资料，z，与x，都是综合预报因

子（气象含义从略》，有春旱的是6个年份的资料，无春旱的是8个年份的资料，它们的先
验概率分别用6/14和8/14来估计，并设误判损失相等，试建立 Anderson 线性判别函数。

表10.24 某气象站有无春罩的资料

序号 “ 83 6542 千

樱 23.526.624.8 27.425.5241多
普 -3.0-2.4 -3.1-2.12.0 -1.9等
气 Wx吗） 3.0156 10.09292879 12.09614.8098-00322
芜“ 旦 21 28 21.422.121.52.72.021.6
稀 -0.7 -1.3-1.2-1.0-1.5-0.81.4海2 一1.6

罗岁工已 -6.9371 -7.197 -6.4097-3.003-6.8144着 -5.288-5.6602 -2.4897

由表10.24的数据计算，得
=【25.3167，~2.4167】"或，=【22.0250，-1.1875】T，

心呐[1.0819 _-0.31097 20.287..8-5m!L-0.3109 0.1748 P
将上述计算结果代入Anderon 线性判别函数，得

W(x)=W(x,x2)=2.0893x,-3.3165z.-55.4331.

判别限为0.288，将表10.23的数据代人W（x），计算的结果填在表10.24中W（z，，z，）相
应的栏目中，错判的只有一个，即春旱中的第4号，与历史资料的拟合率达93??

计算的 Matlab程序如下∶
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c1c′c1e己r

己＝［24.8 24.1 26.623·5 25.527。4

一2.0ˉ2·4 -3·0 ＝1·9 ＝2.1 -3.1］『′

b＝［22.121.6 22.022.8 22.7 21.5 22.1 21.4

-0.7 -1.4 ＝0.8 ＝1.6 ＝1.5 -1·0 -1.2 ＝1.3］｜′

n1＝6;n2＝8′

Ⅲu1＝me己n（己）′mu2＝me己n（b） 哈计算两个总体样本的均值向量′注意得到的是行向量

s土g1＝c◎v（己）;s土g2＝c◎v（b）′ 哈计算两个总体样本的协方差矩阵

s土g≡（（n1ˉ1）＊s土g1＋（n2ˉ1）＊s土g2）／（n1＋n2ˉ2） 嗜计算两总体公共协方差阵的估计

be仁己＝1◎g（8／6）

sy∏lsx［1′2］ 嗜定义符号行向量［x1′x2］

wx＝（x-0.5＊ （mu1十mu2））＊土nv（s土g）＊（mu1ˉmu2）｀′ 皂构造判别函数

wx＝vp己（wx′6） 啥显示判别函数

己h己℃≡subs（wx′x′｛己（:′1）′己（:′2）｝）‖′ 哈计算总体1样本的判别函数值

bh己仁＝subs（wx′x′｛h（:′1） ′b（:′2）｝）‖′ 老计算总体2样本的判别函数值

己h己七≡vP己（己h己七′6）′］Oh己七＝vp己（bh己七′6） 老显示6位数字的符号数

s◎11≡（d◎ub1e（ah己仁）＞be亡己） ′ s◎12＝（d◎uh1e（bh己七）＜］oe七己） 皂回代′计算误判

回代结果是春旱中有一个样本点误判。

下面编写∑l≠∑2情形下的Matlab程序:

c1c′c1e己r

p1＝6／14′p2＝8／14;

己＝［24.8 24.1 26.6 23。5 25.5 27.4

-2·0 一2.4 ＝3.0 -1。9 ＝2.1 -3.1］）;

b＝［22.1 21。6 22.0 22·8 22·7 21.5 22·1 21.4

一0.7 一1·4 ＝0·8 ＝1.6 ˉ1.5 ˉ1。0 ˉ1.2 ˉ1。3］!;

n1＝6;n2＝8;

mu1＝me己n（己）′mu2＝me己n（b） 啥计算两个总体样本的均值向量′注意得到的是行向量

c○v1＝c◎v（a）′c◎v2＝c◎v（b）; 老计算两个总体样本的协方差矩阵

k＝1◎g（p2／p1）＋0.5＊1◎g（de亡（c◎v1）／de仁（c○v2））＋. · .

0.5＊（mu1＊1nv（c◎v1）＊mu1｜ˉmu2＊土nv（c◎v2）＊mu2｜） 哈计算K值

symsx［1′2］ 堵定义符号行向量［x1′x2］
wx＝-0.5＊x＊（jnv（c◎v1）ˉ土nv（c○v2））＊x. ｜＋（mu1＊土nv（c◎v1）＝mu2.＊1nv（c○v2））＊x. ‖;

墙化简判别函数wx≡s土mp1工fy（wx）;

wx＝vP己（wx′6）;

己h己七＝subs（wx′x′｛己（:′1）′己（:′2）｝）｜; 培计算总体1样本的判别函数值

hh己℃≡subs（wx′x′｛b（:′1）′b（:′2）｝）｜′ 老计算总体2样本的判别函数值

己h己仁＝vp己（己h己亡′6）′hh己℃≡vP己（bh己仁′6） 哈显示6位数字的符号数

s○11＝（d◎ub1e（己h己仁）＞≡k）′s◎12＝（d◎ub1e（bh己亡）＜k） 殆回代′计算误判

分类正确率为100％。

或者直接利用Matlab工具箱中的分类函数classify用其他方法进行分类’程序如下:

c1c′c1e己r

p1＝6／14′p2＝8／14;
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clc,clear
a= [24,824.1 26.623.5 25.527.4

-2.0-2,4 -3.0-1.9-2.1 -3.1]';

b=[22.121.6 22.022,8 22.7 21.5 22.1 21.4
-0、7 -1.4 -0.8 -1.6 ~1.5 -1.0 -1.2 -1.3]';
n1=6;m2=8

计算两个总体样本的均值向量，注意得到的是行向量mul=mean (a),mu2=mean (b)

含计算两个总体样本的协方差矩阵aig1=cov (a) ;sig2=cov (b);
8ig=（（n1-1）*sigl+（n2-1）*gig2）/（nl+n2-2） 计算两总体公共协方差阵的估计
bet主=log （8/6
syms×*[1,2]J 8定义符号行向量【x1，x2】

wx=（x-0.5*（mul+mu2））*inv（9ig）*（mu1-mu2）';8构造判别函数
 显示判别函数WX=Vpa (wx.6)

ahat=8ubs (wx,x,{a(:,1),a(;,21'; 号计算总体1样本的判别函数值

计算总体2样本的判别函数值bhat=subs (waX,x,[(:,1},b(:,2)}';
$显示6位数字的符号数ahat =vpa (ahat,6),bhatL =vpa (bhat,6)

sol1=（double（ahat）>beta），sol2=（double（bhat）<beta）名回代，计算误判
回代结果是春旱中有一个样本点误判。

下面编写罗，≠二。惰形下的 Matlab程序∶
cle,clear
p1=6/14:p2=8/14;
a=[24.8 24.1 26,6 23.5 25.5 27.4
-2.0 -2,4 -3.0 -1.9 "2.1 -3.1]';
b= [22.1 21.6 22.0 22.8 22.7 21.5 22.1 21.4
-0.7 -1.4 -0.8 -1.6 -1.5 -1.0 -1.2 -1.3]';

n1=6;n2=8;
号计算两个总体样本的均值向量，注意得到的是行向量mal=nean (a),mu2 =meain b)
8计算两个总体样本的协方差矩阵cov1=coV (a)cov2 =cov (b);

k=log ip2/p1)+0.5*log {det (cov1)/dat {cov2))+...
0.5*{mul*inv（cov1）*mu1'-mu2*inv（cov2）*mu2'） 等计算K值

鲁定义符号行向量【x1，x2】eyms x[1,2]
wx=-0.5*x*(inv(cov1)-inv(cov2))*x.'+(mul*inv(cov1)-mu2*inv(cov2))*x.';

号化简判别函数wx=Bimplify (wmx);
w2XEVpa (wx,6);

名计算总体1样本的判别函数值ahat=sub8 (t0x,x,{a(;,1),a(:,2)})';
8计算总体 2 样本的判别函数值bhat=eubs (wx,x,(b(:,1),b(:,2)J':
8显示 6位数字的符号数ahat=vpa (ahat,6),bhat. =vpa (bhat,6)

sol1*（double（ahat）>=k），sol2=（double （bhat）<k）  圆代，计算课判
分类正确率为 100??
或者直接利用 Matlab 工具箱中的分类函数 claseif用其他方法进行分类，程序如下;

clc,clear
p1=6/14:p2=8/14;
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己＝［24·8 24·1 26·6 23.5 25·5 27.4

一2.0 ＝2·4 ˉ3。0 ＝1。9 ＝2.1 -3·1］↑;

b＝［22·1 21.6 22.0 22·8 22.7 21·5 22.1 21·4

-0·7 ～1.4 ＝0·8 ＝1.6 ＝1·5 ＝1·0 -1.2 ＝1·3］′》

n1＝6′n2＝8′

tr己土n＝［a′b］′ 老七r己土n为已知样本

gr◎up＝［◎nes（n1′1）′2＊◎nes（n2′1）］′ 墙已知样本类别标识

pr工◎r＝［p1;P2］′ 嗜已知样本的先验概率

s己∏p1e＝亡r己土n;老sa∏胆1e一般为未知样本′这里是准备回代检验误判

［x1′y1］＝c1己ss证y（s己mp1e′仁r己土n′gr○up′｜1土ne己r｜′pr土◎r） 老线性分类

［x2′y2］＝c1己ss土fy（s己mp1e′七ra土n′gr◎up′‖qu己d工己七jc｜ ′pr1◎r） 堵二次分类

哈函数c1己ss1fy的第二个返回值为误判率

计算结果是’线性判别的误判率是7.14％’二次判别的误判率为0°

10·4·4应用举例

例10·16某种产品的生产厂家有12家’其中7家的产品受消费者欢迎’属于畅销

品’定义为1类;5家的产品不大受消费者欢迎’属于滞销品’定义为2类。将12家的产

品的式样’包装和耐久性进行了评估后’得分资料见表10.25°

表10.25 生产厂家的数据
—
归
—
〗
—
▲
—
日
＿

药
—
蹦
蹦

待判
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■

今有3家新的厂家’得分分别为［6’4’5］’［8’1’3］’［2’4’5］’试对3个新厂家进行

分类。

利用如下的Madab程序:

c1c′c1e己r

己＝［9 7 8 8 9 8 7 4 3 6 2 1 6 8 2

8 6 7 5 9 9 5 4 6 3 4 2 4 1 4

7 6 8 5 3 7 6 4 6 3 5 2 5 3 5］′

℃r己土n＝己（:′ ［1:12］）｜; 哈提出已知样本点数据′这里进行了矩阵转置

s己mp1e＝己（:′ ［13:end］）｜; 啥提出待判样本点数据

gr◎up≡［◎nes（7′1）;2＊◎nes（5′1）］′ 老已知样本的分类

［x1′Y1］＝c1己ss土fy（s己mp1e′七r己1n′gr◎up／mah己1己n◎b土s0）墙马氏距离分类

［x2′y2］＝c1己ss土fy（s己mp1e′tr己1n′gr◎up′｜1me己r｜） 老线性分类

［x3′y3］＝c1己ss迁y（s己∏p1e′七r己土n′gr◎up′｜qu己dr己七土c0） 啥二次分类

墙函数c1己ssjfy的第二个返回值为误判率

求得利用马氏距离、线性分类和二次分类方法都把厂家1’2分在第1类,厂家3分在

第2类。误判率都为0°
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

9 ／ 8 8 9 8 7 4 3 6 2 1 6 8

8 6 7 5 9 9 5 4 6 3 4 2 4 1

7 6 8 5 3 7 6 4 6 3 5 2 5 3

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 待判 待判

a=[24.8 24.1 26.6 23.5 25.5 27.4
-2.0 -2.4 -3.0-1.9 -2.1 -3,1]';

b=[22.1 21.622.0 22.822,7 21.5 22.1 21,4
-0.7 -1.4 -0.8-1.6 -1.5 -1.0-1.2 -1.3];

n1=6;n2=8;
train=[a;b]; 8 train为已知样本

g已知样本类别标识group=[ones (n1,1);2 * ones (n2,1)];

prior = [pl: p2]; 名已知样本的先验概率

semple=train;舍Bample一般为未知样本，这里是准备回代检验误判
【x1.y1】=classify （arple，train，group，'1inear'，prior）线性分类
【x2，y2】=classify（earple，train，group，'quadratic'，prior）鲁二次分类

8函数 cLas8ify 的第二个返回值为误判率

计算结果是，线性判别的误判率是 7.14??二次判别的误判率为0。

10.4.4 应用举例题

例10.16 某种产品的生产厂家有12家.其中7家的产品受消费者欢迎，属于畅销

品，定义为1类;5家的产品不大受消费者欢迎，属于滞销品，定义为2类。将12家的产
品的式样，包装和耐久性进行了评估后，得分资料见表10.25。

生产厂家的数据表10.25
日身8？6夕多e1厂家 n1 1513占 I？一弓区““ ”““” 2.工式样 e]似 ？ 化9”区 叫6 工el包装 4多4” ，鸣 ，龟6 了elf一l76l““ 36 l夕 e附久性 7

一乙~ 叫叫叫工工 一一-J类别 - 待判待判待判2
今有3家新的厂家，得分分别为【6，4，5】，【8，1，3】，【2，4，5】，试对3个新厂家进行

分类。
利用如下的 Matlab程序;

clc,clear
7 4 3 6 2 1 6 8 2= [9 7 8 8 9 8 7

86 7 2 年 1 4A

7 6 6 5 3 7 6 4 6 3 5 2 5 3 5];

train=a(:,[1:12])'; 3提出已知样本点数据，这里进行了矩阵转置

名提出待判样本点数据sample=a(:,[13 :end])';

group= 【ones {7，1）;2* ones （5，1）】;舍已知样本的分类
【x1Y1】=clas9ify（8ample，train，group，'mahalanobis'）。马氏距寓分类

）3线性分类[x2,y2]=classify (sample,train,group,'11near')
x3，y3】=claseify（gample，train，groug，'quadzatic'} 号二次分类
名函数 cla名名ify的第二个返回值为误判率

求得利用马氏距离、线性分类和二次分类方法都把厂家1，2分在第1类，厂家3分在
第2类。误判率都为0。
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1O·S典型相关分析

10.5.1典型相关分析（CanonicalCorrelatioI1AI1alysis）的墓本思想

通常情况下’为了研究两组变量

［勿l ’匆2’…’鳃′］’［γl ’y2’…’γ9］
的相关关系’可以用最原始的方法’分别计算两组变量之间的全部相关系数’一共有pq个

简单相关系数,这样既烦琐又不能抓住问题的本质。如果能够采用类似于主成分的思想’

分别找出两组变量的各自的某个线性组合’讨论线性组合之间的相关关系’则更简捷。

首先分别在每组变量中找出第-对线性组合’使其具有最大相关性’即

｜漏｜安删勒舞,
然后在每组变量中找出第二对线性组合’使其分别与本组内的第＿对线性组合不相

关’第二对线性组合本身具有次大的相关性,有

｜闯爱瞬（獭,
u2与ul｀〃2与″l不相关’但u2和o2相关。如此继续下去,直至进行到r步’两组变量的相
关性被提取完为止,可以得到r组变量’这里厂≤min（p’q）。

10.5.2典型相关的数学描述

研究两组随机变量之间的相关关系’可用复相关系数（也称全相关系数）。 1936年

HoteⅡing将简单相关系数推广到多个随机变量与多个随机变量之间的相关关系的讨论
中’提出了典型相关分析°

实际问题中’需要考虑两组变量之间的相关关系的问题很多’例如’考虑几种主要产

品的价格（作为第一组变量）和相应这些产品的销售量（作为第二组变量）之间的相关关

系;考虑投资性变量（如劳动者人数、货物周转量｀生产建设投资等）与国民收人变量（如
工农业国民收人｀运输业国民收人、建筑业国民收人等）之间的相关关系等。

复相关系数描述两组随机变量X＝［匆l ’卯2’…’卯′］T与Y＝［γl ’γ2’…’yp］T之间的相
关程度。其思想是先将每＿组随机变量作线性组合’成为两个随机变量

p q

泌＝′TX＝∑″』’″＝γTY＝∑γ伪’ （10·49）
〔＝1 ／＝l

再研究皿与〃的相关系数。由于u’″与投影向量p’γ有关’所以r皿＂与′’γ有关’r〃＝r鹏,

（p’γ）。取在p堕栅＝1和）／r∑yyγ＝1的条件下使′u′达到最大的〃’γ作为投影向量’这
样得到的相关系数为复相关系数

′h尸′蹦翟』r″（p’γ）. （1O50）
7／I∑yYγ二l

将两组变量的协方差矩阵分块得
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▲

10.5 典型相关分析

10.5.1 典型相关分析（Canonical Correlation Analysis）的基本思想

通常情况下，为了研究两组变量

【x1，2，⋯，书。】，【y，3，，⋯，y】
的相关关系，可以用最原始的方法，分别计算两组变量之间的全部相关系数，一共有 pq 个
简单相关系数，这样既烦琐又不能抓住问题的本质。如果能够采用类似于主成分的思想，

分别找出两组变量的各自的某个线性组合，讨论线性组合之间的相关关系，则更简捷。

首先分别在每组变量中找出第一对线性组合，使其具有最大相关性，即

[u =&;Z,+an*2++0α0n ",
(t,=β31+βy,2+·+63

然后在每组变量中找出第二对线性组合，使其分别与本组内的第一对线性组合不相
关，第二对线性组合本身具有次大的相关性，有

（u2=&p2*1+zr2++0αμa*，
(t2=βny1+82y2+·+Boys

u2与u、也，与s不相关，但山，和v，相关。如此继续下去，直至进行到r步，两组变量的相
关性被提取完为止，可以得到r组变量，这里r≤min（p，g）。

10.5.2 典型相关的数学描述

研究两组随机变量之间的相关关系，可用复相关系数（也称全相关系数）。1936年
Hotelling将简单相关系数推广到多个随机变量与多个随机变量之间的相关关系的讨论
中，提出了典型相关分析。

实际问题中，需要考虑两组变量之间的相关关系的问题很多，例如，考虑几种主要产
品的价格（作为第一组变量）和相应这些产品的销售量（作为第二组变量）之间的相关关
系;考恩投资性变量（如劳动者人数、货物周转量、生产建设投资等）与国民收人变量（如
工农业国民收人、运输业国民收入、建筑业国民收入等）之间的相关关系等。

复相关系数描述两组随机变量X={x，为2，⋯，x，】"与Y=【y，a，⋯，y，】之间的相
关程度。其思想是先将每一组随机变量作线性组合，成为两个随机变量

它户己”””沁：““”””> (10.49)

再研究u与，的相关系数。由于u，与投影向量p，γ有关，所以r与p，7有关，r=r。
（p，?）。取在pEmp=1和γEwy=1的条件下使r达到最大的p，y作为投影向量，这
样得到的相关系数为复相关系数

(10.50)ra= pmBxr(P,7).pave
岂当言”

将两组变量的协方差矩阵分块得
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帅［讣［c＂） ‘滁｝）］≡巨二童｜ （10.51）

此时

Cov（PTX,7／rY） 尸T∑xyγ

′酗＝√万7灭丁√万『歹F了丁｀／厉寓丽＼／歹酉丽＝pT∑Ⅻγ’
（10。52）

因此问题转化为在pT∑栅＝1和7／Ⅲ∑yyγ＝1的条件下求′I∑xyγ的极大值。

根据条件极值的求法弓｜人拉格朗日乘数’可将问题转化为求

s（″）＝叫〃ˉ会（归栅—l）ˉ÷（佃”γ＿l） （10.53）

的极大值’其中入’@是拉格朗日乘数°

由极值的必要条件得方程组

《二二Ⅲ朗（ （10.54）

将上二式分别左乘pT与7／r’得

隘γˉM∑′儿7／r∑］′＝〔oγ′∑yYγ＝@’
（10.55）

注意∑xy＝∑蚤’所以

入＝@＝pT∑xγγ’ （10.56）

代人方程组（10.54）’得

｜如嚣二｛′
以∑盏左乘方程组（10.57）第二式’得入γ＝∑漓硼’所以

γ≡影酒渺’

（10.57）

代人方程组（10.57）第一式’得

（∑脚泻漓Ⅸˉ入2∑Ⅻ）〃＝0. （10.58）

同理’得

（∑假i癣Ⅻˉ人2∑yy）γ＝0. （10.59）

记

″l＝∑X癣x泻稻Ⅸ’″2＝∑漓Ⅶ∑I撂xy’ （10.60）

得

Mlp＝入扣’鹏γ＝入2γ’ （10.61）

″l和腿说明入2既是Ml又是″2的特征值,p’γ就是其相应于Ml和″2的特征向量°″l和肌

的特征值非负’均在［0’1］上’非零特征值的个数等于min（p’q）’不妨设为q°

设Ml′＝帅的特征值排序为入｝≥入:≥…≥入;’其余pˉq个特征值为0’称入］ ’
入2’…’入,为典型相关系数°相应地’从″l〃＝帅解出的特征向量为p（l） ’p（2） ’…,′（,） ’
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己坪皂 (10.51)

此时
p2nYCov(p'x,yfY) 门己己 (10.52)“单”

D(pXT 、D(yT) √puP√xmy
因此问题转化为在pE，=1和γEry=1的条件下求pFzy的极大值。

根据条件极值的求法引入拉格朗日乘数，可将问题转化为求

S（p，7）=p'写mv号（o'Zp-1）-2（乎EnY-1） (10.53)
的极大值，其中入，φ是拉格朗日乘数。

由极值的必要条件得方程组

幻Z.p-λup=0，p (10.54)os_ 3.p-0E,n?=0,=Z
句

将上二式分别左乘pF与r，得
(PEmy=Ap'Eap=A,

(10.55)lyEnp=oTEm?=w,
注意Ew=Z，所以

A=0=p'Zm?, (10.56)
代人方程组（10.54），得

ZY-zmp=0, (10.57)EmP-入EmY=0，
以Z左乘方程组（10.57）第二式，得Aγ=Ezmp，所以

丫？多
代人方程组（10.57）第一式，得

(10.58)（ZmEl2x-λ zx）p=0.
同理，得

(10.59)（En是Z，-AEm）y=0.
记

M，=Z法EnF;耳，，M，=E写法Zn， (10.60)
得

(10.61)M，p=λp，My=λ子y，
说明A2既是M，又是M，的特征值，，2就是其相应于M，和M，的特征向量。M，和M，
的特征值非负，均在【0，1】上，非零特征值的个数等于 min（p，q），不妨设为g。

设Me=λp的特征值排序为λ≥λ≥⋯≥入2，其余p-g个特征值为0，称λ，
A，⋯，λ，，为典型相关系数。相应地，从Mp=入p解出的特征向量为p（），p2，⋯，p'n），
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从必γ＝入2γ解出的特征向量为γ（l） ’γ（2）,…’γ（9） ’从而可得q对线性组合

Mi＝户（‘）Tx,″j＝γ（!〉TY’j＝1’2’…,9’ （10.62）

称每＿对变量为典型变量°求典型相关系数和典型变量归结为求″!和鹏的特征值和
特征向量。

还可以证明’当j≠j时,有

Cov（ui’吟）＝Cov（〃（‘）TX’p（j）TX）＝〃（您）堕Ⅻp（′）＝0’ （10.63）

Cov（″i,叫）＝Cov（γ（‘）TY’γ（／）TY）＝γ〈t）T∑yyγ（j）＝0’ （10.64）

表示＿切典型变量都是不相关的’并且其方差为1’即

Cov（u《’吟）＝6矿’ （10.65）

Cov（〃《’U／）＝6『’ （10·66）

式中

,厂｛瞩! （lO67）
x与Y的同-对典型变量u《和叫之间的相关系数为儿’不同对的典型变量吗和芍（j≠j）
之间不相关’也即协方差为0’即

。帅』,吗）＝｛搁》 （!O6:）
当总体的均值向量以和协差阵∑未知时’无法求总体的典型相关系数和典型变量’

因而需要给出样本的典型相关系数和典型变量°

设x（l） ’X（2） ’…’x（＂）和Y（l） ’Y（2） ’…’Y（＂）为来自总体容量为n的样本’这时协方差
阵的无偏估计为

∑Ⅻ二-l—兰（X（＂ˉX）（X（《）ˉX）T’ （1O69）
Ⅶˉ1『＝1

∑”＝-上兰（Yα）＿Y）（Y（傲）ˉY）Ⅵ, （lO70）
n-1［＝1

∑蛔＝∑蚤＝二＿兰（X（‘）ˉX）（Y（‘）ˉY）7’ （lO』7l）
几ˉ1!＝1

式中;r二上兰X（削;了÷三Y＂Ⅻn!＝l

用∑代替∑并按式（10.60）和式（10.61）求出i』椰（k） ’云（‘） ’称i』为样本典型相关系

数,称i‘＝′（‘）TX’0《＝γ（‘）TY（j＝1’2’…,q）为样本的典型变量。
计算时也可从样本的相关系数矩阵出发求样本的典型相关系数和典型变量’将相关

系数矩阵R取代协方差阵’计算过程是一样的。

如果复相关系数中的一个变量是-维的’那么也可以称为偏相关系数。偏相关系数

是描述一个随机变量y与多个随机变量（＿组随机变量）X＝［”l,匆2’…’欠′］T之间的关系°
其思想是先将那-组随机变量作线性组合’成为一个随机变量

p

腿＝CrX＝∑c洲’ （10.72）
t＝1
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从Mγ=λγ解出的特征向量为了12，rf2，⋯，γ◆，从而可得g对线性组合
(10.62)山，=p1TX，;=γfOTy，i=1，·，g，

称每一对变量为典型变量。求典型相关系数和典型变量归结为求M，和M。的特征值和
特征向量。

还可以证明，当i≠j时，有
(10.63)Cov(u,ly)=Cov(pioTX,pOTX)=p(0TE,p= 0,
(10.64)Cov(y;,y)=Cov<rf4TY,yioTy)=yiEmY)=0,

表示一切典型变量都是不相关的，并且其方差为1，即
Cov(u,)=6, (10.65)

(10.66)Cov(b,0)=6,
式中

工了业。61 (10.67)o,imj.
X与Y的同一对典型变量u，和v;之间的相关系数为λ不同对的典型变量u，和y（i≠j）
之间不相关，也即协方差为0，即

(4,i=,Cm,n)=< (10.68)0,t.
当总体的均值向量μ和协差阵罗未知时，无法求总体的典型相关系数和典型变量，

因而需要给出样本的典型相关系数和典型变量。
设X（n，X（2），⋯，Xi。，和Yup，Y（2，⋯，Yc为来自总体容量为n的样本，这时协方差

阵的无偏估计为 ，一Sn （X。-五（X。-动， (10.69)省！一

响” 三（Y。-页（xm-D1，，、 (10.70)n-
点（x-E（0-列，，吵”路” (10.71)

响，

叫之”式中∶z-是点xv-是i■I畜“
用身代替写并按式（10.60）和式（10.61）求出A，和剑"，，°，称i，为样本典型相关系

数，称在，=产TX，6=产TY（i=1，2，⋯，g）为样本的典型变量。
计算时也可从样本的相关系数矩阵出发求样本的典型相关系数和典型变量，将相关

系数矩阵R取代协方差阵，计算过程是一样的。

如果复相关系数中的一个变量是一维的，那么也可以称为偏相关系数。偏相关系数
是描述一个随机变量y与多个随机变量（一组随机变量）X=【x，，z，⋯，出】T之间的关系。
其思想是先将那一组随机变量作线性组合，成为一个随机变量

“化”淤言 (10.72)
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再研究γ与u的相关系数°由于u与投影向量c有关,所以‰与c有关’ry酗＝ry鹏（c）。我

们取在cT∑ⅫC＝1的条件下使rγ鹏达到最大的c作为投影向量’得到的相关系数为偏相关
系数

r,鹏＝‘愚黑l′’鹤（c）.
其余推导、计算过程与复相关系数类似°

10·5·3原始变量与典型变量之间的相关性

1·原始变量与典型变量之间的相关系数

设原始变量相关系数矩阵

胜［量｝堂｜｀
x典型变量系数矩阵

「｛」A＝［〃（l） ’ p（2） ’ …’ 〃（s）］p×s二

Y典型变量系数矩阵

）!」r＝［γ（!） ’ γ（2） ’ …’ γ（s）］9渊s＝

则有

p p

Cov（鳃』’吟）＝Cov（绷‘’∑α″绷〃〉＝∑α〃Cov（鳃』,绷账）蚊＝1’2’…’s,
k＝1 k＝l

蝇与q／的相关系数
p

『（鳃』,吟）＝∑α顺Cov（绷』’”账）／｀／万『盂『丁,j＝1’2,…’s.
k＝1

同理’得
9

r（鳃』’吗）二∑β″Cov（鳃』,y腾）／｀／万瓦丁’j＝1,2’…’S’
隐＝1

p

『（yi’吟）＝∑α〃Cov（y‘’匆腮）／｀／万『歹『丁,／＝1’2’…’s’
k＝1

q

『（y叫）＝∑C〃Cov（y』’yk）／｀／万『歹『丁,／＝1’2’…,s.
k＝1

2.各组原始变量被典型变量所解释的方差

X组原始变量被ud解释的方差比例为
p

m鹏』＝∑『2（泌』,“隙）／T.
片＝1
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（10.73）

再研究y与u的相关系数。由于u与投影向量e有关，所以r，与c有关，rm=rr（c）。我
们取在c'Enc=1 的条件下使r达到最大的c作为投影向量，得到的相关系数为偏相关

系数
(10.73)“首“托男“认：

其余推导、计算过程与复相关系数类似。

10.5.3 原始变量与典型变量之间的相关性

1.原始变量与典型查量之间的相关系数

设原始变量相关系数矩阵

图岁R= 当RA
X典型变量系数矩阵

芯汹
a121

A=[ei),p,⋯,p"]-
Y 典型变量系数矩阵

[βu β12⋯ β

忘平F=[yn,r,⋯,r]a=
β.

则有

Co（，尚）-=Cm（s，点）=点，Com.4）j=12⋯
x，与u，的相关系数

rx，）=点a，Cot（x两）/、D万=12⋯
同理，得

（有，）=eCo（（x，加））/D可j=1.2⋯⋯
工宁电”沁量艺字工子马飞人岩”十口工。
r.，）=上8，Covtx）/JD7j=12，⋯

2.各组原始变量被典型变量所解释的方差
X组原始变量被μ，解释的方差比例为

，“沁卫子已宁
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x组原始变量被″《解释的方差比例为
p

加.』＝∑r2（o』’鳃晦）／p.
k＝1

Y组原始变量被购解释的方差比例为
q

厕戳‘＝∑r2（泌』’γ隐）／q.
k＝l

Y组原始变量被″《解释的方差比例为
q

′p』′＝∑r2（〃‘’y隐）／q.
k＝l

10.5.4典型相关系数的检验

在实际应用中’总体的协方差矩阵常常是未知的’类似于其他的统计分析方法’需要

从总体中抽出一个样本’根据样本对总体的协方差或相关系数矩阵进行估计’然后利用估

计得到的协方差或相关系数矩阵进行分析。由于估计中抽样误差的存在’所以估计以后

还需要进行有关的假设检验°

L计算样本的协方差阵

假设有x组和Y组变量’样本容量为∏,观测值矩阵为

｜ ｛≡
对应的标准化数据矩阵为

—

bllˉy1 b1qˉγq
＝ ●●●—

1

oy ◎;

b2l-γl 62q-γq
＝ ●●●＿

◎↓ ◎;

α11一卯1 α1p-卯p
- ●●●＿

◎4 〃坚

α2l-卯1 α2pˉ卯p
—●●●—

◎｛ ◎￡C＝

bnq-γq

◎;

b＂1-y1
—

—
城

尸

＿
卯

ˉ

聊
αα见1＝卯l

∩』
■●■●●●

α↓

样本的协方差

匡兰｜三＝-LCTC＝
n-1

2.整体检验（H0:∑Ⅻ＝0;Hl:∑xl′≠0）

Hb:入l＝入2＝…＝入＝0’S＝min（p’q）’

Hl :儿（j＝1’2’…’s）中至少有一个非零

记
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X组原始变量被 t;解释的方差比例为

月”沁子已下
Y组原始变量被 wi解释的方差比例为

产（，x）/n,=
Y组原始变量被v解释的方差比例为

子子产日“”
10.5.4 典型相关系数的检验

在实际应用中，总体的协方差矩阵常常是未知的，类似于其他的统计分析方法，需要

从总体中抽出一个样本，根据样本对总体的协方差或相关系数矩阵进行估计，然后利用估
计得到的协方差或相关系数矩阵进行分析。由于估计中抽样误差的存在，所以估计以后

还需要进行有关的假设检验。
1。计算样本的协方差阵

假设有X组和Y 组变量，样本容量为 n，观测值矩阵为

1b1： D.

字予己”6“
apx(Pve)

对应的标准化数据矩阵为

b-7sau-, Diu-2t ：oy命：

e}o只
灯旦山 a-*污？可巴“’。 .o ： ？
置业Ca1s- 0m二 ⋯：：

斗ro。 o} J。×pr)
样本的协方差

一皆业1认上响 空E.予”
2. 整体检验（H∶二。=0;且;Em≠0）

H∶A，=λ，=⋯=入，=0，s=min（p，Q），
H∶A（（i=1，2⋯，）中至少有一个非零.

记
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＾

｜∑｜
Al＝ ＾ ＾ ,

｜∑xx｜ ｜∑Ⅶ｜

计算’得

A］＝ ｜Ibˉ蝴三xγ雪鸦Ⅷ｜＝∏（1ˉ入｝）.
卤≡1

在原假设为真的情况下’检验的统计量

Q』≡［鹏＿卜÷（帅!）］｜M』
近似服从自由度为pq的x2分布。在给定的显著水平α下’如果Ql≥x:（pq）’则拒绝原假
设’认为至少第＿对典型变量之间的相关性显著。

3·部分总体典型相关系数为零的检验

H0:入2＝人3＝…＝入』＝0’Hl :入2’入3’…’人＄至少有-个非零.

若原假设H0被接受’则认为只有第-对典型变量是有用的;若原假设Hb被拒绝’则
认为第二对典型变量也是有用的’并进一步检验假设

H0:入3＝入4＝…＝入‘＝0,Hl :入3’入4,…’入‘至少有一个非零.

如此进行下去,直至对某个k

H0:入k＝入隐＋l＝…＝入‘＝0’Hl :入k’入胎l ’…’入至少有一个非零.
记

A』≡∏（1ˉ入!）’
j＝k

在原假设为真的情况下’检验的统计量

Q＝ˉ［厕ˉk＿÷（网刊）］lM』
近似服从自由度为（p-∧＋1）（q＝k＋1）的x2分布°在给定的显著水平α下’如果Q≥
x:［（pˉk＋1）（qˉk＋1）］ ’则拒绝原假设’认为至少第k对典型变量之间的相关性显著°

10·5.5典型相关分析案例

1·职业满意度典型相关分析

某调查公司从＿个大型零售公司随机调查了784人,测量了5个职业特性指标和7

个职业满意度变量’有关的变量见表10.26°讨论两组指标之间是否相联系。

表10.26指标变量表

相关系数矩阵数据见表10·27。

318

2产”纾
计算，得

4，=|，-盘写写写l= 1-A）.
在原假设为真的倩况下，检验的统计量

？宁心言三之官
近似服从自由度为pg的X分布。在给定的显著水平α下，如果Q;≥X??Pg），则拒绝原假
设，认为至少第一对典型变量之间的相关性显著。

3.部分总体典型相关系数为霉的检验
H。∶A2=入g=⋯=λ，=0，H;λz，A，，⋯，，入，至少有一个非掌.

若原假设H。被接受，则认为只有第一对典型变量是有用的;若原假设H。被拒绝，则
认为第二对典型变量也是有用的，并进一步检验假设

H;入3=λ4=⋯=A，=0，H∶A3，A4，⋯，入，至少有一个非零.
如此进行下去，直至对某个k

H。∶A=A如1=⋯=λ，=0，H;A，，入w1;⋯，λ，至少有一个非零，
记

宁令A.=T(
在原假设为真的情况下，检验的统计量

Q=-[a--(Ptrg+1)]nA,，“’
近似服从自由度为（p-k+1）（g-在+1）的x分布。在给定的显著水平α下，如果 Q≥
X【（p-k+1）（g-k+1）】，则拒绝原假设，认为至少第k对典型变量之间的相关性显著。

10.5.5 典型相关分析案例

1。职业满意度典型相关分析
某调查公司从一个大型零售公司随机调查了784人，测量了5个职业特性指标和7

个职业满意度变量，有关的变量见表10.26。讨论两组指标之间是否相联系。

表10.26 指标变量表

五—用户反馈，a??—任务重要性，利—任务多样性，任务特殊性，*——自主性X组

Y——主管满意度，y——事业前景消意度，y3——财政满意度，7—工作强度满意度Y组
7;——公司地位满意度，ys——工作满意度，y——总体满意度

相关系数矩阵数据见表10.27。
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表10.27相关系数矩阵数据
—
—
驹
—
吨
—
鞠
—
翘
＿
咯
—
川
—
允
—
为
—
此
—
光
—
沦
—
灼
—

0.2l

0·20

0· 18

0. l6

0.27

0·40

0.58

0.45

0。27

0。59

0ˉ31

一些计算结果的数据见表10.28～表10.31°

表10.28X组的典型变量

皿5

0.030843

0·983229

ˉ0。91414

0·524367

＝0·43924

-0。7884］0.857665-0.342850.4217叫勿l

勿2

卯3

勿4

-0°269130.6682990。 195106

0.q687570.2592130。8531560。167613

Oq23106＝0。35607一0。02289

-0。 168I7-0.9799I-0。72872卯5

表10.29原始变量与本组典型变量之间的相关系数

u5

0.061056

0.485692

＝0。33603

0.302609

＝0· 12457

＝0·33702

ˉ0.33353

0.414847

0·334077

0.434613

0· 196419

0·067761

-0。24687-0. 10934响
＿
响
＿
喻
一
鞠
＿
靶
一
川
＿
此
—
为
一
‰
～
附
＿
此
ˉ
附

0.00208q-0.200140。730368

0.3019580. 1055680.q66088

O205263-0°222510。615952

-0。38859-0。266040。860623

O1293670。0q4607O756411

0352983-O17l720。358163

-O17673O0372770.387242

-0.28865-O005360。7919350.377162

O2091820. 1083910.653234

-0.23477-O24160.803986

0. 1889580。 1628q80。502422
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勿 l 勿2
勿
3 卯4 匆

5 γl γ2 y3 y斗

≈

y5 γ6

1。00 0.49 0。53 0。49 0.51 0·33 0.32 0.20 0· 19 0.30 0.37

0·49 1。00 0.57 0·46 0·53 0·30 0.21 0. 16 0.08 0。27 0.35

0·53 0·57 1·00 0·48 0.57 0·31 0.23 0. 14 0·07 0·24 0·37

0·49 0·46 0·48 1。00 0。57 0·24 0.22 0.12 0. 19 0·21 0.29

O·51 0.53 0·57 0·57 1·00 0。38 0.32 0. 17 0·23 0。32 0.36

0·33 0。30 0·31 0·24 0.38 1.00 0·43 0·27 0。24 0.34 0.37

0·32 0。21 0。23 0·22 0.32 0·43 1·00 0.33 0.26 0.54 0.32

0。20 0.16 0·14 0·12 0。 17 0·27 0.33 1.00 0.25 0.46 0.29

0·19 0。08 0·07 0·19 0·23 0.24 0·26 0.25 1·00 0·28 0.30

0·30 0.27 0·24 0·21 0.32 0.34 0·54 0.46 0.28 1.00 0。35

0。37 0°35 0·37 0.29 0·36 0·37 0·32 0.29 0.30 0。35 1.00

0·21 0·20 0。18 0·16 0·27 0·40 0.58 0·45 0·27 0.59 0.31

表10.27 相关系数矩阵数据

n言言y:计网2当 亡 T4*×4墨
C.210.370.300.200.320.510.490.531.00 0.190.330.49当

夕凶 a200.350.270.301.09 。巴.49 0.00.160.460.57占
o.8夕岂0.23a.30.57 0.11.000.570.53 0.0 0.24.48的

0.290.21o.128.571.00.480.46.49 fa.160.190.220.24当
夕嵩 a.36夕”夕忧1.000.570.5 o270.320.230.51 0.53当

0.370.340.431.000.38 一夕考0.240.270.240.310.33 0.30Y1
0.21 0.320.540.43 0.580.26户出1.000.320.220.230.32为

L.000.330.27o.70.120.14 0.450.290.460.25.160.20为

0.230.08 0.280.250.260.240.190.070.19 0.270.301.00量
0.320.27 1.000.288.540.340.210.24 0.s90.350.30 0.46为

9 0.35 a311.000.300.290.320.370.360.370.350.37 0.29
广侈0.310.590.270.450.980.270.160.180.200.21 0.40寸

一些计算结果的数据见表10.28-表10.31。

表 10.28 X组的典型变量

当、 手 s占山2
0.42170 0.030B43-0.78410.857665-0,34285当

-0.269130.195106 0.983229-0.443430.668299与

与 0.29213 0.4687570.831560.167613 ～0.91414
0.524367-0.0229 1.0423240.423106-0.35601当

-0.16817-0.97991-0.7872 -0.439240.459636考

表10.29 原始变量与本组典型变量之间的相关系教

W, 日缸s日 s
0.0610550.48534-0.10934 -0.24687芽 .829349

02014 0.4856920.02084* .4365840.730368
-0.3630.3019580.1055680.460880.753343对
0.3026090.20526 0.661353-0.22510.615952扩

0.14824 -0.12437-0.38859-0.266040.860623扩

当 -0337020.1293670.04607 0.3394740.756411
出 -0.177 -0.33530.3529830.3581630.643884

-0.1763 0.41484?0.387242 0.534770.037ys、 -0.00536 0.334077-0.28650.7919350.3771627。“ 0.437648 0.4346130.108391 0.2091820.65234
0.196419-0.40522-0.2416 -.234770.803986

0.162848 0.0677610.5022 0.1889580.4933言
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表10.30原始变量与对应组典型变量之间的相关系数

O2Dl D3 U4 U5

0。003497

0·027816

～0。01924

0·01733

＝0·00713

0·459216 0。025848 ＝0.05785 0·017831绚
一
拖
＿
陶
＿
鞠
＿
峪

0。404409 ＝0。10321 0.023854 ˉ0.00015

0·417131 ＝0.11019 ＝0·01258 ＝0.02181

0·341056 0·052602 ＝0·02q46 ＝0。04777

0。476532 0.062893 0·046315 ＝0·01072

ul u2 u3 皿4 皿5

-0.0193

＝0·0191

0.023758

0.019133

0·02489

0。011249

0·003881

0.41883 ＝0.01055 ＝0·04046 ＝0·00934川
＿
№
—
为
一
购
—
沦
～
北
＿
盼

0.356523 一0·08467 0·020466 一0.0255

0·214418 -0。00881 0。021064 ＝0。03863

0.208837 ＝0·18722 0.000639 0.020849

-0.025620·3617 ＝0·02493 ＝0.03161

0.0571160。445172 0。027981 0·029268

0·278194 ＝0·0385 ＝0·05879 ˉ0·01365

表10。31 典型相关系数

1

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0·5537

2 3 4 5

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0.05730·2364 0.1192 0.0722

可以看出,所有五个表示职业特性的变量与u』有大致相同的相关系数’ul视为形容

职业特性的指标。第一对典型变量的第二个成员″l与yl’y2’y5’γ6有较大的相关系数’
说明锄‖主要代表了主管满意度、事业前景满意度｀公司地位满意度和工种满意度｀而u!
和刚l之间的相关系数为0.5537°

ul和″l解释的本组原始变量的比率

mul＝0.5818’几似l＝0.3721.

x组的原始变量被u］～u5解释了100％’Y组的原始变量被Ul～″5解释了80.3％°
计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

r≡re己dm己tr工x（｜己nu10-5」.tx七｜）′ 堵读入相关系数矩阵

n1＝5′n2≡7′num＝mjn（n1′n2）′

s1≡r（［1:n1］′［1:n1］）′ 洁提出X与X的相关系数

s12＝r（［1:n1］′ ［n1＋1:end］）; 啥提出X与Y的相关系数

s21＝s120′ 嗜提出Y与X的相关系数

s2＝r（［n1＋1:end］′ ［n1＋1:end］）′ 墙提出Y与Y的相关系数

m1＝jnv（s1）＊s12＊1nv（s2）＊s21; 老计算矩阵M1′式〈10.60）

m2＝1nv（s2）＊s21＊土nv（s1）＊s12′ 8计算矩阵M2′式（10.60）
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表10.30 原始变量与对应组典型变量之间的相关系数

售 占 的古当

-0.05785 0.0034970.0178310.459216 0.025948出’
0.023854 0.027816-0.0015-0.103210.404409述

芽 -0.01258 -0.01924-0.110198.417131 -0.2181
0.01733-0.024460.0526020.341056 -0.0477辈

0.062893 0.0463150.46532 -0.0013-0.010n
当昂 日证 碧

-0.0105s0.483 -0.0193-0.04046为 -0,0034
-0.084670.35623 -0.0255 -0.01910.020466为

寸 0.021054-0.08810.214418 -0.03863 0.023758
0.208837 0.0069-0.18722 0.0191330.020849乌

-0.0316L-0.025620.3617 0.02489夕它量
o.029810.057160.45172 0.0112490.02y2686“ 0.27819 -0.0136-0.0385 0.03881-0.05879

表10.31 典型相关系数

？- 。3
0.5537 0.0220.1920.2364 0.0573

可以看出，所有五个表示职业特性的变量与u有大致相同的相关系数，u视为形容
职业特性的指标。第一对典型变量的第二个成员v，与y，7，ys，y。有较大的相关系数，
说明v，主要代表了主管满意度、事业前景满意度、公司地位满意度和工种满意度、而u，
和s，之间的相关系数为0.5537。

u，和v，解释的本组原始变量的比率

m=0.5818,n,=0.3721.
X组的原始变量被好~u。解释了100??Y组的原始变量被v~v;解释了80.3??
计算的 Matlab程序如下;

clc,clear
号读入相关系数矩阵r=readmatrix('anli10_5_1.Cxt');

n1=5;n2=7;num=min (n1,n2);
gl=z([1:n1],[1:n1)); 号提出X与X的相关系数

s12=r([L:nL],fnl+1:end]); 提出X与Y的相关系数

921=12*; 鲁提出Y与X的相失系数

s2xr([n1+1:end],[nl+1:ena)); 提出Y与Y的相关系数

m1=inv(31)*e12*inv(s2)*s21; 计算矩阵M1，式（0.60}
m2=inv(32)*s21*inv(sl)*812; 名计算矩阵M2，式（L0.60】

320



［vec1′v己11］≡e土g（m1）′ 哈求M1的特征向量和特征值

f◎r土＝1:n1

vec1（:′j）＝vec1（:′j）／sqr亡（vec1（:′土）0＊s1＊vec1（:′1））′

堵特征向量归一化′满足a｜S1己＝1

vec1（:′土）＝vec1（:′土）＊s1gn（sum（vec1（:′土）））′

哈特征向量乘±1′保证所有分量和为正

end

v己11＝sαr℃（d土己g（v己11））; 堵计算特征值的平方根

［v己11′1nd1］＝s◎r仁（v己11／descend!）′ 哈按照从大到小排列

己≡vec1（:′1nd1（1:num）） 老取出X组的系数阵

dc◎ef1＝va11（1:nu∏l） 嗜提出典型相关系数

f1己g＝1; 嗜把计算结果写到Exce1中的行计数变量

wr让ema亡工土x（己′ ‖己n1土1052.Ⅺsx』 ′｜Shee亡｜ ′1′ ‖R己nge0 ′｜A1‖ ） 老把计算结果写到

Exce1文件中去

f1己g＝n1＋2′s仁r≡ch己r（［,A｜′土n仁2s仁r（f1己g）］）》 皂s亡r为Exce1中写数据的起始位置

wr让em己亡r土x（dc◎ef1｜′｜己n111052。x1sx『′『Shee仁｀′1′ !R己nge｜′s仁r）

［vec2′v己12］＝ejg（m2）『

f◎rj＝1:n2

vec2（:′土）＝vec2（:′j）／sαr亡（vec2（:′j）!＊s2＊vec2（: ′j））;

vec2（:′土）＝vec2（:′i）＊s土gn（sum（vec2（:′j）））′

end

va12＝sqr七（djag（v己12））; 老计算特征值的平方根

［v己12′土nd2］≡s◎工t（v己12／descend『）′ 啥按照从大到小排列

b≡vec2（:′土nd2（1:num）） 哈取出Y组的系数阵

dc◎ef2＝v己12（1:num） 老提出典型相关系数

f1己g＝f1己g＋2『s亡r＝ch己r（［｜A｜′1n亡2s仁r（f1己g）］）;

wr让ema仁mx（D′ ‖己n111052·x1sx｜ ′ ｜Shee亡0′1′ !R己nge’′s仁r）

f1己g＝f1己g＋n2＋1;s℃r＝ch己r（腮′jn仁2s仁r（f1己g）］）;

wr让e∏la仁r1x（dc◎ef2↑′ ‖己n1j1052.x1sx‖′ ｜Shee亡｜′1′ ｜R己nge｜ ′s仁r）

墙x′u的相关系数x』1毕＝S1＊a

嗜y′v的相关系数y二′≡工＝s2＊b

啥x′V的相关系数xvr＝s12＊b

哈Y′u的相关系数y＝」1垄＝s21＊己

f1己g＝f1己g＋2;s仁r≡ch己r（［‖A!′土n亡2s亡r（f1己g）］）′

wr让em己亡r土x（x-U毕′ ｛己n1土1052°x1sx‖′ ｀Shee亡‖′1′ !R己nge｜′s仁r）

f1己g＝f1ag＋n1＋1;s七r≡ch己r（［｀A『′土n仁2s仁r（f1己g）］）′

wr让em己仁r1x（y二／≡工′ ｜己n1土1052·x1sx｜′ !Shee仁『′1′ !R己nge｜ ′s仁r）

f1己g＝f1己g＋n2＋1′s亡r＝◎h己r（［!A‖ ′土n仁2s七r（f1己g）］）′

wr让em己亡rjx（x-y≡工′ ‖己n1土1052.x1sx‖′ ‖Shee七｜′1′ ｜R己nge｜′s亡r）

f1己g≡f1己g＋n1＋1;s七r＝ch己工（［『A｀′jn亡2s仁r（f1己g）］）;

wrj仁em己仁工土x（Y二1ˉ工′ ‖己n1土1052.x1sx‖′ 0Shee仁｜ ′1′ ｜R己nge‖′s仁r）

嗜X组原始变量被u」mu＝su∏l（X-U工·＾2）／n1

啥X组原始变量被v虫∏lv＝sum（x二／≡工·＾2）／n1

嗜X组原始变量被u」解释的方差比例

殆X组原始变量被v虫解释的方差比例
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求M1的特征肉量和特征值[vec1,val1]=eig(m1);

for 1=1:nl
vec1(:,i)=vecl(:,i)/sart{vecl(!,i)'*s1*vecl(:,i));
舍特征向量归一化，满足 a's1a=1

vec1(:,i)=vec1/'s,i)*sign(sum(vec1(:,i)));

名特征向量集±1，保证所有分量和为正

end
号计算特征值的乎方根val1=sqrt {dfag (vall));
??鼠从大到小排列[val1,ind1]=sort(val1,'descend');
s取出X组的系数阵a=vec1{:,ind1 (1 :num))

名提出典型相关系数dcoef1=val1 (1:num)

flag-1; 8把计算结果写到 Excel中的行计数变量

writematrix（a，'anli10_5_2.xlsx'，'Sheet'，1，'Range'，'A1'）号把计算结果写到
Bxcel文件中去

flag=n1+2;str=char{【A'，int28tr{Elag）}; 电str为Excel中写敷据的起始位置
wzitematrix(dcoef1','anli10_5_2.x19x','Sheet',1,'Range',str)
[vec2,val2j=eig (m2);

for i=1:n2
vec2(:,1)=vec2(:,i)/sqet (vec2(:,i)'* s2*vec2(:,i));
vec2(;,1)=vec2(:,1)*sigm {sum(vec2(t,i))};

end
va12 =sqrt (diag tval2)); 8计算特征值的平方根

8按廉从大到小排列[val2,ind2]=sort (val2,'descend');
告取出Y组的系数阵b=vec2{:,ind2 (1:num))

提出典型相关系数dcoef2=va12 (1L;num)

flag=flag+2;str=char(['A',int2str(flag)J);

writematrix(b,'anlil0_5_2,xlsx','Sheet',1,'Range',str}
flag=flag+n2+1;str=char([A';int28tr(flag)});
writematrix《dcoef2','anli10_5_2.xlsx','Sheet',1,'Range',str)}

舍x，u的相关系数X_ur=81*a
象y，V 的相关系数Y_V_r*a2*b
x，v 的相关系微X_v_F=s12*
8Y.u的相关系数“门，图”。

flag=flag+2; str=char([A',int28tr(flag)):
writematrilx(xur,'anli10_52.xlsx,'Sheet',1, 'Range',gtr)
flag=flag+n1+1;stx=char(VA',int28tr(flag)]);
Writematrix(y_v_x,'anli10_52.xlex,'Sheet',1,'Range',etr)
flag=flag+n2+1;etr=char(['A',int28tr{flag)J);
Writematrix(xv_r,'anli10_5 2.xlsx','Sheet',1,'Range',8tr)
flag=flag+nl+l;str=char《[A',int2str{flag)J);
writematrLx(y_u.xr,'anli10_52.xlax','Sheet',1,'Range',str)

X 组原始变量被 ui解释的方些比例mu=aum(x_u_r,"2)/n1
皂X 组原始变量被 v_i解释的方柴比例my=8umx_V_r.^2)/n
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nu＝sum（y卫-工.＾2）／n2 堵Y组原始变量被u」解释的方差比例

nv＝sum（yy工·＾2）／n2 嗜Y组原始变量被v-工解释的方差比例

fPr土n七f（!X组的原始变量被u1～u哈d解释的比例为唁f＼n｀′num′sum（mu））′

〔Prjntf（｜Y组的原始变量被v1～v老d解释的比例为殆f＼n｜ ′num′sum（nv））′

2.中国城市竞争力与基础设施的典型相关分析

1）导言

随着经济全球化和我国加人WTO’作为区域中心的城市在区域经济发展中的作用

越来越重要’城市间的竞争也愈演愈烈,许多有识之士甚至断言’21世纪’国家之间、区

域之间、国际企业之间的竞争将突出地表现为城市层面上的竞争。因此’为了应对新

的经济社会环境’积极探索影响城市竞争力的因素’研究提高城市综合实力的方法’充

分发挥其集聚与扩散作用,以进＿步带动整个区域经济建设,已成为＿项重要的战略

课题’城市竞争力研究已受到学术界的高度重视。钟卫东和张伟（2002）分析了城市竞

争力评价中存在的问题’应用综合指数修正法构建城市竞争力的三级评价指标体系’

并提出了纵横因子评价法;徐康宁（2002）提出建立测度城市竞争力指标体系的四个原

则和三级指标共确定了69个具体指标;沈正平、马晓冬｀戴先杰和翟仁祥（2002）构建

了测度城市竞争力的指标体系’并用因子分析、聚类分析等方法对新亚欧大陆桥经济

带25个样本城市的竞争力进行了评价;倪鹏飞（2002）提出城市竞争力与基础设施竞

争力假说’并运用主成分分析和模糊曲线分析法进行了分析检验;此外’郝寿义、成起

宏（1999）、上海社会科学院（2001）、唐礼智（2001）和宁越敏（2002）等都对城市竞争力

问题作了探索°但通过查阅上述文献发现,现有成果在城市竞争力评价方法上尚存在

＿些缺陷和不足’有许多问题需要进-步探讨。下面将典型相关分析方法弓｜人到城市

竞争力评价问题中’对城市竞争力与城市基础设施的相关性进行实证分析’并据此提
出相应的政策建议°

2）典型相关分析法的基本思想

统计分析中’我们用简单相关系数反映两个变量之间的线性相关关系。 1936年,
Hotelling将线性相关性推广到两组变量的讨论中,提出了典型相关分析方法°它的基本

思想是仿照主成分分析法中把多变量与多变量之间的相关化为两个变量之间相关的做

法’首先在每组变量内部找出具有最大相关性的-对线性组合,然后在每组变量内找出第

二对线性组合,使其本身具有最大的相关性’并分别与第＿对线性组合不相关°如此下
去’直到两组变量内各变量之间的相关性被提取完毕为止°有了这些最大相关的线性组

合’则讨论两组变量之间的相关’就转化为研究这些线性组合的最大相关’从而减少了研
究变量的个数。下面介绍典型相关分析的过程°

假设有两组随机变量X＝［匆l ’匆2’…,勿p］T’Y＝［γ』 ’y2’…’yq］T’C为p＋9维总体的门
次标准化观测数据阵’有

‖‖｛｜ l ｛C＝
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nu =suma (y__r."2)/n2 Y 组原始变量被ui解释的方鉴比例

8Y组原始变量被v_i解释的方差比例nv=sum (y_y_r.^2)/n2

fprintf（'x 组的原始变量被 ul~u备d解释的比例为"f\n'，num，3um （mu））;

fprintf（'Y 组的原始变量被v1~v8d解释的比例为号f\n'，num，sum（nv））;

2.中国城市竞争力与基础设施的典型相关分析

1）导官
随着经济全球化和我国加人 WTO.作为区域中心的城市在区域经济发展中的作用

越来越重要，城市间的意争也愈演愈烈，许多有识之十甚至断言，21世纪.国家之间.区

城之间、国际企业之间的竟争将突出地表现为城市层面上的竞争。因此，为了应对新
的经济社会环境，积极探索影响城市竞争力的因素，研究提高城市综合实力的方法，充
分发挥其集聚与扩散作用，以进一步带动整个区域经济建设，已成为一项重要的战略

课题.城市竞争力研究已受到学术界的高度重视。钟卫东和张伟（2002）分析了城市竞

争力评价中存在的问题，应用综合指数修正法构建城市竞争力的三级评价指标体系，
并提出了纵横因子评价法;徐康宁（2002）提出建立测度城市竞争力指标体系的四个原

则和三级指标共确定了69个具体指标;沈正平、马晓冬、戴先杰和藿仁样（2002）构建
了测度城市竟争力的指标体系，并用因子分析、聚类分析等方法对新亚欧大陆桥经济
带25个样本城市的竞争力进行了评价;倪鹏飞（2002）提出城市竞争力与基础设施竞
争力假说，并运用主成分分析和模糊曲线分析法进行了分析检验;此外，郝寿义、成起
宏（1999）、上海社会科学院（2001）、唐札智（2001）和宁越敏（2002）等都对城市竞争力
问题作了探索。但通过查阅上述文献发现，现有成果在城市竞争力评价方法上尚存在
一些缺陷和不足，有许多问题需要进一步探讨。下面将典型相关分析方法引入到城市
竞争力评价问题中，对城市竞争力与城市基础设施的相关性进行实证分析，并据此提
出相应的政策建议。

2）典型相关分析法的基本思想

统计分析中，我们用简单相关系数反映两个变量之间的线性相关关系。1936年，
Hotlling将线性相关性推广到两组变量的讨论中，提出了典型相关分析方法。它的基本
思想是仿照主成分分析法中把多变量与多变量之间的相关化为两个变量之间相关的做
法，首先在每组变量内部找出具有最大相关性的一对线性组合，然后在每组变量内找出第
二对线性组合，使其本身具有最大的相关性，并分别与第一对线性组合不相关。如此下
去，直到两组变量内各变量之间的相关性被提取完毕为止。有了这些最大相关的线性组
合，则讨论两组变量之间的相关，就转化为研究这些线性组合的最大相关，从而减少了研
究变量的个数。下面介绍典型相关分析的过程。

假设有两组随机变量X=【x1，x，⋯，x】"，Y=【y，为，⋯，y，】T，C为p+g维总体的n
次标准化观测数据阵，有

81,

芯平
：： D.

C=
?.
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｜量｜量;］其中几｜和R霉分另』第—步’计算相关系数阵R’并将R剖分为R＝

为第—组变量和第二组变量的相关系数阵’Rl2＝RⅡl为第～组与第二组变量的相关系
数阵°

第二步’求典型相关系数及典型变量°首先求M＝R『｝Rl2R羞R2l的特征值入『’特征向
量〃（肛） ;″2＝R羞R2lR『｛Rl2的特征值入′’特征向量γ（′）°则典型变量为

ul＝p（］）TX’〃l＝γ（l）TY’…’u‘＝p（‘）TX’os＝γ（腻）TY,s＝min（p’9）,

记U＝［ul ’u2,…,M＄］T,V＝［″!’″2,…’os］T°

第三步,典型相关系数入′的显著性检验°

第四步’典型结构与典型冗余分析。

典型结构指原始变量与典型变量之间的相关系数阵R（X,U）,R（X’V）,R（Y,U）’

R（y’V）,据此可以计算任-个典型变量趾k或0搬解释本组变量X（或Y）总变差的百分比

Rd（X;u殿）（或Rd（Y;ok））°同时可求得前s个典型变量ul ’u2’…,us（或o1 ,〃2’…’″‘）解释

本组变量X（或Y）总变差的累计百分比Rd（x;ul ,u2,…,u‘）或Rd（Y;似｜ ’″2’…’o颇）。

典型冗余分析用来研究典型变量解释另一组变量总变差百分比的问题·第二组典型

变量″k解释第一组变量X总变差的百分比Rd（x;ok）（或第＿组中典型变量解释的变差

被第二组中典型变量重复解释的百分比）简称为第一组典型变量的冗余测度;第一组典

型变量uk解释第二组变量Y总变差的百分比Rd（Y;uk）（或第二组中典型变量解释的变
差被第＿组中典型变量重复解释的百分比）简称为第二组典型变量的冗余测度°冗余测

度的大小表示这对典型变量能够对另-组变差相互解释的程度大小。

3）城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析

（1）城市竞争力指标与基础设施指标°

城市竞争力主要取决于产业经济效益、对外开放程度、基础设施、市民素质｀政府管理

及环境质量等因素°城市基础设施是以物质形态为特征的城市基础结构系统’是指城市

可利用的各种设施及质量’包括交通、通信｀能源动力系统’住房储备’文、卫、科教机构和

设施等°基础设施是城市经济｀社会活动的基本载体’它的规模、类型、水平直接影‖向着城

市产业的发展和价值体系的形成,因此’基础设施竞争力是城市竞争力的重要组成部分’

对提高城市竞争力非常重要°

我们选取了从不同的角度表现城市竞争力的四个关键性指标’构建了城市竞争力指

标体系:市场占有率｀GDP增长率｀劳动生产率和居民人均收人°城市基础设施指标体系

主要包含6个指标:对外设施指数（由城市货运量和客运量指标综合构成）’对内基本设

施指数（由城市能源、交通、道路、住房等具体指标综合而成）,每百人拥有电话机数’技术
性设施指数（是城市现代交通、通信｀信息设施的综合指数,由港口个数、机场等级｀高速

公路、高速铁路、地铁个数、光缆线路数等加权综合构成）’文化设施指数（由公共藏书量、

文化馆数量、影剧院数量等指标加权综合构成）’卫生设施指数（由医院个数、万人医院床

位数综合构成）°

我们选取了20个最具有代表性的城市’城市名称和竞争力、基础设施各项指标数据

如表10.32、表10.33所列。
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R1予第一步，计算相关系数阵R并将R剖分为R= ，其中R，和R2分别R2R2
为第一组变量和第二组变量的相关系数阵，R，=RT为第一组与第二组变量的相关系

数阵。
第二步，求典型相关系数及典型变量。首先求M;=RRpR公Rg的特征值λ2，特征向

量p;M2=RzR2nR}R，的特征值入3，特征向量γ）。则典型变量为
品，=p（TX，v，=yTy，⋯，，=p（TX，，=了oTy，s=min（P，g），

记U=【u，场，⋯，2，】"，V=【0，吃，⋯，2.】。
第三步，典型相关系数λ，的显著性检验。

第四步，典型结构与典型冗余分析。

典型结构指原始变量与典型变量之间的相关系数阵 R（X，U），R（X，V），R（Y，U），
R（Y，V），据此可以计算任一个典型变量u。或v，解释本组变量X（或Y）总变差的百分比

R（X;u）<或R（Y;v??）。同时可求得前s个典型变量山，u，⋯，以，（或v，2，⋯，v.）解释
本组变量X（或Y）总变差的累计百分比R。（X;u，42，⋯，山）或R。（Y;，V2，⋯，u，）。

典型冗余分析用来研究典型变量解释另一组变量总变差百分比的问题。第二组典型

变量v解释第一组变量X总变差的百分比 R（X;v）（或第一组中典型变量解释的变差
被第二组中典型变量重复解释的百分比）简称为第一组典型变量的冗余测度;第一组典

型变量u，解释第二组变量Y总变差的百分比R（Y;u）（或第二组中典型变量解释的变
差被第一组中典型变量重复解释的百分比）简称为第二组典型变量的冗余测度。冗余测

度的大小表示这对典型变量能够对另一组变差相互解释的程度大小。
3）城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析
（1）城市竞争力指标与基础设施指标。
城市竞争力主要取决于产业经济效益、对外开放程度、基础设施、市民素质、政府管理

及环境质量等因素。城市基础设施是以物质形态为特征的城市基础结构系统，是指城市
可利用的各种设施及质量，包括交通、通信、能源动力系统，住房储备，文、卫、科教机构和
设施等。基础设施是城市经济、社会活动的基本载体，它的规模、类型、水平直接影响着城
市产业的发展和价值体系的形成，因此，基础设施竞争力是城市竞争力的重要组成部分，
对提高城市竞争力非常重要。

我们选取了从不同的角度表现城市竞争力的四个关键性指标，构建了城市竞争力指
标体系;市场占有率、GDP 增长率、劳动生产率和居民人均收入。城市基础设施指标体系

主要包含6个指标∶对外设施指数（由城市货运量和客运量指标综合构成），对内基本设
施指数（由城市能源、交通、道路、住房等具体指标综合而成），每百人拥有电话机数，技术
性设施指数（是城市现代交通、通信、信息设施的综合指数，由潘口个数、机场等级、高速
公路、高速铁路、地铁个数，光缆线路数等加权综合构成），文化设施指数（由公共藏书量、
文化馆数量、影剧院数量等指标加权综合构成），卫生设施指数（由医院个数、万人医院床
位数综合构成）。

我们选取了20个最具有代表性的城市，城市名称和竞争力、基础设施各项指标数据
如表10.32、表10.33所列。
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表10.32城市竞争力表现要素得分
0■■■■■■■■■■■■■■■

曰方
ˉ

城市
／％y4

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

上海

深划｜｜

广州

北京

厦门

天津

大连

杭州

南京

珠海

15·7

］f

—

数据来源:倪鹏飞’等.《城市竞争力蓝皮书:中国城市竞争力报告NO. 1》.北京:社会科学出版社’2003

城市基础设施构成要素得分表10.33

城市

上海

深』｜｜

广州

北京

厦门

天津

大连

杭州

南京

珠海

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

卫生设

施指数

卯6

0。49q■■■

＿

0.26

0·75
■■■■■■■■■■■■■■

0。52

ˉ
＝
ˉ

0·56

0。02

0°71

0·59

＝
＝
＝
～
＝

—

0·61
—

1·08

■■■■■■■■■■■■■■■■■●

劳动生

产率 yl

市场占有

率 γ2／％

居民人均

收人γ3／元

长期经济

增长率‰／％
城市

劳动生

产率 γl

市场占有

有率 γ2／％

居民人均

收人 γ3

一

／〕U

45623.05 2·5 8439 16.27 青岛 33334。62 0.63 6222

52256。67 1.3 18579 21·5 武汉 24633。27 0。59 5573

46551.87 1·13 10445 . 11.92 温州 39258。78 一0·69 9034

28146.76 1.38 7813 15 福州 38201·47 -0.34 7083

38670·43 0·12 8980 26.71 重庆 16524·32 0.44 5323

26316·96 1.37 6609 11.07 成都 31855·63 ＝0.02 6019

45330·53 0.56 6070 12。4 宁波 22528·8 ˉ0·16 9069

45853·89 0.28 7896 13。93 石家庄 21831.94 -0·15 5497

35964。64 0.74 6497 8。97 西安 19966°36 ＝0.15 53q4

55832.61 ˉ0·12 13149 9。22 哈尔滨 19225.71 ＝0.16 4233

对外设

施指数

勿l

对内设

施指数

卯2

每百人

电话数

卯3

技术设

施指数

卯4

文化设

施指数

卯5

卫生设

施指数

勿6

城市

对外设

施指数

勿1

对内设

施指数

匆2

每百人

电话数

卯3

技术设

施指数

勿4

文化设

施指数

勿5

103 0·42 50 2。 15 1·23 1·64 青岛 0·01 ＝0· 14 24 0。37 ˉ0·4

1·34 0·13 131 0。33 ＝0。27 -0.64 武汉 0.02 ＝0.47 28 0·03 0。 15

1。07 0·4 48 1.31 0·49 0.09 温州 -0.47 0·03 45 ≡0.76 -0·46

ˉ0.43 0.19 20 0.87 3·57 1.8 福州 -0·45 ～0·2 34 ＝0。45 -0·34

＝0.53 0.25 32 -0.09 -0.33 ＝0·84 重庆 0.72 ˉ0·83 13 0·05 -0·09

＝0.11 0。07 27 0.68 ˉ0·12 0·87 成都 0·37 ˉ0·54 21 ˉ0。 11 ＝0.24

0·35 0.06 31 0。28 ＝0.3 -0. 16 宁波 0。01 0.38 40 ＝0·17 ˉ0·4

＝0·5 0·27 38 ＝0·78 ＝0.12 1。61 石家庄 -0。81 ˉ0.49 22 -0·38 ˉ0·21

0.3l 0·25 43 0ˉ49 ＝0·09 ＝0·06 西安 -0。24 ˉ0·91 18 ＝0.05 ＝0.27

ˉ0.28 0.84 37 一0.79 ＝0.49 ˉ0.98 哈尔滨 ＝0·53 ＝0.77 27 ˉ0·45 ˉ0·18

表10.32 城市竞争力表现要素得分
长期经济居民人均市场占有劳动生长期经济唇民人均市场占有旁动生 坡市城市 产率为产降。 收入/元 有率y/%增长率y4/%摩为x/% 增长率y。/%收入y，/元

11.63622青岛上海 334.位B439 0.632.5 16.2745623.05
16.395573武汉2L.5 0.5918579深圳 1.35256.67 24633.27

广州 温州 903411.9214s1.13 22.43-0.6939258.78465s1.87
命 18.53福州北京 7083-0.347813 38201.471.3828146.76

篮庆 12.22台出0.4426.71厦门 16524.3289800.1238670.43
11.886019成毒LL.071.37天津 6609 -0.0231855.6326316.96
15.7宁波12.4 9069-0.16大连 12528.860700.5645330.53
13.56经0.28 13.93杭州 -0.L5石家庄21831.9789545853.89

西安 -0.15 12.436497南京 534419966.360.7435964.64 8.97
珠海 10.16哈尔滨9.225583261 4233-0.1619225.7113149-0.12
数据来源∶倪鹏飞，等.《城市竞争力蓝皮书∶中国城市竟争力报告 NO.1》.北京;社会科学出版社，2003.

表10.33 城市基础设施构成要素得分
安卫生设每育人|技术设 文化设 每百人技术设 文化设 卫生设对外设 对内设对外设对内设

指数电话数 施指教城市 施指数指数 施指数施指数;电话数旅指数施指数|城市流指数施指数 *** 青4 述当 当%6 *
上海 青岛盒夕贵1.0 -0.4o.37-a140.or 24L.2350 -0.492.15

武汉131o.131.34深圳 0.迎夕窒-0.270.33 0.25.1s00328夕。

广州 温州o.09α491.3148 -035-0.46-0.760.03-0.47|0.4107 昏’
341.8北京 福州3.s7夕图o.19 20 -0.45-0.2-043 -8.4s -0.32-0.34
13a.2s厦门 量庆 0.72-0.84-033-0.0932 0.o5-0.83-0.53 0.36夕飞

应都2 21天津 a.ao.07 夕卫-0.54a.37-0.20.68-011 -0.0-0.24
大连 宁波a.06 o.or-0.16-30.280.35 31 -0.17l0.38 -0.7140 -0.4

2杭州 石家庄1.61-0.tz0.27-0.S -0.s-0.2z-0.3s-0.8L-0.7 -0.493g
南京 0252a.3 查 西安占冥占飞 夕。夕岂-0.0s-0.24|0.49 -0.91 18

37 哈尔滨夕洛0.84珠海 1.08-0.as-0.l占岱-0.49-0.7-0.23 -0.1827
数据来源;倪腾飞，等.《城市意争力蓝皮书∶中国城市宽争力报管 NO.【）、北京;社会科学出版社，2003.

（2）城市竞争力与基础设施的典型相关分析。

将上述经过整理的指标数据利用 Matlab 软件的 canoncorr 函数进行处理，得出如下
结果。

①典型相关系数及其检验。典型相关系数及其检验如表 10.34 所列。

表10.34 典型相关系数

序号 4 复” 、
0.960 0.9499典型相关系数 0.35710.6470
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由表1O34可知’前两个典型相关系数均较高’表明相应典型变量之间密切相关°但

要确定典型变量相关性的显著程度’尚需进行相关系数的x2统计量检验’具体做法是:比

较统计量x2计算值与临界值的大小’据比较结果判定典型变量相关性的显著程度’其结

果如表10.35所列。

表10.35相关系数检验表
＿

序号 5界值（显著水乎0.0

0.3181

0ˉ5605

—

1
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

2
—

从表10.35看’这四对典型变量均通过了x2统计量检验,表明相应典型变量之间相

关关系显著’能够用城市基础设施变量组来解释城市竞争力变量组°

@典型相关模型°鉴于原始变量的计量单位不同’不宜直接比较’本文采用标准化

的典型系数’给出典型相关模型,如表10.36所列’表中的“‘＊（j＝1’2’…’6）和）（／麓（j＝1,2,
3,4）是标准化变量°

表10.36典型相关模型

ul＝0. 1535宛′＋0.3423勿f＋0.4913z扩＋0.3372”i＋0. 1149z;＋0. 1419z;

ol＝0. 1395y′＋0.7185γj＋0.427yj＋0.0285”

u2＝-0.2134z′ˉ0.2637zjˉ0.3953蹦j＋0.869z》ˉ0.2429唁＋0.3856匆;

o2≡0.1322yfˉ0.7361yf＋0.772yj＋0.0059γ》

l

2

由表10.36第一组典型相关方程可知’基础设施方面的主要因素是嘶2’匆3,卯4（典型系数

分别为0.3423’0.4913,0.3372）’说明基础设施中影响城市竞争力的主要因素是对内设施指

数（鳃2）、每百人电话数（如3）和技术设施指数（弧4）;城市竞争力的第＿典型变量″!与γ2呈高
度相关’说明在城市竞争力中,市场占有率（γ2）占有主要地位。根据第二组典型相关方程,

则4（技术设施指数）是基础设施方面的主要因素,而居民人均收人（γ3）是反映城市竞争力的
一个重要指标。由于第-组典型变量占有信息量比重较大’所以总体上基础设施方面的主

要因素按重要程度依次是勿3’卯2’卯4’反映城市竞争力的主要指标是γ2’γ3。
@典型结构。结构分析是依据原始变量与典型变量之间的相关系数给出的’如

表10.37所列。

表10.37结构分析（相关系数）
—

u2

冗1

匆2

勿3

卯4

勿5
■■■■■■

匆6

】ˉ勺（

〗ˉ6〔

〗ˉ】6l

—
＿
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自由度 x2计算值 x2临界值（显著水平0.05） 序号 自由度 x2计算值

24 74·9775 3·7608×10
＝7

3 8 9.2942

15 40.8284 3.3963×10ˉ
4 4 3 2.0579

u
l

u2
D
l

U2
U
l

U2
皿

l

0,7l45

0.6373

0.7190

0·0945

ˉ0.3442

-0。5426

0·686

0.6l19

0.6903

＝0.0897

0·327

0.5154

γl

y2

0.6292

0。8475

0.4974

-0·5295

0.6041

0.8137

0·7232

0·4102

0· 1968

0·6320

0.4688

0.7252

0.6944

0.3938

0·189

＝0.6004

-0·“53

ˉ0.6889

y3

‰

0.6991

0. 1693

0·7024

0.3887

0.67I2

0· 1625

由表 10.34可知，前两个典型相关系数均较高.表明相应典型变量之间密切相关。但

要确定典型变量相关性的显著程度，尚需进行相关系数的x2统计量检验，具体做法是;比

较统计量X'计算值与临界值的大小，据比较结果判定典型变量相关性的显著程度，其结
果如表10.35所列。

表10.35 相关系数检验表

序号 序号自由度 x2计算值自由度×2计算值x*临界值（显蕃水平0.05） x临界值（显著水平0.05）

多“  8 0.31819.294274.97524 3.7608×10-1 .乞 引15 0.56052.057940.8284 3.3963×10~*

从表10.35 看，这四对典型变量均通过了X2统计量检验，表明相应典型变量之间相

关关系显著，能够用城市基础设施变量组来解释城市竟争力变量组。

②典型相关模型。鉴于原始变量的计量单位不同，不宜直接比较，本文采用标准化

的典型系数，给出典型相关模型，如表10.36 所列，表中的x*（i=1，2，⋯，6）和y;G=1，2，
3，4）是标准化变量。

表10.36 典型相关模型

η=0.1535x{"+0.342352+0.4913n'*0.372z"*0，I149*z+0.1419*2-一 *=0.1395y;+0.718Sy8+0.427yi+0.0285y2
H2=-0.2134?0.26372"-0.3953z+0.860×i-0.2429x3*0.3856nte 号=0.1372?-0.7361y， +0.772y;+0.0059ys

由表10.36 第一组典型相关方程可知，基础设施方面的主要因素是x，为，，<典型系数
分别为0.3423.0.4913.0.372），说明基础设施中影响城市竞争力的主要因素是对内设施指

数（x，）、每百人电话数（xa）和技术设施指数（xa）;城市竞争力的第一典型变量。与y，呈高
度相关，说明在城市竞争力中，市场占有率（y）占有主要地位。根据第二组典型相关方程、

z（技术设施指数）是基础设施方面的主要因素，而居民人均收人{y4）是反映城市竞争力的
一个重要指标。由于第一组典型变量占有信息量比重较大，所以总体上基础设施方面的主
要因素按重要程度依次是x，5a，x。反映城市竞争力的主要指标是y2，y3。

③典型结构。结构分析是依据原始变量与典型变量之间的相关系数给出的，如

表10.37所列。

表10.37 结构分析（ 相关系数）

多多、 24当“-247
斗 0.7145 -0.08970.6860.0945 为 -0.4250.60410.49740.6292

0.3270.6373 0.619-0.3442者
言 0.5030.813-0.52950.84750.719 0.51540.6903-0.5426勾

0.7232 -0.60040.69406320. -0.66720.67120.70240.6991货专
与 0.4102 -0.44530.39380,468 -0.36930.16250.3870.1693J差 0.1968 -0.6890.1890.7232
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由表10.37知,匆l ’勿2’绷3’勿4与“基础设施组”的第＿典型变量ul均呈高度相关’说明
对外设施｀对内设施｀每百人电话数和技术设施在反映城市基础设施方面占有主导地位’

其中又以技术设施居于首位。绷4与基础设施组的第二典型变量和竞争力组的第一典型

变量都呈高度相关° “竞争力组”的第＿典型变量″!与γ2的相关系数均较高’体现了γ2

在反映城市竞争力中占有主导地位。y3与″l呈较高相关’与o2呈高相关’但o2凝聚的信

息量有限’因而y3在“竞争力”中的贡献低于γ2。由于第＿对典型变量之间的高度相关’

导致‘‘基础设施组”中四个主要变量与‘‘竞争力组”中的第＿典型变量呈高度相关;而“竞

争力组”中的γ2则与“影响组”的第一典型变量也呈高度相关°这种＿致性从数量上体

现了“基础设施组”对“竞争力组”的本质影响作用’与指标的实际经济联系非常吻合’说

明典型相关分析结果具有较高的可信度°

值得＿提的是’与线性回归模型不同’相关系数与典型系数可以有不同的符号°如基

础设施方面的U2与“5相关系数为正值（0.4688）’而典型系数却为负值（-O2429）。由

于出现这种反号的情况,因此称卯5为抑制变量（Suppressor）°由表10.37的相关系数还可

以看出,“影响组”的第-典型变量ul对γ2（市场占有率）有相当高的预测能力’相关系数

为0.8137,而对γ4（长期经济增长率）预测能力较差’相关系数仅为0.1625。

@典型冗余分析与解释能力。典型相关系数的平方的实际意义是一对典型变量之

间的共享方差在两个典型变量各自方差中的比例。

典型冗余分析用来表示各典型变量对原始变量组整体的变差解释程度’分为组内变

差解释和组间变差解释’典型冗余分析的结果见表10.38和表10.39。

表1O38被典型变量解释的X组原始变量的方差

被本组的典型变量解释 典型相关

系数平方

0.9218叫
＿
№
＿
屿
＿
山

0·9024

0·4186
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0.1275

表10.39被典型变量解释的Y组原始变量的方差

硬本组的典型峦量解释 司皿型恋量解耀

比例 累计比例 :积比矽

）·3760

〕.6404

）ˉ7053

从表10。38和表10.39可以看出’两对典型变量u1｀u2和似l、02均较好地预测了对应
的那组变量,而且交互解释能力也较强。来自城市“竞争力组,’的方差被‘‘基础设施组”典

型变量ul、u2解释的比例和为64,04％;来自“基础设施组”的方差被‘‘竞争力组’’典型变
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由表10.37 知，，。，2，为。与"基础设施组"的第一典型变量u，均呈高度相关，说明
对外设施、对内设施、每百人电话数和技术设施在反映城市基础设施方面占有主导地位，
其中又以技术设施居于首位。。与基础设施组的第二典型变量和竞争力组的第一典型
变量都呈高度相关。"竞争力组"的第一典型变量v，与y，的相关系数均较高，体现了y2

在反映城市竟争力中占有主导地位。y，与v，是较高相关，与i呈高相关，但a，凝聚的信

息量有限，因而y，在"竞争力"中的贡献低于y。由于第一对典型变量之间的高度相关，

导致"基础设施组"中四个主要变量与"竞争力组"中的第一典型变量呈高度相关;而"竞

争力组"中的y，则与"影响组"的第一典型变量也呈高度相关。这种一致性从数量上体
现了"基础设施组"对"竞争力组"的本质影响作用，与指标的实际经济联系非常吻合，说
明典型相关分析结果具有较高的可信度。

值得—提的是.与线性回归模型不同，相关系数与典玻系数可以有不同的符号。如基

础设施方面的u，与x、相关系数为正值（0.4688），而典型系数却为负值（-0.2429）。由
于出现这种反号的情况，因此称x为抑制变量（Suppressor）。由表10.37的相关系数还可
以看出，"影响组"的第一典型变量u，对y，（市场占有率）有相当高的预测能力，相关系数

为0.8137，而对y。（长期经济增长率）预测能力较差，相关系数仅为0.1625。
④典型冗余分析与解释能力。典型相关系数的平方的实际意义是一对典型变量之

间的共享方差在两个典型变量各自方差中的比例。
典型冗余分析用来表示各典型变量对原始变量组整体的变差解释程度，分为组内变

差解释和组间变差解释，典型冗余分析的结果见表 10.38和表10.39。

表10.38 被典型变量解释的X组原始变量的方差
被本组的典型变量解释 典强相关 被对方Y组典型变量解释

系数平方比例 比例黑计比侧 累积比例

0.366 0.33240.92180.3606， 0.3324当

夕客试0.2612 0.5681.23570.6218年 吃
0.0631 002540.41860.68494 0.5945古

当 0。0.12730.764A0.0795 0.010 0.6046

表10.39 被典型变量解释的Y组原始变量的方差
被本组的类型变最解释 被对方 X组典型变量解释典型相关

系数平方比例 比例具计比例 累积比例， 多0.4079 0.37600.37600.4079 0.9218
0.709 0.902a40.2930 0.64040.2644时2e w0.41860.8580.1549 0.70530.0648当

0.1275.0000.142 0.2370.0184故P

从表 10.38和表10.39可以看出，两对典型变量、山和v1、，均较好地预测了对应
的那组变量，而且交互解释能力也较强。来自城市"竞争力组"的方差被"基础设施组"典
型变量u、山，解释的比例和为64.04???自"基础设施组"的方差被"竞争力组"典玻变
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量″l｀砂2解释的方差比例和为56.81％°城市竞争力变量组被其自身及其对立典型变量

解释的百分比、基础设施变量组被其自身及其对立典型变量解释的百分比均较高’尤其是

第-对典型变量具有较高的解释百分比,反映两者之间较高的相关性。

4）城市竞争力与基础设施关系的经济分析

根据城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析结果’城市竞争力与基础设施之间

的关系可从下列三个方面进行阐述°

（1）市场占有率是决定城市竞争力水平的首要指标’每百人电话数、设施指数和技术

设施指数是影响城市竞争力的主要基础设施变量。

市场占有率是企业竞争力大小的最直接表现’它反映＿个城市的产品在全部城市产

品市场中的份额,反映了一个城市创造价值的相对规模°根据典型系数的大小可知’影响

市场占有率的最主要因素是每百人电话数。每百人电话数是城市现代交通｀通信、信息设

施的综合指数’技术设施指标由港口个数、机场等级｀高速公路、高速铁路、地铁个数｀光缆

线路数加权而成,是＿个主客观结合指标’它代表了＿个城市的物流和信息流传播水平和

扩散速度°第一典型变量显示’城市竞争力中的市场占有率与基础设施关系最密切,影响

＿个城市市场占有率的基础设施因素主要是交通和信息设施,这也是与信息时代的发展

相＿致的。因此’第＿典型变量真实地反映了城市竞争力与基础设施之间的本质联系’它

将市场占有率从竞争力中提取出来,强调了信息基础设施建设对提升城市竞争力的重

要性°

（2）城市居民人均收人是反映城市竞争力的另外＿个重要变量。

城市居民人均收人和长期经济增长率综合反映了城市在域内和域外创造价值的状

况。城市居民人均收人是城市创造价值在其域内成员收益上的直接反映’而城市吸弓｜｀占

领｀争夺｀控制资源和市场创造价值的能力、潜力及持续性决定于GDP的长期增长’即

GDP增长率反映了城市价值扩展的速度和潜力°因此’居民人均收人可以综合反映出＿

个城市吸弓｜、控制资源和创造市场价值的能力和潜力°基础设施建设中的对内设施指数

通过城市能源、交通、道路、住房和卫生设施条件等影响并制约着城市吸弓｜、利用资源并创

造价值的能力和水平°现在城市的竞争不再是自然资源的单一竞争’人才竞争已成为竞

争的主要对象和核心’占有人才便控制了城市竞争的制高点’也就决定了城市创造价值的

能力和潜力。而城市能源是价值创造的基础,交通｀道路｀住房及卫生设施等决定着城市

利用资源和对人才的吸弓｜力。因此’城市基础设施中的对内设施建设对提升城市竞争力

具有重要作用°第二对典型变量还说明’对外设施指数,对内设施指数和每百人电话数与

居民人均收人和长期经济增长率反方向增长,设施和电话方面的投资在—定程度上影响

了城市利用资源、创造价值的水平。因为设施和电话投资必然要占用城市有限的人力、物

力资源’短时期内会影响城市居民人均收人水平和GDP的增长。

（3）劳动生产率在我国城市竞争力中的作用尚不明显。

从以上典型分析结果可以得出’目前我国劳动生产率在城市竞争力中的重要作用尚

不明显’这可能源于两个原因:一是我国各城市的劳动生产率低,对城市竞争力的贡献率
不高;二是城市基础设施建设与劳动生产率之间的相关度不高°但相关研究成果显示’中
国目前的劳动生产率并不低’不能否认劳动生产率在城市竞争力中的作用,如果这＿结论

成立’则对这-问题唯一的解释就是城市基础设施建设与劳动生产率的关联度不高°
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量u、2解释的方差比例和为 56.81??城市竟争力变量组被其自身及其对立典型变量
解释的百分比、基础设施变量组被其自身及其对立典型变量解释的百分比均较高，尤其是

第一对典型变置具有较高的解释百分比，反映两者之间较高的相关性。
4）城市竞争力与基础设施关系的经济分析

根据城市竞争力与基础设施关系的典型相关分析结果，城市竞争力与基础设施之间

的关系可从下列三个方面进行阐述。

（1）市场占有率是决定城市竞争力水平的首要指标，每百人电话数、设施指数和技术

设施指数是影响城市竞争力的主要基础设施变量。

市场占有率是企业竞争力大小的最直接表现，它反映一个城市的产品在全部城市产
品市场中的份额，反映了一个城市创造价值的相对规模。根据典型系数的大小可知，影响

市场占有率的最主要因素是每百人电话数。每百人电话数是城市现代交通、通信，信息设

施的综合指数，技术设施指标由港口个数、机场等级、高速公路、高速铁路、地铁个数，光缆

线路数加权而成，是一个主客观结合指标，它代表了一个城市的物流和信息流传播水平和
扩散速度。第一典型变量显示，城市竞争力中的市场占有率与基础设施关系最密切，影响

一个城市市场占有率的基础设施因款主要是交通和信息设施，这也是与信息时代的发展

相一致的。因此，第一典型变量真实地反映了城市竞争力与基础设施之间的本质联系，它

将市场占有率从竞争力中提取出来，强调了信息基础设施建设对提升城市竞争力的重

要性。
（2）城市居民人均收人是反映城市竞争力的另外一个重要变量。
城市居民人均收人和长期经济增长率综合反映了城市在域内和域外创造价值的状

况。城市居民人均收人是城市创造价值在其域内成员收益上的直接反映，而城市吸引、占

领、争夺、控制资源和市场创造价值的能力、潜力及持续性决定于 GDP 的长期增长，即

GDP 增长率反映了城市价值扩展的速度和潜力。因此，居民人均收入可以综合反映出一

个城市吸引、控制资源和创造市场价值的能力和潜力。基础设施建设中的对内设施指数

通过城市能源、交通、道路、住房和卫生设施条件等影响并制约着城市吸引、利用资源并创

造价值的能力和水平。现在城市的竞争不再是自然资源的单一党争，人才竞争已成为竞
争的主要对象和核心.占有人才便控制了城市竟争的制高点，也就决定了城市创造价值的

能力和潜力。而城市能源是价值创造的基础.交通、道路、住房及卫生设施等决定着城市
利用资源和对人才的吸引力。因此，城市基础设施中的对内设施建设对提升城市竟争力

具有重要作用。第二对典型变量还说明，对外设施指数，对内设施指数和每百人电话数与
居民人均收入和长期经济增长率反方向增长，设施和电话方面的投资在一定程度上影响
了城市利用资源、创造价值的水平。因为设施和电话投资必然要占用城市有限的人力、物
力资源，短时期内会影响城市居民人均收人水平和 GDP 的增长。

（3）劳动生产率在我国城市竞争力中的作用尚不明显。
从以上典型分析结果可以得出，目前我国劳动生产率在城市竞争力中的重要作用尚

不明显，这可能源于两个原因∶一是我国各城市的劳动生产率低，对城市竞争力的贡献率
不高;二是城市基础设施建设与劳动生产率之间的相关度不高。但相关研究成果显示，中
国目前的劳动生产率并不低，不能否认劳动生产率在城市竞争力中的作用，如果这一结论
成立，则对这一问题唯一的解释就是城市基础设施建设与劳动生产率的关联度不高。
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计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

x≡re己dm己tr1x（｜己n1土106.x1sx｜）》 啥读入表单Shee亡1中的数据x

y＝re己dm己仁nx（｜己n1土106.x1sx｜′ ｜Shee亡｜′2）′ 老读入Shee仁2中的数据y

p＝s工ze（x′2）′q＝s1ze（y′2）′

x＝zsc○re（x）;y＝zsc◎re（y）′ 啥标准化数据

n＝sjze（x′1）′ 堵观测数据的个数

老下面做典型相关分析′己1′b1返回的是典型变量的系数′r返回的是典型相关系数

堵u1′V1返回的是典型变量的值′S亡己亡S返回的是假设检验的一些统计量的值

［己1′］o1′r′u1′v1′s亡己仁s］＝c己n○nc◎rr（x′Y）

堵下面修正己1′b1每一列的正负号′使得a′］O每一列的系数和为正

嗜对应的′典型变量取值的正负号也要修正

己＝a1.＊工epm己亡（s土gn（sum（己1）） ′s工ze（己1′1） ′1）

b＝b1.＊repm己亡（s1gn（sum（b1）） ′s工ze（b1′1） ′1）

u＝u1·＊repm己仁（s1gn（sum（己1））′s工ze（u1′1） ′1）

v＝v1·＊repm己亡（s土gn（sum（b1））′s1ze（v1′1）′1）

x卫ˉ工＝x‖＊u／（nˉ1） 老计算x′u的相关系数

y二／二冒＝y0＊v／（nˉ1） 墙计算y′v的相关系数

xvr＝x′＊v／（nˉ1） 老计算x′v的相关系数

y哭-工＝Y′＊u／（n-1） 嗜计算y′u的相关系数

ux＝sum（x二1ˉ工。＾2）／p 嗜x组原始变量被uˉ土解释的方差比例

uxcum＝cumsum（ux） 嗜x组原始变量被uˉ土解释的方差累积比例

vx＝sum（x＝v王.＾2）／p 墙x组原始变量被Vˉ工解释的方差比例

vxcuIn＝cumsum（vx） 哈x组原始变量被v≡土解释的方差累积比例

vy＝sum（y旦′＝工。＾2）／α 老y组原始变量被v一j解释的方差比例

vy工um＝cumsum（vy） 啥y组原始变量被v-工解释的方差累积比例

uy＝sum（y婴多.＾2）／α 号y组原始变量被u-工解释的方差比例

uy工uIn＝cumsum（uy） 老y组原始变量被u-工解释的方差累积比例

v己1＝r·＾2 嗜典删相≠系毅的平方.M］或M2拓阵的韭舅老典型相关系数的平方′M1或M2矩阵的非零特征值

1o·6对应分析

1O·6·1对应分析简介

对应分析（CoITespondenceAna1ysis）是在R型和Q型因子分析基础上发展起来的多

元统计分析方法,又称为R-Q型因子分析。

因子分析是用少数几个公共因子去提出研究对象的绝大部分信息,既减少了因子的

数目,又把握住了研究对象的相互关系°在因子分析中根据研究对象的不同,分为R型

和Q型’当研究变量的相互关系时采用R型因子分析,研究样品间相互关系时则采用Q
型因子分析°但无论是R型或Q型都未能很好地揭示变量和样品间的双重关系。另＿

方面’当样品容量厕很大（如n＞1000）’进行Q型因子分析时’计算n阶方阵的特征值和
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计算的 Matlab 程序如下;

clc,clear
8读入表单 Sheet1中的做据xx=readmatrix('anli10_6.xlsx'>;

y=readmatrix《anl10_5.xlsx'，'Sheet'，2）;读入 sheet2中的数据y
p=size(x,2);g=gize(y,2);

标准化数据x=zscore (x) ;y =zscore ty);

舍观测数据的个数n=8ize (x,1)
?下面做典型相关分析，al，b1返国的是典型变量的系数，z 返回的是典型相关系数
名ul，vl 返回的是典型变量的值，stats返回的是假设检验的一些统计量的值

[al,bl,r,ul,v1,stats]=canoncorr(x,y)

鲁下面修正 a1，b1每一列的正负号，使得a，b每一列的系数和为正

名对应的，英型变量取值的正负号也要修正
a=a1.* repmat (8ign (sum (a1)),size (a1,1),1}

b=b1。*repmat(sign (eum(b1)),size(b1,1),1}

u*u1.*repmat(9ign(sum{a1)},size(ul,1),1}

v=vL.*zepmat(sign (8um(b1)),gize(v1,1),1)
x_u_=x'*u/ (n-1) 8计算x/u的相关系数

??算y，y的相关系数Y_v_r=y'*v/(n-1)
计算x，v的相关系数X__r=x'*V/(n-1)

8计算Y，的相关系数y_u_r=y'* u/(n-1)

ux=sum (x__r.^2)/p 名x组原始变量被ui 解释的方差比例

8x组踩始变量被 ui解释的方差暴积比例ux_cum=cumsum(ux)

8x组原始变量被v_i 解释的方差比例Vx=sum (x_V_r.^2)/p
vx_cum=cumsum {vx) x组源始变量被v_1 解释的方差累积比例

vy=sum ty_V_r.^2)/q ℃y 组原始变量被v_i 解释的方差比例

9y 组原始变量被v_i. 解释的方差果积比例vy_cum=Cumsum (vy)

uy=9um(y__r. "2)/q 2y 组原始变量被 ui解释的方差比例
3y 组原始变量被 u_i解释的方差累积比例uy_Cum=Cum8um (uy )

val=r.~2 名典型相关系数的平方，M1 或N2矩阵的非零特征值

10.6 对 应 分析

10.61 对应分析简介

对应分析（Comrespondence Analysis）是在 R 型和 0型因子分析基础上发展起来的多

元统计分析方法，又称为R-Q型因子分析。

因子分析是用少数几个公共因子去提出研究对象的绝大部分信息，既减少了因子的
数目，又把握住了研究对象的相互关系。在因子分析中根据研究对象的不同，分为R 壅

和Q型，当研究变量的相互关系时采用R型因子分析，研究样品间相互关系时则采用Q
型因子分析。但无论是R 型或Q型都未能很好地揭示变量和样品间的双重关系。另一
方面，当样品容量n很大（如 n>1000）.进行O型因子分析时，计算n阶方阵的特征值和
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特征向量对于微型计算机而言’其容量和速度都是难以胜任的。还有进行数据处理时’为

了将数量级相差很大的变量进行比较,常常先对变量作标准化处理,然而这种标准化处理

对样品就不好进行了,换言之’这种标准化处理对于变量和样品是非对等的’这会给寻找

R型和Q型之间的联系带来—定的困难。

针对上述问题,在20世纪70年代初’法国统计学家Benzecn提出了对应分析方法°

这个方法是在因子分析的基础上发展起来的’它对原始数据采用适当的标度方法’把R

型和Q型分析结合起来,同时得到两方面的结果—在同＿因子平面上对变量和样品＿

起进行分类’从而揭示所研究的样品和变量间的内在联系°

对应分析由R型因子分析的结果’可以很容易地得到Q型因子分析的结果’不仅克

服了样品量大时作Q型因子分析所带来的计算上的困难’而且把R型和Q型因子分析统

一起来’把样品点和变量点同时反映到相同的因子轴上’这就便于对研究的对象进行解释
和推断°

由于R型因子分析和Q型因子分析都是反映一个整体的不同侧面’因此它们之间＿

定存在内在的联系°对应分析的基本思想就是通过对应变换后的标准化矩阵B将两者

有机地结合起来。

具体地说’首先给出变量间的协方差阵SR＝BTB和样品间的协方差阵SQ＝BBT,由于
BTB和BBT有相同的非零特征值’记为入l≥∧2≥…≥入厕＞0’如果SR对应于特征值儿的

标准化特征向量为叭’则sQ对应于特征值儿的标准化特征向量为

％≡蔗″…
由此可以很方便地由R型因子分析而得到Q型因子分析的结果。

由SR的特征值和特征向量即可写出R型因子分析的因子载荷矩阵（记为AR）和Q

型因子分析的因子载荷矩阵（记为AQ）

‖汁AR＝［｀／x丁″‖ ’｀／x了叮2’…’｀／x贡″卿］＝

｝ 广AQ＝［｀／页丁γl’｀／x丁γ2’…’｀／x云γ顾］＝

由于SR和SQ具有相同的非零特征值’而这些特征值又正是各个公共因子的方差’因
此可以用相同的因子轴同时表示变量点和样品点’即把变量点和样品点同时反映在具有

相同坐标轴的因子平面上’以便对变量点和样品点-起考虑进行分类。

10.6.2对应分析的原理

1.对应分析的数据变换方法

设有网个样品’每个样品观测p个指标’原始数据阵为
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特征向量对于微型计算机而言，其容量和速度都是难以胜任的。还有进行数据处理时，为
了将数量级相差很大的变量进行比较，常常先对变量作标准化处理，然而这种标准化处理

对样品就不好进行了，换言之，这种标准化处理对于变量和样品是非对等的，这会给寻找

R型和Q型之间的联系带来一定的困难。
针对上述问题，在20世纪 70年代初，法国统计学家 Benzecnri 提出了对应分析方法。

这个方法是在因子分析的基础上发展起来的，它对原始数据采用适当的标度方法，把 R
型和 0型分析结合起来，同时得到两方面的结果——在同一因子平面上对变量和样品一
起进行分类，从而揭示所研究的样品和变量间的内在联系。

对应分析由R型因子分析的结果，可以很容易地得到Q型因子分析的结果，不仅克
服了样品量大时作 Q 型因子分析所带来的计算上的困难，而且把R 型和Q型因子分析统
一起来，把样品点和变量点同时反映到相同的因子轴上，这就便于对研究的对象进行解释

和推断。
由于R型因子分析和 0因子分析都是反映一个整体的不同侧面，因此它们之间一

定存在内在的联系。对应分析的基本思想就是通过对应变换后的标准化矩阵 B将两者
有机地结合起来。

具体地说，首先给出变量间的协方差阵S，=B'g 和样品间的协方差阵S。=BBT，由于

B'》和BBT有相同的非零特征值，记为入≥入，≥⋯≥λ>0，如果S。对应于特征值A;的
标准化特征向量为?;，则S。对应于特征值λ 的标准化特征向量为

‘？
由此可以很方便地由 R型因子分析而得到Q型因子分析的结果。

由S。的特征值和特征向量即可写出R型因子分析的因子载荷矩阵（记为AR）和Q

型因子分析的因子戴荷矩阵（记为4g）

n<A r(A‘：“于
r√A JA占矿‘AR=[√A,n,Am⋯,、An]= ：：。叫 ，

言之引‘√Am
a/A予 √A]-

A。uz(X2i、A, ⋯A=【、压yATn⋯，Ar。1=
叫. .

ua，/A awA⋯业√
由于S。和S。具有相同的非零特征值，而这些特征值又正是各个公共因子的方差，因

此可以用粗同的因子轴同时表示变量点和样品点，即把变量点和样品点同时反映在具有

相同坐标轴的因子平面上，以便对变量点和样品点一起考虑进行分类。

10.6.2 对应分析的原理

1。对应分析的数据变换方法
设有n 个样品，每个样品观测p个指标，原始数据阵为
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‖｜ ｛ ｜A＝

为了消除量纲或数量级的差异’经常对变量进行标准化处理’如标准化变换｀极差标

准化变换等’这些变换对变量和样品是不对称的°这种不对称性是导致变量和样品之间

关系复杂化的主要原因°在对应分析中’采用数据的变换方法即可克服这种不对称性

（假设所有数据α0＞0’否则对所有数据同加＿适当常数’便会满足以上要求）。数据变换
方法的具体步骤如下°

（1）化数据矩阵为规格化的“概率”矩阵P’令

Ⅻ≡÷A＝（’,）… （10.74）

见 p

式中:T＝∑∑·州＝÷·徽（』＝1,2,…,叼＝1’2,…,’）.〔＝1 j＝l

见 p

不难看出0≤p墩≤1’且∑∑p,＝1°因而p,可理解为数据α,出现的“概率”’并称P
t＝l j＝1

为对应阵。
几 p

记p,＝∑p,可理解为第j个变量的边缘概率（j＝1’2’…’p）;p《 ＝∑p》可理解为第
『＝l j＝1

j个样品的边缘概率（j＝1,2’…’n）。

记

‖｛｜疟（｝‖厂＝

则

厂＝P1P’c＝pT1＂’ （10.75）

式中:1′＝［1,1’…,1］T为元素全为1的p维常向量°
（2）进行数据的对应变换,令

B＝（b『）＂冲’
式中

』广罢尝′ .≡羔≡T……,…门∧ （10.76）

p ∏

其中:α肛二∑α;;α’＝∑α,。
／＝l 〔＝l

（3）计算有关矩阵’记

SR＝BTB,SQ＝BBT,

考虑R型因子分析时应用SR’考虑Q型因子分析时应用SQ°
如果把所研究的p个变量看成一个属性变量的p个类目’而把n个样品看成另＿个

属性变量的几个类目,这时原始数据阵A就可以看成＿张由观测得到的频数表或计数
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2.)
氢

：
为了消除量纲或数量级的差异，经常对变量进行标准化处理，如标准化变换、极差标

准化变换等，这些变换对变量和样品是不对称的。这种不对称性是导致变量和样品之间

关系复杂化的主要原因。在对应分析中，采用数据的变换方法即可克服这种不对称性

（假设所有数据a;>0，否则对所有数据同加一适当常数，便会满足以上要求）。数据变换

方法的具体步骤如下。
（1）化数据矩阵为规格化的"概率"矩阵P，令

巳哎上艺？ (10.74)

具当门心讼才号“矿(i=1,2,⋯,#j=12,⋯,p)。C

不难看出0≤p，≤1，且 py=1。因而pg可理解为数据a;出现的"概率"，并称P>

为对应阵。

记P，=`P;可理解为第j个变量的边缘概率（=1，2.⋯，P）;P.=二p;可理解为第
i个样品的边缘概率（i=1，2，⋯，n）。

记

宅运P1

则
r=P1,,e=Pf1. (10.75)

式中∶1，=【1，1，⋯，1】为元素全为1的p维常向量。
（2）进行数据的对应变换，令

B=(b.)·
式中

P一P.Pg-0.@2./F-，i=1，2，，那i=1，2，⋯，P、oi= (10.76)
亨响“ 人约白“

其中∶a.-当的i-点
（3）计算有关矩阵，记

S =B'B,S=BB",
考虑R型因子分析时应用S，考虑Q型因子分析时应用S6。

如果把所研究的p个变量看成一个属性变量的p个类目，而把 n个样品看成另一个
属性变量的n个类目，这时原始数据阵A 就可以看成一张由观测得到的频数表或计数
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表°首先由双向频数表A矩阵得到对应阵

Ⅺ≡（′,）’′厂÷。,,问,2’咋Ⅷ≡1’2,…,p
设几＞p’且rank（P）＝p°下面从代数学角度由对应阵P来导出数据对应变换的公式°

弓｜理10·1数据标准化矩阵

B＝D厂l／2（p＝″T）D百l／2’ （10.77）

式中:D『＝diag（p! . ’p2. ’…’p厕. ）’Dc＝diag（p. l ’p.2’…,p.′）,这里diag（p! . ’p2. ,…’
p＂. ）表示对角线元素为p! , ’p2. ’…’p则.的对角矩阵。

证明 （1）对P中心化’令

厨＝p,ˉp』′J＝p,ˉm,／T,

式中肌厂2宁≡Ih『′是假定行和列两个属性变量不相关时在第（』,j）单元上的期望
频数值。

记万＝（禹）…,由式（10.75）得
～

P＝P＝″T’ （10.78）
～ ～

因为P1p＝P1p-″T1′＝7＝厂＝0’所以rank（P）≤p＝1°
～

（2）对P标准化’令
～′ def ′～

D;1／2FD;l／2＝（6矿）愿×p’
式中

～p旷＝pt.p.j α0＝α!.α.j／T

b,＝√阮万了了 √顶『丁石亏＝b,’
故经对应变换后所得到的新数据矩阵B’可以看成是由对应阵P经中心化和标准化后得

到的矩阵°

设用于检验行与列两个属性变量是否不相关的x2统计量为

x2＝兰兰（α厂叫）2 ＂ ′＝∑∑x;’ （10.79）
j＝1 ′＝1 ′γ〗矿 ‘＝1 J＝1

式中火;为第（t’j）单元在检验行与列两个属性变量是否不相关时对总x2统计量的贡
献’有

×;ˉ（。宁）』 ＝Tb;,
见 p

故x2＝T∑∑b;＝hr（BTB）＝nr（SR）＝nr（SQ）°
t＝1 j＝1

2·对应分析的原理和依据

将原始数据阵A变换为B矩阵后’记SR＝BTB和SQ＝BBT。SR和SQ这两个矩阵存

在明显的简单的对应关系’而且将原始数据α旷变换为b,后’b旷关于t,j是对等的’即b旷对
变量和样品是对等的°

为了进一步研究R型与Q型因子分析’我们利用矩阵代数的＿些结论°

弓｜理10.2设SR＝BTB’SQ＝BBT’则SR和SQ的非零特征值相同。
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表。首先由双向频数表A矩阵得到对应阵

P=(p)P,=q,i1,2,⋯,ij=12⋯,p.
设π>p，且 rank（P）=p。下面从代数学角度由对应阵尸来导出数据对应变换的公式。

引理 10.1 数据标准化矩阵

(10.77)B=D-i?( P-rel)D-.'r,
式中;D，=diag（Pr，P-.⋯，P），D.=diag（p.，P.2⋯，P.），这里 diag（P·，P2⋯，
p..）表示对角线元素为P.，P2.，⋯，P.的对角矩阵。

证明（1）对P中心化，令

P=Pg-P1.P.=Pg-my/T,
_4·-1,式中∶mas= =Tp.，是假定行和列两个属性变量不相关时在第（ij）单元上的期望T

频数值。
记户=（p）m，由式（10.75）得

P=P-nc', (10.78)
因为P1 =P1。-rT1，=r-=0，所以 rank（产）≤p-1。

（2）对严标准化，令

与”皆飞蜱巧：
式中

伐业它区，气占。石丶中abg·心
√P,P. .②.

故经对应变换后所得到的新数据矩阵 B，可以看成是由对应阵P经中心化和标准化后得
到的矩阵。

设用于检验行与列两个属性变量是否不相关的X'统计量为

台” 叫心予体汹 (10.79)职
式中x;为第（i，j））单元在检验行与列两个属性变量是否不相关时对总X 统计量的贡
献，有

(a,-m,)?X -=783,售。
故x2=T之上6=Tr（BB）=Tr（SA）=7r（So）。

2.对应分析的原理和依据

将原始数据阵A变换为B矩阵后，记S=B'B和S。=BET。S，和S。这两个矩阵存

在明显的简单的对应关系，而且将原始数据a，变换为b.后，b，关于i是对等的，即b对

变量和样品是对等的。
为了进一步研究 R型与Q型因子分析，我们利用矩阵代数的一些结论。
引理10.2 设S，=B'B，S。=BB'，则S，和S。的非零特征值相同。
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弓｜理10·3若″是BTB相应于特征值人的特征向量’则γ＝助是BBT相应于特征

值入的特征向量°

定义10.2（矩阵的奇异值分解） 设B为n×p矩阵’且

rank（B）＝加≤min（见-1,pˉ1）’

BTB的非零特征值为入l≥入2≥…≥入臃＞0’令‘‘＝√I丁（t＝1’2,…’m）,则称d‘为B的奇
异值°如果存在分解式

B＝U／Wr’ （10.80）

式中;U为训正交矩阵;V为帅正交矩阵;小［洲,这里A…（d』』d”‖
d厕）’则称分解式B＝U／Wr为矩阵B的奇异值分解。

记

U＝［Ul !U2］’V＝［Vl :V2］’A砸＝diag（dl ’d2’…’d顾）’

式中:Ul为n×矾的列正交矩阵;Vi为p×加的列正交矩阵。则奇异值分解式（10.80）等
价于

B＝UlA哪W. （10.81）

弓｜理10.4任意非零矩阵B的奇异值分解必存在。

弓｜理10.4的证明就是具体求出矩阵B的奇异值分解式（见参考文献［55］）。从证明

过程中可以看出:列正交矩阵Vl的加个列向量分别是BTB的非零特征值入l’入2’…’入厕

对应的特征向量;而列正交矩阵Ul的加个列向量分别是BBT的非零特征值人l’入2’…’

入厕对应的特征向量’且Ul＝BV1A雨l°

矩阵代数的这几个结论建立了因子分析中R型与Q型的关系。借助弓｜理10.2和弓｜

理10.3,从R型因子分析出发可以直接得到Q型因子分析的结果。

由于sR与SQ有相同的非零特征值’而这些非零特征值又表示各个公共因子所提供
的方差,因此变量空间R′中的第一公共因子｀第二公共因子、……、第m个公共因子’它

们与样本空间R皿中对应的各个公共因子在总方差中所占的百分比全部相同°

从几何的意义上看’即R腿中诸样品点与Rn中各因子轴的距离平方和’以及R′中诸

变量点与Rp中相对应的各因子轴的距离平方和是完全相同的°因此可以把变量点和样

品点同时反映在同＿因子轴所确定的平面上（即取同-个坐标系）’根据接近程度’可以

对变量点和样品点同时考虑进行分类°

3·对应分析的计算步骤

对应分析的具体计算步骤如下:

（1）由原始数据阵A出发计算对应阵P和对应变换后的新数据阵B’计算公式见

式（10.74）和式（10.76）（或式（10.77））。

（2）计算行轮廓分布（或行形象分布）’记

R佃 D其P ｜
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引理10.3 若是B'B相应于特征值入的特征向量，则y=Bm是BB'相应于特征

值A的特征向量。
定义 10.2（ 矩阵的奇异值分解） 设B为 n×p矩阵，且

rank(B)= m≤min(n-1,p-1),
B'B的非零特征值为入，≥入z2≥⋯≥入。>0，令d=、√A7（i=1，2，⋯，m），则称d;为B的奇
异值。如果存在分解式

(10.8O)B=UAVT, o式中;0为nx 正交矩阵;V为pxp 正交矩阵;4- ，这里A.=dig（d，山，⋯.，0.
d），则称分解式B=UAV 为矩阵日的奇异值分解。
记

U=[U,:U,],V=[V1;V],A.=diag(d,,da,⋯,d),
式中∶U，为 nxm 的列正交矩阵;V为p×m 的列正交矩阵。则奇异值分解式（10.80）等

价于-
(10.81)B=U4.VI.

引理10.4 任意非零矩阵 B的奇异值分解必存在。

引理10.4的证明就是具体求出矩阵B的奇异值分解式（见参考文献【55】）。从证明
过程中可以看出;列正交矩阵 V，的 m 个列向量分别是B'B的非零特征值入，，λ2，⋯，λ。
对应的特征向量;而列正交矩阵 U，的m个列向量分别是 BB2的非零特征值入，Az，⋯，
A。对应的特征向量，且U，=BV，，A二。

矩阵代数的这几个结论建立了因子分析中R型与Q型的关系。借助引理10.2 和引
理10.3，从R 型因子分析出发可以直接得到Q型因子分析的结果。

由于S。与S。有相同的非零特征值，而这些非零特征值又表示各个公共因子所提供

的方差，因此变量空间 R中的第一公共因子、第二公共因子、⋯、第m个公共因子，它
们与样本空间 R"中对应的各个公共因子在总方差中所占的百分比全部相同。

从几何的意义上看，即 R"中诸样品点与 R*中各因子轴的距离平方和，以及RP中诸
变置点与 双° 中相对应的各因子轴的距离平方和是完全相同的。因此可以把变量点和样

品点同时反映在同一因子轴所确定的平面上〈即取同一个坐标系），根据接近程度，可以
对变量点和样品点同时考虑进行分类。

3.对应分析的计算步骤
对应分析的具体计算步骤如下;

（1）由原始数据阵A 出发计算对应阵P和对应变换后的新数据阵 B，计算公式见

式（10.74）和式（10.76）{或式（10.77））。

（2）计算行轮廓分布（或行形象分布），记

智宽⋯配i07-n(3).[8)。
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R矩阵由A矩阵（或对应阵P）的每＿行除以行和得到’其目的在于消除行点（即样品点）

出现‘‘概率”不同的影响°

记″（R）＝｛Rd’t＝1’2’…’n｝ ’Ⅳ（R）表示n个行形象组成的p维空间的点集’则点集

Ⅳ（R）的重心（每个样品点以p‘ .为权重）为

p《1

p［.

pi2

pt.尸

∏
亏
〉
～
间

一
一尺尸

见
雨
〉
～
曰

＝c’

p（p

pi.

由式（10.75）可知’℃是p个列向量的边缘分布。

（3）计算列轮廓分布（或列形象分布）,记

℃ˉ吼倍）…≡川｜当［C｜ ｀q,…｛Q］｀
C矩阵由A矩阵（或对应矩阵P）的每＿列除以列和得到’其目的在于消除列点（即变量

点）出现‘‘概率”不同的影响°

（4）计算总惯量和x2统计量’第A个与第′个样品间的加权平方距离（或称x2距

离）为

帅,′）≡三偿三登丁／″（R』—R』′则R′＿R』）,
把几个样品点（即行点）到重心c的加权平方距离的总和定义为行形象点集Ⅳ（R）的总

惯量

Q≡二队D』（』,‘）＝三片三六侩ˉ附）,
＝兰兰坠1鸟罢业工＝兰兰（p’ˉ川’）2 . 从 x2＝∑∑6;＝了, （10.82）j＝l j＝1p7 pi. j＝1 j＝l pi.p7 j＝l ／≡l

式中:x2统计量是检验行点和列点是否互不相关的检验统计量’其计算公式

见式（10.79）°

（5）对标准化后的新数据阵B作奇异值分解’由式（10.81）知

B＝U!A顾J／『’加＝rank（B）≤min（nˉ1’pˉ1）’
式中

Am＝diag（αl ’d2’…’d厕）’WV｜＝I顾’U『Ul＝I颐’

即Vl’Ul分别为p×m和门×加列正交矩阵’求B的奇异值分解式其实是通过求SR＝BTB
矩阵的特征值和标准化特征向量得到°设特征值为人l≥入2≥…≥入蛔＞0’相应标准化特征

向量为叮l,叼2’…’叮m。在实际应用中常按累积贡献率

入l＋入2＋…＋入′ ≥0.80（或0.70,0.85）
入1＋…＋入′＋…＋入加
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R矩阵由A矩阵（或对应阵P）的每一行除以行和得到，其目的在于消除行点（即样品点））
出现"概率"不同的影响。

记N（R）={R，=1，2，⋯，n}，N（R）表示π个行形象组成的p维空间的点集，则点集

N（R）的重心（每个样品点以 p;.为权重）为

KP e[2.PP.

守
旷”

P e[

Po心“：点>，，=? 三孙 键1： ，自 ..
s【入饰 ·。，

由式（10.75）可知，c是p个列向量的边缘分布。
（3）计算列轮廓分布（或列形象分布），记

c-(3) =PD-l=[C1,C.⋯,C,,P
C矩阵由A矩阵（或对应矩阵 P）的每一列除以列和得到，其目的在于消除列点（即变量
点>出现"概率"不同的影响。

（4）计算总惯量和X统计量，第玉个与第L个样品间的加权平方距离（或称X距

离）为

DP（，）=点（eB）/P，=（R-R，D3R-R）.
把n个样品点（即行点）到重心c的加权平方距离的总和定义为行形象点集N（R）的总

惯量
_P0">,DPi2)- √ ”岂p:

P小P∶
杷(2--p:P,)、P.(P2-P.)2 ””矽沁孔” (10.82)目协叫 7P-P:、宁” p. =:’ ，

式中;X2 统计量是检验行点和列点是否互不相关的检验统计量，其计算公式
见式（10.79。

（5）对标准化后的新数据阵B作奇异值分解，由式（10.81）知
B=U,A_V;,m=rank(B)≤min(n-1,p-1),

武中
A=diag(d,t,⋯,d),VV=I,,UU,=I,

即V，U 分别为pxm 和nxm列正交矩阵，求B的奇异值分解式其实是通过求Sg=B'B
矩阵的特征值和标准化特征向量得到。设特征值为λ、≥入，≥⋯≥入。>0，相应标准化特征
向量为可1，2，⋯·，y。。在实际应用中常按累积贡献率

Aj+4z++A;-≥0.80（或0.70，0.85）产：十产十了十产
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确定所取公共因子个数l（′≤m）’B的奇异值吗＝｀／I7（j＝1’2’…’m）°以下仍用加表示
选定的因子个数。

（6）计算行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标F°令α‘＝D;l／2叭’则鲤Dcα《＝1（t≡1’

2’…’m）°R型因子分析的“因子载荷矩阵”（或列轮廓坐标）为

d2 d咖

＂万子＂＂ …万＝创!″
d2 d加

2!万≡砌鲤 …万≡似2″

Ⅲl
ˉ

｀／βˉ了

创1
ˉ

｀／βˉ亏F＝［dlαl ’‘2α2’…’dmα厕］＝D;l／2VlA腮＝ ’

加尸

么
～
啊

…

∑尸

吃
ˉ
徊

］口

αl
-

＾／βˉ万

式中:D;l／2为p阶矩阵;Vl为p×加矩阵’有

‖｜Vl＝［叼l ’叮2’…’叮厕］≡

令β‘＝D厂l／2％’则β『D′t＝1（j＝1’2’…’m）。

轮廓坐标）为

″12 。·. U1m

022 ·°。 ″2m

Dp2 …哆厕

Q型因子分析的‘‘因子载荷矩阵,’（或行

G＝［dlγl’d2％’…’d厕‰］＝D7l／2U1Am

d2

歹云＝＂Ⅲ
d2

豆云≡鹏鲤

Ⅲ1
—

αm

…而＝鹏!.
dm

…豆云＝＂2″

皿11

呵
山
—
师

皿21
ˉ
ˉ

’

α2 d加

泌＂歹云＝鹏彪 …歹云≡鹏凰″
〃1
—

｀／瓦＿

式中:D厂l／2为n阶矩阵;Ul为n×m矩阵’有

i｜ ｛ ｜Ul＝［γl ,％’…’％］＝

常把αd或β（j≡1’2’…’m）称为加权意义下有单位长度的特征向量。

注:行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标F的定义与Q型和R型因子载荷矩阵稍有差

别°G的前两列包含了数据最优二维表示中的各对行点（样品点）的坐标’而F的前两列

则包含了数据最优二维表示中的各对列点（变量点）的坐标。

（7）在相同二维平面上用行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标F（取m＝2）绘制出点的
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确定所取公共因子个数（{≤m），B的奇异值山=、压（j=1，2，⋯，m）。以下仍用m表示
选定的因子个数。

（6）计算行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标F。令α，=D-n，则αD.a;=1（i=1，
2，⋯，m）。R型因子分析的"因子载荷矩阵"（或列轮廓坐标）为

七" d。鸟
壮： 也官芬？：：

户！

山d弧 响“泳 态官.纠F=[d,α,da,⋯,dwu]=D-i"vA.= ：，a “ d
制 方。 P,育

式中∶D-一为p阶矩阵;V;为pxm矩阵，有

占气创n

了
令β;=D-?x，则βDβ;=1{i=1，2，⋯，m）。Q型因子分析的"因于载荷矩阵"（或行

轮廓坐标）为
。“乎过正计了乎均亡心广

d。4,d;？ 二41=，二U2P. √P/P1.

卟 内山 ： 修谨Mnp=4a后 √PVPa. ，：：：
产 ‘乎

三41n二4.3 ·4么 √p.
式中∶D-I为n阶矩阵;U，为 nxm矩阵，有

志严
夕？

。上义飞了”

常把α;或β.（i=1，2，⋯，m）称为加权意义下有单位长度的特征向量。
注;行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标F 的定义与Q型和R 型因子载荷矩阵稍有差

别。G的前两列包含了数据最优二维表示中的各对行点（样品点）的坐标，而F的前两列
则包含了数据最优二维表示中的各对列点（变量点）的坐标。

（7）在相同二维平面上用行轮廓的坐标G和列轮廓的坐标 F（取 m=2）绘制出点的
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平面图°也就是把见个行点（样品点）和p个列点（变量点）在同一个平面坐标系中绘制

出来’对＿组行点或一组列点’二维图中的欧几里德距离与原始数据中各行（或列）轮廓

之间的加权距离是相对应的。但需注意的是’对应行轮廓的点与对应列轮廓的点之间没

有直接的距离关系。

（8）求总惯量Q和x2统计量的分解式°由式（10.82）可知
″ p m m

Q＝∑∑b;＝tr（BTB）＝∑入』＝∑d;’ （10.83）
t＝1 ／＝1 t＝1 t＝l

其中:入‘（t＝1’2’…’加）是BTB的特征值’称为第t个主惯量;d尸｀／x了（t＝1’2’…’m）是B

的奇异值。式（10.83）给出了Q的分解式’第j个因子（j＝1’2’…’m）轴末端的惯量

q＝〃;°相应地’有
m

x2＝TQ＝T∑Ⅲ′’ （10.84）
!＝l

即总x2统计量的分解式°

（9）对样品点和变量点进行分类,并结合专业知识进行成因解释。

10·6·3应用例子

对应分析处理的数据可以是二维频数表（或称双向列联表〉’或者是两个或多个属性

变量的原始类目‖向应数据°

对应分析是列联表的—类加权主成分分析’它用于寻求列联表的行和列之间联系的

低维图形表示法。每-行或每一列用单元频数确定的欧几里德空间中的-个点表示。

例10·17表10.40的数据是美国在1973-1978年间授予哲学博士学位的数目（美

国人口调查局’1979年）。试用对应分析方法分析该组数据°

表10.40美国于1973-1978年间授予哲学博士学位的数目

“89 q303 “02 4350 q266 436】

4101 3800 3749 3572 3410 323』

3354 3286 33“ 3278 3137 3008

2q』耳 2587 2749 2878 2960 3Oq9

3338 31“ 2959 2791 2641 2432

1222 1I96 1149 1003 959 959

·ppd

＿

勿丑
■■■■■■■■

山■△

解如果把年度和学科作为两个属性变量’年度考虑1973-1978年这6年的情况（6

个类目）’学科也考虑6种学科’那么表10.40是-张两个属性变量的列联表。
利用Matlab对表10.40的数据进行对应分析’可得出行形象（或称行剖面）｀惯量

（Inertia）和X2（ChiSquare’中文有时用“卡方”）分解’以及行和列的坐标等°计算结果见

表10.41～表10.44°
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平面图。也就是把2个行点（样品点）和p个列点（变量点）在同一个平面坐标系中绘制

出来，对一组行点或一组列点、二维图中的欧几里德距离与原始数据中各行（或列）轮廓

之间的加权距离是相对应的。但需注意的是，对应行轮廓的点与对应列轮廓的点之间没
有直接的距离关系。

（8）求总惯量Q和x统计量的分解式。由式（10.82）可知

上它当”沁沁砂 (10.83)Q=2
其中∶A（i=1，2，⋯，m）是BB的特征值，称为第i个主惯量;d;=√/A.（i=1，2⋯，m）是B
的奇异值。式（10.83）给出了Q的分解式，第i个因子（i=1，2，⋯，m）轴末端的惯量

Q.=山2。相应地，有

己”兄口汹命 (10.84)
即总X'统计量的分解式。

（9）对样品点和变量点进行分类，并结合专业知识进行成因解释。

10.6.3 应用例子
对应分析处理的数据可以是二维频数表（或称双向列联表），或者是两个或多个属性

变量的原始类目响应数据。

对应分析是列联表的一类加权主成分分析，它用于寻求列联表的行和列之间联系的
低维图形表示法。每一行或每一列用单元频数确定的欧几里德空间中的一个点表示。

例10.17 表10.40的数据是美国在1973—1978年间授予哲学博士学位的数目（美
国人口调查局，1979年）。试用对应分析方法分析该组数据。

表10.40 美国于1973—1978年间授予哲学博士学位的数目

响 1977197S1974 19781973 1976
学料

42664350442430 43614489L生命科学）

3243749 341035723800410LP（物理学）
30083278344 3137岂雾3354S（杜会学）

29602878 30492587 27492444B（行为科学）
24322641279129593144338E（工程学）

959 959一名1196122 1649M（数学）

解 如果把年度和学科作为两个属性变量，年度考虑1973—1978年这6年的惰况（6
个类目），学科也考虑6种学科，那么表10.40 是一张两个属性变量的列联表。

利用 Matlab 对表 10.40 的数据进行对应分析，可得出行形象（或称行剖面）、惯量

（Inertia）和X"（ChiSquare，中文有时用"卡方"）分解，以及行和列的坐标等。计算结果见
表10.41~表10，44。
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表10.41 行轮廓分布阵R

1978

0· 166635

0. 14790l

0。 154996

0.182936

0. 140537

0. 1斗7811

0. 168201O171526 O16q419 O166215 0. I63005L（生命科学）

P（物理学）

S（社会学）

B（行为科学）

E（工程学）

M（数学）

O187551 O173786 0。 171453 0. 163359 O15595

0. 1723090° 172824 O16932 0。 168908 0. 161643

O1649370° I46637 O155217 0. 172677 0. 177596

O192892 O181682 0. I70991 0。 161283 0. I52615

0. 188348 0. l770960。 1843q 0. 154593 OI47811

表10.42惯量和x2（卡方）分解

奇异值

0·05845l

0。008608

0.00694

0.004143

0.001217

卡方主惯量 贡献率 累积贡献率

0.960393

0·981221

0·99476

0·999584

1

0.003416 368.6531 0·960393

7.9947197·41Eˉ05 0.020827

5·1969834.82Eˉ05 0。013539

1.72Eˉ05 l.85184 0.004824

1.48E-06 0. 159738 0.000416

注:奇异值的个数厕＝min｛几＝1’pˉ1｝ ’Madab计算中的最后-个奇异值近似为0’舍去

总X2统计量等于383.8563,该值是中心化的列联表（p）的全部5维中行和列之间相

关性的度量’它的最大维数5（或坐标轴）是行数和列数的最小值减1。即总x2统计量就

是检验两个属性变量是否互不相关时的检验统计量,这里它的自由度为25°在总x2或总

惯量的96％以上可用第＿维说明’也就是说,行和列的类目之间的联系实质上可用—维

表示。

表10.43行坐标

L（生命科学） P（物理学） S（社会学 B（行为科学 E（工程学） M（数学）

-0.0639

0.0228

0.0258 -0°0413 O0014 0. I100 -O070q第-维
—

第二维 0.0081 -0.0024 -0.0I14 -0。0013 -O0037

由表10.43可以看出’第—维显示6门学科（样品）授予博士学位数目的变化方向;

同时也可看出’在第～维中坐标最大的样品点（0. 1100）所对应的学科是“行为科学”,该

学科授予博士学位的数目是随年度的变化而上升的;“生命科学”和“社会科学”变化不

大;而另外三个学科授予博士学位的数目是随年度的变化而下降的。

表10.叫列坐标

1978

0·086纠

0ˉ014g

-0。0509 -0.0148 0。0242 0.0512

0.0029 O0008 -O0I29 -0。0082

由表10.44可以看出,第＿维显示出6个年度（变量）授予博士学位的数目随年份的
增加而递增的变化方向°
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表10.41 行轮廓分布阵R

19781977197619751974193
0.166350.16300s0.1662L50.1682010.1644190.171526L（生命科学》

P（物理学） 0.149010.173786 0.155950.163590.1714530.185s1
S（社会学） 0.1549960.1723090.172824 0.16932 0.L616430.168908

0.182996B（行为科学） 0.14663? 0.175960.172670.1649370.155217
0.1283 0.1405370.1526150.1709910.1816820.192892E（工程学）

M（致学） 0.147810.1478110.177096 0.1545930.184340.188348

表10.42 惯量和X（卡方）分解
奇异值 页献率主惯 量 累积贡解率卡方

368,6531夕图岩0、0584S1 0.9603930.960393
7.994719 0.9812210.0208270.008608 7.41E-05

0.99475S.1969830.0694 0.0135394.82E-05
0.00143 1.851841.72E-05 0.995840.04824 ：0.001217 0.0004160.159738L.48E-06

注;奇异值的个敷两=minl2-L，P-1}，Malab 计算中的最后一个奇异值近似为0，会去

总X统计量等于383.8563，该值是中心化的列联表（P）的全部5维中行和列之间相
关性的度量，它的最大维数5（或坐标轴）是行数和列数的最小值减1。即总X2统计量就
是检验两个属性变量是否互不相关时的检验统计量，这里它的自由度为25。在总X2或总

惯量的 96??上可用第一维说明，也就是说，行和列的类目之间的联系实质上可用一维

表示。
表10.43 行坐标

E工程学）P（物理学）1生命科学） M（数学）B（行为科学）S（社会学）

第一维 0.11000.0014-0.04130.0258 -0.0784 -0.0639
-0.014第二橼 -0.00240.0081 -0.0037-0.0013 0.028

由表 10.43可以看出，第一维显示6门学科（样品）授予博士学位数目的变化方向;
同时也可看出.在第一维中坐标最大的样品点（0.110D）所对应的学科是"行为科学"，该

学科授予博士学位的数目是随年度的变化而上升的;"生命科学"和"社会科学"变化不
大;而另外三个学科授予博士学位的数目是随年度的变化而下降的。

表10.44 列坐标
19751973 19781974 197?1976

第一维 -0.040 -0.0148-0.0509 0.08540.u42 0.8512
第二维 0.0080.0033 -0.01290.0029 0.0143?-8.0082

由表10.44可以看出，第一维显示出6个年度（变置）授予博士学位的数目随年份的
增加而递增的变化方向。
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图10.8给出了行、列坐标的散布图。从散布图可看出’由表示学科的行点沿横

轴—第-维方向上的排列显示出’随年度变化授予的博士学位数目从最大（表示“行为

科学”的B）减少到最小（表示“工程学”的E）的学科排列次序°图10.8给出了授予的博

士学位数目依赖于学科变化的变化率。
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-0。0
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dim1

图10.8行点和列点的散布图

由图10.8、表10.43和表10.44可看出’6个行点和6个列点可以分为三类:第一类

包括‘‘行为科学（B）”’它在1978年授予的博±学位数目的比例最大;第二类包括“社会学

（S）’’和“生命科学（L）’’ ’它们在1975-1977年授予的博士学位数目的比例都是随年度

下降;第三类包括“物理学（P）’’“工程学（E）”和“数学（M）”’它们在1973年和1974年授
予的博士学位数目的比例最大°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11′f◎rm己亡1◎ngg

a＝re己d∏la亡r1x（｜d己仁己1047-1·仁x℃｜）′

T≡sum（sum（己））;

P＝己／T′ 墙计算对应矩阵P

r＝sum（P′2）′c＝sum（P） 哈计算边缘分布

％R◎Wˉpn且1e＝己.／repma亡（sum（己′2）′1′s土ze（己′2）） 啥计算行轮廓分布阵
B＝（Pˉr＊c） .／sqr亡（（r＊c））′ 墙计算标准化数据阵B

［u′s′v］＝svd（B′｜ec◎n‖） 墙对标准化后的数据阵B作奇异值分解
w＝s土gn（repm己仁（sum（v）′sjze（v′1）′1）） 墙修改特征向量的符号矩阵
堵使得V中的每一个列向量的分量和大于0

u］o＝u.＊w 墙修改特征向量的正负号

vb＝V.＊w 堵修改特征向量的正负号

1a∏ld己＝d1己g（s） ·＾2 堵计算B｜＊B的特征值′即计算惯量
ks土＝T＊（1己mda） 老计算卡方统计量的分解

Tks土＝sum（ks土） 老计算总卡方统计量

c◎nr己亡e＝1己mda／sum（1amd己） 啥计算贡献率

cumˉ工己te≡cu∏lsum（c◎n孪a亡e） 老计算累积贡献率

be仁己＝d土己g（r.＾（ˉ1／2））＊ub′ 培求加权特征向量
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图10.8给出了行、列坐标的散布图。从散布图可看出，由表示学科的行点沿横
轴——-第一维方向上的排列显示出，随年度变化授予的博士学位数目从最大（表示"行为
科学"的 B）减少到最小（表示"工程学"的E）的学科排列次序。图 10.8给出了授予的博

士学位数目依赖于学科变化的变化率。
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图10.8 行点和列点的数布图

由图10.8、表10.43和表10.44可看出.6个行点和6个列点可以分为三类;第一类

包括"行为科学（B）"，它在1978年授予的博士学位数目的比例最大;第二类包括"社会学
（S）"和"生命科学（L）"，它们在1975—1977年授予的博士学位数目的比例都是随年度
下降;第三类包括"物理学（P）""工程学（E）"和"数学（M）"，它们在1973年和1974年授
予的博士学位数目的比例最大。

计算的 Matlab程序如下∶
clc,clear,elose all,format long g
a=readmatrix('data10_17_1.txt');

T=sum (sum (a)lr
计算对应矩阵PP=a/";
计算边缘分布工=8um（P，2），c= gum（P）
8计算行轮廓分布阵ROw_prifila=a./repmat {sum (a,2),1,size (a,2))
计算标准化数据阵BB=(P-r*c)./sqrt((r*c));
*对标准化后的数据阵B作奇异值分解[u,3,v]= svd(B,'econ'}
名修改特征向量的符号矩阵w=gigm(repmat(aum(v),size(v,1),1))

号使得v中的每一个列向量的分量和大于0
舍修改特征向量的正负号ub=u.*w
舍修改特征向量的正负号vb=v. *w
??算B'n及的特征值，即计算惯量1anda=4fag (8).^2
。计算卡方统计量的分解kBi=T* (lamda)
8计算总卡方统计量TJxei=guma(ksi)
兔计算贡献率con_rate=lamda/sum(lamda)
飞计算累积贡献率cum_rate=cumsum(con_rate}
求加权特征向量beta=diag(r.^{-1/2))*ub;
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G≡he亡己＊S 啥求行轮廓坐标

己1ph己＝d土己g（c.＾（ˉ1／2））＊vb′ 皂求加权特征向量

F＝己1ph己＊s 墙求列轮廓坐标F

num＝s土ze（G′1）;

r己ng＝mjnm己x（G（:′1）｜）′ 墙坐标的取值范围

de1亡己＝（rang（2）ˉrang（1） ）／（8＊num）′ 啥画图的标注位置调整量

ch＝0LPSBEM‖′

h◎1d◎n

f◎r1＝1:num

P1◎七（G（土′1）′G（j′2） ′｜＊｜′℃◎1◎r｜′0k｜′｜LjneW1d亡h｜′1.3）嗜画行点散布图

仁ext（G（土′1）＋de1亡己′G（土′2）′ch（1）） 嗜对行点进行标注

P1◎七（F（土′1）′F（1′2）／H‖ ′℃◎1◎r｜ ′｜k｜／L1neW土d仁h｜ ′1.3） 老画列点散布图

亡ex亡（F（1′1）＋de1七己′F（1′2）′1n仁2str（1＋1972）） 嗜对列点进行标注

end

x1ahe1（′d1m1′） ′y1己be1（｜djm2『） ′ f◎rm己亡

wr让em己亡］rjx（［d工己g（s）′1己∏ld己′ks1′c◎n二m亡e′cum-工己仁e］′′d己亡己10172.x1sx′）

例10.18试用对应分析研究我国部分省（自治区）的农村居民家庭人均消费支出结

构。选取7个变量:A为食品支出比例’B为衣着支出比例’C为居住支出比例’D为家庭

设备及服务支出比例’E为医疗保健支出比例’F为交通和通信支出比例’G为文教娱乐｀

曰用品及服务支出比例°考察的地区（即样品）有10个;山西、内蒙古、吉林、辽宁、黑龙

江、海南｀四川、贵州｀甘肃、青海（原始数据见表10.45）°

表10.45 中国10个省（自治区）农村居民家庭人均消费支出数据

地区 G

0·079946

0·083339

0.078919

0°095256

0·072829

0·0968“

0·072043

0.057261

0·067999

0。033801

0.583910 0。 11I斗80 0。092473 00050073 O038193 0。0188031山西

2内蒙古

3辽宁

4吉林

5黑龙江

6海南

7四川

8贵州

9甘肃

10青海

0。58］218 O08I315 0. 1I2380 0°042396 0.0q3280 00q0004

O565036 0。 100121 0。 123970 0.041］21 0。043q29 O031328

0.5309I8 O105360 O116952 0。045064 0.043735 0.038508

0。555201 0。096500 0. 143498 0.037566 O05211I 0.026267

O654952 O047852 0.095238 0.0q7945 0.022134 O018519

0.640012 0.061680 0。 116677 0.048471 0.033529 0。017q39

0.725239 O056362 0.073262 0。0q4388 0.016366 0.015720

0。678630 0。058043 0.088316 0.038100 0。039794 O015167

0。665913 0.088508 O096899 O038191 0.039275 0.019243

解数据表10.45中列变量（A’B’C’D,E’F’G）是消费支出的几个指标’可以理解
为属性变量‘‘消费支出’’的几个水平（或类目）°表1O45中的样品（行变量）是几个不同
的地区’可理解为属性变量“地区”的几个不同水平（或类目）。
表10.46和图10.9给出了计算的主要结果°
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象求行轮麝坐标G=beta*B
t 求加权特征向量alpha=diag [c.^(-1/2))*vb;

 求列轮廓坐标FF=alpha*8
num=gize (G,1)
rang =minmax (G (:,1)'); 号 坐标的取值范围

delta= (rang (2)-rang(1))/(8* mum); 8画围的标注位置调整量

ch='LPSBEN'
hold on
Er i=1:num

plotG（，1），G（，2），'*'，Color'，'k'，'Linenidth'，1.3）高行点散布市图
对行点进行标注text (G(i,1)+delta,G(,,2),ch(i))

plot（F（i，1），F（i，2），'H，'Calor'，'k'，'Linewidt'，1.3）画列点散布图

8对列点进行标注text(F{i,1)+delta,F(i,2),int28tr(i+1972)l

end
xlabel('diml'), ylabelt'dim2'),fortat

writematrix([diag(8),lamda,ksi,con_rate,cum_rate],'data10_17_2,xlsx'}

例10.18 试用对应分析研究我国部分省〈自治区）的农村居民家庭人均消费支出结

构。选取7个变量;A为食品支出比例，B为衣着支出比例，C为居住支出比例，D为家庭
设备及服务支出比例，，E为医疗保健支出比例，F为交通和通信支出比例，C为文教娱乐、
日用品及服务支出比例。考察的地区（即样品）有10个∶山西、内蒙古、吉林、辽宁、黑龙

江、海南、四川、贵州、甘肃、青海（原始数据见表10.45）。

表10.45 中国10个省（自治区）农村居民家庭人均消费支出数据。乡CB在 e地区 G
1山西 0.092430.583910 0.050730.111480 0.038193 0.0799460.01803
2内蒙古 0.1123800.081315 0.03390.0423960.581218 0.043280 0.040004
3 辽宁 0.10012t0.569036 0.123970 0.0789190.0434290.041121 0.031328
4吉林 0.1053600.530918 0.116952 0.0952560.0437350.045064 0.03B508
5鼎龙江 0.0375660.096500.5201 0.0728290.026267夕它论”0.143498
6海南 0.654952 0.0952380.04782 0.047945 0.022134 0.018519 0.096844
心田三 0.640012 0.04847L0.166770.061680 0.0174390.033529 0.072043
8贵州 0.056362 0.044380.725239 0.073262 0.057210.016366 0.015720
9甘肃 a.0381000.0580430.678630 .08316 0.0151670.09794 0.067999

0.08850810青海 0.0381910.66913 ,096899 0.0192430.039275 0.33801

解 数据表10.45中列变量（A，B，C，D，E，F，G）是消费支出的几个指标，可以理解
为属性变量"消费支出"的几个水平〈或类目）。表10.45中的样品（行变量）是几个不同
的地区，可理解为属性变量"地区"的几个不同水平（或类目）。

表10.46和图10.9给出了计算的主要结果。
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表10.46惯量和x2（卡方）分解

累积贡献率

0.655946

0·839818

0·927686

0·976271

0·996198

1

贡献率

0·655946

0。 183872

0·087868

0·048585

0·019927

0.003802

卡方

0.170306

0·04774

0·022814

0·012614

0·005174

0。000987

奇异值

0.131610

0.069681

0.048169

0·035818

0·022939

0.010020

主惯量

0.017321

0。004855

0.00232

0.001283

0.000526

0·000100

0。25

0.2

0.15

0.1

同0.05
巨
琶 0

-005

-0.1

-0.15

-0。2

中G
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甘萧血川 ≡丙霉铡
山西黑龙江
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nB
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青海

0.3 0·4-0.3 -0.2 -0.1 0 0.l 0.2
dim1

图10.9行点和列点的散布图

总x2统计量等于0.2596’总x2统计量的83.98％用前两维即可说明’它表示行点和

列点之间的关系用二维表示就足够了。

在图10.9中’给出10个样品点和7个变量点（用A、B｀C、D、E、F、G表示）在相同坐

标系上绘制的散布图°从图中可以看出,样品点和变量点可以分为两类;第-类包括变量

点B｀C、E｀F、G和样品点山西、内蒙古｀辽宁、吉林、黑龙江;第二类包括变量点A’D和样
品点海南、四川、贵州、甘肃、青海°

在第-类中’变量为衣着（B）、居住（C）、医疗保健（E）｀交通和通信（F）、文教娱乐、
日用品及服务（G）的支出分别占总支出的比例;地区有山西、内蒙古、辽宁、吉林｀黑龙江,
它们位于我国的东部和北部地区’说明这5个地区的消费支出结构相似。在第二类中,变

量为食品（A）、家庭设备及服务（D）的支出分别占总支出的比例;地区有海南、四川、贵
州、甘肃、青海’它们位于我国的南部和西部地区’说明这5个地区的消费支出结构相似°
计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝re己dm己亡mx（!d己℃己10」8」.亡x仁′）′

T＝sum（su∏l（己））′P＝己／T′ 老计算对应矩阵P

r≡sum（P′2） ′c＝sum（P） 哈计算边缘分布

R◎w≡pm且1e＝己·／sum（己′2） 啥利用矩阵广播计算行轮廓分布阵

B＝（Pˉr＊c） .／sqr仁（（r＊c））; 堵计算标准化数据阵B

［u′s′v］＝svd（B′｜ec◎n‖） 老对标准化后的数据阵B作奇异值分解
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表10.46 惯量和X（卡方）分解

卡方主惯量 累积员献率奇异值 贡献率
0.0732 0.659460.170306 0.65946C. 131610

0.1838720.04774 0.898180.0048550.069681
0.0878680.0228140.00232 0.9276%60.048169

0.05818 0.9762710.012514 0.0485850.001283
0.09270.0051740.05260.039 0.996198

工0.0038020.0009870.0100夕它号

它 eGo2
01s 海商auf 制

呵“ D
丙藏古。官林观Ip 四用

贲州 甘-0s 山西"氟龙江-ul 气-0.15 青湾“各 予’ 0.402 03D.1-0.2 0diml
图 10.9 行点和列点的激布图

总X2统计量等于0.2596，总X2统计量的 83.98??前两维即可说明，它表示行点和

列点之间的关系用二维表示就足够了。
在图10.9中，给出10个样品点和7个变量点（用A、B、C、D、E、F、G表示）在相同坐

标系上绘制的散布图。从图中可以看出，样品点和变量点可以分为两类;第一类包括变量
点B、C、E、F、C和样品点山西、内蒙古、辽宁、吉林、黑龙江;第二类包括变量点 A，D和样
品点海南、四川、贵州、甘肃、青海。

在第一类中，变量为衣着（B）、居住（C）、医疗保健（E）、交通和通信（F）、文教娱乐、
日用品及服务（G）的支出分别占总支出的比例;地区有山西、内蒙古、辽宁、吉林、黑龙江，
它们位于我国的东部和北部地区，说明这5个地区的消费支出结构相似。在第二类中，变
量为食品（A）、家庭设备及服务（D）的支出分别占总支出的比例;地区有海南、四川、贵
州、甘肃、青海，它们位于我国的南部和西部地区，说明这5个地区的消费支出结构相似。

计算的 Malab程序如下∶
clc,clear,close all
a=readmatrix('data10_18_1.txt');

。计算对应矩阵PT=8um(gum(a));P=a/T;
8计算边缘分布工=sum（P，2），c=sum（P）

Row_prifile=e./sum（a，2）号利用矩阵广播计算行轮廓分布阵
B=<P-r*c）./sqzt《（r*c））; 号计算标准化数据阵

8对标准化后的数据阵B作青异值分解[u,9,v]= gvdl (B,'econ')
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w≡s1gn（sum（v））

Vb＝V°＊w 老利用矩阵广播修改特征向量的正负号

ub＝u。 ＊w 老修改特征向量的正负号′本例中样本点个数和变量个数

1己md己＝djag（s） ·＾2 老计算B｜＊B的特征值′即计算主惯量

ks土＝T＊ （1己md己） 老计算卡方统计量的分解

Tks土＝sum（ks土） 老计算总卡方统计量

c◎nr己七e＝1amd己／sum（1己md己） 哈计算贡献率

cumr己te≡cumsum（c◎n-工己亡e） 嗜计算累积贡献率

be仁己≡d土己g（r。＾（ˉ1／2））＊u］o′ 哈求加权特征向量

G＝be仁己＊s 堵求行轮廓坐标

己1ph己＝d土己g（c.＾（-1／2））＊Vb′啥求加权特征向量

F＝a1pha＊s 老求列轮廓坐标F

num1≡s土ze（G′1）′ 哈样本点的个数

r己ng＝m1n∏l己x（G（:′ ［1′2］）‖）′ 啥坐标的取值范围

de1℃己＝（r己ng（:′2）＝r己ng（:′1））／（5＊num1）; 老画图的标注位置调整量

ch＝｛｜A｜′ !B｜ ′℃!′ ｜D!′ !E｜′ !F｜′ ｜G｜｝′

yh＝｛｜山西｜′｜内蒙古｜′｜辽宁｜′｜吉林｜／黑龙江｜′｜海南｜′｜四川｜′｜贵州!′｜甘肃｜／青海｜｝′

h◎1d○n

P1◎仁（G（:′1）′G（:′2）／＊0′｜C○1◎r｜′｜k｜′｜L土neW1d七h0′1.3） 老画行点散布图

亡ex仁（G（:′1）ˉde1亡己（1）′G（:′2）-3＊de1亡己（2） ′yb） 啥对行点进行标注

p1◎亡（F（: ′1） ′F（:′2）／H｜′℃◎1◎r｜′｜k｜′‖L土neWjdth｜′1·3） 老画列点散布图

仁ex亡（F（:′1）＋de1仁己（1）′F（:′2）′ch） 老对列点进行标注

x1己De1（｜d土m1｜）′y1己be1（‖d1m2‖）

wr让em己℃］r1x（［dj己g（s）′1己md己′ks土′c◎n二自己七e′cuIn-工己te］′ ｜d己℃己10182.x1sx′）

jnd1＝且nd（G（:′1）＞0）′ 哈根据行坐标第一维进行分类

r◎wc1己ss＝yb（土nd1） 啥提出第一类样本点

jnd2≡且nd（F（:′1）＞0）′ 墙根据列坐标第一维进行分类

c◎1c1己ss＝ch（土nd2） 培提出第一类变量

老利用矩阵广播修改特征向量的正负号

老修改特征向量的正负号′本例中样本点个数和变量个数不等

1O·6·4对应分析在吊牌定位研究中的应用研究

对应分析（ConespondenceAnalysis）是研究变量间相互关系的有效方法,通过对交叉

列表（Cross-table）结构的研究’揭示变量不同水平间的对应关系’是市场研究中经常用
到的统计技术。

1.基本原理

假定某产品有见个品牌’形象评价用语p个’以α旷表示“认为第t个品牌具有第j形

象”的人数’以α《.表示评价第t个品牌的总人数,α.′表示回答第j个形象的总人数（j＝1’
p ″

2’…’n;j＝1’2’…’p）’即α卜＝∑α,’α7＝∑α,。记A＝（α,）…。
j＝1 t＝1

首先把数据阵A化为规格化的“概率”矩阵P’记P＝（p『）脓印’其中p旷＝α旷／T’
几 p

T＝∑∑α’°再对数据进行对应变换’令B＝（6,）厕聊’其中
〔＝1 J＝1
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w=sign(Bum (v))
vb=y,*W 舍利用矩阵广播修改特征向量的正负号

ub=u.*w 号修改特征向量的正负号，本例中样本点个数和变量个数不等

lamda=diag (s).^2 3计算 B'*B的特征值，即计算主惯量

舍计算卡方统计量的分解kgi =T·(1amda)
计算总卡方统计量T_ksi=sum(kxgi)

con_rate=launda/gum（lamda）*计算黄献率
cumate=cumsum（con_rae） 8计算累积贡献率
beta=diag（r.^（-1/2}）*ub;*求加权特征肉量

·求行轮廓坐标G=beta* B
alpha=diag （c.^{-1/2}}*vb;售求加权特征向量
F=alpha* g 8求列轮廓坐标F

名样本点的个数numL1 =size (G,1)
rang =minmax （G（;，【【1，2】}'}; 名坐标的取值范围

名函图的标注位暨调整量delta= (rang(:,2)-rang(:,1}}/ (5* nun1);

ch= ('A','B','C','D','E', 'F', 'e'J;

yb=（山西''内蒙古'，辽宁'，'吉林'，'黑龙江'，'海南'，四川'，贵州，'甘意'，'青海'）;

hold on
plot宿G（∶，1），G（∶，2），'*'，'Color'，'k'，'ineWidth'，1.3）舍逼行点散布图
cextG（∶，1）-delta（），G（∶，2）-3*delta（2），yb）舍对行点进行标注

plot（（∶，l），F（∶，2），'H'，'Color'，'k'，'Lineidth'，1.3） 号画列点散布图

8 对列点进行标注cext (F(:,1)+delta (1),F(:,2),ch))

xlabe1("aim1'),ylabel(dm2')

writematrix([diag (s),lamda,ksi,con_xate,cum_rate],'data10_18_2.xlgx)
根据行坐标第一维进行分类indl =find(G (:,1)>0);

提出第一类样本点rowclass=yb(ind1).

ind2=find(F(:.1}>0); 舍根据列坐标第一维进行分类

colclass=ch(ind2) ?提出第一类变量

10.6.4 对应分析在品牌定位研究中的应用研究

对应分析（Corespondence Analyeis）是研究变量间相互关系的有效方法，通过对交叉
列表（Cross-table）绪构的研究，揭示变量不同水平间的对应关系，是市场研究中经常用
到的统计技术。

1.基本原理
假定某产品有n个品牌，形象评价用语p个，以a表示"认为第i个品牌具有第j形

象"的人数，以a.表示评价第i个品牌的总人数，a.，表示回答第j个形象的总人数（i=1，

2，⋯，ij=12，⋯，p，即a.=28ag，a=∶20;。记A=（a，），。
首先把数据阵A化为规格化的"概率"矩阵P，记P=（P;）m，其中Py=a4/ T，
三二ag。再对数据进行对应变换，令B=（b.），其中T=
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对B进行奇异值分解’B＝UAv『’其中U为几×n正交矩阵’V为p×p正交矩阵’

A≡［合｛｜,这里A…（‘』 ,…雕）,其中感』（,≡L2,…川）为B的奇异值.
记U＝［Ul !U2］’V＝［V」 ;V2］,其中Ul为几×m的列正交矩阵,Vl为p×m的列正交

矩阵’则B的奇异值分解式等价于B＝U!A厕W。
p

记D′＝diag（p｜ . ’h’…’p＂. ）’D‘＝diag（′｜ ,lM’…’′′）,其中‖＝∑p,’p’二
J＝1

″

∑p,°则列轮廓的坐标为F＝D;｜／2V｜A顺’行轮廓的坐标为G＝D7l／2U∧°
!＝l

最后通过贡献率的比较确定需截取的维数’形成对应分析图。

2·应用案例

受某家电企业的委托’调查公司在全国10个大城市进行了人户调查,重点检测5个

空调品牌的形象特征’形象空间包括少男｀少女、白领等8个形象指标。

1）基础资料整理

对应分析需要将品牌指标与形象指标数据按交叉列表的方式整理’数据整理结果见

表10.47°

表10.47 10城市调研基础数据

2994

2978

2973

2950

2962

14857
—

A

B

C

D

E

列和
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

2）计算惯量’确定维数

惯量（Ine∏ia）实际上就是BTB的特征值’表示相应维数对各类别的解释量’最大维数
m＝min｛n-1’p-1｝ ’本例最多可以产生4个维数。从计算结果（表10.48）可见’第＿维数
的解释量达75％’前2个维数的解释度已达95％°

表10.48各维数的惯量、奇异值、贡献率

累积贡献率

0。749920

0·949959

0·986575

1

贡献率

0.749920

0。200039

0.036616

0。013425

惯量

0.083939

0.022390

0.004098

0.001503

奇异值

0·289722

0。149634

0.064019

0·038764

维数

1

2

3

4
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543 342 453 609 26l 360 243 183

245 785 630 597 311 233 l08 69

300 200 489 740 365 324 327 228

401 396 395 693 350 309 263 143

147 117 410 726 366 447 329 420

1636 1840 2377 』 3365 1653 1673 1270 1043

Pa-P. ._图：中长、。之 少门“了正”十“了呼
√P:.P.j √a;.a、

对B进行奇异值分解，B=UAV，其中U为 nxn正交矩阵，V为p×p正交矩阵，

上六宁，这里A.=dig（d，d，⋯，d），，其中d（i=1，2，⋯，m）为B的奇异值。，
记U=【UU2】，V=【VVa】，其中U为nxm的列正交矩阵，V，为pxm的列正交

矩阵，则B的奇异值分解式等价于B=U，A_V。

记D-=ding（P.，P..，P），D.=die（p.1P⋯，P），其中p.=EPoPy=
>P。则列轮廓的坐标为F=D."V4。，行轮廓的坐标为G=D.1U，A。

最后通过贡献率的比较确定需截取的维数，形成对应分析图。
2.应用案例
受某家电企业的委托，调查公司在全国10个大城市进行了入户调查，重点检测5个

空调品牌的形象特征，形象空间包括少男、少女、白领等8个形象指标。

1）基础资料整理
对应分析需要将品牌指标与形象指标数据按交叉列表的方式整理，数据整理结果见

表10.47。
表10.47 10城市调研基础数据

形 象 空 间
品牌 教授出调 行和士兵农民工人白领少支少男

2994在 243360 183453 261609342543
108 297869B 233311597630785245

已 2973228327324365740300 489200
2950143D 26330935069395396401
2962329” 420447366726410117147
1487365237 1043127016731840列和 1631636

2）计算惯量，确定维数
惯量（Inertia）实际上就是B'B的特征值，表示相应维数对各类别的解释量，最大维数

m=min{π-1，p-1|，本例最多可以产生4个维数。从计算结果（表10.48）可见，第一维数
的解释量达75??前2个维数的解释度已达95??

表10.48 各维数的惯量、奇异值、贡献率
贡献率 累积贡献率离申维数 奇异值- 0.79920 0.799200.0839390.289722

复 0.9499590.20090.023900.149634
0.986575S0.09366160.0040980.064019，？’ ；0.0132s4 0.038754 .001503
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选取几个维数对结果进行分析’需结合实际情况’＿般解释量累积达85％以上即可

获得较好的分析效果’故本例取两个维数即可°

3）计算行坐标和列坐标

行坐标和列坐标的计算结果见表10.49和表10.50。

表10·49行坐标

E

』.399j

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

0ˉ16〔
＿

表10.50列坐标

教猎

第一维
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

第二维 ＝0·1601
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

在图10.10中’给出5个样品点和8个形象指标在相同坐标系上绘制的散布图°从

图中可以非常直观地反映出品牌A是“少男”’品牌B是“少女”’品牌C是“士兵”,品牌
D是“工人”’品牌E是“教授”。

0。5

0.4

0.3

0.2
引

巨
●≈

己0.1

少男
牢

执

◆

D 主管
中

寨季
0

ˉ0.1

＿0。2

蹦
拿败

立
授
顽

教
←

拍抬

ˉ0.8 ˉ0.6 -0.4 ˉ0.2 0 0.2
dim1

图10.10行点和列点的散布图

0·4 0·6

4）补充

由于品牌与形象指标在同一坐标系下’可以借助欧几里德距离公式从数量的角度度

量品牌与形象的密切程度’计算结果见表10.51°从中可见’品牌A的形象主要是“少
年,’’品牌B的形象主要是‘‘少女”’品牌C的形象主要是‘‘士兵”’品牌D的形象主要是
“工人”’品牌E的形象主要是教授。
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A B C D

＝0·0267 -0。4790 0.1604 ˉ0.0559

0·2231 ˉ0·1590 0.0064 0·0946

少男 少女 白领 工人 农民 士兵 主管

-0·0975 ＝0.6147 ˉ0·1334 0·0724 0·0639 0·1923 0。3049

0·3986 ≡0.1062 ＝0·0753 -0·0188 ＝0。0673 0·0O1 0·049

选取几个维数对结果进行分析，需结合实际情况，一般解释量果积达 85??上即可

获得较好的分析效果，故本例取两个维数即可。
3）计算行坐标和列坐标

行坐标和列坐标的计算结果见表10.49 和表10.50。

表10.49 行坐标
品牌 A gc D坐标 。

第一维 -0.059-0.0267 -0.4790 0.1644 0.3992
第二维 -0.15900.2231 -0.16630.09460.0064

表10.50 列坐标
形景 工人白领少女少男 士兵农民 教授主管坐标

第一维 -0.6147-0.0975 0.5260.1923 0.30490.06390.0724-0.1334
第二维 -0.0188-0.0753-0.10620.3980 -0.0673 0.0490.001 -0.1601

在图10.10中，给出5个样品点和8个形象指标在相同坐标系上绘制的散布图。从
图中可以非常直观地反映出品牌 A是"少男"，品牌B是"少女"，品牌C是"士兵"，品牌
D是"工人"，品牌E是"教授"。

0.5 
学.4]-

0.3
A02

0.1 主管
6of fe少女占 微授每

色 青-02l 乡
刊-04-0.6‘步纠 0.40.2-0.2 0.6dm1

图10.10 行点和列点的散布图

4）补充
由于品牌与形象指标在同一坐标系下，可以借助欧几里德距离公式从数量的角度度

最品牌与形象的密切程度，计算结果见表10.51。从中可见，品牌 A的形象主要是"少
年"，品牌B的形象主要是"少女"，品牌C的形象主要是"士兵"，品牌 D的形象主要是
"工人"，品牌E 的形象主要是教授。
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表10.51各品牌与各形象间的距离

教投

l·006

0.399

0.636

）. 1279

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己工′c1◎se己11′己＝re己dma七nx（‖己n1土107·仁x仁｜）′

己1d◎七＝sum（己′2） 老计算行和

ad◎亡一j＝sum（己） 嗜计算列和

T＝sum（己」』◎仁） 堵计算数据的总和

P＝a／T′ 啥计算对应矩阵P

r＝sum（P′2）′c＝sum（P） 哈计算边缘分布

R◎Wˉpr迁土1e＝己.／sum（己′2） 嗜计算行轮廓分布阵

B＝（Pˉr＊c） ·／sαr仁（（r＊c））′ 嗜计算标准化数据阵B

［u′s′v］＝svd（B′｜ec◎n‖） 墙对标准化后的数据阵B作奇异值分解

w＝sjgn（sum（v））》

Vh≡V.＊w; 老修改特征向量的正负号

ub＝u.＊w; 墙修改特征向量的正负号

1mnd己＝dj己g（s）.＾2 嗜计算B｜＊B的特征值′即计算惯量

ks1＝T＊（1己mda） 嗜计算卡方统计量的分解

Tks1＝sum（ks1） 号计算总卡方统计量

c◎nra七e＝1己md己／sum（1己md己） 愚计算贡献率

cu∏lˉm亡e＝cumsum（c◎nr己七e） 号计算累积贡献率

嗜求加权特征向量be七a＝d1己g（r.＾（-1／2））＊ub;

G＝be仁己＊s 啥求行轮廓坐标G

墙求加权特征向量己1ph己＝d1己g（c·＾（≡1／2））＊vh′

F≡己1ph己＊s 号求列轮廓坐标F
号样本点的个数num1＝sjze（G′1）;

哈行坐标的取值范围r己ng≡mjnm己x（G（:′ ［12］）‖）′

墙画图的标注位置调整量de1七a≡（r己ng（:′2）＝rang（:′1））／（4＊num1）′

chr◎w＝｛｜A｜′ ｜B｜′ !C『′ !D『′ 0E!｝′

S仁rC◎1＝｛0少男｜′｜少女｜ ′｜白领｜′｜工人｜′｜农民｜′｜士兵0′｜主管｜′｜教授0｝′

h◎1d◎n

p1◎亡（G（:′1）′G（:′2）′｜＊｜′℃◎1◎r｜′‖k‖′0L土neW土d仁h‖′1.3） 嗜画行点散布图

tex仁（G（:′1）′G（:′2）ˉde1亡a（2）′chr◎w） 老对行点进行标注

p1◎仁（F（:′1）′F（:′2）／H｜′0C◎1◎r‖ ′‖k｜／L土neW土d亡h‖′1.3） 堵画列点散布图

七ex仁（F（:′1）ˉde1七己（1）′F（:′2）＋1.2＊de1仁a（2）′s亡rc◎1） 嗜对列点进行标注

x1己be1（‖djm1!）′y1己be1（!d土m2｜）
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少男 少年 白领 工人 农民 士兵 主管

0· 1893 0·674 0·317 0·2617 0.3041 0。3119 0.3745

0·6756 0·1456 0.3556 0·569 0·5507 0·6902 0.8111

0°4716 0·7872 0。3088 0·0954 0·1246 0.0285 0· 1468

0·3069 0·5938 0·1867 0.1712 0.2013 0·2653 0.3636

0·7522 1.01569 0·5403 0·3586 0.3496 0·266 0·235

表10.51 各品牌与各形象间的距离

形象 教授工人少男 主管士兵农民白领少年品牌
A 80.67330.31190.30410.26170.3170.6740.1893 0.3745
自 .0060.537Q.5690.3556 0.8110.14560.6756 0.6902
c 0.1468 令0.028s50.12460.4716 0.08540.3080.7872
D 0.660.2630.20130.1720.3069 0.36360.19670.5938
豆 0.12790.2660.34950.35860.5430.75丝 0.2351.01569

计算的 Matlab程序如下;

cle,clear,close all, a=readmatrixVanl110_7.txt';
t计算行和a_i_dot=8um a,2)
 计算列和a_dot_jzeum(a)
暑计算数据的总和T=sum(a_i_dot)

P=a/T; 计算对应矩阵P
8计算边缘分布z=Bum(P,2),G=gum (P!
飞计算行轮廓分布阵Row_prifile=a./gum(a,2)
电计算标准化数据阵BB=(P-r*e)./sqrE((r*c));
对标准化后的数据阵B作青异值分解[u,8,v]=gvd(B,'econ'}

w=8ign(8um(v));

修改带征向量的正负号vb=y.*W;
舍修改特征向量的正负号ub=u.*wi
计算 B'*B的特征值，即计算惯量lamda=diag{s).^2
计算卡方统计最的分解ksi=T*(lamda)
计算总卡方统计量T_Xei= aum (kei)
计算贡献率con_rate=landa/sum(lamda)
号计算累积贡献率cun_rate=cun8um{con_rate)
名求加权特征向量beta=diag江r，^（-1/2））*山b;
求行轮廓坐标GG=beta* 8
告求加权特征向量alpha=diag (c,~{-1/2))·vb;
& 求列轮廓坐标FF=alpha * 
名样本点的个数num1=size (G,1);
飞行坐标的取值范酚rang=minmax(G(:,[1 2]}'):
舍晶图的标注位置调整量delta= (rang (:,2)-rang(:,1))/(4*numl);

chrow= (A', 'B', 1c', 'D', 'E');
strcol=（少男'，'少女'，'白领'，'工人'，农民'，士兵'，主管'，'教授'};
hold on
plot（G（∶，1），0（∶，2），"'，TColor'，'k'，'LAnewidth'，1.3）等画行点做布图

管对行点进行标注text (G(:,1),G(:,2)-delta(2),chzow)
plot（F（;，1），E（，2），Fr，'Color'，'K'，'LineWidth'，1.3） 舍画列点散布图
text《F（∶，11-delta（），F（;，2）+1.2*delta（2），strcal）名对列点进行标注
xlabel 'dimL'),ylabel("aim2'}
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wr让em己亡r土x（［d土ag（s） ′1己md己′ks土′c◎n-工己仁e′cum-〕m℃e］′ !己n111072.x1sx｜）

dd＝d1s仁（G（:′1:2）′F（:′1:2）｜） 哈计算两个矩阵对应行与列之间的距离

1O.7多维标度法

10·7·1 弓｜例

在实际中往往会碰到这样的问题:有川个由多个指标（变量）反映的客体,但反映客

体的指标个数是多少不清楚’甚至指标本身是什么也是模糊的’更谈不上直接测量或观察

它,所能知道的仅是这几个客体之间的某种距离（不一定是通常的欧几里得距离）或者某

种相似性,我们希望仅由这种距离或者相似性给出的信息出发,在较低维的欧几里得空间

把这n个客体（作为几何点）的图形描绘出来’从而尽可能揭示这n个客体之间的真实结

构关系’这就是多维标度法所要研究的问题°

＿个经典的例子是利用城市之间的距离来绘制地图。

例10·19表10.52列出了通过测量得到的英国12个城市之间公路长度的数据°由

于公路不是平直的’所以它们还不是城市之间的最短距离’只可以看作是这些城市之间的

近似距离,我们希望利用这些距离数据画—张平面地图’标出这12个城市的位置’使之尽

量接近表中所给出的距离数据’从而反映它们的真实地理位置。

表10.52英国12城市之间的公路距离 （单位:mi’1mi＝1.6093km）

注:1-阿伯瑞斯吹’2—布莱顿’3-卡里斯尔’4—多佛’5-爱塞特’6—格拉斯哥’7-赫尔’8＿印威内斯’9-里兹’

10-伦敦’11-纽加塞耳’12＿挪利其
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0
·,

244 0

218 350 0

284 77 369 0

197 164 347 242 0
9

312 4纠4 94 463 “1 0

215 221 150 236 279 245 0

469 583 251 598 598 169 380 0

166 242 116 257 269 210 55 349 0

212 53 298 72 170 392 168 531 190 0

253 325 57 340 359 143 117 264 91 273 0

270 168 284 164 277 378 143 514 173 111 256

writematrix(idiag (e),1amda,ksi,con_rate,cum rate],'anli10_7_2.xlsx)

dd=dist （（∶，1;2），P（∶1;2）'}名计算两个矩阵对应行与列之间的距离

10.7 多维标度法

10.7.1 引例

在实际中往往会碰到这样的问题;有n个由多个指标（变量）反映的客体，但反映客
体的指标个数是多少不清楚，甚至指标本身是什么也是模糊的，更谈不上直接测量或观察

它，所能知道的仅是这n个客体之间的某种距离（不一定是通常的欧几里得距离）或者某

种相似性，我们希望仅由这种距离或者相似性给出的信息出发，在较低维的欧几里得空间

把这n个客体{作为几何点}的图形描绘出来.从而尽可能揭示这a个客体之间的真实结

构关系，这就是多维标度法所要研究的问题。

一个经典的例子是利用城市之间的距离来绘制地图。
例10.19 表10.52列出了通过测量得到的英国12个城市之间公路长度的数据。由

于公路不是平直的，所以它们还不是城市之间的最短距离、只可以看作是这些城市之间的

近似距离，我们希望利用这些距离数据画一张平面地图，标出这 12个城市的位置，使之尽

量接近表中所给出的距离数据，从而反映它们的真实地理位置。

表10.52 英国12城市之间的公略距离 （单位mi，1mi=1.6093km）

16 售” 1219夕。多- 占。” 审

e 。24” 218 30 o
4 日284 369n。 197 242347164 o
自 置 日312 盆”46344s
7 215 24527923615021 o。 251383 59859469 380169 o。 。2102572H266 3495526“ 。10212 229810 19053116839253 。3593405725311 273325 912647L43
台 。20 2n28年168 25173 11143378164 514
注;1-阿怕琐斯吹，2—布莱顿，3—卡里斯尔，4—多佛，5—爱塞特，6—格拉斯哥，7一麟尔，8—印威内斯，9一里兹，

0—伦教，LL一组加$耳，12—挪利其
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1O·7·2经典的多维标度法

1·距离阵

这里研究的距离不限于通常的欧几里得距离·首先对距离的意义加以拓广’给出如

下的距离阵定义。

定义10·3一个见×厕阶矩阵D＝（d『）’如果满足
（1）DT＝D°

（2）d『≥0’d＂＝0’′’j＝1’2’…’Ⅶ°

则称D为距离阵’d旷称为第j个点与第j个点间的距离°
表10。52就是一个距离阵°

有了＿个距离阵D＝（d矿）’多维标度法的目的就是要确定数k’并且在k维空间Rk中
求门个点el’e2’…’e＂’其中c尸［“《l ’必‘2’…’卵溅］T’使得这厕个点的欧几里得距离与距离阵

中的相应值在某种意义下尽量接近。即如果用D＝（〃『）记求得的n个点的距离阵’则要

求在某种意义下’D和D尽量接近。在实际中’为了使求得的结果易于解释’通常取k＝1’

2’3。

下面给出多维标度法解的概念°

设按某种要求求得的Ⅶ个点为el ’e2’…,e愿’并写成矩阵形式x＝［e］ ,e2’…’e＂］T’则
称X为D的-个解（或叫多维标度解）。在多维标度法中’形象地称X为距离阵D的一

个拟合构图（Configuration）’由这几个点之间的欧几里得距离构成的距离阵称为D的拟
合距离阵。所谓拟合构图’其含义是有了这＂个点的坐标’可以在R隐中画出图来’使得它

们的距离阵D和原始的见个客体的距离阵D接近’并可给出原始见个客体关系的一个有

含义的解释°特别地’如果D＝D’则称X为D的＿个构图°

由于求解的n个点仅仅要求它们的相对欧几里得距离和D接近’即只要求它们的相

对位置确定而与它们在Rk中的绝对位置无关’所以所求得的解不唯一°

根据以上距离阵的定义’并不是任何距离阵D都真实地存在一个欧几里得空间R你
和其中的n个点’使得几个点之间的距离阵等于D°于是’一个距离阵并不一定都有通常
距离的含义°为了把有通常含义和没有通常含义的距离阵区别开来’我们弓｜进欧几里得
型距离阵和非欧几里得型距离阵的概念°

2.欧几里得距离阵

定义10·4对于-个见×n距离阵D＝（d『）’如果存在某个正整数p和Rp中的见个点

e!’e2’…,e厕’使得

〃;＝（c厂鸟）T（‘厂Q′）’j,j＝1’2’…’＂’ （10.85）

则称D为欧几里得距离阵。

为了叙述问题方便’先弓｜进几个记号。设D＝（‘旷）为＿个距离阵’令

仁憋 ＝ αⅧ｜
345

10.7.2 经典的多维标度法

1. 距商阵
这里研究的距离不限于通常的欧几里得距离。首先对距离的意义加以拓广，给出如

下的距离阵定义。
定义10.3 一个n×n 阶矩阵D=（d），如果满足

(1)DF=D。
(2)d≥0,d=0,ij=1,2,⋯,P。

则称D为距离阵，d称为第i个点与第j个点间的距离。

表10. 52 就是一个距离阵。
有了一个距离阵D=（dd），多维标度法的目的就是要确定数λ，并且在k维空间R'中

求n个点e，，e.，⋯，e。，其中e，=【za，飞2⋯，好a】1，使得这n个点的欧几里得距离与距离阵

中的相应值在某种意义下尽量接近。即如果用D=（d.）记求得的 n个点的距离阵，则要

求在某种意义下，D和D尽量接近。在实际中，为了使求得的结果易于解释，通常取k=1。

2,3。
下面给出多维标度法解的概念。

设按某种要求求得的n个点为e，e2⋯，e.，，并写成矩阵形式X=【e，e，，⋯，e.】"，则
称X为D的一个解（或叫多维标度解）。在多维标度法中，形象地称X为距离阵D的一
个拟合构图（Confguration），由这 n个点之间的欧几里得距离构成的距离阵称为D的拟
合距离阵。所谓拟合构图，其含义是有了这n个点的坐标，可以在R*中画出图来，使得它

们的距离阵 D和原始的n个客体的距离阵D 接近，并可给出原始n个客体关系的一个有
含义的解释。特别地，如果D=D，则称X为D的一个构图。

由于求解的。个点仅仅要求它们的相对欧几里得距离和D接近、即只要求它们的相
对位置确定而与它们在 R*中的绝对位置无关，所以所求得的解不唯一。

根据以上距离阵的定义，并不是任何距离阵D都真实地存在一个欧几里得空间 R*
和其中的n个点，使得n个点之间的距离阵等于D。于是.一个距离阵并不一定都有通常

距离的含义。为了把有通常含义和没有通常含义的距离阵区别开来，我们引进欧几里得
型距离阵和非欧几里得型距离阵的概念。

2.欧几里得距高阵
定义10.4 对于一个n×n 距离阵D=（d），如果存在某个正整数p和R中的n个点

e、e2，⋯，，，使得
(10.85)山=（e;-e）（e;-e;），ij=1，2，⋯，n，

则称D为欧几里得距离阵。
为了叙述问题方便，先引进几个记号。设D=（4;）为一个距离阵，令，A=(c),。门‘2,

(10.86)“”？B=HAH，其中H=7n
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临｝l乒式中:I腮为励阶单位阵;E腮＝

对B计算主成分。如果是实际问题’按空间维数1’2’3,主成分个数应分别取k＝1,

2,3。这些主成分的对应分量就是所求的点的坐标°当然,坐标解并不唯一’平移或旋转

不改变距离’仍然是解。也可以将其他的距离或相似系数改造成欧几里得距离’来反求其

坐标。

3·多维标度的经典解

下面给出求经典解的步骤。

（l）由距离阵D构造矩阵A≡（陶）≡（ˉ÷刨;）.
（2）作出矩阵B＝H4H,其中H＝I撼-LE赋°

几

（3）求出B的附个最大特征值入!≥入2≥…≥入腮’和对应的正交特征向量αl ’…’α脓’

并且满足规格化条件鲤α‘＝儿,t＝1’2’…’k°

需要注意的是’这里关于k的选取有两种方法:一种是事先指定’例如∧＝1’2,3;另—

种是考虑前∧个特征值在全体特征值中所占的比例’这时需将所有特征值入l≥…≥入＂求

出。如果入t都非负’说明B为半正定矩阵’从而D为欧几里得距离阵,则依据

入1＋入2＋…＋人k
≥@0 （10.87）

●＝入1＋人2＋…＋入厕
确定上式成立的最小k值’其中●0为预先给定的百分数（即变差贡献比例）°如果儿中
有负值’表明D不是欧几里得距离阵’这时用

入1＋入2＋…＋入k
（10.88）@＝｜入l ｜＋｜人2｜＋…＋｜入卿｜≥@O

求出最小的k值’但必要求入l≥入2≥…≥入k＞0’否则必须减少中0的值以减少个数k°

（4）将所求得的特征向量）｜顶序排成-个＂×k矩阵x＝［α1’α2’…’α嗡］’则x就是D的

-个拟合构图’或者说X的行向量e『＝［则刨’匆姻’…,鳃滁］’j＝1’2’…’n’对应的点Pl’P2,…’
P撼是D的拟合构图点°这-k维拟合图称为经典解k维拟合构图（简称经典解）。
例10·20设7×7阶距离阵

（（D＝

求D的经典解°

解编写如下的Matlab程序:
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’

室工号量量上心江
对B计算主成分。如果是实际问题，按空间维数1，2，3，主成分个数应分别取k=1，

2，3。这些主成分的对应分量就是所求的点的坐标。当然，坐标解并不唯一，平移或旋转
不改变距离，仍然是解。也可以将其他的距离或拥似系数改造成欧几里得距离，来反求其

坐标。
3多维标度的经典解
下面给出求经典解的步骤。

.1_8（1）由距离阵D构造矩阵 A=<a）= 2

-E,。（2）作出矩阵B=HAH，，其中H=I一)口
（3）求出B的k个最大特征值λ≥入z2≥⋯≥入，和对应的正交特征向量α，⋯，α，

并且满足规格化条件α}αz=λ，i=1，2，⋯，k。
需要注意的是，这里关于k的选取有两种方法∶一种是事先指定，例如k=1，2，3;另一

种是考虑前如个特征值在全体特征值中所占的比例，这时需将所有特征值λ，≥·≥λ。求

出。如果λ，都非负，说明B为半正定矩阵，从而D为欧几里得距离阵，则依据
λj+入z+·+A。 (10.87)物”叫 胃修λ，+A。⋯A

确定上式成立的最小k值，其中g。为预先给定的百分数（即变差贡献比例）。如果λ，中
有负值，表明D不是欧几里得距离阵，这时用

Ap+Aa2*⋯·+A。
(10.88)。”产中当于了十旨予

求出最小的&值，但必要求λ≥入，2≥⋯≥入>0，否则必须减少p。的值以减少个数压。

（4）将所求得的特征向量顺序排成一个nx矩阵雇=【a;，四，，⋯，4】，则丞就是D的
一个拟合构图，或者说星的行向量e!=【x产，⋯，灰u】，=1，2，⋯，n，对应的点P，P，⋯，
P、是D的拟合构图点。这一上维拟合图称为经典解飞维拟合构图（简称经典解）。

例10.20 设7×7阶距离阵

【0 1 5 2 万
”涵即人0 3
0 1 3 2

D= 。”命。‘，。
0'

求D的经典解。
解 编写如下的 Matlab 程序;
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c1c′c1e己r′c1◎se己11

D＝［0′1′sαr亡（3）′2′sqrt（3）′1′1′zer◎s（1′2）′1′sqr仁（3）′2′sqrt（3） ′1

zer◎s（1′3）′1′sqr仁（3）′2′1;zer◎s（1′4）′1′sqr亡（3） ′1

zer◎s（1′5）′1′1′zer◎s（1′6）′1′zer○s（1′7）］ 老原始距离矩阵的上三角元素

d＝D＋D｜; 老构造完整的距离矩阵

［y′e工gv己1s］＝cmdsc己1e（d）嗜求经典解′d可以为实对称矩阵或pd土s仁函数的行向量输出

p1◎七O（:′1）′y（:′2）／◎｜′‖C◎1◎r′′｜k‖／L土neWjd亡h!′1.3） 嗜画出点的坐标

殆下面通过求特征值求经典解

A＝-d.＾2／2′ 墙构造A矩阵

n＝s土ze（A′1）′H＝eye（n）＝◎nes（n）／n′ 堵构造H矩阵

B＝H＊A＊H′ 啥构造B矩阵

［vec1′v己11］＝e土g（B）′ 培求B矩阵的特征向量vec1和特征值v己11

［v己12′jnd］＝s◎r亡（d1己g（v己11）／descend‖） 哈把特征按从大到小排列

vec2＝vec1（:′jˉnd） 哈相应地把特征向量也重新排序

vec3≡◎rth（vec2（:′ ［1′2］））′ 老构造正交特征向量

p○土n七＝vec3.＊sqr七（v己12（1:2）′） 嗜利用矩阵广播求点的坐标

h◎1d◎n

p1◎仁（p◎土n亡（:′1）′p◎m亡（:′2）′｜D!′℃◎1◎r′′!k!′!L土neW土d仁h｜′1.3） 嗜验证不一致

仁he仁己＝0.485; 老旋转的角度

T＝［c◎s（亡het己）′＝s土n（仁he℃己）′s1n（℃he仁a）′c◎s（仁he仁己）］′

Tp◎土n七≡p◎1n仁＊T′ 堵把解进行正交变换

p1◎t（Tp◎1nt（:′1）′Tp◎jnt（:′2）′｜＋｜′℃◎1◎r｀′｜k0／L1neWjd仁h｜′1.3） 老验证一致

1egend（｛｜M己七1己b命令cmdsca1e求得的解｜′｜按照算法求得的一个解‖′…

‖正交变换后得到的与cmdsc己1e相同的解｜｝／L◎c己亡1◎n｜′0bes亡‖）

求得B矩阵的特征值为

人l＝人2＝3,入3＝…＝人7≡0’

的7个点刚好为边长为1的正六边形的6个顶点和中心°求解结果如图10. 11求得的7个点刚好为边长为1

所示°

0·8

0.6

0.q

0。2

0

02

0.4

）.6

）R

＿
ˉ
～
＿

）ˉ8ˉOˉ6-0ˉ4-02 0 02 0406 Oˉ8

图10·11 多维标度分析求解结果图
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clce, clear, cloge all
D=[0,1,8qrt(3),2,sqrt(3),1,1;zeros{,2},1,sqrt3),2.sqrt(3),1

zeros(1,3),1,sqrt(3),2,1;zeros(1,4),1,sart (3),1
zero8(1,5),1,1;zeros(1,6),1;zeros(1,7)] 号原始距离矩阵的上三角元素

=D*D; 构造完整的距离矩陕

Ⅳ，eigvals】=cmdecale（d）售求经典解，d可以为实对称矩阵戴pdist函数的行向量输出
plot ty{:,1),y(:,2),ot,Color',"k','Linemidth',1.3) 号 福出的坐标
8下面遇过求特征值求经典解
A=-d."2/2; 飞构造A矩阵

构造日矩阵n=size (A,1);H*eye (n)~ones (n)/ni
B=H*A*H; 构造B矩库
[vec1,val1]=eig (B); 号求B矩库的特征向量 vec1和特征值 val1

[val2,ind]=sort (diag(val),'descend') 8把特征按从大测小排列
vec2=vecl [;,ind) 号 相应地把特征向量也重新排序

vec3=orth (vec2{:,[1,2])); 8构造正交特征向量

?用矩阵广播求点的坐标point=vec3、* sqrt(val2(1;2}')
hold on
plottpeint（;，11，point（，2），'D，Color'，'k'，LineWiath'，1.3）号验证不一致
theta=0.485; 售旋转的角度
T={cos (theta),-gin(theta)sin(theta),cog (theta)];

名把解进行正交变换Tpoint=point·T;
plot（Tpoint（∶，1}，Tpoint〈，2），+'，Color'，'k'，'LineMldth'，1.3） *验证一蒙

legend{{Matlab命令cmdscale 求得的解'，'按照算法求得的一个解..
'正交变换后得到的与cmdgcale相同的解*），'Location'，'best'）
求得B矩阵的特征值为

A=M2=3,As=⋯=A,=0,
求得的7个点刚好为边长为1的正六边形的6个顶点和中心。求解结果如图 10.11

所示。
●0.8 。0.6

Q/
02-o  Ma6命令cmdscale球的

◆ 按照算法求得的一个解 o+ 正交变换后得到的与cmdscul相同的解O
。

-0.8 。
衅磷也予‘抄中引品！

图10.11 多堆探度分析求解结果图
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例10·21（续例10。19） 求例10.19的经典解°

解编写Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎sea11

d＝re己d∏l己仁r1x（｜d己七己1021.七x亡｜ ）′d（土snan（d））＝0′

d≡n◎nzer○s（d）｜′ 老按照列顺序提出矩阵d中的非零元素′再化成行向量

c让土es＝｛｜1.阿伯瑞斯吹｜′｜2.布莱顿｜／3.卡里斯尔!′‖4.多佛｜′｜5.爱塞特｜ ′…

｜6.格拉斯哥｜／7.赫尔｜ ′｜8。印威内斯｜′｜9.里兹‖／10。伦敦｜′. . .

｀11。纽加塞耳0／12。挪利其′｝ 培构造细胞数组

［y′e土gv己1s］＝cmdsc己1e（d） 墙求经典解

p1◎七（y（:′1） ′y（:′2）′‖◎｜ ′℃◎1◎r｜′‖k｜ ′｜L土neW土d仁h｜ ′1.5） 哈画出点的坐标

仁ex亡（y（:′1）＝18′y（:′2）-12′c让jes）′ 哈对点进行标注

求解结果如图10.12所示。

150
◎ ◎

5.爱塞特1阿伯瑞斯吹

l00

50

◎ ◎

3.卡里斯尔6.格拉斯哥
◎

◎ 9里兹 ◎

2布莱顿孔伦敦 。 11纽加塞耳 8印
◎

7赫尔
◎

4多佛
◎

12椰利其

0

内斯
-50

＝100

-150
＝300 ＝200 ＝100 0 100 200 300 400

图10.12数据的多维标度分析

4·相似阵情形

有时已知的不是n个客体之间的某种距离’而是已知n个客体之间的某种相似性’即

已知的是-个相似矩阵。

定义10·5设C＝（c矿）为＿个相似矩阵’令

d旷＝（c擞-2c『＋Qj）l／2’ （10.89）

得到一个距离阵D＝（α旷）’称变换式（10·89）为从相似阵C到距离D的标准变换°

10.7.3非度量方法

在实际中’对n个客体所能观测到的可能既不是它们之间的距离也不是相似系数’而

只是它们之间某种差异程度的）｜顶序。确切地说,例如对其中的两对客体j和j’s和t’每对

之间都有差异’但具体差异是多少都难以用数值来表示’只知道j和′的差异要比s和t的

差异大.这样对于厕个客体的士厕（鹏＿l）对之间的差异程度可以排—个序’即

‘铡≤‘恤≤…≤创帆’砸＝÷鹏（厕＿l）, （lO90）
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例10.21（续例10.19} 求例10.19的经典解。
解 编写 Matab 程序如下;

clc, clear, close all
d =readmatrix'data10_21.txt');d(isnan (d))=0;

。按黑列顺序提出矩阵 d中的非零元素，再化成行向量d=nonzeros (d)';
cities=（'l，阿伯瑞痛吹'，'2.布莱顿'，3，卡里斯尔'4、多佛'，'5.爱塞特'.
'6.格拉斯哥'，'7.赫尔'，'B.印或内斯'，'9.里敲'，10.伦教'....

8构逢细胞数组11.纽加塞耳'，'12.摘利共'}

号求经典解(y,eigvals]=crmdscale (d)
名画出点的坐标plot((:,1),y(:,2),'o','Color','k','tineMidth',1.5)
对点进行标注text ( (:,1)-18,y(:,2)-12,citie8;

求解结果如图 10.12所示。

150Cr
5.爱塞特 1.月伯瑞斯吹

00r
50

3.卡望斯尔6.格拉斯哥
纠 9.塑技2.布莱顿io.枪教 8.昂威内斯c

益 11扭加塞耳
7输尔

4.多佛-100- 。
12.那彩其

-200-100 0 100 200 300 40艺夕

图10.12 数据的多维标度分析

4、相似阵情形
有时已知的不是n个客体之间的某种距离，而是已知 n个客体之间的某种相似性，即

已知的是一个相似矩阵。

定义10.5 设C=（c）为一个相似矩阵，令
(10.89)d,=(c-2c,+e,) lr,

得到一个距离阵D=（d），称变换式（10.89）为从相似阵C到距离D的标准变换。

10.7.3 非度量方法

在实际中，对n个客体所能观测到的可能既不是它们之间的距离也不是相似系数，而
只是它们之间某种差异程度的顺序。确切地说，例如对其中的两对客体i和is和r.每对

之间都有差异，但具体差异是多少都难以用数值来表示，只知道i和j的差异要比s和∶的

差异大。这样对于n个客体的与n（a-1）对之间的差异程度可以排一个序，即

：己了 (10.90)d≤d,⋯≤d_
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式中:d‘′j『为客体j′和j′之间的差异’数学上’可以赋予每个肋《「／『＿个数值’但数值大小本
身没有什么含义’仅是为了标明式（10.90）中的顺序而用的°

我们希望仅从n个客体之间的这种差异顺序出发找出—个拟合构图X来反映这厕

个客体之间的结构关系。这就是非度量多维标度所要解决的问题。

在多维标度方法中,使用Shess度量拟合精度’Stress的一种定义如下:

卜 ］Stress＝

式中:6,为拟合后的两点间的距离’Matlab和SPSS等软件会直接给出该检验值。
Madab中的非度量方法的多维标度分析的命令是mdscale。

拓展阅读材料

方群,邵晓’郭定荣’舰艇编队信息融合中模糊Cˉ均值算法改进研究［J］.舰船电子工程’ 32（8）:

50-51,92’2012.

习题10

10·1表10.53是1999年中国省（自治区、直辖市）的城市规模结构特征的一些数据’试通过聚类

分析将这些省（自治区｀直辖市）进行分类。

表10.53城市规模结构特征数据

城市规模中位

值／万人

10.880

11.780

17.775

26。320

19·705

23.480

22· 160

12.670

27。375

11。 120

17。080

21·215

l3·940

19· 190

14。250

省（自治区、直辖市）

699.70京津冀

山西

内蒙古

辽宁

吉林

黑龙江

苏沪

浙江

安徽

福建

江西

山东

河南

湖北

湖南

O677214180

0.4569 ｜
＿

O6208

1.8712 0.8858

0.3798

108.50

1.0018
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式中;d，为客体i和j， 之间的差异，数学上，可以赋予每个d.一个数值，但数值大小本
身没有什么含义，仅是为了标明式（10.90）中的顺序而用的。

我们希望仅从π个客体之间的这种差异顺序出发找出一个拟合构图X来反映这 π
个客体之间的结构关系。这就是非度量多维标度所要解决的问题。

在多维标度方法中，使用 Stress 度量拟合精度，Stress的一种定义如下;

“一部！岳飞
5.cjENStress=
轮>

；虚

式中;δ，为拟合后的两点间的距离，Matlab 和 SPSS 等软件会直接给出该检验值。
Matlab中的非度量方法的多维标度分析的命令是 mdscale。
拓展阅读材料
方群，邵晓，郭定荣，舰艇缩队信息融合中模糊C-均值算法改进研究【J】.舰船电子工程，32（8） 

50-51,92,2012.

习 题 10

10.1 表10.53是 1999年中围省（自治区、直辖市）的城市规模结构特征的一些数据，试通过聚类

分析将这些省（自治区、直辖市）进行分类。

表 10.53 城市规模结构特征数据

城市规模 城市规模中位
基尼系数城市指数城市商位度省（自治区、直辖市） /万人 僵/万人

治祥偏 10.8B800.78040.9641.437169.70
1.7301.0o179.46山西 0.5870I.8982
7.51、13内蒙古 0.51581.4180 0.67n2

辽宁 25.3200.37620.854I1.9182389.60
吉林 1.780 0.45691.07982l1.3 19.705
黑龙江 23.4500.50760.3472.3059259.00
苏沪 92.19 21603.7350 吵区详 0.6208

126700.8581.871213929断江 0.4535
安徽 27.3750.37980.5261.233102.78

11.120.45870.93251.7291韵碍 10850
17.08江西 129.20 1.935 0.45193.2454
21.2150.4503山东 13.35 0.42961.0018

河南 13.9400.67s151.54 0.4738I.4927
2.s413 19.190踏书 7.1328434.46 0.s282

积南 4.2500.48900.8602.3501139.29
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（续）

城市规模中位

值／万人

22·195

14·340

8.730

18.615

12.250

10·斗70

7.315

17.800

11·650

7·420

9.730

14·470

城市规模

／万人
基尼系数城市指数城市首位度省（自治区、直辖市）

0。4020广东

广西

海南

川渝

云南

贵州

西藏

陕西

甘肃

青海

宁夏

新疆

0.50000.6382

O8648

0.5720365°01

I46°00

1。2918

0。6118

O62875° 1194

0.5806

0。8098

128.67

10.2表10.54是我国1984-2000年宏观投资的一些数据’试利用主成分分析对投资效益进行分

析和排序°

表10.54 1984-2000年宏观投资效益主要指标
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

年份

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

J.46

）·5（

）·49

0·47

0·47

0·48

0,4（

0·4（

0·42

0.纲

0.48

0·48

0.48

0·们

0·5纠

0.52

0ˉ继

98q

985

986

∩●曰

』N》

）89

990

》91

）92

）93

99纠

995

996

997

998

999

）00
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■
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投资效果系数

（无时滞〉

投资效果系数

（时滞一年）

全社会固定资产

交付使用率

建设项目

投产率

0.71 0.49 0。41 0·51

0·40 0.49 0·44 0·57

0.55 0.56 0·48 0·53

0.62 0·93 0。38 0·53

0。45 0·42 0。41 0·54

0。36 0·37 0·46 0·54

0.55 0·68 0。42 0·54

0。62 0·90 0.38 0·56

0.61 0.99 0·33 0·57

0.71 0。93 0·35 0·66

0·59 0·69 0.36 0。57

0.41 0·47 0.40 0.54

0.26 0。29 0.43 0·57

0·14 0· 16 0。43 0·55

0.12 0.13 0。45 0。59

0·22 0。25 0·44 0·58

0.71 0·49 0。41 0.51

一簿、
城市规模中位城市规模 基尼系数城市指数城市前位度省（自治区、直辖市） 值/万人/万人
22.1953.547336.54广东 0.40201.3863

0.5000 14.340�广西 0.63821.2288
0.4130.8648 8.7302.1915海南 45.43

(8.615川演 0.57201.1496365.01 1.6801
12.2502.3785云南 0.3591460.0 6.633
20.4701.2918136.22贵州 2.89 0.5984

0.61181.1798 7.3154.1514穷9西藏
0.6287 17.8001.9682陕西 5.1194244.04

11.650甘肃 1.9664.7515145.49 0.3806
7.4200.8080.859861.36青海 8.2695
9.730宁夏 0.4347.60 0.9571.5078
14.4900.4901数触 128.67 1.62163.835

10.2 表10.54是我国1984--200年宏观投资的一些数据，试利用主成分分析对投资效益进行分
析和排序。

表 10.54 1984—-000年宏观技资效益主要指标

基意房屋建设项目投资效果系散 全社会面定资产投资效果浆数年份 竣工率投产率交付使用率（无时滞） （时带一年）

0.51.40.4 0.46071984
0.49 0.30夕靠 0.570.401985

0.490.530.480.360.551986
0.470.530.380.62 0.91987
0.470.540.40.40.451988
0.480.540.460.370.361989
0.460.540.420.680.551990

0.5 0.460.380.621991 0.90
0.431992 0.33 0.570.990.61
0、40.660.350.90.711993

0.57D.360.60.591994 0.48
0.480.540.400.40.411995
0.40.43 0.570.26 0.291996

0.43 0.40.55a.160.141997
0.390.45 0.540.13o.121998

0.转 0.520.380.221999 0.25
0.510.7 0.410.49200 0.46
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10·3表10.55资料为25名健康人的7项生化检验结果’7项生化检验指标依次命名为匆l ’

勿2’…’卯7’请对该资料进行因子分析°

表10.55检验数据

勿1
■■■■■■■■■■■■■■■■■

3·76

勿7
■■■■■■■■■■■■■■■

4。78

8.59 2.13

6。22

7.57

9·03

5·51

3·27

8·74

9.64

9.73

8·59

7· 12

4·69

5·51

1·66

5·9

9.84

8.39

4·94

7·23

9.46

9·55

4·94

8.21

9·41

1.09

0.82

1·28

2.4

8.39

1.12

2。35

3·7

2.62

1. 19

2.01

3.43

3.72

1·97

1·75

1。43

2·81

2。27

2·42

1.05

1·29

1·72

0.91

1176

11°06

10·4 为了了解家庭的特征与其消费模式之间的关系°调查了70个家庭的下面两组变量:

“l :每年去餐馆就餐的频率;

z2:每年外出看电影的频率°

yl :户主的年龄;

y2:家庭的年收入;

y3:户主受教育程度。

已知相关系数矩阵见表10.56’试对两组变量之间的相关性进行典型相关分析°
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10.3 表10.55资料为25名健廉人的了项生化检验结果，7项生化检验指标饭次命名为x，
≈，⋯，x，，请对该资料进行因于分析。

表10.55 检验数据

量 对"6* 量2“
3.76 5.28 4.780.543.66 13.749.7

21310.1510.021.344.99&39 1.5
1.092732179.844.526.14622

7.28 0.81.7912.667.077.57 2.1
4.5411.?62.5 1.286.27.089.03

7.35.36.923.98 2.41.35.51
8.397.633.36 B.84.44。3.27
L.124763.93.31 11.688.74 、夕
2.3518523.313.971.039.499.64 一 3.79.89.81.33 1.069.73
2,629.17 7.852.98 9.9厂B.59
1.192.69.7 3.433.685.妈97.12

3.0l 2.013.552.762.17 5.984.69
3.45.385.811.271.345.5 4.57
3.n2.091.78L.51.6 2.8L.61
19少泉，841.355.765.9 .5
1.712679.013.61.519.279.84

5.243.960.0s2.s L43嵩 4.9
2819.06646.681.034.384.94
2.27少岂4.397.79L.n2.37.23

12 2,4216.131.581.047.319.46
1.053.52.7.744.255.359.55
1.291.79 2.18.074.验4.94 4.5
厂试4.663.759.12.轻8.21 3.0B
0.915.1 2.4512.5 3.16.449.4

10.4 为了了解家庭的特征与其消费模式之间的关系。调查了70个家庭的下面两组变量;
x，∶每年去餐馆就套的频率;
;每年外出看电影的频率。
】y.∶户主的年龄;
y2;家庭的年收入;
y∶户主受教育程度。

已知相关系数矩阵见表 10.56，试对两组变量之间的相关性进行典型相关分析。
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表10.56相关系数矩阵

＝
■■■■ …
■■■■■■‖■■

…■■■■
＝＝…

035

y3

0.34

0·34

0·21

0·35

1

卯1

跑
＿
川
一
儿
—
此

10.5近年来我国淡水湖水质富营养化的污染日趋严重’如何对湖泊水质的富营养化进行综合评

价与治理是摆在我们面前的一项重要任务。表10.57和表10.58分别为我国5个湖泊的实测数据和湖

泊水质评价标准。

表10.57全国5个主要湖泊评价参数的实测数据

评价参数
耗氧量／（mg／L） 总氮／（mg／L）总磷／（mg／L） 透明度／L

湖泊

杭州西湖

武汉东湖

青海湖

巢湖

滇池

10。3

10.7

1.4

6.26

10.13

2·76

2。0

0·22

1。67

0·23

加
—
Ⅷ
～
汕
＿
犯
＿
四

0·35

0.4

4·5

0.25

0.5

表10.58湖泊水质评价标准

＝■■■■
〗

＝＝
…■

评价参数

总磷

耗氧量

透明度

总氮

极富营养

＞660

＞27.1

＜0.17

＞4.6

（1）试利用以上数据’分析总磷｀耗氧量、透明度和总氮这4种指标对湖泊水质富营养化所起的

作用°

（2）对上述5个湖泊的水质进行综合评估’确定水质等级°

10·6表10.59是我国16个地区农民1982年支出情况的抽样调查的汇总资料’每个地区都调查了

反映每人平均生活消费支出情况的6个指标:食品（卯l）’衣着（z2）’燃料（鳃3）’住房（勿4）’生活用品及其

他（卯5）’文化生活服务支出（卯6）°

表10.59 16个地区农民生活水平的调查数据 （单位:元）

地区 z 6

北亨 19033 4377 6054 4901 904

天津 13520 3640 1047 4416 3649 39q

呵北 9521 2283 22“ 2281 280

山西 10478 25 11 989 18 17 325
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表10.56 相关系数矩阵

为才 量，” 0.67 0.340.260.8当
0.90.33型 0.340.8 、？、 ； 0.370.330.25 0.21亡

为 0.350.59 0.370.67 !
Q.350.210.340.34为 ~

10.5 近年来我国淡水湖水质富营养化的污染日趋严重，如何对湖泊水质的害管养化进行练合评
价与治理是摆在我们面前的一项重要任务。表 10.57和表 30.58分别为我国5个湖泊的实测数据和潮

泊水质评价标准。

表10.57 全国5个主要湖泊评价参数的实测微据

评价参数 总微分（m/L总确/（mg/1） 透明度/L耗氯量/mg/L）嘴涵
0.35 2.7610.3130杭州西湖
0.410.710s 2.0武汉东湖

0.22青海湖 4.51.420
巢湖 0.256.2630 1.67
填池 10.1320 0.230.5

表10.58 湖泊水质评价标准

中营养 射油详，贫篮染极贫蓄养评价参数 极高营弊，诉薯 1023<1 >660
蒸婧响 >27.1710.36<0.09 1.8
透明度 <0.17夕嵩：12 2.4>37
总纸 1.20.310.06<6.(2 24.6
（1）试利用以上数据，分析总磷、耗氧量、遗明度和总氮这4种指标对湖泊水质富管养化所起的

作用。
（2）对上述5个湖泊的水质进行综合评估，确定水质等级。

10.6 表10.59是我围16个地区农民1982年支出情况的抽样调查的汇总资料，每个地区细调查了

反映每人平均生活消费支出情况的6个指标∶食品（x），衣着（x），燃料（x，），住房（z4），生活用品及其
他（xs），文化生活服务支出（xg）。

（单位∶元）表10.59 16个地区农民生活水平的调查数据

地区 * 量当 差身，
北京 9.73190.3 9.0449.0160.543.77
天津 44.16 3.9436.鸦10.4736.40135.20
河北 2.转 2.8022.819.302.8395.21
山西 9.896.4025.11104.78 3.2518.I
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（续）

地区

内蒙古

辽宁

吉林

黑龙江

上海

江苏

浙江

安徽

福建

江西

山东

河南

卯6

3.27

3.47

5。22

6。04

5.89

5·74

5·00

6.39

6.73

4·94

3.85

4·30

116.22

221。 11 115.65

29° 12

169.92 1272

153. 11

21·50

2O50101. 18

（1）试用对应分析方法对所考察的6项指标和16个地区进行分类°

（2）用R型因子分析方法（参数估计方法用主成分法）分析该组数据;并与（1）的结果比较°

（3）用聚类分析方法分析该组数据;与（1〉、（2）的结果比较。

10·7表10.60的数据是10种不同可乐软包装饮料的品牌的相似阵（0表示相同’100表示完全不

同）’试用多维标度法对其进行处理°

表10.60可乐软包装饮料数据
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

品牌

品牌
—

2·Riet＝Rite

5.ShHs0a

D·DOcu-℃O』u

CietDr.Pepp

8Tab

—

—

】ˉ
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

10·8下面是关于摩托车的一个调查’共有20种车的数据’其中考察了5个变量:

（1）发动机大小’用1、2｀3｀4、5来代表°

（2）汽罐容量’用1｀2、3来相对描述°

（3）费油率’用1、2、3、4来相对描述°

（4）质量’用1、2、3、4｀5来描述°

（5）产地’0表示北美生产’1表示其余产地。
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

34 0

79 54 0

86 56 70 0

76 30 51 66 0

63 40 37 90 35 0

57 86 77 50 76 77 0

62 80 71 88 67 54 66 0

65 23 69 66 22 35 76 71 0

26 60 70 89 63 67 59 33 59

入善、
图地区 五 *6五， 当型

3.2712.58内蒙古 23.998.9427.631284
3.47辽宁 39.0927.2917.732.83145.68
5.2密林 25、2918133.38 18.37159.37

21.7513.7613.2429.57 6.0a黑龙江 116.22
上海 5.8915.65 50.8212.5321. 38.64

5.7429,L2江苏 27.3042.6011.67144.98
5.00浙江 4.123275159.9 34.3512.72

安徽 6.3918.1815.6223.0913.1 23.4
福建 6.7324.7519.5216.9621.26144.9

4.915.97江西 140.54 19.1917.6421.50
12.20山东 3.815.84 33.7733.6130.26

4.30河南 20.508.46101.18 23,26 20.20

（1）试用对应分析方法对所考察的6项指标和16个地区进行分类。
（2）用R型因子分析方法（参数估计方法用主成分法）分析该组数据;并与（1）的结果比较。
（3）用聚类分析方法分析该组敛据;与（1）、（2）的结果比较。

10.7 表10.60的数据是10种不同可乐软包装饮料的品牌的相似阵（0表示相同，100表示先全不
同），试用多维标度法对其进行处理。

表0.60 可乐软包装饮料数据

品牌 身？日‘ne1 o 10。品牌
O1.Diet Pepwi

0342 Rdel-Ri 。54793.Yukon
乡、86 56 704.D.Pwpr
66SL30765.Shuu 。

03590376.Coca-Cola 4063
古、 93650n86当7.Ciet Dr.Pepper

索 05467387180628.Tab ”3522666965 7176239.Papi-Cola
。039335996389706026 6710.Diat-Rite

10.8 下面是关子廉托车的一个调查，共有20种车的数据，其中考察了5个变量;

（1）发动机大小，用1，2、3、4、5来代表。

（2）汽罐容量，用1、2、3来相对描述。

（3）费油率，用1、2、3、4来相对描述。
（4）质量，用1、2、3、4、5来描述。

（5）产地，0表示北美生产，1表示其余产地。
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试用多维标度法来处理表10.61中的数据’并对结果进行解释。

表10.61 摩托车性能数据

汽罐容量发动机大小 锄
—
β
—
］
—
○
—
］
—
］
—
◎
—
】
—
∩
—
◎
—
β
—
◎
＿
∩
＿
】
—
β
—
】
—
】
—
◎
—
】
—
】
—
〗

车类型

PontiacPaIiS

HondaCivic

BuickCentury

SⅡ】bHmGL

Volvo740GLE

PlymouthCaragel

HondaAccoId

ChevCamaro

PlymouthHorizon

ChrvslerDavtona

Cadi1lacFleetw

FordMustang

ToyotaCelica

FordEscort

TbyotaTercel

TbyotaCamry

MercuIyCapri

TbyotaCressida

Nissan300ZX

NissanMHxim■

l

354

试用多维标度法来处理表10.61中的数据，并对结果进行解释。

表10.61 摩托车性像数据

产地锯申费油率汽罐容量发动机大小车 类 登
句54ennPoniae Prin ；自 ，Hoada Civie 、？、

自 句“→ eBuick Cenury e-l自Subar GL 、。 e‘-vovo 740CLE ’。自e-)、乙、Pymouh Curegl
2乙”且一 ”Hoade Accurd 。42Chey Canav “句 。e叫1Plymout Foixan e e乙”‘Chrvele Dvtana 。

自3 夕一Codlle Fwtw
？ 0一Fod Mustang ？

乞一 一 eeToyoia Celicea ’
、？J-l一Pord Eecor “一-Togau Tarcdl ’，卜-e 叫1 ？’Toyota Camry e了Mercury Capri 。唯

4自2o -Toyota Crenida
2e ；科Nimnn 3002X

一自e了 4Nacm Mima
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第n章偏最小二乘回归分析

在实际问题中’经常遇到需要研究两组多重相关变量间的相互依赖关系’并研究用＿

组变量（常称为自变量或预测变量）去预测另—组变量（常称为因变量或响应变量）’除了

最小二乘准则下的经典多元线性回归分析（MLR）’提取自变量组主成分的主成分回归分

析（PCR）等方法外’还有近年发展起来的偏最小二乘（PLS）回归方法°

偏最小二乘回归提供＿种多对多线性回归建模的方法’特别当两组变量的个数很多’

且都存在多重相关性’而观测数据的数量（样本量）又较少时’用偏最小二乘回归建立的

模型具有传统的经典回归分析等方法所没有的优点°

偏最小二乘回归分析在建模过程中集中了主成分分析｀典型相关分析和线性回归分析

方法的特点’因此在分析结果中’除了可以提供＿个更为合理的回归模型外’还可以同时完
成-些类似于主成分分析和典型相关分析的研究内容’提供一些更丰富｀深人的信息°

本章介绍偏最小二乘回归分析的建模方法;通过例子从预测角度对所建立的回归模

型进行比较。

11.Ⅲ偏最小二乘回归分析概述

考虑P个因变量γl,γ2’…,）′p与加个自变量卯l ’匆2,…,卵厕的建模问题°偏最小二乘
回归的基本做法是首先在自变量集中提出第一成分ul（ul是嘶l’匆2’…’z厕的线性组合’且
尽可能多地提取原自变量集中的变异信息）;同时在因变量集中也提取第＿成分ol ’并要

求“l与ol相关程度达到最大°然后建立因变量yl ’γ2’…’yp与ul的回归’如果回归方程
已达到满意的精度’则算法中止°否则继续第二对成分的提取’直到能达到满意的精度为
止°若最终对自变量集提取厂个成分ul ’u2’…’u厂,则偏最小二乘回归将通过建立γ! ,

γ2’…’）′p与ul ’u2’…’u『的回归式,然后再表示为yl’γ2,…’γp与原自变量的回归方程式,
即偏最小二乘回归方程式°

方便起见’不妨假定P个因变量γl’γ2’…’帅与加个自变量“l ’Z2’…’“腮均为标准化
变量。自变量组和因变量组的厕次标准化观测数据矩阵分别记为

（ ｝B｛》｜ 〈｝｝ ｛‖A≡

下面介绍偏最小二乘回归分析建模的具体步骤°

（1）分别提取两变量组的第一对成分’并使之相关性达到最大°假设从两组变量分
别提出第一对成分为u!和o｜ ’u｜是自变量集x二［约｜ ,鳃2’…’鳃厕］T的线性组合ul＝αl｜“｜＋

αl2匆2＋…＋αl顾绷′＂＝P（｜）TX,ol是因变量集Y＝［γ｜ ’γ2’…’帅］T的线性组合″l＝C｜｜y!沼l2γ2＋…＋
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第 11章 偏最小二乘回归分析

在实际问题中，经常遇到需要研究两组多重相关变量间的相互依赖关系、并研究用一
组变量（常称为自变量或预测变量）去预测另一组变量（常称为因变量或响应变量）.除了
最小二乘准则下的经典多元线性回归分析（MR），提取自变量组主成分的主成分回归分

析（ PCR）等方法外，还有近年发展起来的偏最小二乘（PLS）回归方法。
偏最小二乘回归提供一种多对多线性回归建模的方法，特别当两组变量的个数很多、

且都存在多重相关性，而观测数据的数量（样本量）又较少时，用偏最小二乘回归建立的
模型具有传统的经典回归分析等方法所没有的优点。

偏最小二乘回归分析在建模过程中集中了主成分分析、典型相关分析和线性回归分析
方法的特点，因此在分析结果中，除了可以提供一个更为合理的回归模型外还可以同时完

成一些类似于主成分分析和典型相关分析的研究内容，提供一些更丰富 、深人的信息。
本章介绍偏最小二乘回归分析的建模方法;通过例子从预测角度对所建立的回归模

型进行比较。

11.1 偏最小二乘回归分析概述

考虑p个因变量y，yz⋯，y。与m个自变量??写，⋯，，车的建模问题。偏最小二乘
回归的基本做法是首先在自变量集中提出第一成分u，（4、是z;，z，⋯，x。的线性组合，且
尽可能多地提取原自变量集中的变异信息>;同时在因变量集中也提取第一成分v，并要
求u，与v相关程度达到最大。然后建立因变量y1，2，⋯，y。与u 的回归，如果回归方程
已达到满意的精度，则算法中止。否则继续第二对成分的提取，直到能达到满意的精度为
止。若最终对自变量集提取r个成分u;"2，⋯，u，，则偏最小二乘回归将通过建立y，
为，⋯y，与u，如，⋯，业，的回归式，然后再表示为y，y，⋯，y。与原自变量的回归方程式，
即偏最小二乘回归方程式。

方便起见，不妨假定p个因变量y1，y，⋯，y。与m个自变量x，，为，⋯，x。均为标准化
变量。自变量组和因变量组的 n 次标准化观测数据矩阵分别记为

"..[t 
下面介绍偏最小二乘回归分析建模的具体步骤。

（1）分别提取两变量组的第一对成分，并使之相关性达到最大。假设从两组变量分
别提出第一对成分为山和明，u、是自变量集X=【x，z，⋯，x。】"的线性组合u=α4年，+
α12?+α1x万=p（1X，是因变量集Y=【yy，，⋯，y】"的线性组合明=βy，+甲an+⋯
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β!′‰＝γ（l）TY。为了回归分析的需要’要求:
oul和″l各自尽可能多地提取所在变量组的变异信息;

@ul和ol的相关程度达到最大°

由两组变量集的标准化观测数据矩阵A和B’可以计算第一对成分的得分向量’记为

戊l和βl

〕｛｜训:柑｜ ｛川｜龙l＝却（l）＝

「》｛训｜｜ ｜』1”βl＝Bγ（l）＝

第一对成分ul和Ol的协方差Cov（ul ’″l）可用第—对成分的得分向量戊l和fl的内积
来计算。故而以上两个要求可化为数学上的条件极值问题

maX（龙l .βl）＝（却（l） .Bγ（l））＝p（l）剿TBγ（l） ’

.‘｜;｜‖琴‖＝｜｜拿‖｜｜;＝｝! （Ⅱ3）
利用拉格朗日乘数法,问题化为求单位向量p（l）和γ（!） ’使0l≡p（］）TATBγ（l）达到最

大°问题的求解只需通过计算加×′n矩阵M＝ATBBIA的特征值和特征向量’且M的最大

特征值为0｝’相应的单位特征向量就是所求的解〃（l） ’而γ（l）可由p（l）计算得到’即

γ｜＂宇即川 （11.4）

（2）建立y］ ’y2,…’帅对ul的回归及“l ,“2,…’绷顺对ul的回归°假定回归模型为

｜簧｜二｜鞍） αL●
式中:矿（l）＝［◎ll’◎l2’…’◎l腮］T’7（l）＝［7ll ’7l2’…,丁l′］T分别为多对-的回归模型中的参
数向量;Al和Bl是残差阵°

回归系数向量伍（l） ’丁（i）的最小二乘估计为

｜二↑期｜｜｜贸｀｜｜j〈 （Ⅱ6）
称α（l） ’丁（l〉为模型效应负荷量°

（3）用残差阵Al和Bl代替A和B,重复以上步骤。记A＝戊l″（』）T’B＝戊!丁（l）T’则残

差阵Al＝AˉA’Bl＝B-B°如果残差阵Bl中元素的绝对值近似为0’则认为用第-个成分

建立的回归式精度已满足需要了’可以停止抽取成分。否则用残差阵Al和Bl代替A和
B重复以上步骤,即得

p（2）＝［α2l ’α22’…’α2厕］T’γ（2）＝［β2l ’G22’…’β2p］T’
而龙2＝Alp（2〉 ’f2＝Blγ（2）为第二对成分的得分向量,且
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βwy，=?fTY。为了回归分析的需要，要求∶
①u，和s， 各自尽可能多地提取所在变量组的变异信息;
②u和s，的相关程度达到最大。

由两组变量集的标准化观测数据矩阵A 和B，可以计算第一对成分的得分向量，记为

巴艺

乙忘心 (1.1)

..:[ (I1.2)

第—对成分μ，和v，的协方差 Cov（山，v，）可用第一对成分的得分向量或，和i 的内积
来计算。故而以上两个要求可化为数学上的条件极值问题

max（就·6，）=（Ap（1）·By1）=p1ABy（
[p'rp"P= Ilp"I[2=1,s,.t (11.3)伐下己日己目

利用拉格朗日乘数法，问题化为求单位向量p（和，1，使8，=p1TABp"达到最
大。问题的求解只需通过计算mxm矩阵M=A"BBTA的特征值和特征向量，且M的最大
特征值为θ}相应的单位特征向量就是所求的解p1>，而，4）可由p计算得到，即

唱子茎”心 (11.4)0,
（2）建立y，y，，⋯，7，对u的回归及x;??⋯，年。对u的回归。假定回归模型为

A=a,01T+A;,
(11.5)酚门即代由：

式中∶d4=【aσz⋯，σy!'，r=【ru，Tg⋯，r。】'分别为多对一的回归模型中的参
数向量;A，和B是残差阵。

回归系数向量a-1，，f（的最小二乘估计为
食己目快邮丶二势一”

(11.6)目吗秒二势”。
称σ.1），r1》为模型效应负荷量。

（3）用残差阵A和B代替A和B，重复以上步骤。记A=武、σ-4T，自=或，f（T，则残
差阵A，=A-A，B，=B-B。如果残差阵B，中元素的绝对值近似为0，则认为用第一个成分
建立的回归式精度已满足需要了，可以停止抽取成分。否则用残差阵A，和B，代替A 和
B重复以上步骤，郎得

p(2)=[α-a,α2,⋯,αam]1,y(④)=[βa,6a,⋯,F。]T,
而鑫。=A，e（2），p2=B，γ）为第二对成分的得分向量，且
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α（2）＝A『戊2／｜｜j2 ｜｜ 2’7（2）≡B『戊2／｜｜龙2‖2

分别为X’Y的第二对成分的负荷量°这时有

｛簧｜:‖螺‖退≡
（4）设n×加数据阵A的秩为′≤min（则一1,m）’则存在厂个成分ul ’u2’…,u『’使得

｜;二露（｝迂（（旗财 （川）
把皿庶＝αkl卯l＋α膝2嘶2＋…＋αk厕匆卿（k＝l,2,…’厂）’代人Y＝Ul丁（｜）＋U27（2）＋…＋U′7（′） ,即得p

个因变量的偏最小二乘回归方程式为

y）＝Gl卯l＋c／2卯2＋…＋％％厕’j＝1’2’…’p。 （11.8）

（5）交叉有效性检验。＿般情况下’偏最小二乘法并不需要选用存在的厂个成分u｜ ,

u2’…’u『来建立回归式,而像主成分分析一样,只选用前／个成分（／≤厂）’即可得到预测
能力较好的回归模型。对于建模所需提取的成分个数′’可以通过交叉有效性检验来

确定°

每次舍去第t个观测数据（j＝1’2,…’Ⅶ）’对余下的nˉ1个观测数据用偏最小二乘回归

方法建模’并考虑抽取h（h≤厂）个成分后拟合的回归式’然后把舍去的白变量组第j个观测

数据代人所拟合的回归方程式’得到乃（j＝1’2’…’p）在第t个观测点上的预测值b（t刀（h）。
对j＝1’2’…,n重复以上的验证’即得抽取h个成分时第′个因变量乃（j＝1’2’…’p）的
预测误差平方和为

″

PRESS〉（h）＝∑［b,ˉb（‘）j（h）］2’J＝1’2’…’p’
t＝l

F＝［yl ’γ2’…’％］T的预测误差平方和为
p

PRESS（h）＝∑PRES马（h）.
〔＝1

另外’再采用所有的样本点,拟合含h个成分的回归方程。这时’记第t个样本点的

预测值为b旷（h）,则可以定义））的误差平方和为
见

SS〉（h）＝∑［b,ˉj,（∧）］2’
j＝1

定义Y的误差平方和为
p

SS（h）＝∑SS′（h）.
′＝1

当PRESS（h）达到最小值时’对应的h即为所求的成分个数』。通常’总有PRESS（h）

大于SS（h）’而SS（h）则小于SS（h-1）°因此,在提取成分时’总希望比值PRESS（h）／SS

（h-1）越小越好;一般可设定限制值为0.05’即当
PRESS（h）／SS（h＝1）≤（1-0.05）2＝O952

时’增加成分uh有利于模型精度的提高。或者反过来说’当
PRESS（h）／SS（h＿1）＞0.952

时’就认为增加新的成分uh对减少方程的预测误差无明显的改善作用°
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良”二势”目业型卧干
分别为X，Y的第二对成分的负荷量。这时有

产“邮尺丫点食岂产
一订“邮代名点岂路

（4）设 n×m 数据阵A的秩为r≤min（ n-1，m），则存在r个成分山，u，⋯，，，使得
A=富，oi07∶⋯+a，olo+A，

(11.7)
酚目乎使名十邮代名尊：

把u，=αn*，+αgx2+⋯+αuax=（k=1，2，⋯，r），代人Y=uF1）+uzgr2）+⋯+，T"，即得p
个因变量的偏最小二乘回归方程式为

(11.8)y=C年+Ga为2+⋯+c"aj=1，2⋯，P.
（5）交叉有效性检验。一般情况下，偏最小二乘法并不需要选用存在的r个成分u，

u，⋯，u，来建立回归式，而像主成分分析一样，只选用前{个成分（i≤r），即可得到预测
能力较好的回归模型。对于建模所需提取的成分个数L.可以通过交叉有效性检验来

确定。
每次舍去第i个观测数据（i=1，2⋯，n），对余下的 n-1个观测数据用偏最小二乘回归

方法建模，并考虑抽取h（h≤r）个成分后拟合的回归式，然后把舍去的自变量组第i个观测

数据代入所拟合的回归方程式，得到y，（j=1，2，⋯，p）在第i个观测点上的预测值60o（h）。
对i=1，2，⋯，n重复以上的验证，即得抽取h个成分时第j个因变量y，（j=1，2，⋯，p）的
预测误差平方和为

PRS5A))=>[6- o(A)]:=12⋯,
Y=【y，y。⋯，y，】的预测误差平方和为

PRS5A)=5 PRS5(A).
另外，再采用所有的样本点，拟合含h个成分的回归方程。这时，记第i个样本点的

预测值为6，（h），则可以定义y 的误差平方和为

多它”沁子”空了
定义Y的误差平方和为

图己”吟图艺
当PRESS（h）达到最小值时，对应的h即为所求的成分个数i。通常，总有PRESS（h）

大于SS（h），而 SS（h）则小于SS（h-1）。因此，在提取成分时，总希望比值PRESS（h）/SS
（h-1）越小越好;一般可设定限制值为0.05，即当

PRESS(h)/SS(h-1)≤(1-0.05)2=0.95s2
时，增加成分u，有利于模型精度的提高。或者反过来说，当

PRESS(h)/SS(h-1)>0.9sz
时，就认为增加新的成分u，对减少方程的预测误差无明显的改善作用。
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为此’定义交叉有效性为Q;＝1ˉPRESS（h）／SS（hˉ1）’这样’在建模的每一步计算结

束前,均进行交叉有效性检验’如果在第h步有Q;＜1ˉ0.952＝0.0975’则模型达到精度要

求’可停止提取成分;若α≥0.0975’则表示第h步提取的皿陶成分的边际贡献显著’应继
续第h＋1步计算°

1Ⅲ.2Matlab偏最小二乘回归命令plsregress

Matlab工具箱中偏最小二乘回归命令plsregress的使用格式为

［XL′YL′XS′YS′BETA′PCTVAR′MSE′s亡a亡s］＝p1sregress （X′Y′nc○mP）

其中:X为n×m的自变量数据矩阵’每一行对应-个观测’每＿列对应＿个变量;Y为门×p
的因变量数据矩阵’每-行对应＿个观测’每一列对应＿个变量;ncomp为成分的个数’

ncomp的默认值为min（n-1,m）°返回值XL为对应于O（t）的m×ncomp的负荷量矩阵’它

的每＿行为对应于式（11.7）的第-式的回归表达式;Ⅱ为对应于7（‘）的P×ncomp矩阵,它
的每＿行为对应于式（11.7）的第二式的回归表达式;XS是对应于i《的得分矩阵’Matlab工

具箱中对应于式（1L3）的特征向量〃（‘）不是取为单位向量’p（‘）取为使得每个戊‘对应的得分

向量是单位向量’且不同的得分向量是正交的;YS是对应于f‘的得分矩阵’它的每＿列不是
单位向量,列与列之间也不正交;BEIA的每一列为对应于式（11.8）的回归表达式;PCⅣAR

是＿个两行矩阵’第一行的每个元素对应着自变量提出成分的贡献率,第二行的每个元素对

应着因变量提出成分的贡献率;MSE是—个两行矩阵’第-行的第′个元素对应着自变量与
它的前j＝1个提出成分之间回归方程的剩余标准差’第二行的第J元素对应着因变量与它的
前jˉ1个提出成分之间回归方程的剩余标准差;stats返回4个值’其中返回值stats.W的每
＿列对应着特征向量尸（‘） ’这里的特征向量不是单位向量。

11.3案例分析

例11.1本例采用兰纳胡德（Linnemd）给出的关于体能训练的数据进行偏最小二乘

回归建模。在这个数据系统中被测的样本点’是某健身俱乐部的20位中年男子。被测变
量分为两组。第一组是身体特征指标X’包括体重、腰围、脉搏°第二组变量是训练结果
指标Y’包括单杠、弯曲、跳高。原始数据见表11.1。

表11. 1 体能训练数据
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为此，定义交叉有效性为Q'=1-PRESS（h））/SS（h-1），这样，在建模的每一步计算结
束前，均进行交叉有效性检验，如果在第h步有Q3<1-0.952=0.0975，则模型达到精度要
求，可停止提取成分;若 Q2≥0.0975，则表示第h步提取的u.成分的边际贡献显著，应继
续第h+1步计算。

11.2 Matlab偏最小二乘回归命令 plsregress

Matlab 工具箱中偏最小二乘回归命令plsregress 的使用格式为

[XL,YL,XS,YS,BETA,PCTVAR,MSE,stats]= plsregress (X,Y,ncomp)
其中;X为 nxm 的自变量数据矩阵，每一行对应一个观测，每一列对应一个变量;Y为nxp
的因变量数据矩阵，每一行对应一个观测，每一列对应一个变量;necomp为成分的个数，
ncomp 的默认值为 min（n-1，m）。返回值XL为对应于o的mxncomp的负荷量矩阵，它
的每一行为对应于式（11.7）的第一式的回归表达式;YL为对应于z'的pxaormp 矩阵，它
的每一行为对应于式（11.7）的第二式的回归表达式;XS 是对应于《，的得分矩阵，Matlab工
具箱中对应于式（11.3）的特征向量p'8不是取为单位向量。p'取为使得每个;对应的得分
向量是单位向量，且不同的得分向量是正交的;YS是对应于b.的得分矩阵，它的每一列不是
单位向量，列与列之间也不正交;BETA 的每一列为对应于式（11.8）的回归表达式;PCTⅣVAR
是一个两行矩阵，第一行的每个元囊对应着自变量提出成分的贡献率，第二行的每个元囊对

应著因变量提出成分的贡献率;MSE 是一个两行矩阵，第一行的第j个元素对应着自变量与
它的前j-1个提出成分之间回归方程的剩余标准差，第二行的第;元素对应着因变量与它的
前j-1个提出成分之间回归方程的剩余标准差;stat 返回4个值，其中返回值stat，W的每

一列对应着特征向量'），这里的特征向量不是单位向量。

11.3 案 例 分析

例11.1 本例采用兰纳胡德（Linnerad）给出的关于体能训练的数据进行偏最小二乘
回归建模。在这个数据系统中被测的样本点，是某健身俱乐部的 20 位中年男子。被测变
量分为两组。第一组是身体特征指标X，包括体重、腰围、脉搏。第二组变量是训练结果
指标Y，包括单杠、弯曲、跳高。原始数据见表11.1。

表11.1 体能训练数据

棒重（对） 哪重凸 单杠（y）脉搏（rx）序号 弯曲（y） 跳高（y3）- 5036197 162 60、? 2189 37 52 60110e v嵩 1or58193 占
5l62 6235 存12

匀 35189 1346 区 58
色 182 5636 * 轻ot
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（续）

弯曲（y2）单杠（y】脉搏（如3）腰围（z2）体重（zl） 跳高（γ3）

38

40

40

250

38

115

105

50

31

120

25

80

73

43

70·3

51.2775

序号

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

均值

标准差

解zl’z2’鳃3分别表示自变量指标体重、腰围、脉搏’γl ’γ2’y3分别表示因变量指标
单杠、弯曲、跳高’自变量的观测数据矩阵记为A＝（α0）20渊3’因变量的观测数据矩阵记

为B＝（b0）20×3°
（1）数据标准化°将各指标值α,转换成标准化指标值码’有

咋等,门,…扎21
式中;吟』）＝上兰“洲）』）＝

20!＝1
’j＝1’2’3’即 l） ’吟 s）!）为第j个自变

量z′的样本均值和样本标准差°
对应地’称

廷ˉ宁川,1
为标准化指标变量。

～

类似地’将b『转换成标准化指标值b旷’有

禹等｀问｀2｀….川川,2
式中;〃尸＝士二哪）＝ ’j＝1’2’3’即吟2） ’s）2）为第j个因变

量乃的样本均值和样本标准差°
359

一簿
单在（9x） 跳高（y）腰图（响） 账搏（）体重（鸡） 弯曲（Ya）序号

10功？ 385638211
锣。 自34 125 40167e

身 4020万7431176
5 251 250t73315410

38120汇5034169“
210 1s1316 523312

1 os21s643415413
乌- 30504624714

售 3115 70193 4636
120202 2101262376 “ 25176 605437己

18 230 80“”523217
品2515543315619

68 2 “占 433313820
145.35 70.336.1均值 9.4535.4178.6
62.566 51.27s5.2863,.2104少嵩标准塑 24.6905

解 x;，za，，分别表示自变量指标体重、腰围、脉搏，yy，为分别表示因变量指标
单杠、弯曲、跳高，自变量的观测数据矩阵记为A=<as））;，因变量的观测数据矩阵记

为B=（bg2mma。
（（1）数据标准化。将各指标值a转换成标准化指标值α，有

人妇保X.a -,i=1,2,⋯,20j=1,2,3,
蚀1. “ 2予总飞” （ag-码"），j=1，2，3，即叫"，"为第个自变出世” 0-120台 20.

量x的样本均值和样本标准差。
对应地，称

考对心 -j=1,2,3,yN
为标准化指标变量。

类似地，将b，转换成标准化指标值δ，有

 xu4,i=1,2⋯,20,j=1,2,3,Cr;
20 1

抖中飞“ （b-P}，j=1，2，3，即出3。为第个因变,飞。 -1;20:y方.
量y的样本均值和样本标准差。
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对应地’称

沪宁川β
为对应的标准化变量°

（2）求相关系数矩阵°表11.2给出了这6个变量的简单相关系数矩阵°从相关系

数矩阵可以看出’体重与腰围是正相关的;体重、腰围与脉搏负相关;而单杠、弯曲与跳高

是正相关的°从两组变量间的关系看,单杠｀弯曲和跳高的训练成绩与体重、腰围负相关’
与脉搏正相关°

表11.2相关系数矩阵

体重（ ） 腰围（ ） 脉搏（ ） 单杠（γ） 弯曲（y）

1 08702 03658 03897 0493l

08702 1 03529 05522 06456

03658 03529 1 0l506 0225

03897 05522 01506 1 06957

04931 06456 0225 06957 1

02263 01915 00349 04958 06692

伞里

耍臣

脓擂

ˉ0.226

.0. 191

0.0349

0·4958

0ˉ669’、肝

（3）分别提出自变量组和因变量组的成分°使用Matlab软件’求得的各对成分分
别为

｛瞩删重!蹦删费｀
｜剿腮迢子篙剖赚〉
｜岩二撇酬瞬栅蠢:

前两个成分解释自变量的比率为92. 13％’只要取两对成分即可°

（4）求两个成分对时标准化指标变量与成分变量之间的回归方程°求得自变量组和
因变量组与u! ,u2之间的回归方程分别为

氧＝ˉ41306皿］＋0.0558酗2’
赵＝ˉ41933皿!＋1.0239皿2’

玛＝22264u』＋3.4441u2’

玩＝2.1191Mlˉ0.9714皿2’

免＝2.5809ulˉ0.8398u2’

晃＝0.8869赐lˉ0.1877则2.

（5）求因变量组与白变量组之间的回归方程。把步骤（3）中成分必代人步骤（4）中
交的回归方程’得到标准化指标变量之间的回归方程
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对应地，称

心- -j=1,2,3f:
为对应的标准化变量。

（2）求相关系数矩阵。表11.2给出了这6个变量的简单相关系数矩阵。从相关系
数矩阵可以看出，体重与腰围是正相关的;体重、腰围与脉搏负相关;而单杠、弯曲与跳高

是正相关的。从两组变量间的关系看，单杠、弯曲和跳高的训练成绩与体重、腰围负相关，
与脉搏正相关。

表11.2 相关系数矩阵

告芦己”师虽。体重（动） 繁酬工了”脉搏（x） 弯曲（y）
体置（妈） ~ 0.8702 -0.3897-0.3658 -0.2263-0.4931
腰图（x） - -0.390.8702 -0.1915-0.552 -0.6456
脉碍（x）） 且 0.25-0.3529-0.3658 0.1506 0.0349
单杠（y） 0.1506 - 0.6957-0.5522-0.3897 0.4958
幽野合 --0.4931 0.225 0.6920.6957-0.6436
晓高（3） -0.0349 066920.4958-0.1915-0.2263

（3）分别提出自变量组和因变量组的成分。使用 Matlab 软件，求得的各对成分分
别为

u=-0.0951z，-0.1244z+0.0385窝，
(v,=2.1191y,+2.5809y,+0.8869y,,
{uz=-0.1279 x+0，2429 i+0.2202高，，

\v2=-0.8054y，-0.1171为2-0.54863，
（u，=-0.4416窝，+0.3790z2-0.I055≈，
lv,=-0.7781Y-0.1987y,+0.0381Z。

前两个成分解释自变量的比率为 92.13??只要取两对成分即可。
（4）求两个成分对时标准化指标变量与成分变量之间的回归方程。求得自变量组和

因变量组与u，2之间的回归方程分别为

名，=-4.1306u，+0.0558u，
X2=-4.1933u,+1.0239u,,
名;=2.2264u，+3.4441u2，
y,=2.1191u,-0.97142,
了，=2.5809y，-0.8398u2，
y,=0.8869u-0.1877u2.

（5）求因变量组与自变量组之间的回归方程。把步骤（3）中成分u;代入步骤（4）中
为; 的回归方程，得到标准化指标变量之间的回归方程
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灵＝ˉO0773弱ˉ0.4995赵ˉ0· 1323鬼’

免＝ˉ0. 1380氮ˉ0.5250廷ˉ0.0855鬼’

晃＝ˉ0.0603鬼ˉ0. 1559瑰ˉ0.0072廷.

将标准化变量另’再（j＝1’2,3）分别还原成原始变量乃’吗’得到回归方程
γl＝47.0375一0.0165卯1ˉ0.8246卯2一0.0970卯3’

γ2＝612.7674-0.3497卯l-10·2576卯2ˉ0.7422％3’

y3＝183.9130ˉ0.1253卯1-2.4964卯2ˉ0.0510卯3.

（6）模型的解释与检验°为了更直观、迅速地观察各个自变量在解释乃（j＝1’2’3）
时的边际作用’可以绘制回归系数图,如图11. 1所示。这个图是针对标准化数据的回归

方程的。

从回归系数图中可以立刻观察到’腰围变量在解释三个回归方程时起到了极为重要

的作用。然而,与单杠及弯曲相比’跳高成绩的回归方程显然不够理想’三个自变量对它

的解释能力均很低°

0。1

0

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0·5

-0°6 1 2 3

图11. 1 回归系数的直方图

为了考察这三个回归方程的模型精度’我们以（′『’y0）为坐标值’对所有的样本点绘

制预测图。′0是第／个因变量指标在第j个样本点（γ0）的预测值。在这个预测图上’如果
所有点都能在图的对角线附近均匀分布’则方程的拟合值与原值差异很小’这个方程的拟

合效果就是令人满意的。体能训练的预测图如图11·2所示。

计算和画图的Matlab程序如下:

c1◎′c1e己r′己h0＝1◎己d（!d己七己11」.七x七｜ ）′

mu＝me己n（己b0）′s土g≡s七d（己b0） 啥求均值和标准差

rr＝C◎rrC◎ef（己b0） 哈求相关系数矩阵

己b＝zsc◎re（己］o0）′ 哈数据标准化

己＝己b（:′ ［1:3］）′b＝己］O（:′ ［4:end］）′ 哈提出标准化后的自变量和因变量数据

［XL′γL′XS′YS′BETA′PCTVAR′MSE′s亡己七s］ ＝p1sregress（己′b）

c◎n七r≡cumsum（PCTVAR′2） 堵求累积贡献率

xw≡己＼XS啥求自变量提出成分系数′每列对应一个成分′这里xw等于s℃己亡s.W

yw＝h＼YS 8求因变量提出成分的系数

nc◎mP＝jnpu仁（｜请根据PCTVAR的值确定提出成分对的个数nc◎mp＝0 ）;
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「既篙］「酉面］单杠

了，=-0.07732-0.4995年，-0.1323 z;，
y2=-0.1380x，-0.5250窝，-0.0855g，
yy=-0.0603x,-0.1559x,-0.0072x.

将标准化变量y，≈（Gj=1，2，3）分别还原成原始变量y;z;，得到回归方程

y,=47.0375-0.0165x-0.8246x,-0.0970x,,
y,=612.7674-0.3497x1-10.2576e,-0.7422xz3,
y，=183.9130-0.1253x，-2.4964r，一0.0510，

（6）模型的解释与检验。为了更直观、迅速地观察各个自变量在解释y;（j=1，2，3）
时的边际作用，可以绘制回归系数图，如图11.1所示。这个图是针对标准化数据的回归

方程的。
从回归系数图中可以立刻观察到、腰围变量在解释三个回归方程时起到了极为重要

的作用。然而，与单杠及弯曲相比，跳高成绩的回归方程显然不够理想，三个自变量对它

的解释能力均很低。

0.1-

0
-02

卒等
2-605 一肿 膳面翩严-8.6- “

图11.1回归系数的直方图

为了考察这三个回归方程的模型精度，我们以（夕y）为坐标值，对所有的样本点绘
制预测图。9;是第j个因变量指标在第i个样本点（y）的预测值。在这个预测图上，如果
所有点都能在图的对角线附近均匀分布，则方程的拟合值与原值差异很小，这个方程的拟
合效果就是令人满意的。体能训练的预测图如图 11.2所示。

计算和画图的 Matab程序如下;
clc,clear, ab0=load(datall1.txt');

求均值和标准差mu=mean(ab0),eig=std(ab0)
名求相关系数矩阵rz *corrcoef (ab0)
数据标准化ab=zscore (ab0);

a=ab{∶，【1∶31）;b=ab<∶，【4∶end】）;8提出标准化后的自变量和因变量数据
【XL，YL，XS，YS，BETA，PCTVAR，MSE，stat序】=plsregress （a，b）

 求累积贡献率Contr=cumaum (PCTVAR,2)
xw=a\XS告求自变量提出成分系数，每列对应一个成分，这里xw等于atats，W

号求因变量提出成分的系数yw=b \YS
ncomp=input《请根据 PCTVAR 的值确定提出成分对的个数 ncomp='）;
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［XL2′YL2′XS2′YS2′BETA2′PCTVnR2′MSE2′s仁己仁s2］ ≡p1sreg］ress（己′］o′nc○mp）

n＝s工ze（己′2）;m＝sjze（h′2）; 老n是自变量的个数′m是因变量的个数

嗜原始数据回归方程的常数项

］oe仁己3（1′ :）＝mu（n＋1:end）-mu（1:n） .／s土g（1:n）＊BETA2（［2:end］′ :）.＊sjg（n十

老计算原始变量x1′…′xn的系数′每一列是一个回归方程

］oe仁己3（［28n＋1］′ :）＝（1.／s土g（1:n））｜＊s1g（n＋1:end） 。 ＊BETA2（［2:end］′ :）

h己r（BETA2｜′｜k‖） 嗜画直方图

墙求y1′…′ym的预测值

yha七＝repm己亡（be仁己3（1′ :） ′ ［s1ze（己′1） ′1］）＋己b0（:′ ［1:n］）＊be℃己3（［2:end］′ :）

＊s工g（n＋1:end） ′

ym己x＝m己x（［yh己仁′ab0（:′ ［n＋1:end］）］）′ 啥求预测值和观测值的最大值

哈下面画y1′y2′y3的预测图′并画直线y＝x

f土gure′subp1◎亡（2′2′1）

p1◎亡（yh己亡（:′1） ′己h0（:′n＋1）′｜＊｜′ ［0:ym己X（1）］′ ［0:ym己x（1）］′℃◎1◎］r｜′｜k｜）

1egend（｜单杠成绩0／L◎c己t土◎n｜／n◎r仁hwes仁｜）

Ⅺ己be1（｜预测数据｜ ） ′Y1己be1（0观测数据｜ ） ′subP1◎亡（2′2′2）

P1◎七（yh己七（:′2）′a］。0（8′n＋2）′｜O｜′ ［0:y∏l己x（2）］′ ［0:ym己x（2）］′℃◎1◎r‖′!k｜ ）

1egend（｜弯曲成绩‖ ′‖L◎c己℃土◎n｜′｜n◎r仁hwest｜）

x1己be1（｜预测数据‖） ′y1己be1（0观测数据0）′subp1◎亡（2′2′3）

p1◎仁（yh己t（:′3） ′己b0（:′end） ′｜H｜ ′ ［0:ym己x（3）］ ′ ［0:ym己x（3）］′℃◎1◎r｜ ′!k｜）

1egend（0跳高成绩｀ ′｜L◎c己七土◎n｜／n◎r亡hwest｜）

x1己be1（｜预测数据｜ ） ′y1己℃e1（｜观测数据｜）

∑
】
］

瞻
氟
建
冒

300

◎弯曲成绩预测图

鬃200
霹
凑100

○

栅
朗

○

∩○∑日］

据
β
数
】
测预

日‖ β∩〕◎川
据数测

＂
预

】

300

卓跳高成绩预测图

骋200
翱

霍l00 渺

0 100 200

预测数据

图11.2
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体能训练预测图

例11.2交通运输业和旅游业是相关行业’两者之间存在密切的关系° 一方面’旅

游业是综合产业’它的发展会带动交通运输等产业的发展,交通客运的客源主力正是旅游
者。另—方面,交通运输业对旅游业有着重要影响。第一,交通运输是发展旅游业的前提

和命脉°交通运输作为旅游业“行、游、住｀食、购、娱”六要素中的“行”,是旅游业发展的

硬件基础’旅游地只有注重交通运输建设’具备良好的可进人性’旅游人数才会逐年增加’
362

[XL2,YL2,xs2,Ys2,BETA2,PCTVAR2,MSE2,stats2]=plsregress{a,b,ncomp)
8n是自变量的个数，m是因变量的个数n=size (a,2);m=size (b.2);

g 原始数据回归方程的常教项

beta3(,;)=mu(+1:end)-mu (:n)./sig (:n)*BETA2([2;en},;。*sig(n+1:end);
号计算课始变量 x.，xn的系数，每一列是一个国归方程

beta3[2;+1],;)=(1./sig(:n)}'*sig(n+1:end).*BETA2([2:end],;}
8 画直方图bar (BETA2','"')

名 求y.，心，ym的预测值
yhat=repmat (beta3(1,:),[size(a,1>,1])+abO{:,[1:n])*beta3([2:end],:)
ymax=max（yhat;ab0{∶，【n+1∶end】}）;告求预测值和观测值的最大值

&下面画y1，y2，y3的预游图，并福直线y=x
figure, aulbplot (2,2,1)

plot tyhat(:,1),ab0:,n+1),'*',[0 :ymax(1)l,[0:ymax(1)J,'Color','k')
legend（'单杠成绩'，'Location'，'northwest'}

xlabel（预测数据'），ylabel（'观测数据'），subplot （2，2，2）
plot that(:,2),ab0(:,n+2),'o,[0:ymax(2)],[0:ymax(2)],Color','K')
legend（弯曲成绩'，'Location'，'northwest'}

xlabe1{预测数据'），ylabel（观测数据'），BulbpLot 亿2，2，3）
plot tyhat(:,3),ab0t,end),'Frt,[0:ymax(3)],[0:ymax(3)1,'Color','k'
legend（跳高成绩'，'Location'，'northwest'）
xlabel（预测数据'>，y1abel（观测数据'）
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图11.2 体能训络预测图

例11.2 交通运输业和旅游业是相关行业，两者之间存在密切的关系。一方面、旅
游业是综合产业，它的发展会带动交通运输等产业的发展，交通客运的客源主力正是旅游
者。另一方面，交通运输业对旅游业有着重要影响。第一，交通运输是发展旅游业的前提
和命脉。交通运输作为旅游业"行、游、住、食、购、娱"六要索中的"行"，是旅游业发展的
硬件基础，旅游地只有注重交通运输建设，具备良好的可进入性，旅游人数才会逐年增加，
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旅游业才能得到发展。第二’交通运输是旅游业中旅游收人和旅游创收的重要来源°第

三’交通运输业影响旅游者的旅游意愿。交通运输业的发展状况｀价格｀服务质量｀便利程

度等都会影响人们的旅游意愿’从而影响旅游业的发展°交通运输的建设布局和运力投

人’可以调节旅游业的发展规模。但旅游业与交通运输业存在着相辅相成、相互制约的关

系。交通的阻塞问题已经成为旅游业发展的瓶颈°

为研究交通运输业与旅游业之间的关系’我们选择了客运量指标及旅游业相关指标。

客运量指标选择了铁路客运量γl、公路客运量y2｀水运客运量y3和民航客运量γ4四个指

标°为反映旅游业的发展情况’我们选择了旅行社数“］（个）、旅行社从业人员绷2（人）｀人

境旅游人数卯3（万人次）｀国内居民出境人数卯4（万人次）、国内旅游人数卯5（亿人次）、国际

旅游外汇收人绷6（亿美元）和国内旅游收人鳃7（亿元）7个指标°指标数据见表113’来源

于《中国统计年鉴》’数据区间为1996-2006年。拟运用偏最小二乘法分析这些变量之

间的关系°

表11.3指标数据表
‖■■■■■■■■■■■■■■■

汕勿l
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

可.《（

出0】【

—

10532

11552

13361

14927

16245

18475 15967.8448
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

解（1）数据标准化°这里数据的量纲和数量级差异很大,首先进行数据标准化°

（2）建立偏最小二乘回归模型°利用Matlab软件的计算结果,可以发现’最终只需

选取前两对成分’对自变量组的解释比率为9855％’对因变量组的解释比率为72.64％。

这说明效果是不错的°

标准化变量的偏最小二乘回归方程为

交＝0.0103禹ˉ0.1019晃ˉ0.0034鬼＋0.2559z4＋0.3404廷＋0.2785屁＋0.1607玛’

免＝ˉ0.2845禹＿0.4648鬼ˉ0.3146魂＋0. 1645i4＋0.3065廷＋0.1885廷ˉ0.0262玛’
兔＝ˉ0.6418氧-1.1426鬼ˉ0.7213廷＋0.5789鬼＋0.9702廷＋0.6517廷＋O0677鬼’

灵＝0.0034虱ˉ0.1211虱ˉ0.0121廷＋0.277枷4＋0.3713基＋0.3022乓＋0.1708鬼.
最终得到的偏最小二乘回归方程为

γl＝79424.4109＋0.0218卯1ˉ0.0136卯2ˉ0.0139卯3＋2.5378卯4＋1363.7331卯5

＋36·6921卯6＋1. 1572卯7,
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勿2 匆
3 卯4

匆
5

卯6 匆
7 γ1 y2 γ3

87555 5112·75 758·82 6·39 102 1638·38 94796 301122110 22895

94829 5758·79 817·54 6·44 120.74 2112·7 93308 1204583 22573

100448 6347°84 842·56 6·945 126。02 2391·18 95085 1257332 20545

108830 7279·56 923·24 7· 19 140。99 2831·92 100164 1269004 19151

164336 83剁·39 1047·26 7·44 162·24 3175·54 105073 1347392 l9386

192408 8901。29 1213.44 7·84 177·92 3522·36 105155 1402798 18645

229147 9790·83 1660.23 8。78 203·85 3878.36 105606 1475257 18693

249802 9166.21 2022。19 8。7 174.06 3442·27 97260 1464335 17l42

246219 1川·胆18 2885 11.02 257·39 4710·71 111764 1624526 19040

248919 12029.23 3102。63 12.12 292·96 5285·86 115583 1697381 20227

293318 12494。21 3452·36 13。94 339.49 6229.74 12筋5·7朗8 1860487 22047

旅游业才能得到发展。第二。交通运输是旅游业中旅游收人和旅游创收的重要来源。第

三，交通运输业影响旅游者的旅游意愿。交通运输业的发展状况、价格、服务质量、便利程
度等都会影响人们的旅游意愿，从而影响旅游业的发廉。交通运输的建设布局和运力投

人，可以调节旅游业的发展规模。但旅游业与交通运输业存在着相辅相成、相互制约的关

系。交通的阻塞问题已经成为旅游业发展的瓶颈。
为研究交通运输业与旅游业之间的关系.我们选择了客运量指标及旅游业相关指标。

客运量指标选择了铁路客运量y、公路客运量 y 、水运客运量y，和民航客运量y。四个指
标。为反映旅游业的发晟情况.我们选择了旅行社数x.（个）、旅行社从业人员x、（人）、人

境旅游人数xz，（万人次）、国内居民出境人数x，（万人次）、国内旅游人数x，（亿人次）、国际
旅游外汇收人z;（亿美元）和国内旅游收人z，（亿元）7个指标。指标数据见表11.3，来源
于《中国统计年鉴》，数据区间为 1996—2006年。拟运用偏最小二乘法分析这些变量之
间的关系。

表11.3 指标数据表 “ 义“*6*5 了当而。量母a查
5556.39 102815554252 go1122110947961638.38758.8512.75 22895

22736.44 s630120.74业9482 1204583933082112.7817.544986
205s 5755842.56 1257332950852391.18t26.026.945634.84622 10048

6041915112690047.19 1001642831.9140.99923.247279.56108830T326
6727.4 1938613473921050733175.54162.241047.25844.39164368993
7524186451213.44 10515s352.3617.927.B48901.2919240810532 1402798
8594105606 186931475257203.858.781660.239790.8322914? 3878.361552

17142 87598.7 146433597260202.1924980213361 342.27174.069166.21
1212311.02 1904016245261L!7644710.71285 257.392462191492r 10903.821s
1382720227L697381115835285.86292.9612.123102.每16245 12029.23248919

15967.84481249421 1860487i2 7y39.4913.94 6229.743452.362931818475 22047
解 （1）数据标准化。这里数据的量纲和数量级差异很大，首先进行数据标准化。
（2）建立偏最小二乘回归模型。利用 Matlab 软件的计算结果，可以发现、最终只需

选取前两对成分，对自变量组的解释比率为 98.55??对因变量组的解释比率为72.64??
这说明效果是不错的。

标准化变量的偏最小二乘回归方程为

y=0.0103多-0.1019z2-0.0034高+0.2559z，+0.3404窝+0.2785实+0.1607z，
y，=-0.2845知-0.4648，-0.3146年+0.1645元+0.3065年+0.1885?.0262忘，
为=-0.6418名-1.1426家~0.7213年+0.5789家+0.9702家+0.6517实+0.0677z，
疗=0.0034实-0.1211z-0.0121实+0.2774，+0.3713买，+0.3022 买+0.1708%
最终得到的偏最小二乘回归方程为

y1=79424.4109+0.0218x,-0.0136z2-0.0139x;+2.5378x,+1363.7331zs
+36,6921*+1.1572.x,,
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γ2＝129900688.8451-5414.9287匆1-557.4809卯2-11510,3590卯3

＋14707.6028卯4＋11070274.6617卯5＋223847.8474卯6ˉ1700。6600卯7’

γ3＝21077.0402ˉ0.2465卯I-0·0277卯2-0.5328卯3＋1.0447卯4

＋707.4398卯5＋15.6215卯6＋0.0887卯7’

γ4＝ˉ767.8584＋0.0026卯1ˉ0.0058卯2ˉ0.0177卯3＋0.9929卯4

＋536.9458卯5＋14.3677卯6＋0。4438卯7.

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′f◎rm己t1◎ngg 号长小数的显示方式

己b0＝1◎己d（｜d己亡己112·七xt!）;

mu＝me己n（己b0）′sjg＝s仁d（ab0）′堵求均值和标准差

己b＝zsc○re（己b0）′ 老数据标准化

己＝己b（:′ ［187］）′b＝己b（:′ ［8:end］）′

nc◎mp≡2′ 老试着选择成分的对数

［XL′YL′XS′YS′BETA′PCTVAR′MSE′s七己七s］＝p1sregress（a′h′nc◎mP）

c◎n七r＝cumsum（PCTVAR′nc◎mp） 嗜求累积贡献率

n＝s土ze（己′2）′m＝s土ze（b′2）′ 墙n是自变量的个数′m是因变量的个数

嗜原始数据回归方程的常数项

BETA2（1′ :）＝mu（n＋1:end）＝Inu（18n）.／s土g（1:n）＊BETA（［2:end］′ :）·＊s土g（n＋1:end）′

墙计算原始变量x1′…′xn的系数′每一列是一个回归方程

BETA2（［2:n＋1］′ :）＝（1·／s1g（1:n） ）｜＊sjg（n＋1:end） . ＊BETA（［2:end］′ :）

f◎rm己亡 嗜恢复到短小数的显示方式

拓展阅读材料

［1］徐哲’刘荣.偏最小二乘回归法在武器装备研制费用估算中的应用.数学的实践与认识.

2005’35（3）:152-158·

［2］尹鹏达’赵丽娜’朱文旭’等.基于偏最小二乘回归的填充型烤烟优化施肥研究.中国烟草科

学’2011’32（4）:61-65.

习题11

11.1考察的指标（因变量）γ表示原辛烷值’自变量卯l表示直接蒸馏成分’鳃2表示重整汽油’卯3表

示原油热裂化油’z4表示原油催化裂化油’匆5表示聚合物’匆6表示烷基化物’z7表示天然香精。7个变量

表示7个成分含量的比例（满足匆l＋”2＋…＋“7＝1）。表11.4给出了12种混合物中7种成分和y的数据°

试用偏最小二乘方法建立y与zl ’z2’…’匆7的回归方程’用于确定7种构成元素“l ’”2’…’鳃7对y的
影响°

表11.4化工试验的原始数据

γ

1
】■■■■

2

98·7
■■■■■■■■■■■■■

97.8

364

勿
1 勿2 勿

3 勿
4 勿

5 勿6 勿7

0 0.23 0 0 0 0·7▲ 0·03

0 0·1 0 0 0。 12 0。74 0·04

ya=129900688.8451-5414.9287x,-557.4809x,-1510.3590x,
+14707.6028x,+11070274.6617x,+223847.8474xg-1700.6600x-;

y=21077.0402-0.2465x;-0.0277xz,-0.5328x,+1.0447z,
+707.4398x;+15.6215x,+0.0887x,,

y,=-767.8584+0.0026x,-0.0058x2-0.0177x+0.9929x。
+536.9458x;+14.3677y,+0.4438x,

计算的 Matlab程序如下

clc, clear,format long g告长小教的星示方式

ab0=1oad('datall_2.txt');
mu=mean（ab0）;Big=std（ab0）;鲁求均值和标准差

8数据标准化ab=zscore (ab0);
a=ab(:,[1:7]);b=ab(:,[8:end]);
nCOamp =2; 号试着选择成分的对数

[XL,YL,X,YS,BETA,PCTVAR,MSE,state]=plsregress(a,b,ncompi
contr=cumsum【PCTVAR，ncomp】8 求累积贡献率
n=aize（a，2};m=size （b，2）;号n是自变量的个数，m是因变量的个数

号愿始数据回归方程的常数项

BETA2（，;）=mu （n+1∶end）-mu任∶n），/sig 住∶n}*BETA{【2∶end】，∶）.*sig的+1∶end）;
舍计算原始变量x1-，xn 的系敷，每一列是一个回归方程

BETA2([2:+1]:)=(1./sig(1:n)}'*Big(n+1;end).·BETA[2:end],s)
format 号恢复到短小数的显示方式

拓展阅读材料
【1】徐哲。刘荣，偏最小二乘回归法在武器装备研制费用估算中的应用、数学的实践与认识.

2005,35(3);152-158.
【2】 尹鹏达，赵丽娜，朱文旭，等，基于值最小二乘回归的填充型烤烟优化施肌研究、中国烟草科

学，2011， 32（4）∶61-65.

习 题 11

11.1 考察的指标（因变量）y表示原辛烷值，自变量x，表示直搂燕僵成分，写，表示重整汽油，衰
示原油热裂化油当表示原油催化裂化油，5、表示影合物，高表示烷基化物，x，表示天然香精。7个变量

表示7个成分含量的比例（满足对十x2+⋯Hxz=1）。表11.4给出了12种混合物中7种成分和y的数据。
试用偏最小二乘方法建立y与对，写⋯，x，的回归方程，用于确定?种构成元素缸，知，⋯，x，对y的
影响。

表11.4 化工试验的原始数据

西序号 着 蓄，" 27"6 y- 。O。 0.2 970.030.74o
乙 自自 a.12 9.8a1 0.00.74o

364



（续）

序号 γ

96·6

92。0

86.6

9l.2

81.9

83。 1

82.4

83·2

8l。4

88. 1

〕
—
斗
—
日
＿
β
一
γ
—
日
＿
’
—
川
～
Ⅱ
＿
皿

11·2试对表11.5的38名学生的体质和运动能力数据,用偏最小二乘法建立5个运动能力指标

与7个体质变量的回归方程。

学生体质与运动能力数据表11.5
■■■■■■■■■■■■■■■■

能力运动

丁门＿7丁丁灵—厂灵—厂厂
—

即
＿
佣
一
既

1

）l

89

7C

』
■
司
′
■
□
□
＝
∩

＂
＿
Ⅳ
—
＂
＿
卯
＿
皿

∏
■
＝
■
』
∏
·
＝
∩
■
∩
曰
■
∩
曰
夕
＝
∩
‖
口

365

匆
l

勿
2

卯 3
卯4

卯
5

匆
6

卯
7

0 0 0 0. 1 0. 12 0.74 0·04

0 0.49 0 0 0. 12 0.37 0.02

0 0 0 0.62 0· 12 0. l8 0.08

0 0·62 0 0 0 0。37 0.01

0. 17 0.27 0. 1 0.38 0 0 0.08

0· 17 0.19 0. 1 0.38 0·02 0.06 0.08

0· 17 0.21 0.1 0.38 0 0.06 0.08

0. 17 0。 15 0. 1 0.38 0.02 0.1 0·08

0.21 0·36 0· 12 . 0.25 0
● 0 0.06

0 0 0 0.55 0 0.37 0·08

体质情况

勿
l

卯
2

卯 3
卯4

卯5
z6

勿
7

46 55 126 51 75.0 25 72 6。8 489 27 8

52 55 95 42 81。2 18 50 7.2 464 30 5

46 69 107 38 98,0 18 74 6·8 430 32 9

49 50 105 48 97·6 16 60 6·8 362 26 6

42 55 90 46 66.5 2 68 7.2 453 23 1l

48 61 106 43 78.0 25 58 7.0 405 29 7

49 60 100 49 90.6 l5 60 7.0 420 21 l0

48 63 122 52 56·0 17 68 7.0 466 28 2

45 55 105 48 76.0 15 6l 6.8 415 24 6

48 64 120 38 60·2 20 62 7。0 4l3 28 7

49 52 100 42 53.4 6 42 7.4 404 23 6

47 62 100 34 61.2 10 62 7·2 427 25 7

41 51 101 53 62·4 5 60 8。0 372 25 3

52 55 125 43 86.3 5 62 6.8 496 30 10

45 52 94 50 51.4 20 65 7.6 394 24 3

49
0■■产

〕′ ‖10 47 72.3 l9 45 7.0 446 30 11

53 65 112 47 90·4 15 75 6·6 420 30 12

47 57 95 47 72。3 9 64 6·6 447 25 4

48 60 120 47 86.4 12 62 6.8 398 28 1l

49 55 113 41 84. 1 15 60 7.0 398 27 4

（续）
序号 当矿 飞可5印，迎2多

日ee多 0.040.1 %60.12 074。 04 92.00.020.37.49 0.120o① 86.60.12 0080.180.62，卜’白
0。e 912夕？0 0.37.62 。 。。 81.90.38 0.080.10.270.17”

0.08 B.10.30.19中 0.060.020.1。
0 配.4夕 017 .080.060.3801.21

0.1 0.08 置叫0.020.380.17 0.110 0.15 。 81.40.060.21 0.250.L0.3亡 0。 影一0 0.080.370.5512 0 。
11.2 试对表 11.5的38名学生的体质和运动能力数据，用偏最小二乘法建立5个运动能力指标

与7个体质变量的回归方程。

表11.5 学生体质与运动能力数据

序 运动能力体质 情况
’号 当  计力站 量n占当 写而。购

30！ 75.0 4896.87225 275155 12646
台乙 7.2 3484645018 308.24255台 分 e 3866.8言 3298.0 43074183810T46 69 一3624 68 331269.6as 6016485049

乞 3917.2 n1售 23453雾66.59055轻 46
2 了一看 389294057.05878.0106 4348 a

37907.0 21420？ 驾1590.6[18o 496049 e 36248昌 4667.068 28的 1756.012263
j 36。 244LS75.0 6.8611s48105嵩45

2 ？ 39810 60.2 437.020381206448 0
400234047.44253.44200524911 ”，售’

？ 40?7.2 25427句61.2 62341006241
力秒 40962.4 3760 258.0省10154113 10、寺 350岂4966.886.3 62125区 4352 句’

区 399243947.6655.4 20509445 52 、
A 446 33716 5 30 二n2.3n10 7.0451949

30 357寻90.4 420 1112 6.61565317 47
、日、 a415勒 72.3 6.66495 43747

381v 286.8 “”86.4 3986212019 43 4760
么 387273987.084.1 15411355 604920
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（续）
■■■■■■■■■■■■■■■

序
号 ＿7厂厂晃—厂盂—厅］亏＝
—

350

388

298

353

370

360

358

348

383

314

348

326

330

331

348

421

355

352

—
四
—
四
—
观
—
西
—
奶
—
盯
朋
—
四
—
犯
—
】
—
亚
—
羽
—
驯
驱
％
Ⅳ
犯

＿
＿
—
—

］∑

—
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体质情况

允
1 勿2 勿

3 卯4 勿5
卯
6 卯

7

48 69 128 42 47。9 20 63 7·0 485 30 7

42 57 122 46 54·2 15 63 7·2 400 28 6

54 64 155 51 71。4 19 61 6·9 511 33 12

53 63 120 42 56.6 8 53 7·5 430 29 4

42 71 138 纠4 65。2 17 55 7.0 487 29 9

46 66 120 45 62.2 22 68 7.4 470 28 7

45 56 9l 29 66。2 18 51 7.9 380 26 5

50 60 120 42 56。6 8 57 6·8 460 32 5

42 51 126 50 50·0 13 57 7.7 398 27 2

48 50 115 q1 52·9 6 39 7·4 415 28 6

42 52 140 48 56·3 15 60 6·9 470 27 11

48 67 105 39 69.2 23 60 7·6 450 28 10

49 74 151 49 54。2 20 58 7·0 500 30 12

47 55 113 40 71·4 19 64 7·6 410 29 7

49 74 120 53 54·5 22 59 6·9 500 33 21

44 52 110 37 54。9 14 57 7.5 400 29 2

52 66 130 47 45.9 14 45 6·8 505 28 11

48 68 100 45 53°6 23 70 7·2 522 28 9

（续）
序 运动能力体质情况
号 量为当 Ys货为言为出 当工型y

？21 48 634.94212869 20 3504857,0 30
4 622 7,2 388284001554212257 6346

？、 298645423 335116.9611971.451155
昌 口524 353“5.6 53412063 430 似94225 6.2 55s14471 3704877.0138 。

25 ？456646 307.4682262.2120 470 电
售27 3586.229915645 263807.95118” ？5.65028 574212060 348324606.8

2 e50.0 1350126 27S7当42 383“葛7.7
30 色5295048 41115 314284157.439 ”

1531 42 56348140 嵩696052 工2430
32 1a56748 7.66023 3262869.239 450 10
33 54.2 20151试49 549 3301230s007.0

9 空 234 夕134 7.440嵩 3314107.6
谬、 与。 912074 22s4.5 5006.9岁 34833 21

p436 e37“岩 5754.9 407.514 2129
尚37 卫66 45.947130 偿皆4514 50568

38 n.26848 23“多 53.645 3522852270 、自

366



第Ⅲ2章现代优化算法

现代优化算法是20世纪80年代初兴起的启发式算法。这些算法包括禁忌搜索

（TabuSearch）、模拟退火（SimulatedAnnealing）、遗传算法（GeneticAlgonthms）、人工神经

网络（NeuralNetworks）。它们主要用于解决大量的实际应用问题°目前,这些算法在理
论和实际应用方面得到了较大的发展°无论这些算法是怎样产生的’它们都有-个共同

的目标＿求NP-hard组合优化问题的全局最优解。虽然有这些目标’但NPˉhard理论

限制它们只能以启发式的算法去求解实际问题。

启发式算法包含的算法很多’例如解决复杂优化问题的蚁群算法（AntColonyAlgoˉ

nthms）。有些启发式算法是根据实际问题而产生的’如解空间分解｀解空间的限制等;另
一类算法是集成算法’这些算法是诸多启发式算法的合成。

现代优化算法解决组合优化问题’如TEP（TavelingSalesmanPmblem）问题、QAP

（QuadraticAssignmentPmblem）问题、JSP（Job-shopSchedulingProblem）问题等’效果很好°

模拟退火算法Ⅲ2·1

12·1.1算法简介

模拟退火算法得益于材料统计力学的研究成果。统计力学表明材料中粒子的不同结
构对应于粒子的不同能量水平°在高温条件下’粒子的能量较高’可以自由运动和重新排

列°在低温条件下’粒子能量较低°如果从高温开始’非常缓慢地降温（这个过程被称为
退火）’粒子就可以在每个温度下达到热平衡°当系统完全被冷却时’最终形成处于低能
状态的晶体。

如果用粒子的能量定义材料的状态’Metropolis算法用一个简单的数学模型描述了退
火过程°假设材料在状态j之下的能量为E（i）’那么材料在温度T时从状态j进人状态′
就遵循如下规律:

（1）如果E（′）≤E（t）’则接受该状态被转换。

（2）如果E（j）＞E（t）’则状态转换以如下概率被接受:
E（j）ˉE（j）

e X7 ’

式中:K为物理学中的玻耳兹曼常数;T为材料温度。

在某一个特定温度下’进行了充分的转换之后’材料将达到热平衡°这时材料处于状
态j的概率满足玻耳兹曼分布

E（i）

PT（X＝j）＝ e 腮T
∑eˉ等,
j巴s
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第12章 现代优化算法

现代优化算法是 20世纪 80年代初兴起的启发式算法。这些算法包括禁忌搜索
{Tabu Search）、模拟退火（Simuated Annealing）、遗传算法（Cenetic Algorithnas）、人工神经
网络（Neural Networks）。它们主要用于解决大量的实际应用问题。目前，这些算法在理
论和实际应用方面得到了较大的发展。无论这些算法是怎样产生的，它们都有一个共同

的目标—求 NP-hard 组合优化问题的全局最优解。虽然有这些目标，但 NP-hard 理论
限制它们只能以启发式的算法去求解实际问题。

启发式算法包含的算法很多，例如解决复杂优化问题的蚁群算法（Ant Colony Algo-

rithms）。有些启发式算法是根据实际问题而产生的，如解空间分解、解空间的限制等;另
一类算法是集成算法，这些算法是诸多启发式算法的合成。

现代优化算法解决组合优化问题，如 TSP（Traveling Salesman Problem）问题、QAP

（Quadratic Assignunent Problem）问题、JSP（Job-shop Scheduling Problem）问题等，效果很好。

12.1 模拟退火算法

12.1.1 算法简介
模拟退火算法得益于材料统计力学的研究成果。统计力学表明材料中粒子的不同结

构对应于粒子的不同能量水平。在高温条件下，粒子的能量较高，可以自由运动和重新排
列。在低温条件下，粒子能量较低。如果从高温开始，非常缓慢地降温（这个过程被称为
退火），粒子就可以在每个温度下达到热平衡。当系统完全被冷却时，最终形成处于低能
状态的晶体。

如果用粒子的能量定义材料的状态，Metropolis 算法用一个简单的数学模型描述了退
火过程。假设材料在状态i之下的能量为 E（i），那么材料在温度T时从状态i进人状态j
就遵循如下规律∶

（1）如果 E（j）≤E（i>，则接受该状态被转换。
（2）如果E（j）>E（i），则状态转换以如下概率被接受;

敌0-KO
电 灯P

式中∶K为物理学中的玻耳兹曼常数;T为材料温度。
在某一个特定温度下，进行了充分的转换之后，材料将达到热平衡。这时材料处于状

态i的概率满足玻耳兹曼分布

部Pr(X=i)=; O)力a分
j
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式中:X为材料当前状态的随机变量;S为状态空间集合。
显然

E（i）

1
lim e灯
尸.∑eˉ等 ｜S｜ ’

／es

式中; ｜S｜为集合S中状态的数量。

这表明所有状态在高温下具有相同的概率。而当温度下降时’有
E（i）＝Emin E（『）＝Emi∏

!m‘羔矿恕∑.苹二∑仔竿尸0∑eˉ-r7-
jeS ／eS｜nin j巳Smin

脯蘸″
E（j）＝Emin

＝lim e xT
E（j）＝Emi∏

尸0∑eˉ云厂
j匡smin

式中;E咖＝瓣E（j）且S咖＝｛』 ｜E（d）＝E咖｝ °
上式表明当温度降至很低时’材料会以很大概率进人最小能量状态。

假定要解决的问题是＿个寻找最小值的优化问题。将物理学中模拟退火的思想应用

于优化问题就可以得到模拟退火寻优方法。

考虑这样一个组合优化问题:优化函数为／:卯～卜R＋’其中勿巨S’它表示优化问题的＿

个可行解’R＋＝｛y｜γ巨R’γ≥0｝ ’S表示函数的定义域。Ⅳ（聪）匡S表示“的一个邻域
集合。

首先给定一个初始温度Tb和该优化问题的-个初始解卯（0）’并由卯（0）生成下一个
b

解鳃′eⅣ（鳃（0）〉’是否接受鳃′作为—个新解匆（1）依赖于如下概率:

′（露（川』）≡｜!上等皿噶他
∧“′）≤／（勿（0））’

换句话说’如果生成的解卯′的函数值比前一个解的函数值更小,则接受卯（1）＝“′作为一个

新解,否则以概率e止嘿1接受绷′作为＿个新解°
泛泛地说’对于某一个温度z和该优化问题的—个解匆（k）’可以生成匆′。接受鳃′作

为下一个新解则（k＋1）的概率为

Ⅳ（瓣（洲｝）ˉ｜!上皇黑业｀ 其他
／（绷′）≤／（z（A））’

（12. 1）

在温度z下,经过很多次的转移之后’降低温度z’得到z宁l＜z。在z＋l下重复上述过
程。因此整个优化过程就是不断寻找新解和缓慢降温的交替过程。最终的解是对该问题
寻优的结果°

注意到在每个z下’所得到的＿个新状态绷（k＋1）完全依赖于前一个状态鳃（片）’和
前面的状态卯（0）’绷（1）,…’匆（k-1）无关’因此这是一个马尔可夫过程°使用马尔可夫过

程对上述模拟退火的步骤进行分析’结果表明从任何＿个状态匆（A）生成z′的概率’在
Ⅳ（加（A））中是均匀分布的’且新状态绷′被接受的概率满足式（121）’那么经过有限次的
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式中;X为材料当前状态的随机变量;S为状态空间集合。
显然

e鲁 “lim· TST②
参 御曾

jE5

式中∶}S|为集合S中状态的数量。

这表明所有状态在高温下具有相同的概率。而当温度下降时，有
(b)-am史了中寻
KYe e利

lim- Lm 疗H6 EOD-& E)-E。司F-0 *，
色寸”,ee R下计

jdS2“再四Ja6
1是飞

幻，。时 TSmTe· 夕=lig- 50-f-O
其他.0,e标

JeSain

式中∶E=minE（j）且S={i|E（i）=Ell。
上式表明当温度降至很低时，材料会以很大概率进入最小能量状态。
假定要解决的问题是一个寻找最小值的优化问题。将物理学中模拟退火的思想应用

于优化问题就可以得到模拟退火寻优方法。
考虑这样一个组合优化问题;优化函数为f∶∶x→R'，其中x∈S，它表示优化问题的一

个可行解，R*=!ylyER，y≥0{，S表示函数的定义域。N（x）二S表示x的一个邻域
集合。

首先给定一个初始温度 T。和该优化问题的一个初始解x（0），并由x（0）生成下一个
解z'eN（x（0）），是否接受x'作为一个新解x（1）依赖于如下概率∶

1, f(x')<f(x(0)),P(x(0)→')=飞快飞色 ，其他.
换句话说，如果生成的解x'的函数值比前一个解的函数值更小，则接受x（1）=x'作为一个

新解，否则以概率。2。o接受x'作为一个新解。
泛泛地说，对于某一个温度T;和该优化问题的一个解x（k），可以生成x'。接受x'作

为下一个新解x（k+1）的概率为

f(￥')<f(x(k),/P(z(k)→*')=- (12.1)uc1)-R4)，其他、7;e、
在温度T下，经过很多次的转移之后，降低温度T，得到T<T;。在T下重复上述过
程。因此整个优化过程就是不断寻找新解和缓慢降温的交替过程。最终的解是对该问题
寻优的结果。

注意到在每个T;下，所得到的一个新状态x（（k+1）完全依赖于前一个状态z（k），和
前面的状态x（0），x（1），⋯，z（k-1）无关，因此这是一个马尔可夫过程。使用马尔可夫过
程对上述模拟退火的步骤进行分析，结果表明从任何一个状态必〈k）生成x'的概率，在
N（x（k））中是均匀分布的，且新状态z'被接受的概率满足式（12.1），那么经过有限次的
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转换’在温度z下的平衡态腑‘的分布由下式给出:
∧雾i）

P‘（z）≡ e 吗 （l2.2）∧守） ’

∑eˉ丁
j巨s

当温度T降为0时,勿‘的分布为

惊勘″P《＊＝

并且

∑Pf＝1.
匆j巴Smin

这说明如果温度下降十分缓慢’而在每个温度都有足够多次的状态转移’使之在每一个温

度下达到热平衡’则全局最优解将以概率1被找到。因此可以说模拟退火算法可以找到
全局最优解。

在模拟退火算法中应注意以下问题:

（1）理论上’降温过程要足够缓慢’要使得在每一温度下达到热平衡°在计算机实现
中,如果降温速度过缓,所得到的解的性能会较为令人满意,但是算法会太慢,相对于简单
的搜索算法不具有明显优势°如果降温速度过快’则很可能最终得不到全局最优解°因
此使用时要综合考虑解的性能和算法速度’在两者之间采取＿种折中。

（2）要确定在每一温度下状态转换的结束准则。实际操作可以考虑当连续m次的
转换过程没有使状态发生变化时结束该温度下的状态转换。最终温度的确定可以提前定
为一个较小的值贬’或连续几个温度下转换过程没有使状态发生变化算法就结束°

（3）选择初始温度和确定某个可行解的邻域的方法也要恰当。

12.L2应用举例

例12.1已知100个目标的经度、纬度如表12.1所列。

表12.1 经度和纬度数据表

纬度

6.9348

12.4819

8。9640

20· 173l

28. 1477

10.29叫

16。8889

3.5667

5·0706

8.3669

经度纬度经度纬度经度纬度经度

53·7121

56。5432

20·1050

26·2418

28.2694

8·9586

8·1519

31.9499

43·5474

23。9222

30·3313
—

10.1584

28。275346。32530·032251.175815.3046

23·104522·789116。.2529
＿

0。2057

10.819821.4188

31·484722. 122126.49511.945115.4562

38。472225.987928·983613·5401

5·8699

23·6143

44·035618·1760

0·971829·728436.486332.191029·0011

50·211l15. 117810·559716·561824·6635

48.207718.87260· 121518.5569
—

0.4656

22·10759。5325

41。867l23.778347.41340.773217·6309

27·713313。459530。816526·725653·35243。9061

4.9568l5·730712·793822·85l151·96127·6306
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转换，在温度T下的平衡态x;的分布由下式给出;

。-2 (12.2)P(7)=: 调，①？
Ja

当温度T降为0时，z的分布为
1 步而分号：巴二切身一

其他，o,
并且

“巴
梯中截各

这说明如果源度下降十分缓慢，而在每个温度都有足够多次的状态转移，使之在每一个温
度下达到热平衡，则全局最优解将以概率1被找到。因此可以说模拟退火算法可以找到
全局最优解。

在模拟退火算法中应注意以下问题∶
（1}理论上，降温过程要足够缓慢，要使得在每一温度下达到热平衡。在计算机实现

中，如果降温速度过缓，所得到的解的性能会较为令人满意，但是算法会太慢.相对于简单
的搜索算法不其有明显优势。如果降温速度过快，则很可能最终得不到全局最优解。因
此使用时要综合考虑解的性能和算法速度，在两者之间采取一种折中。

（2）要确定在每一温度下状态转换的结束准则。实际操作可以考虑当连续 m 次的
转换过程没有使状态发生变化时结束该温度下的状态转换。最终温度的确定可以提前定
为一个较小的值T.，或连续几个温度下转换过程没有使状态发生变化算法就结束。

（3）选择初始温度和确定某个可行解的邻域的方法也要恰当。

12.1.2 应用举例

例12.1 已知100个目标的经度、纬度如表12.1所列。

表12.1 经度和纬度数据表
纬皮经度经度纬度 纬度经度纬度经度
6.934828.2753 3.33t346.32530.02251.13583.712l 15.3046
12.481910.138423.10452.789116.252910.819821.418856.5432

31.4847 8.96402.12126.49510.20571.945115.456220.1050
20.173138.47225.987913.5401 2898364.035618.176026.2418

29.7284 28.147?0.971836.486332.191o 5.869929.001128.2694
s.21115.1178 10.29441059723.614316.561824.63589586

16.890.1215 48.207?18872618556922.10s9.5325&.1519
3568741.867123.77830.7732 47.41340.46561.630931.9499
5.070627.713313.45925.725653.3524 30.81653.90613.547年

4.9568 8.36915.730712.79382.85115L.96127.630623.922
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（续）

经度 纬度 经度 纬度 经度 纬度 经度 纬度

21。5051

17·1168

52。 1181

37.5848

14·4703

58·6849

38·4300

13·7909

40·8801

39·9494

8.0831

1.3496

15.7320

6·9909

41591

24·0909 15。2548 27·2111 6·2070 5. 1442 49·2430 16.7044

14·5677

28,5667

6·9576

14·3598

15.7957

23·7816

5·7902

27·2880

27·6659

0·3980

23·0265

28.4203

24·3992

27。7149

20·0354 34.1688 22·7571 9·4402 3。9200 11。5812

0。4088 9·5559 11·4219 24.4509 6.5634 26。7213

16.8474 35·6619 9。9333 24·4654 3· 16斗4 0·7775

l3·6368 19·8660 15.1224 3·1616 4.2428 18·5245

27· 1485 39·5168 16·9371 56·5089 l3.7090 52。5211

8.4648 51·8181 23·0159 8·9983 23.6q40 50.1156

1·9510 34·0574 23.3960 23。0624 8.4319 19。9857

14.2978 58。8289 14·5229 18.6635 6。7436 52.8423

29·5114 47·5099 24·0664 10·1121 27。2662 28。7812

27。6705 9. 1556 14· 1304 53.7989 0.2199 33。6490

I6·8359 49·9816 6·0828 19.3635 17。6622 36。9545

19·5697 11·5118 l7·3884 44·0398 16·2635 39.7139

23。 I804 38。3392 19·9950 24·6543 19·6057 36·9980

3. 1853 40. 1400 20.3030 23·9876 9。4030 41.1084

我方有＿个基地’经度和纬度为（70’40）。假设我方飞机的速度为1000km／h。我方
派—架飞机从基地出发’侦察完所有目标’再返回原来的基地°在每-目标点的侦察时间
不计’求该架飞机所花费的时间（假设我方飞机巡航时间可以充分长）。

这是一个旅行商问题。给我方基地编号为1’目标依次编号为2’3’…’101’最后我方

基地再重复编号为102（这样便于程序中计算）°距离矩阵D＝（‘0）1傀×l傀’其中d『表示j,j
两点的距离’j,j＝1,2’…,102’这里D为实对称矩阵°则问题是求—个从点1出发’走遍
所有中间点,到达点102的一个最短路径。

上面问题中给定的是地理坐标（经度和纬度）,必须求两点间的实际距离。设A’B两
点的地理坐标分别为（勿l’yl）’（鳃2’γ2）,过A’B两点的大圆的劣弧长即为两点的实际距
离°以地心为坐标原点O’以赤道平面为XOY平面’以0度经线圈所在的平面为XOz平
面建立三维直角坐标系°则A,B两点的直角坐标分别为

A（Rcoszlcosγl ’Rsimlcosγl ’Rsiny』）’

B（RCOS“2COSy2’Rsin弧2COsγ2’RSinγ2）’
式中:R＝6370km为地球半径。

A’B两点的实际距离

』≡R…（｜蒜锰｜）』
化简’得

d＝RarCCOS［COS（”lˉ匆2）COSγlCOSy2＋SinγlSinγ2］.
求解的模拟退火算法描述如下:

（1）解空间。解空间S可表示为｛1’2’…’102｝的所有固定起点和终点的循环排列
集合,即
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（续）
纬度经度 经度纬度经度 结度经度绵度

6.207021.5051 24.0909 5.14227.211115.2548 16.704449.2430
20.035417.1168 9.0n22757134.168 3.9200 1.5812 4.567

52.1181 9.559 1.4210.4088 28.5676.563424.4509 26.7213
35661937.5848 16.8474 695760.7s24.46549.933 3,1644

3.16165.12419.86013.6368 18.S24s4242814.4703 14.3598
16.97139.5168 15.795713.709054.508927.148558.6849 2.521
23.01598.464838.4300 5.1568.998351.8181 23.6440 23.7816

4.951013.7909 23.0624 5.790223.396034.0574 8.4319 19.9857
40.8801 58.828914.2978 27,28014.5229 18.66 6.7435 528423

2.26622.066429.511439.9494 10.Lzl47.5099 2.65928.7812
8.0831 27.6705 3.79899.1556 0.219914.1304 0.39033.6490

19.363516.83591.3496 6.082849.9816 23.02636.954517.6622
15.7320 19.5697 17.38411.518 44.0398 28.420339.713916.2635
6.909 23.1804 19.9503.3392 36.99024.6543 2439929.6057
4.1591 3.1853 40.1400 23.987625.3030 4.10849.4030 2.7149

我方有一个基地，经度和纬度为（70，40）。假设我方飞机的速度为1000km/h。我方
派一架飞机从基地出发，侦察完所有目标.再返回原来的基地。在每一目标点的侦察时间
不计，求该架飞机所花费的时间 假设我方飞机巡航时间可以充分长）。

这是一个旅行商问题。给我方基地编号为1，目标依次编号为2，3，⋯，101，最后我方
基地再重复编号为 102（这样便于程序中计算）。距离矩阵D=<d）alm，其中d，表示ij
两点的距离，ij=1，2，⋯，102，这里D为实对称矩阵。则问题是求一个从点1出发，走遍
所有中间点，到达点102的一个最短路径。

上面问题中给定的是地理坐标（经度和纬度），必须求两点间的实际距离。设A，B 两
点的地理坐标分别为（xy1），（x4，2），过A，B 两点的大圆的劣弧长即为两点的实际距
离。以地心为坐标原点O，以赤道平面为 XOY平面，以0度经线圈所在的平面为XOZ平
面建立三维直角坐标系。则A，B 两点的直角坐标分别为

A(Rco9x,;co8y j,Rsinzr,CO89y1,Rsiny),
B(Rcosr,Co08y, ,Reinzco8y,,Rsiny),

式中∶R=6370km 为地球半径。
A，B两点的实际距离

OA·OBd= RarooeTO4|·lOBI.
化简，得

d=Rarecos[cos(x1-z2)coy;0osya+siny siny,].
求解的模拟退火算法描述如下∶

（1）解空间。解空间S可表示为{1，2，⋯，102}的所有固定起点和终点的循环排列
集合，即
370



S＝｛ （汀l ’汀2’…’汀lm） ｜汀l＝1’（打2’而3’…,汀l0l）为｛2’3’…’101｝的循环排列’汀l02＝102｝ ’

其中:每一个循环排列表示侦察100个目标的＿个回路’饥刁为在第k-1次侦察目标j’初

始解可选为（1’2,…’102）’这里先使用蒙特卡洛方法求得一个较好的初始解°

（2）目标函数。目标函数（或称代价函数）为侦察所有目标的路径长度。要求
10l

min∧汀｜ ’汀2’…’汀｜02）＝∑d…! ’
〔＝1

而一次迭代由下列三步构成。

（3）新解的产生。设上一步迭代的解为汀l…汀鹏ˉl汀鹏汀赃＋l…汀厂l汀翻汀＂＋l…万妒l汀铡汀铡＋l…汀lm°

O2变换法。任选序号u’″’交换u与0之间的顺序’变成逆序’此时的新路径为

汀l.··汀u＝l汀″汀U-l·.。汀皿＋l汀u汀D＋l··.汀l02.

@3变换法。任选序号u’o和″’将u和〃之间的路径插到汕之后’对应的新路径为

汀1。。·汀皿一1汀U＋1..·汀＂汀u.··而″汀凹＋1·..汀102°

（4）代价函数差°对于2变换法’路径差可表示为

〃＝（d厕＂ˉl丽,＋‘w幽丽″＋!）ˉ（d呵′ˉ｜何u＋〃厕狈＂令!）.
（5）接受准则°

△／迂0,

′≡｛兰,（ˉMT）,〃≥0
如果△／之0’则接受新的路径;否则’以概率exp（ˉ△贞／T）接受新的路径’即用计算机产

生一个［0’1］区间上均匀分布的随机数rand’若rand≤exp（-△′／T）则接受°

（6）降温°利用选定的降温系数α进行降温,取新的温度T为αT（这里T为上一步

迭代的温度）’这里选定α＝0.999°

（7）结束条件。用选定的终止温度e＝10ˉ3o’判断退火过程是否结束°若T＜e’则算

法结束’输出当前状态。

编写Madab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎sea11

sj0＝1◎己d（｜d己仁己12」°亡x仁｜）′

x＝sj0（:′ ［1:2:8］）;x＝x（:）′

y＝sj0（:′ ［2:2:8］）;y＝y（:）′

sj＝［xy］′d1≡［70′40］′

〕O／＝［d1′sj′d1］′sj＝河＊p土／180′ 殆角度化成弧度

d＝ze工◎s（102） ′ 堵距离矩阵d初始化

f○rj＝1:101

f◎rj＝土＋1:102

d（土′j）＝6370＊己c○s（c◎s（sj（土′1）-sj（j′1））＊c◎s（sj（j′2））＊…

c◎s（sj（j′2））＋s土n（sj（土′2））＊sjn（sj（j′2）））′

end

end

d＝d＋d′;

P己仁h＝［］;1◎ng≡土nf; 老巡航路径及长度初始化

f◎rj＝1:1000 培求较好的初始解

p己仁h0＝［11＋r己ndpe］m（100） ′102］′仁emp＝0′
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S={（π1，Tz，⋯，Ti）lπ=1，（π2，π;，⋯，Tip）为12，3，⋯，101|的循环排列，rgg=102|，
其中;每一个循环排列表示侦察100个目标的一个回路，π，=i为在第i-1次侦察耳标i，初

始解可选为（1，2，⋯，102），这里先使用蒙特卡洛方法求得一个较好的初始解。
（2）目标函数。目标函数（或称代价函数）为侦察所有目标的路径长度。要求

98“三目江甘了？白”
而一次迭代由下列三步构成。

（3）新解的产生。设上一步迭代的解为π.⋯T-Ⅱ可。Tae⋯7T-1π，T-⋯T-1π，Tei⋯ia。
①2变换法。任选序号u，，交换u与u之间的顺序，变成逆序，此时的新路径为

T;⋯T-T,W-Te]FT,Tm*1i02
②3变换法。任选序号u，和w，将u和 之间的路径插到w 之后，对应的新路径为

甘？当了。？言，当。！当于了？当百：
（4）代价函数差。对于2变换法，路径差可表示为

Af=(d-.a td,)-(d.e.+d-⋯).
（5）接受准则。

4<0,Ps/[1.exp(-Af/T),Af≥0.
如果△f<0，则接受新的路径;否则，以概率exp（-△f/T）接受新的路径，即用计算机产

生一个【0，1】区间上均匀分布的随机数 rand，若rand≤exp（-Af/T）则接受。
（6）降温。利用选定的降温系数α进行降温，取新的温度 T为αT（这里T为上一步

迭代的温度），这里选定α=0.999。
（7）结束条件。用选定的终止温度e=10~3，判断退火过程是否结束。若 T<e，则算

法结束，输出当前状态。
编写Matlab程序如下∶

clc,clear, close al1
gj0=load{'data121.txt');
x=gj0f:,[1:2:8]);:x=x(:);
y=sj0{:,[2:2:8]):y=y(;);
gj= (xY];d1=[70,40];
xY=【a1;8j;d1】;3j=xy* pi/180;年角度化成弧魔

名距离矩阵d初始化d=zero (102)r
for i=1:101

for j=i+1:102
d(i,j)=6370*acos{cos((.1)-sj(j,1))*cos(8j(,2))*-

cos(3j(j.2))+sin(e3(i,2))*sin(sj(j,2)));
end

end
d=d+d';

8 巡航路径及长度初始化path=[J;long=1nf;
靠求较好的初始解for J=1:1000

path0={11+randperm(L00),102];temp=0;
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f◎r1＝1:101

七emp＝亡eIIlp＋d（p己℃h0（土） ′P己七h0（1＋1））′

end

迁仁emp＜1◎ng

p己七h＝p己℃h0′1◎ng＝仁emp;

end

end

e≡0·1＾30′L＝20000′己仁＝0.999′T＝1;

f◎rk＝1:L 嗜退火过程

c＝2＋f1◎◎r（100＊r己nd（1′2））;嗜产生新解

c≡s◎r仁（c）′c1＝c（1）′c2＝c（2）′

哈计算代价函数值的增量

df＝d（p己亡h（c1ˉ1）′p己仁h（c2））＋d（Pa仁h（c1）′p己仁h（c2＋1） ）-…

d（p己亡h（c1ˉ1） ′p己th（c1））一d（p己仁h（c2）′p己仁h（c2＋1））′

土fdf＜0 哈接受准则

p己亡h≡［p己仁h（1:c1ˉ1）′p己七h（c2:-1:c1） ′p己仁h（c2＋1:102）］′

1◎ng＝1○ng＋df′

e1sejfexp（一df／T）＞＝r己nd

p己仁h＝［p己th（1:c1ˉ1）′p己亡h（c2:＝1:c1）′p己仁h（c2＋1:102）］;

1◎ng＝1◎ng＋df′

end

T＝T＊己亡′

土fT＜e

break′

end

end

p己仁h′1○ng 老输出巡航路径及路径长度

xx＝xy（p己七h′1）′yy＝xy（p己仁h′2）′

p1◎仁（xx′yy′｜一＊｜） 堵画出巡航路径

计算结果为44h左右°其中的一个巡航路径如图12. 1所示°
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图12.1模拟退火算法求得的巡航路径示意图
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for i=1;:101
temp=tero+dfpath0{i),path0{i+1));

end
if temp<long

path=path0;long=temp
end

end
e=0.1"30;L=20000;at=0.99;全=1;
for k=1:L 含退火过程

c=2+floor（00*rand （1，2}）;8产生新解
c=sort {o); cl=c(1);c2=c(2);

计算代价函数值的增量

dE=d (pathtcl-1),path(c2))*d(path(c1),path(e2+1)-.
d(path(cl-1).path(cl))-dtpath{c2),path{e2+1);

电接受准则if aE<0
path= [path(1:c1-1),path(c2:-1;cl),path(c2+1:102)];
long=long+df;

elseif exp (-dE /T)>=rand

path=[path(L:c1-1),path(c2:-1:c1),path(c2+:102)];
long =long+df ;

end
T=T*at?
if T<e

break;
end

end
 榆出巡航路径及路径长度path,long

xx=xy tpath,1):yy =xy (path,2);
名 西出巡航路径plot {xX.,y,'-*')

计算结果为44h左右。其中的一个巡航路径如图12.1所示。
40
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15s
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田 12.1 模拟逐火算法求得的巡航路径示意图
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12.2遗传算法

12.2.1遗传算法简介

遗传算法（CeneticAlgonthms’GA）是-种基于自然选择原理和自然遗传机制的搜索

（寻优）算法,它是模拟自然界中的生命进化机制’在人工系统中实现特定目标的优化。
遗传算法的实质是通过群体搜索技术’根据适者生存的原则逐代进化’最终得到最优解或

准最优解°它必须做以下操作:初始群体的产生、求每一个体的适应度｀根据适者生存的

原则选择优良个体、被选出的优良个体两两配对’通过随机交叉其染色体的基因并随机变

异某些染色体的基因生成下＿代群体’按此方法使群体逐代进化’直到满足进化终止条

件°其实现方法如下:

（1）根据具体问题确定可行解域’确定＿种编码方法,能用数值串或字符串表示可行
解域的每＿解。

（2）对每一解应有一个度量好坏的依据,它用一函数表示’叫做适应度函数,＿般由
曰标函数构成°

（3）确定进化参数群体规模″、交叉概率Pc｀变异概率pm、进化终止条件。
为便于计算’一般来说’每一代群体的个体数目都取相等°群体规模越大,越容易找

到最优解,但由于受到计算机的运算能力的限制,群体规模越大,计算所需要的时间也相
应地增加°进化终止条件指的是当进化到什么时候结束’它可以设定到某一代进化结束’
也可以根据找出近似最优解是否满足精度要求来确定°表12.2列出了生物遗传概念在

遗传算法中的对应关系。

表12.2生物遗传概念在遗传算法中的对应关系

遗传算法中的作用

算法停止时’最优目标值的可行解有最大的可能被留住

可行解

可行解的编码

可行解中每一分量的特征

适应度函数值

根据适应度函数值选取的一组可行解

通过交配原则产生-组新可行解的过程

编码的某一分量发生变化的过程

生物遗传概念

适者生存

个体

染色体

基因

适应性

种群

交配

变异

12。2.2模型及算法

用遗传算法研究12. 1.2节中的问题°

求解的遗传算法的参数设定如下:

种群大小″＝50;最大代数G＝1000;

交叉率pc≡1,交叉概率为1能保证种群的充分进化;
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12.2 遣传算 法

12.2.1 遗传算法简介

遗传算法（Genetic Algorithms，GA）是一种基于自然选择原理和自然遗传机制的搜索
（寻优）算法、它是模拟自然界中的生命进化机制。在人工系统中实现特定目标的优化。

遗传算法的实质是通过群体搜索技术，根据适者生存的原则逐代进化，最终得到最优解或

准最优解。它必须做以下操作;初始群体的产生、求每一个体的适应度、根据适者生存的
原则选择优良个体、被选出的优良个体两两配对，通过随机交叉其染色体的基因并随机变
异某些染色体的基因生成下一代群体，按此方法使群体逐代进化，直到满足进化终止条

件。其实现方法如下∶
（1）根据具体问题确定可行解城，确定一种编码方法，能用数值串或字符串表示可行

解域的每一解。
（2）对每一解应有一个度量好坏的依据.它用一函数表示，叫做适应度函数，一般由

目标函数构成。
（3）确定进化参数群体规模 M、交叉概率p.、变异概率p、进化终止条件。
为便于计算，一般来说，每一代群体的个体数目都取相等。群体规模越大，越容易找

到最优解，但由于受到计算机的运算能力的限制，群体规模越大，计算所需要的时间也相
应地增加。进化终止条件指的是当进化到什么时候结束，它可以设定到某一代进化结束，
也可以根据找出近似最优解是否满足精度要求来确定。表12.2列出了生物遗传概念在
遗传算法中的对应关系。

表12.2 生物遗传概念在遗传算法中的对应关系

遗传算法中的作用生物遗传概念
适着生存 算法停止时，最优目标值的可行解有最大的可能被留住

可行解个体
欺色体 可行解的编码

基因 可行解中每一分量的特征

道应性 适应度面数值
种醇 根据适应度菌数值选取的一组可行解

交配 通过交配原则产生一组新可行解的过程

变异 编码的某一分量发生变化的过程

12.2.2 模型及算法

用遗传算法研究 12.1.2节中的问题。
求解的遗传算法的参数设定如下∶

种群大小M=50;最大代数G=1000;
交叉率p.=1，交叉概率为1能保证种群的充分进化;
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变异率pm＝0.1’-般而言’变异发生的可能性较小。

1·编码策略

采用十进制编码’用随机数列（ol‘o2…《olm作为染色体’其中0≤@』≤1（j＝2’3’…’

101）’@l＝0’@l02＝1;每-个随机序列都和种群中的—个个体相对应’例如’9目标问题的

-个染色体为

［0.23’0·82’0.45,0.74’0.87’0.11,0.56’0·69’0.78］’

式中:编码位置j为目标‘’位置t的随机数表示目标j在巡回中的顺序°

将这些随机数按升序排列得到如下巡回:

6ˉ1ˉ3＝7＝8＝4一9＝2-5.

2.初始种群

先利用经典的近似算法—改良圈算法求得一个较好的初始种群°

对于随机产生的初始圈

C＝汀1…而皿ˉl汀u汀皿＋l…汀pˉ1汀o汀叶1…汀1傀’2≤Ⅱ＜u≤101,2≤汀u＜汀似≤101’
交换u与仙之间的顺序’此时的新路径为

而1···而u＝1汀U汀U＝1···而u＋l汀皿汀U＋l。。·汀l02°

记△／＝（α而赐ˉlw,＋创矫幽厕叶』）-（d厕＂ˉ』厕侧＋d厕′瞬!）’若△／＜0’则以新路经修改旧路径’直到不能修改
为止,就得到一个比较好的可行解°

直到产生″个可行解,并把这″个可行解转换成染色体编码°
3·目标函数

目标函数为侦察所有目标的路径长度’适应度函数就取为目标函数。要求
101

min∧汀］ ’汀2’…’汀lo2）＝∑d…』.
!＝1

4。交叉操作

交叉操作采用单点交叉°对于选定的两个父代个体乃＝@1@2…@lm沈＝@（@h…@｛02’

随机地选取第t个基因处为交叉点’则经过交叉运算后得到的子代个体为sl和s2’sl的基
因由／i的前t个基因和／i的后102-t个基因构成’s2的基因由儿的前＄个基因和乃的后
102-t个基因构成’例如:

／i＝［0’0.14’0.25’O27’ ｜0.29,0.54’…’O19,1］’

龙＝［0’0.23’0.44’0.56, ｜0.74’0.21’…’0.24’1］’
设交叉点为第四个基因处’则

＄l＝［0’0.14,0.25’0.27’ ｜0.74’0.21’…’0.24’1］’

s2＝［0’0.23’0.44’0.56, ｜0.29’0.54’…’0.19’1］.

交叉操作的方式有很多种选择’应该尽可能选取好的交叉方式’保证子代能继承父代
的优良特性。同时这里的交叉操作也蕴含了变异操作°
5·变异操作

变异也是实现群体多样性的—种手段’同时也是全局寻优的保证。按照给定的变异

率,对选定变异的个体,随机地取三个整数,满足1＜幽＜″＜测＜102’把酗’似之间（包括“和嗡
的基因段插到测后面°
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变异率p=0.1，一般而言，变异发生的可能性较小。

1.编码策略
采用十进制编码，用随机数列α，@，⋯·om作为染色体，其中0≤如;≤1（i=2，3，⋯，

101），砂，=0，e四=1;每一个随机序列都和种群中的一个个体相对应，例如.9目标问题的
一个染色体为

[0.23,0.82,0.45,0.74,0.87,0.11,0.56,0.69,0.78],
式中;编码位量i为目标i，位置i的随机数表示目标i在巡回中的顺序。

将这些随机数按升序排列得到如下巡回∶

6-1-3-7-8-4-9-2-5.
2.初始种群
先利用经典的近似算法——改良圈算法求得一个较好的初始种群。
对于随机产生的初始圈

C=π⋯T。n，T⋯T-Iπ，T-⋯Ti四，2≤u<p≤101，2≤π<T，≤101，
交换u与v之间的顺序，此时的新路径为

迫二当。白。当！二道了工道当于了迫高’
记Af=（4.+d_.）-（d-+d），若A/<0，则以新路经修改旧路径，直到不能修改
为止，就得到一个比较好的可行解。

直到产生 M个可行解，并把这 M个可行解转换成染色体编码。
3.目标函数
目标函数为侦寨所有目标的路径长度，适应度函数就取为目标函数。要求

润等气
101

min f（双，7，，⋯，Tma）=te7
4. 交叉操作

交叉操作采用单点交叉。对于选定的两个父代个体f=w10，⋯emf=《'砂2⋯0'm，
随机地选取第∶个基因处为交叉点，则经过交叉运算后得到的子代个体为s;和s，s，的基
因由f的前∶个基因和f。的后102-t个基因构成，5，的基因由f，的前∶个基因和f的后
102-t 个基因构成，例如∶

f=[0,0.14,0.25,0.27,|0.29,0.54⋯,0.19,1],
f=[0,0.23,0.44,0.56,!0.74,0.2,,⋯,0.24,1],

设交叉点为第四个基因处，则
s,=[0,0.14,0.25,0.27,10.74,0.21,⋯,0.24,1],
x2=[0,0.23,0.44,0.56,!0.29,0.54,,0.19,1].

交叉操作的方式有很多种选择，应该尽可能选取好的交叉方式，保证子代能继承父代
的优良特性。同时这里的交叉操作也蕴含了变异操作。

5.变异操作
变异也是实现群体多样性的一种手段，同时也是全局寻优的保证。按照给定的变异

率，对选定变异的个体，随机地取三个整数，满足1<u<D<w<102，把 u，v之间（包括u和v
的基因段插到w后面。
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6·选择

采用确定性的选择策略’也就是在父代种群和子代种群中选择目标函数值最小的M

个个体进化到下-代’这样可以保证父代的优良特性被保存下来。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

sj0≡1◎ad（｜d己仁己121.七x七｜）′

x＝sj0（:′1:2:8〉′x＝x（:）;

y＝sj0（:′2:2:8）;y≡y（:）;

sj≡［xy］′d1＝［70′40］;

Ⅻ＝［d1′sj′d1］′sj＝却＊pj／180; 堵单位化成弧度

d＝zer◎s（102）′ 堵距离矩阵d的初始值

f◎r1＝1:101

f◎rj≡j＋1:102

d（1′j）＝6370＊己c◎s（c◎s（sj（土′1）一sj（j′1） ）＊c◎s（sj（土′2） ）＊…

c◎s（sj（j′2））＋s土n（sj（1′2））＊sjn（sj（j′2）））′

end

end

d≡d＋d｜′w＝50;g＝100′ 培w为种群的个数′g为进化的代数

f◎rk＝1:w 啥通过改良圈算法选取初始种群

c＝r己ndperm（100）; 老产生1′…′100的一个全排列

c1＝［1′c＋1′102］; 老生成初始解

f◎r仁＝1:102 号该层循环是修改圈

f1己g＝0′ 嗜修改圈退出标志

f◎rm＝1:100

f◎rn＝m＋2:101

迁d（c1（m） ′c1（n））＋d（c1（m＋1） ′c1（n＋1））＜…

d（c1（m）′c1（m＋1））＋d（c1（n）′c1（n＋1））

c1（m＋1:n）＝c1（n:ˉ1:m＋1）′ f1己g＝1′ 嗜修改圈

end

end

end

迁f1己g＝＝0

J（k′c1）＝1:102′ ］ore己k 老记录下较好的解并退出当前层循环

end

end

end

J（:′1）＝0;U＝J／102′ 嗜把整数序列转换成［0′1］区间上实数即染色体编码

f◎rk＝1:g 嗜该层循环进行遗传算法的操作

A＝∏′ 老交配产生子代A的初始染色体

c＝r己ndperm（w）; 堵产生下面交叉操作的染色体对
f◎r土＝1:2:w

F≡2＋f1◎◎r（100＊r己nd（1））′ 哈产生交叉操作的地址
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6.选择
采用确定性的选择策略，也就是在父代种群和子代种群中选择目标函数值最小的 M

个个体进化到下一代，这样可以保证父代的优良特性被保存下来。

计算的 Matab程序如下;

clc,clear
sj0=load tdata12_1.txt');

x=sj0(:,1:2:8);X=x(:);
y=sj01:,2:2:8);y=y(:);
gj= [xy];dL= [70,40];

单位化成弧度x= [d1;sj;d1];sj=xy *pi/180;
名距离矩阵d的初始值d=zeros (102)

For 式=1∶101
for j=i+1;102

d(i,j)=6370* acos(cos (8j(i,11-sj(j,1))*cos(e(L,2))*
co6[sj(.2)+sin(sj(i,2))*sin!sjG,2)));

end
end

号w为种群的个数g为进化的代数d=d+d'; w=50;g*100;
? 通过改度围算法选取初始种群for k=1:w
$产生1-，100的一个全排列c=randperm (100);
 生成初始解cl= [(1,c+1,102]:
名 该层循环是修改围for t=1:102
修改围退出标志flag=0;

for m=1:100
for n=m+2:101

if d(c1 tm),elfn))d(cl (m+1),c1tn+1))<..
d(cl(m},cl (m*1))+tel fn),e1(n+1))

c1（m+1∶n}=cl体;-1∶m+1）;f1ag=l;身修改圈

end
end
end
if Flag=0

舍记录下较好的解并退出当前层循环J(k,cl}=1:102;break

end
end

end
J(:,1)=0;J=J/102; ??基数序列转换成【0，1】区间上实数即染色体编码

8该层循环进行遗传算法的操作for k=1:g
A=J; 8交配产生于代A的初始染色体

名产生下面交叉操作的染色体对c = randperm(w);

for i=1:2:w
P=2+floor（100*rand（1））; 号产生交叉操作的地址
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亡eInp＝A（c（工） ′ ［F:102］）;老中间变量的保存值

A（c（1）′ ［F:102］）＝A（c（土＋1） ′ ［F:102］）; 堵交叉操作

A（c（1＋1） ′F:102）＝仁emP′

end

hy＝［］′ 殆为了防止下面产生空地址′这里先初始化

whj1e～1eng亡h（bY）

叮＝f土nd（r己nd（1′w）＜0°1）′ 嗜产生变异操作的地址

end

B＝A（by′ :）′ 号产生变异操作的初始染色体

f◎rj＝1:1eng亡h（叮）

bw＝s◎r亡（2＋f1◎◎r（100＊r己nd（1′3）））′老产生变异操作的3个地址

哈交换位置

B（j′ :）≡B（j′ ［1:bw（1）ˉ1′bw（2）＋1:℃w（3） ′］ow（1） :bw（2） ′bw（3）＋1:102］）′

end

G＝［J′A′B］′ 哈父代和子代种群合在一起

［SG′土nd1］＝s◎r℃（G′2）′ 老把染色体翻译成1′…′102的序列土nd1

nu∏l＝sjze（G′1）′1◎ng＝zer◎s（1′nu∏l）》 老路径长度的初始值

f◎rj＝1:num

f◎r1＝1:101

1◎ng（j）＝1◎ng（j）＋d（jnd1（j′1） ′jnd1（j′土＋1））′ 老计算每条路径长度

end

end

［s1◎ng′jnd2］≡s◎rt（1◎ng）『 堵对路径长度从小到大排序

∏≡G（1nd2（1:w）′ :）′ 培精选前w个较短的路径对应的染色体
end

p己亡h≡土nd1（jnd2（1）′ :） ′f1◎ng＝s1◎ng（1） 啥解的路径及路径长度

xx＝xy（P己七h′1）;〕T＝〕四（p己仁h′2）′

P1◎亡（xx′yy′｜-◎｜） 墙画出路径

计算结果为40h左右。其中的＿个巡航路径如图12.2所示°

匙＿1｀刀匙＿1｀刀匙＿1｀刀
帮帮

葛葛 p船p船

） I0 20 30 40 50— 60 7（

图12.2遗传算法求得的巡航路径示意图

376

temp=A（c（i），【F∶102】）;8中间变量的保存值
A【e（i），【F∶102】）=A（c（+1），【F∶102】）;8交叉操作

A[C(i+1},F;102)=temnp;

end
by=[1:  为了防止下面产生空地址，这里先初始化

while~1ength (by)
by=find（rand（1，w）<0.1）; 号产生变异操作的地址

end
B=A{by.;); 号产生变异操作的初始染色体

for j=1.;length (by)
hw=sort 2+f1loor（100*rand1，3）1;6产生变异操作的3个地址

号交换位置
B行，∶）=B（.【1∶btw【1）-1，bw（2）+1;bw（3），bw（l）∶bw（2），bw（3）+1;102】）;

end
G= [J:A;B]; 号父代和子代种群合在一起

8把染色体翻译成1⋯，102的序列 ind1[SG,ind1)=sort (G,2);
num=size (G,1); Long=zero8(1,num); 8路径长度的初始值

for j =1:inumn
for i=1:101

long （行）=long行）+d（ind1（，i），ind1（，i+1））;$计算每条路径长度
end

end
[slong,ind2]=sort {long); 告对路径长度从小到大据序

号精选前w个较短的路径对应的染色体J=G(ind2 (1 :w},:);
end
path=indl(ind2(1),:},flong=slong (1) 名解的路径及路径长度
xx=xy tpath,1):xy=xy fpath,2};
plot (1x2x,y,'-o')  画出路径
计算结果为40h左右。其中的一个巡航路径如图12.2所示。

0
彭3.
2
2
岛
10-

6
汝 等3010 4 号命

图12.2 遗传算法求得的巡航路径示意困
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12.3改进的遗传算法

12·3·1 弓｜言

无人机航路规划问题实际上是-个组合优化问题,是优化理论中的NP-hard问题。

因为其解空间不连续’解邻域表达困难’所以难以用通常的算法求解°遗传算法作为现代
优化算法之一’其主要特点是对非线性极值问题能以概率1跳出局部最优解’找到全局最
优解°而遗传算法这种跳出局部最优、寻找全局最优的特性都基于算法中的交叉和变异°

在传统遗传算法的结构中,变异操作在交叉操作基础上进行,强调的是交叉作用,认为变

异只是-个生物学背景机制°在具体交叉操作中’人们通常采用单点交叉（段交叉）｀多

点交叉与均匀交叉’其中单点交叉是指随机地在基因序列中选择一个断点,然后交换双亲
上断点右端的所有染色体。在变异操作中’变异算子一般是用Guassian分布的随机变异

来实现［％,幻］。近年来’也有学者尝试用Cauchy分布的随机序列来实现变异［48］ ,希望通

过Cauchy分布宽大的两翼特性实现更大范围的变异’以利于找到全局最优解°Rudolph
从理论上分析了采用Cauchy分布随机变异进化算法的局部收敛性［49］。Chellapilla进一
步把二者结合起来［50］ ’采用两种分布的线性叠加’但仿真结果显示’算法改进效果并不
十分明显。文献［51］将生物进化看成是随机性加上反馈’并指出其中的随机性主要由系
统的内在因素所引起’而不是由外部环境的随机扰动造成的。而混吨系统在其混吨域中
表现为随机性’它是确定系统内部随机性的反映’不同于外在的随机特性°本节根据以上
特点对基于求解航路规划的遗传算法进行改进’首先将变异操作从交叉操作中分离出来’
使其成为独立的并列于交叉的寻优操作,在具体遗传操作中,混吨与遗传操作联系在＿

起’在交叉操作中’以‘‘门当户对,,原则进行个体的配对’利用混吨序列确定交叉点’实行
强度最弱的单点交叉’以确保算法收敛精度’削弱和避免寻优抖振问题;在变异操作中’利
用混吨序列对染色体中多个基因进行变异’以避免算法早熟°

下面研究12.1.2节中同样的问题°

12.3·2模型及算法

与标准的遗传算法相比’本节做了如下的两点改进°

1·交叉操作

本节的交叉操作采用改进型交叉。首先以“门当户对,’原则’对父代个体进行配对’
即对父代以适应度函数（目标函数）值进行排序’目标函数值小的与小的配对’曰标函数
值大的与大的配对°然后利用混吨序列确定交叉点的位置’最后对确定的交叉项进行交
叉。例如（ol’c2）配对’它们的染色体分别是ol＝‘o｝@』…@｜02’o2＝@｝‘o1…‘o｝02,采用
Logistic混吨序列“（见＋1）＝4绷（∏）［1-缅（n）］产生一个2～101之间的正整数’具体步骤
如下:

取-个（0’1）区间上的随机数作为初始值’然后利用匆（厕＋1〉＝4“（见）［1ˉ鳃（n）］迭代
-次产生1个（0’1）区间上的混吨值’保存以上混吨值作为产生下一代交叉项的混吨迭

代初值’再把这个值分别乘以100并加上2’最后取整即可。假如这个数为33’那么以此
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12.3 改进的遗传算法

12.3.1 引言
无人机航路规划问题实际上是一个组合优化问题，是优化理论中的 NP-hard 问题。

因为其解空间不连续，解邻域表达困难，所以难以用通常的算法求解。遗传算法作为现代
优化算法之一，其主要特点是对非线性极值问题能以概率1跳出局部最优解，找到全局最
优解。而遗传算法这种跳出局部最优、寻找全局摄优的特性都基于算法中的交叉和变异。

在传统遗传算法的结构中，变异操作在交叉操作基础上进行，强调的是交叉作用，认为变
异只是一个生物学背景机制。在具体交叉操作中，人们通常采用单点交叉（段交叉）、多
点交叉与均匀交叉 其中单点交叉是猪随机地在基因序列中选操一个断点，然后交换双亲
上断点右端的所有染色体。在变异操作中，变异算子一般是用 Guassian 分布的随机变异
来实现【46，#7。近年来，也有学者尝试用Cauchy 分布的随机序列来实现变异【4】，希望通
过 Cauchy 分布宽大的两翼特性实现更大范围的变异，以利于找到全局最优解。Rudolph
从理论上分析了采用 Cauchy分布随机变异进化算法的局部收敛性{*】。Chellpila 进一
步把二者结合起来【91，采用两种分布的线性叠加，但仿真结果显示，算法改进效果并不
十分明显。文献【51】将生物进化看成是障机性加上反馈，并指出其中的随机性主要由系
统的内在因素所引起，而不是由外部环境的随机扰动渣成的。而混沌系统在其混沌域中
表现为随机性，它是确定系统内部随机性的反映，不同于外在的随机特性。本节根据以上
特点对基于求解航路规划的遗传算法进行改进，首先将变异操作从交叉操作中分离出来，
使其成为独立的并列于交叉的寻优操作，在具体遗传操作中，混沌与遗传操作联系在一
起，在交叉操作中，以"门当户对"原则进行个体的配对，利用混沌序列确定交叉点，实行
强度最弱的单点交叉.以确保算法收敛精度，削弱和避免寻优抖振问题;在变异操作中，利

用混沌序列对染色体中多个基因进行变异，以避免算法早熟。
下面研究12.1.2节中同样的问题。

12.3.2 模型及算法
与标准的遗传算法相比，本节做了如下的两点改进。
1.交叉操作
本节的交叉操作采用改进型交叉。首先以"门当户对"原则.对父代个体进行配对，

即对父代以适应度函数（目标函数）值进行排序，目标函数值小的与小的配对，目标函数
值大的与大的配对。然后利用混沌序列确定交叉点的位置，最后对确定的交叉项进行交
叉。例如（2，f）配对，它们的染色体分别是 4=o}e.⋯olm，42=@四⋯33，采用
Logistie 混沌序列x（n+1）=4x（n）【1-x（n）】产生一个2~101 之间的正整数、具体步骤
如下∶

取一个（0，1）区间上的随机数作为初始值，然后利用x（n+1）=4x（n）【1-x（n）】迭代
一次产生1个（0，1）区间上的混沌值，保存以上混沌值作为产生下一代交叉项的混沌迭
代初值，再把这个值分别乘以100并加上2，最后取整即可。假如这个数为33.那么以此
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作为交叉点对（ol ’C2）染色体中相应的基因进行单点交叉’得到新的染色体

（o｛ ,o』）,即

o｛＝@｝‘ol@』@』@§…@;3@』4…@;0@｛l…’

oi＝@｝‘o;@;@;@;…@』3@;4…@乱@:l….
很明显’这种单点交叉对原来的解改动很小’这可以削弱避免遗传算法在组合优化应用中

产生的寻优抖振问题’可以提高算法收敛精度。

2·变异操作

变异也是实现群体多样性的-种手段’是跳出局部最优’全局寻优的重要保证。这里

变异算子设计如下:首先根据给定的变异率（本节选为0.02）’随机地取两个在2～101之

间的整数’对这两个数对应位置的基因进行变异,变异时利用混吨序列把这两个位置的基

因换成新的基因值’从而得到新的染色体°

在仿真试验中’本节对航路规划问题分别利用单点交叉和换位变异结合的遗传算法’

多点交叉和移位变异结合的遗传算法与本节中提出的改进算法进行求解比较°表12.3

是各种算法种群规模（″＝50）和迭代次数（G＝100）都相同时连续20次求解的平均值
（km）’算法平均运算时间（s）。

表12.3算法性能比较表

本节从算法结构到具体的遗传操作都进行了改进’其中变异操作从交叉操作中分离

出来’使得遗传算法也可以通过并行计算实现’提高算法实现效率°改进后的算法分别采

用变化强度不同的交叉操作和变异操作’其中交叉操作采用强度最弱的单点交叉,保证了
算法收敛精度’削弱和避免了算法因交叉强度大而产生的寻优抖振问题°当然’单一的单
点交叉很容易使算法早熟’采用较大强度的多个基因变异正好解决了早熟问题°从仿真
结果可以看到改进后的算法效果较为明显。

计算的Matlab程序如下:

亡土C 老计时开始

c1c′c1e己r′c1◎se己11

sj0＝1◎己d（｜d己仁己12二.仁x仁｜）; 堵加载100个目标的数据

x＝sj0（ : ′182:8）;x＝x（:）;

Y＝sj0（ : ′2:2:8）′Y＝Y（:）;

sj＝［xy］′d1≡［70′40］;

汀≡［d1′sj;d1］′sj＝Ⅻ＊p土／180′ 老单位化成弧度

d≡zer◎s（102）; 培距离矩阵d的初始值

f◎r1＝1:101

f◎rj＝土＋1:102

d（土′j）＝6370＊己c◎s（c◎s（sj（1′1）＝sj（j′1））＊c◎s（sj（1′2））＊…

c◎s（sj（j′2））＋sjn（sj（i′2））＊sjn（sj（j′2）））;

end
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作为交叉点对（1，f）染色体中相应的基因进行单点交叉，得到新的染色体

（8'，N2），即
缸川臣良完良长：丘乌叶了色变这宁。
2} =o022o2e3;wyawwa o ..

很明显，这种单点交叉对原来的解改动很小，这可以削弱避免遗传算法在组合优化应用中
产生的寻优抖振问题，可以提高算法收敛精度。

2. 变异操作
变异也是实现群体多样性的一种手段，是跳出局部最优，全局寻优的重要保证。这里

变异算子设计如下∶首先根据给定的变异率（本节选为0.02），随机地取两个在2-101 之
间的整数，对这两个数对应位置的基因进行变异，变异时利用混沌序列把这两个位置的基
因换成新的基因值，从而得到新的染色体。

在仿真试验中，本节对航路规划问题分别利用单点交叉和换位变异结合的遗传算法，
多点交叉和移位变异结合的遗传算法与本节中提出的改进算法进行求解比较。表 12.3

是各种算法种群规模《M=50）和迭代次数（G=100）都相同时连续 20次求解的平均值
{kum），算法平均运算时间（s）。

表12.3 算法性能比较表

单点交叉算法指 标 多点交叉算法 文中改进算法

平均航路距高/km 398494041641572
0.28算法执行时间/。 0.31 0.14

本节从算法结构到具体的遗传操作都进行了改进，其中变异操作从交叉操作中分离
出来，使得遗传算法也可以通过并行计算实现，提高算法实现效率。改进后的算法分别采

用变化强度不同的交叉操作和变异操作，其中交叉操作采用强度最弱的单点交叉，保证了
算法收敛精度，削弱和避免了算法因交叉强度大而产生的寻优抖振问题。当然、单一的单

点交叉很容易使算法早熟，采用较大强度的多个基因变异正好解决了早熟问题。从仿真
结果可以看到改进后的算法效果较为明显。

计算的Matlab程序如下;
tic 号 计时开始
clc,clear,close a11

 加戴 100个目标的数据sj0=load t'data12_1.txt');
x=s0(:,1:2:8); x=x(:):
Y=sj0<:,2:2:8):Y=y(:);
sj= [x y); a1=[70,40];

8 单位化成孤度xy=[dl;sj;dl]; s=xy* pi/180;

d=zeroB (102);? 8距高矩阵d的初始值

for im1;101
for j=i+1;102
(i,j)=6370*acos(cos{sjfi,1)-aj(,1))*cos(ej(i,2))*.

cos (8j(,2))+sin{ej(,2)}*sin{9](,2)));
end
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end

d＝d＋d｜′w＝50;g＝100′ 嗜w为种群的个数′g为进化的代数

f◎rk＝1:w 堵通过改良圈算法选取初始种群

c＝r己ndperm（100）′ 啥产生1′…′100的一个全排列

c1＝［1′c＋1′102］; 啥生成初始解

f◎r七＝1:102 墙该层循环是修改圈

f1己g＝0; 老修改圈退出标志

f◎rm≡1:100

f◎rn＝m＋2:101

1fd（c1（m） ′c1（n））＋d（c1（m＋1） ′c1（n＋1））＜…

d（c1（m） ′c1（m＋1））＋d（c1（n）′c1（n＋1））

c1（m＋1:n）≡c1（n:-1:m＋1）′ f1己g＝1′嗜修改圈

end

end

end

土ff1己g＝≡0

∏（k′c1）＝］ˉ :102;bre己k 老记录下较好的解并退出当前层循环

end

end

end

皂把整数序列转换成［0′1］区间上实数即染色体编码∏（ : ′1）＝0;∏≡∏／102′

老该层循环进行遗传算法的操作f◎rk＝1:g

嗜交配产生子代A的初始染色体A＝∏′

f◎r1＝1:2:w

ch1（1）＝r己nd′ 嗜混吨序列的初始值

f◎rj＝2:50

ch1（j）＝4＊ch1（jˉ1）＊（1ˉch1（jˉ1））》 老产生混吨序列

end

ch1＝2＋f1◎◎r（100＊ch1）; 墙产生交叉操作的地址

temp＝A（土′ch1）′ 嗜中问变量的保存值

A（1′ch1）＝A（j＋1′ch1）′ 培交叉操作

A（j＋1′ch1）＝仁e∏归′

end

老为了防止下面产生空地址′这里先初始化坷＝［］;

Wh土1e～1eng仁h（叮）

hy＝且nd（r己nd（1′w）＜0.1）; 啥产生变异操作的地址

end

num1＝1eng七h（叮）;B＝U（℃y′ :）; 嗜产生变异操作的初始染色体
培产生混池序列的初始值ch2＝工己nd;

f◎r亡＝2:2＊num1

ch2（亡）＝4＊ch2（七ˉ1）＊ （1ˉch2（仁ˉ1））′ 墙产生混吨序列

end

f◎rj＝1:num1
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end
w为种群的个数，g为进化的代数d=d+d';w=50;g=100;

for k=1;w 8通过改良圆算法选取初始种群

号产生1..，100的一个全排列c= randperm(100);
号生成初始解c1= [1,c+1,1023;

for t=1:102 名该层循环是修改圈

flag=0; 8修改围退出标志

for m=1:100
for n=m+2:101
if d(cl(),c1(n))+dfc1 f+1),clf+1))<

d(cl im),el(m+1)}+d{cl(n),c1(n+1)
cl细+1'n）=cL{n∶-1im+1）;flag=1;皆修改围

end
end
end
iE flag==20

舍记录下较好的解并遇出当前层循环J (k,cl)=1;102;break

end
end

end
8把整数序列转换成【0，1】区间上实数即染色体编码J(t,1)=0;J=J/102;

for k=1:g 名该层循环进行遗传算法的摄作
AmJ; 告交配产生予代A的初始染色体

for i=1;2;w
8混沌序列的初始值ch1 (1)=rand;

for j=2:50
chl（）*4*chl（-1）*（-ch1<j-1））; 舍产生混沌序列

end
昏产生交叉操作的地址ch1=2+floor(100*ch1);
号中间变量的保存值temp=A(L,ch1);
交叉操作A(1,ch1)=A(i+1,chL):

A(1+1,ch1)=temp;

end
为了防止下面产生空地址，这里先初始化by=[];

while~length (by)
by=find（rand1，w）<0.1）;产生变异操作的地址

end
num1=length 0oy）;B=J（by，）;舍产生变异操作的初始染色体
ch2=rand; 名产生混沌序列的初始值

for t=2:2·num1
ch2化）=4*ch2化t-1）*（1-ch2化-1））;舍产生混沌序列

end
for j=1: numl
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bw＝s◎r亡（2＋f1◎◎工（100＊r己nd（1′2）））′ 哈产生变异操作的两个地址

B（j′bw）＝ch2（［j′j＋1］）′ 老bw处的两个基因发生了变异

end

G＝［J;A′B］′ 涪父代和子代种群合在一起

［SG′jnd1］＝s◎rt（G′2）′ 老把染色体翻译成1′…′102的序列±nd1

num2二s土ze（G′1）;1◎ng＝zer◎s（1′mm2）′ 培路径长度的初始值

f◎工j＝1:num2

f◎r土＝1:101

1◎ng（j）＝1◎ng（j）＋d（土nd1（j′j）′土nd1（j′1＋1））′ 老计算每条路径长度

end

end

［s1◎ng′jnd2］＝s◎r仁（1◎ng）; 洁对路径长度从小到大排序

J≡G（土nd2（1:w） ′ :）′ 嗜精选前w个较短的路径对应的染色体

end

p己仁h＝1nd1（jnd2（1） ′ :）′ f1◎ng＝s1◎ng（1） 堵解的路径及路径长度

七◎C 8计时结束

xx＝〕Ⅳ（p己亡h′1）;yy＝〕Ⅳ（p己七h′2）;

p1◎仁（xx′yY／-◎｜） 哈画出路径

12.4Matlab遗传算法函数

1.遗传算法使用规则

遗传算法是-种基于自然选择、生物进化过程来求解问题的方法°在每-步中’遗传

算法随机地从当前种群中选择若干个体作为父辈’并且使用它们产生下-代的子种群°

在连续若干代之后’种群朝着优化解的方向进化。可以用遗传算法来求解各种不适宜用

标准算法求解的优化问题’包括目标函数不连续｀不可微｀随机或高度非线性的问题°

遗传算法在每一步使用下列三类规则从当前种群来创建下一代:

（1〉选择规则（SelectionRules）:选择对下-代种群有贡献的个体（称为父辈）°

（2）交叉规则（CmssoverRules）:将两个父辈结合起来构成下＿代的子辈种群。

（3）变异规则（MutanonRules）:施加随机变化用父辈个体来构成子辈°

遗传算法与标准优化算法主要在两个方面有所不同’它们的比较情况归纳于
表12.4中。

表12.4遗传算法与标准优化算法比较

标准算法

每次迭代产生-个单点’点的序列逼近一个优化解

通过确定性的计算在该序列中选择下-个点

遗传算法

每次迭代产生-个种群’种群逼近-个优化解

通过随机进化选择计算来选择下-代种群

2·遗传算法函数

遗传算法函数ga调用格式如下:

［x′fv己1］＝g己（fun′nv己rs′A′b′Aeα′heq′LB′UB′n◎n1c○n′◎p亡土◎ns）
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bw=8ort（2+floor（100*rand（，2）}）;8产生变异操作的两个地址
号 bw处的两个基因发生了变异B(j,bw}=ch2{[3,3+1]);

end
G=[J;A;B]; 父代和子代种群合在一起

8把染色体翻译成1⋯，102 的序列 ind1[SG,ind1] =sort (G,2);
num2=size（G，1};long=zeros （L，num2）;舍路径长度的初始值

for j=1:num2
for i=1:101

long（）=long（）+d（ind1（，1），indl（行j，+1）;计算每条路径长度

end
end

[slong,ind2]=sort (1ong); 皂对路径长度从小到大撸序

J=G(ind2(1:w),:); 皂精选前w个较俎的略径对应的染色体

end
path=ind1（ind2（1），;），Elong=glong （）号解的路径及路径长度

电计时结束toC
xX=xy (path,1};yy =xy (path,2);

8副出路径ploE (Xx;y,'-o')

12.4 Matlab遗传算法函数

1.遗传算法使用规则
遗传算法是一种基于自然选择、生物进化过程来求解问题的方法。在每一步中.遗传

算法随机地从当前种群中选择著干个体作为父辈，并且使用它们产生下一代的子种群。

在连续若干代之后，种群朝着优化解的方向进化。可以用遗传算法来求解各种不适宜用

标准算法求解的优化问题，包括目标函数不连续、不可微、随机或高度非线性的问题。
遗传算法在每一步使用下列三类规则从当前种群来创建下一代∶

（1）选择规则（Selection Rules）;选择对下一代种群有贡献的个体（称为父辈）。
（2）交叉规则（ Cro9over Rules）;将两个父辈结合起来构成下一代的子辈种群。
（3）变异规则（Mutation Rules）;施加随机变化用父辈个体来构成子辈。

遗传算法与标准优化算法主要在两个方面有所不同，它们的比较情况归纳于
表12.4中。

表12.4 遗传算法与标准优化算法比较

标准算 法 遗传算法
每次迭代产生一个单点，点的序列逼近一个优化解 每次迭代产生一个种群，种群逼近一个优化解

通过随机进化选择计算来选择下一代种群通过确定性的计算在该序列中选择下一个点

2.遗传算法函数
遗传算法函数 g 调用格式如下;

[x,Eval]=ga(fun,nvars,A,b,Ae,beq,LB,UB,nonlcon,options)
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其中:fUn是目标函数’nvars是目标函数中独立变量的个数’options是＿个包含遗传算法
选项参数的数据结构,其他参数的含义与非线性规划finincon中的参数相同。

返回值x为所求函数的局部极小点’这里x为行向量’fVal为目标函数的极小值。

例12·1求下列问题的解

max∧狐）二2卿l＋3购｝＋3腮2＋卯i＋则3’

S.t°

解遗传算法程序的运行结果每一次都是不一样的’要运行多次’找＿个最好的

结果°

c1c′c1e己r

己＝［ˉ1ˉ20′ˉ100］;b＝［ˉ1;0］; 老两个线性约束条件

［x′y］＝g己（6◎bj′3′己′］o′ ［］′ ［］′ ［］ ′ ［］′6c◎ns仁r）′ 哈调用遗传算法函数

x′y＝≡y

啥定义目标函数′其中x为行向量func仁土◎ny＝◎bj（x）′

c1＝ ［231］;c2＝ ［310］′

y＝c1＊x｜＋c2＊x｜ .＾2′y＝一y;

end

老g己中目标函数极小化

func仁1◎n［f′g］＝c◎nstr（x）′ 哈定义约束条件函数
f＝［x（1）＋2＊x（1）＾2＋x（2）＋2＊x（2）＾2＋x（3）＝10

x（1）＋x（1）＾2＋x（2）＋x（2）＾2-x（3）一50

2＊x（1）＋x（1）＾2＋2＊×（2）＋x（3）＝40］′

g＝x（1）＾2＋x（3）＝2′

end

拓展阅读材料

何艳萍’张安’刘海燕.基于Vomnoj图与蚁群算法的UCAV航路规划.电光与控制,2009’ 16（11）:
22ˉ24’54.

习题12

用遗传算法求解下列非线性规划问题:

mjn ／（z）＝（绷｜ˉ2）2＋（卯2ˉ1）2’

｜骂二S。t。

12°1
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其中;fun是目标函数.vars是目标函数中独立变量的个数.options是一个包含遗传算法

选项参数的数据结构，其他参数的含义与非线性规划 fnincon 中的参数相同。

返回值x为所求函数的局部极小点，这里x为行向量，fval为目标函数的极小值。
例12.1 求下列问题的解

maxf(x)=2x,+3x+3xz,+z2+xs,
[8,+2+x,+2:2+xz≤10,
亨式言式原艺。
皆式十贮引水冷。8..
五古“
亨皆曾
（a1≥0，x，，x，不约束.

解 遗传算法程序的运行结果每一次都是不一样的，要运行多次，找一个最好的

结果。
clc, clear

皂两个线性约束条件a=[-1-2 0;~1003;b=[-1:0];
号调用遗俊算法函数x,yl=ga(@ obj,3,a,b,0],F],(,[],8 constr);

X:y=-y
定义目标函数，其中x为行向量function y=obj (x);

cl = [2 31];c2 = [3 10];
 ga 中目标函数极小化y= cl*x'+c2·x'.^2;y=-Y;

end

舍 定义约束条件函数function [f.g]=conetr (x);
E={[)+2*x()2*xK(2)+2*xl)~2+x(3)-10

x()*x(1)"2+x(2)+x(2)^2-x(3)-50
2*×()*()"2+2*x(2)+x3)-40J;

g=x(1)^2+x(3)-2;
end
拓展阅读材料
何艳萍，张安，刘海燕、基于Vorooi 图与蚁群算法的UCAV航路规划.电光与控制，2009，16 1）;

22-24,54.

习 题 12

12.1 用遗传算法求解下列季线性规划问题;
min f(x)=(x,-2)1+(x,-1)?,

(*,-2,+1≥0,
名2 t -2'+1004
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12·2学生面试问题

高校自主招生是高考改革中的一项新生事物’现在仍处于探索阶段。某高校拟在全面衡量考生的

高中学习成绩及综合表现后再采用专家面试的方式决定录取与否°该校在今年自主招生中’经过初选

合格进入面试的考生有Ⅳ人’拟聘请老师″人。每位学生要分别接受4位老师（简称该学生的“面试

组’,）的单独面试°面试时’各位老师独立地对考生提问并根据其回答问题的情况给出评分°由于这是

一项主观性很强的评价工作’老师的专业可能不同’他们的提问内容｀提问方式以及评分习惯也会有较

大差异’因此面试同一位考生的“面试组,,的具体组成不同会对录取结果产生一定影响°为了保证面试

工作的公平性’组织者提出如下要求:

（1）每位老师面试的学生数量应尽量均衡;

（2）面试不同考生的“面试组”成员不能完全相同;

（3）两个考生的“面试组”中有两位或三位老师相同的情形尽量少;

（4）被任意两位老师面试的两个学生集合中出现相同学生的人数尽量少。
请回答如下问题:

问题一:设考生数／V已知’在满足要求（2）的情形下’说明聘请老师数M至少分别应为多大’才能做
到任两位学生的“面试组’’都没有两位以及三位面试老师相同的情形°

问题二:请根据（1）～（4）的要求建立学生与面试老师之间合理的分配模型’并就Ⅳ＝379’″＝24的
情形给出具体的分配方案（每位老师面试哪些学生）及该方案满足（1）～（4）这些要求的情况°

问题三:假设面试老师中理科与文科的老师各占一半’并且要求每位学生接受两位文科与两位理科
老师的面试’请在此假设下分别回答问题一与问题二°

问题四:请讨论考生与面试老师之间分配的均匀性和面试公平性的关系°为了保证面试的公平性’
除了组织者提出的要求外’还有哪些重要因素需要考虑?试给出新的分配方案或建议°
12·3用遗传算法求解下列非线性整数规划:

mjn z＝鳃;＋鳃:＋3〃;＋枷;＋2剿’;ˉ8孵lˉ2铡,2ˉ3熊3ˉ财4ˉ助5’

z卤为整数’j＝1’2’…’5’

5≤400’

＋6卯5≤800’

00,

0。

）≤卯￡≤99ˉ归

S·t
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12.2 学生面试何题

高校自主招生是高考改革中的一项新生事物，现在仍处于骤索阶段。某高枝拟在全面衡量考生的

高中学习成绩及缘合表现后再采用专家面试的方式决定量取与否。该校在今年自主招生中，经过初选

合格进入面试的考生有N入，报聘请老师M人。每位学生要分别接受4位老师（简称该学生的"面试

组"）的单独面试。面试时，各位老师独立地对考生提问并根据其回答问题的情况给出评分。由于这是
一项主观性很强的评价工作，老师的专业可能不罚，他们的提问内容、提问方式以及评分习惯也会有较

大差异.因此面试同一位考生的"面试组"的具体组成不同会对录取结梁产生一定影响。为了保证面试

工作的公平性，组织者提出如下要求∶
（1）每位老师面试的学生数量应尽量均衡;

{2）面试不同考生的"面试组"成员不能完全相同;

（3）两个考生的"面试组"中有两位或三位老师相同的情形尽量少;

（4）被任意两位老师面试的两个学生集合中出现相同学生的人数尽量少。
请回答如下问题;
阿题一∶设考生数N已知，在满足要求（2）的情形下，，说明聘请老师数M至少分别应为多大，才能做

到任两位学生的"面试组"都没有两位以及三位面试老师相同的情形。
问题二;请根据（1）~（4）的要求建立学生与面试老师之间合理的分配模型，并就N=379，M=24的

情形给出具体的分配方案〈每位老师面试哪些学生）及该方案满足（1）~（4）这些要求的情况。
问题三;假设面试老师中理科与文科的老师各占一半，并且要求每位学生接受两位文科与两位理科

老师的面试，请在此假设下分别回答问题一与同题二。
问题四;请讨论考生与面试老师之间分配的均匀性和面试公平性的关系。为了保证面试的公平性。

除了组织者提出的要求外，还有哪些重要因素膏接考虑?试给出新的分配方案或建议。
12，3 用遗传算法求解下列非线性藿数规划;

min 车=x+t1+3n}+4q2+2xj-8x，-2x2-3xy-4-2eg
【06x，≤99、且x，为鉴数，i=1，2，⋯，5，
郑+z2+好+ra*;≤400

中当皆护才于称究号。5.
2r;+2+kx=200,
w,+z;+5z,≤200.
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第Ⅲ3章数字图像处理

数字图像处理是＿门迅速发展的新兴学科’发展的历史并不长。由于图像是视觉的

基础’而视觉又是人类重要的感知手段’故数字图像成为心理学、生理学、计算机科学等诸

多方面学者研究视觉感知的有效工具。随着计算机的发展’以及应用领域的不断加深和

扩展’数字图像处理技术已取得长足的进展’出现了许多有关的新理论、新方法、新算法、

新手段和新设备’并在军事｀公安、航空｀航天、遥感｀医学｀通信、自动控制、天气预报以及

教育｀娱乐、管理等方面得到广泛的应用°所以’数字图像处理是一门实用的学科’已成为

电子信息｀计算机科学及其相关专业的一个热门研究课题’相应的图像处理技术也是一门

重要的课程’是＿门多学科交叉、理论性和实践性都很强的综合性课程°

数字图像处理是计算机和电子学科的重要组成部分’是模式识别和人工智能理论的

中心研究内容。数字图像处理的内容包括:数字图像处理的基本概念｀数字图像显示｀点

运算｀代数运算和几何运算等概念;二维傅里叶变换、离散余弦变换、离散图像变换的基本

原理与方法;图像的增强方法,包括空间域方法和变换域方法;图像恢复和重建基本原理

与方法;图像压缩编码的基本原理等°

13.Ⅲ数字图像概述

13·1.1图像的墓本概念

图像因其表现方式的不同分为连续图像和离散图像两大类。

连续图像是指在二维坐标系中连续变化的图像’即图像的像点是无限稠密的’同时具

有灰度值（即图像从暗到亮的变化值）°连续图像的典型代表是由光学透镜系统获取的
图像’如人物照片和景物照片等’有时又称为模拟图像°
离散图像是指用一个数字序列表示的图像°该阵列中的每个元素是数字图像的一个

最小单位,称为像素。像素是组成图像的基本元素’是按照某种规律编成系列二进制数码
（0和1）来表示图像上每个点的信息,因此又称为数字图像°

以—个我们身边的简单例子来说’用胶片记录下来的照片就是连续图像’而用数码相
机拍摄下来的图像是离散图像。

13·1·2图像的数字化采样

由于目前的计算机只能处理数字信号’我们得到的照片、图纸等原始信息都是连续的
模拟信号’必须将连续的图像信息转化为数字形式°可以把图像看作是一个连续变化的
函数’图像上各点的灰度是所在位置的函数’这就要经过数字化的采样与量化。下面简单
介绍图像数字化采样的方法。
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第 13章 数字图像处理

数字图像处理是一门迅谏发展的新兴学科，发展的历中并不长。由于图像是视觉的

基础，而视觉又是人类重要的感知手段，故数字图像成为心理学、生理学、计算机科学等诸
多方面学者研究视觉感知的有效工具。随着计算机的发展，以及应用领域的不断加深和

扩展，数字图像处理技术已取得长足的进展，出现了许多有关的新理论、新方法、新算法、
新手段和新设备，并在军事、公安、航空、航天、遥感、医学、通信、自动控制、天气预报以及
教育、娱乐、管理等方面得到广泛的应用。所以，数字图像处理是一门实用的学科，已成为

电子信息、计算机科学及其相关专业的一个热门研究课题，相应的图像处理技术也是一门
重要的课程，是一门多学科交叉、理论性和实践性都很强的综合性课程。

数字图像处理是计算机和电子学科的重要组成部分，是模式识别和人工智能理论的
中心研究内容。数字图像处理的内容包括;数字图像处理的基本概念、数字图像显示、点

运算、代数运算和几何运算等概念;二维傅里叶变换、离散余弦变换、离散图像变换的基本
原理与方法;图像的增强方法，包括空间域方法和变换域方法;图像恢复和重建基本原理

与方法;图像压缩编码的基本原理等。

13.1 数字图像概述

13.1.1 图像的基本概念

图像因其表现方式的不同分为连续图像和离散图像两大类。
连续图像是指在二维坐标系中连续变化的图像，即图像的像点是无限稠密的，同时具

有灰度值（即图像从暗到亮的变化值）。连续图像的典型代表是由光学透镜系统获取的

图像，如人物照片和景物照片等，有时又称为模拟图像。
离散图像是指用一个数字序列表示的图像。该阵列中的每个元素是数字图像的一个

最小单位，称为像素。像素是组成图像的基本元素，是按照某种规律编成系列二进制数码
（0和1）来表示图像上每个点的信息，因此又称为数字图像。

以一个我们身边的简单例子来说.用胶片记录下来的照片就是连续图像，而用数码相
机拍摄下来的图像是高散图像。

13.1.2 图像的数字化采样
由于目前的计算机只能处理数字信号，我们得到的照片、图纸等原始信息都是连续的

模拟信号，必须将连续的图像信息转化为数字形式。可以把图像看作是一个连续变化的
函数，图像上各点的灰度是所在位置的函数，这就要经过数字化的采样与量化。下面简单
介绍图像数字化采样的方法。
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图像采样就是按照图像空间的坐标测量该位置上像素的灰度值°方法如下:对连续

图像／（鳃’y）进行等间隔采样’在（匆’γ）平面上’将图像分成均匀的小网格’每个小网格的

位置可以用整数坐标表示’于是采样值就对应了这个位置上网格的灰度值°若采样结果

每行像素为M个’每列像素为Ⅳ个’则整幅图像对应于-个M×Ⅳ数字矩阵°这样就获得

了数字图像中关于像素的两个属性:位置和灰度°位置由采样点的两个坐标确定’也就对

应了网格行和列;而灰度表明了该像素的明暗程度°

把模拟图像在空间上离散化为像素后’各个像素点的灰度值仍是连续量’接着就需要

把像素的灰度值进行量化’把每个像素的光强度进行数字化’也就是将／（匆’γ）的值划分
成若干个灰度等级。

-幅图像经过采样和量化后便可以得到—幅数字图像。通常可以用＿个矩阵来表示

（图13.1）.

y

｜

0 ｜
／（0,1） …∧0’Ⅳ-1）

／（1’1） …∧1’Ⅳ-1）
∧“’γ）＝

）∧″ˉ1’1） …／UMˉ1,″ˉ1）

x

图13. 1数字图像的矩阵表示

＿幅数字图像在Matlab中可以很自然地表示成矩阵

｜ 丁 ｜g＝

式中:g（“＋1’y＋1）＝／（卯’γ）’卯＝0’1’…’″＝1’γ＝0’1’…’Ⅳ-1。

矩阵中的元素称为像素。每—个像素都有如和y两个坐标’表示其在图像中的位置。
另外还有＿个值’称灰度值’对应于原始模拟图像在该点处的亮度°量化后的灰度值代表
了相应的色彩浓淡程度’以256色灰度等级的数字图像为例’—般由8比特（即-个字
节）表示灰度值’由0～255对应于由黑到白的颜色变化。对只有黑白二值采用一个比特
表示的特定二值图像’就可以用0和1来表示黑白两色°

将连续灰度值量化为对应灰度级的具体量化方法有两类’即等间隔量化与非等间隔
量化。根据＿幅图像具体的灰度值分布的概率密度函数来进行量化’但是由于灰度值分
布的概率函数因图而异’不可能找到一个普遍适用于各种不同图像的最佳非等间隔量化
公式’因此’在实际应用中＿般都采用等间隔量化来进行量化。

13·1·3数据类

虽然我们处理的是整数坐标’但Matlab中的像素值本身并不是整数°表13, 1列出
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图像采样就是按照图像空间的坐标测量该位督上像聚的灰度值。方法如下.对连续

图像f（x，y）进行等间隔采样，在（x，v）平面上，将图像分成均匀的小网格，每个小网格的

位置可以用整数坐标表示，于是采样值就对应了这个位置上网格的灰度值。若采样结果
每行像素为 M个，每列像素为 N个，则整幅图像对应于一个MxN数字矩阵。这样就获得

了数字图像中关于像素的两个厂性;位置和灰度。位置由采样点的两个坐标确定，也就对

应了网格行和列;而灰度表明了该像素的明暗程度。
把模拟图像在空间上离散化为像素后，各个像素点的灰度值仍是连续量，接着就需要

把像寡的灰度值进行量化，把每个像素的光强度进行数字化，也就是将f（x，y）的值划分

成若于个灰度等级。
一幅图像经过采样和量化后便可以得到一幅数字图像。通常可以用一个矩阵来表示

（图13.1）。
；一刮

f(0,0) f(0,1) ⋯f(0,N-1)
f(1,0) F1,1) ⋯f(1,N-1)(x,p)= ”： ,

）⋯ f（股-1，N-1）.FM-1，0）式M-1，1）

毒
图13.1 数字图像的短阵表示

一幅数字图像在 Matlab 中可以很自然地表示成矩阵
g(1,1)g(1,2) ⋯.g(1,N)
g(2,1)(2,2) .g(2,N)g- ”： "·
Lg(M,1)g(M,2)·g(M,N))_

式中∶g（x+I，+1）=f（x，y），x=0，1，⋯，M一1，y=0，1，⋯，N-1。
矩阵中的元素称为像素。每一个像素都有x和y两个坐标，表示其在图像中的位置。

另外还有一个值，称灰度值，对应于原始模拟图像在该点处的亮度。量化后的灰度值代表
了相应的色彩浓淡程度，以 256 色灰度等级的数字图像为例，一般由 8 比特（即一个字
节）表示灰度值，由0~255 对应于由黑到白的颜色变化。对只有黑白二值采用一个比特
表示的特定二值图像，就可以用0和1来表示黑白两色。

将连续灰度值量化为对应灰度级的具体量化方法有两类，即等间隔量化与非等间隔
量化。根据一幅图像具体的灰度值分布的概率密度函数来进行量化，但是由于灰度值分
布的概率函数因图而异.不可能找到一个普遍适用于各种不同图像的最佳非等间隔量化
公式，因此，在实际应用中一般都采用等间隔量化来进行量化。

13.1.3 数据类

虽然我们处理的是整数坐标，但 Matlab中的像素值本身并不是整数。表13.1 列出
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了Madab和图像处理工具箱为表示像素值所支持的各种数据类。表中的前8项称为数

值数据类’第9项称为字符类’最后—项称为逻辑数据类°

表13. 1 数据类
—

描述

与符号16比特整数’范围为［-32768’32767:

与符号32比特整数’范围为［～2147483648

＂7483647］

】0】■

uint8

〗凸□ I［

字符

int8
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

13.1·4图像类型

在计算机中’按照颜色和灰度的多少可以将图像分为二值图像、灰度图像、索引图像
和真彩色RGB图像四种基本类型。目前’大多数图像处理软件都支持这四种类型的

图像°

1·二值图像

＿幅二值图像的二维矩阵仅由0、1两个值构成’“0,,代表黑色,“1,’代表白色。由干

每一像素（矩阵中每一元素）取值仅有0、1两种可能’所以计算机中二值图像的数据类型
通常为1个二进制位。二值图像通常用于文字、线条图的扫描识别（OCR）和掩膜图像的

存储°

二值图像在Matlab中是-个取值只有0和1的逻辑数组°因而’一个取值只有O和

1的uint8类数组’在Matlab中并不认为是二值图像°使用logical函数可以把数值数组转
换为二值数组。因此’若A是-个由0和1构成的数值数组’则可使用如下语句创建-个
逻辑数组B:

B＝1◎g土C己1（A） ′

若A中含有除了0和1之外的其他元素’则使用logical函数就可以将所有非零的量
变换为逻辑1’而将所有的0值变换为逻辑0。

2·灰度图像

灰度图像矩阵元素的整数取值范围通常为［0,255］。因此其数据类型一般为8位无
符号整数（uint8）’这就是人们经常提到的256灰度图像° “0”表示纯黑色’“255”表示纯
白色’中间的整数数字从小到大表示由黑到白的过渡色°若灰度图像的像素是uint16类’
则它的整数取值范围为［0’65535］°若图像是double类’则像素的取值就是浮点数°规
定双精度型归-化灰度图像的取值范围是［0’1］’0代表黑色’1代表白色,0～1之间的小
数表示不同的灰度等级°二值图像可以看成是灰度图像的一个特例°
3·RGB彩色图像

一幅RGB图像就是彩色像素的—个加×门×3数组’其中每一个彩色像素点都是在特

定空间位置的彩色图像相对应的红、绿、蓝三个分量°RGB也可以看成是一个由三幅灰
度图像形成的“堆”’当将其送到彩色监视器的红、绿、蓝输人端时’便在屏幕上产生了-
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描述 名称

双精度浮点数,范围为［ˉ10
308

’
10
308

］ int16

无符号8比特整数’范围为［0’255］ int32

无符号16比特整数’范围为［0’65535］ sin剧e

无符号32比特整数’范围为［0’4294967295］ char

有符号8比特整数’范围为［＝128’127］ logical

了 Matlab和图像处理工具箱为表示像囊值所支持的各种数据类。表中的前8项称为数

值数据类，第9项称为字符类，最后一项称为逻辑数据类。

表13.1 数据类
名称插 述名称 描 述
int6双精度浔点数，范围为【-10*02，108】dauble 有符号16比特蓝数，范围为【-3276832?67】

有符号 32比特整数，范函为【-2147483648，int32无符号8比特蓝数，范围为【0，255】自品 2147483649]
singleunia16 单精度浮点效，范围为【-10*，I04】无符号 16 比特鉴数，范围为【0，65535】

字等各串无符号32比特驻敷，范围为【0，4294967295】 winr2
值为0或loicenl有符号8比特篮数，范围为【-128，127】in8

13.1.4 图像类型
在计算机中，按照颜色和灰度的多少可以将图像分为二值图像、灰度图像、索引图像

和真彩色 RGB 图像四种基本类型。目前，大多数图像处理软件都支持这四种类型的
图像。

1.。二值图像
一幅二值图像的二维矩阵仅由0、1两个值构成，"0"代表黑色，"1"代表白色。由于

每—一像素（矩阵中每一元素）取值仅有0、1 两种可能，所以计算机中二值图像的数据类型

通常为1个二进制位。二值图像通常用于文字、线条图的扫描识别（ 0CR）和掩膜图像的

存储。
二值图像在 Matlab中是—个取值只有0和1的逻辑数组。因而.一个取值只有 0和

1的uint8类数组，在 Matlab 中并不认为是二信图像。使用 logical 函数可以把数值数组转
换为二值数组。因此，若A是一个由0和1构成的数值数组，则可使用如下语句创建一个
逻辑数组B;

B=logical (A),
若A中含有除了0和1之外的其他元素，则使用logical 函数就可以将所有非零的量

变换为逻辑1，而将所有的0值变换为逻辑0。
2。灰度图像
灰度图像矩阵元素的整数取值范围通常为【0，255】。因此其数据类型一般为 8位无

符号整数（mint8），这就是人们经常提到的 256灰度图像。"0"表示纯黑色，"255"表示纯
白色、中间的整数数字从小到大表示由黑到白的过渡色。若灰度图像的像意是 uint16类，
则它的整数取值范围为【0.65535】。若图像是 double 类，则像素的取值就是浮点数。规
定双精度型归—化灰度图像的取值范围是【0.1】.0代表黑色.1代表白色，0~1之间的小
数表示不同的灰度等级。二值图像可以看成是灰度图像的一个特例。

3.RGB 彩色图像
一幅 RGB图像就是彩色像豪的一个m×n×3 数组，其中每一个彩色像素点都是在特

定空间位置的彩色图像相对应的红、绿、蓝三个分量。RGB也可以看成是一个由三幅灰
度图像形成的"堆"，当将其送到彩色监视器的红、绿、蓝输人端时，便在屏幕上产生了一
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幅彩色图像。按照惯例’形成＿幅RGB彩色图像的三个图像常称为红、绿或蓝分量图像°

分量图像的数据类决定了它们的取值范围。若-幅RGB图像的数据类是double’则它的

取值范围就是［0’1］。类似地’uint8类或uint16类RGB图像的取值范围分别是［0’255］

或［0’65535］。

4·索弓｜图像

索引图像有两个分量’即数据矩阵X和彩色映射矩阵map°矩阵map是＿个大小为

m×3且由范围在［0’1］之间的浮点值构成的double类数组°map的长度加同它所定义的

颜色数目相等。map的每一行都定义单色的红｀绿｀蓝三个分量°索弓｜图像将像素的亮度

值“直接映射”到彩色值°每个像素的颜色由对应矩阵X的值作为指向map的一个指针
决定°若X属double类’则其小于等于1的所有分量都指向map的第1行’所有大于1

且小于等于2的分量都指向第2行,依次类推°若X为uint8类或uint16类图像’则所有

等于0的分量都指向map的第1行’所有等于1的分量都指向第2行’依次类推。

13.1.5数据类与图像类型间的转换

在Madab图像处理工具箱中’数据类与图像类型间的转换是非常频繁的。工具箱中

提供了数据类之间进行转换的函数见表13.2°

表13.2数据类之问的转换函数

名称

im211int8

im2l〗int16

mat2厚ay

im2double

将输人转换为

uint8

uint16

double’范围为［0’1］

double

有效的输人图像数据类

logical,umt8’uint16和double

logical’ujnt8’uint16和double

double

logica1’uint8’uint16和double

图像类型之间的转换函数有ind2gray’gray2ind;rgb2ind’ind2Igb;ntsc2Igb’rgb2ntsc
等。可以使用imtool命令查看-个图像文件的信息°

13。2亮度变换与空间滤波

这里的空间指的是图像平面本身’在空间域（简称空域）内处理图像的方法是直接对

图像的像素进行处理。当处理单色（灰度）图像时’“亮度”和‘‘灰度,’这两个术语是可以

相互换用的°当处理彩色图像时’亮度用来表示某个彩色空间中的-个彩色图像分量°
本节讨论的空域处理的表达式为

g（z’y）≡T［／（”’y）］’ （13.1）

式中a／（卯,γ）为输人图像;g（鳃’γ）为输出（处理后）图像;T为对图像f进行处理的操作符’
定义在点（如’y）的指定邻域内’此外’T还可以对一组图像进行处理,例如为降低噪声而让
K幅图像相加°

Matlab中函数imadjust是对图像进行亮度变换的工具°其语法为

g＝土m己djus亡（f′ ［1○w≡ˉm′h土gh一1n］′ ［1◎w≡○u℃;h土gh-○u℃］′g己∏m己）′
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幅彩色图像。按照慢例，形成一幅 RGB 彩色图像的三个图像常称为红，绿或蓝分量图像，

分量图像的数据类决定了它们的取值范围。若一幅 RGB 图像的数据类是 double，则它的
取值范围就是【0，1】。类似地，uint8类或 uint16类 RGB 图像的取值范围分别是【0，255】

或【0，65535】。
4.索引图像
索引图像有两个分量，即数据矩阵X和彩色映射矩阵 ma.。矩阵 map 是一个大小为

mx3且由范围在【0，1】之间的浮点值构成的 double类数组。map 的长度 m 同它所定义的
颜色数目相等。map 的每一行都定义单色的红、绿、蓝三个分量。案引图像将像素的亮度

值"直接映射"到彩色值。每个像素的颜色由对应矩阵 X的值作为指向 map 的一个指针
决定。若X属double类，则其小于等于1的所有分量都指向 map的第1行，所有大于1
且小于等于2的分量都指向第2行，依次类推。若X为uint8类或 uint16类图像，则所有
等于0的分量都指向 map 的第1行，所有等于1的分量都指向第2行，依次类推。

13.1.5 数据类与图像类型间的转换

在 Maulab 图像处理工具箱中，数据类与图像类型间的转换是非常频繁的。工具箱中
提供了数据类之间进行转换的函数见表13.2。

表13.2 数据类之间的转换函数
名称 将输人转换为 有效的输入图像数据类

imD2uint8 占 logical，vins8，uinxt6 和 double

im2wint16 wuin6 logcal，tint8，uinx16 和 double

orublemcgy duble，范圈为【0，1】
iomleimnaouble teglcal，wint8，wint16瘤 doublo

图像类型之间的转换函数有 ind2gray，gay2ind;rgb2ind，，ind2gb;ntac2ngb，rgb2ntsc
等。可以使用 imtool 命令查看一个图像文件的信息。

13.2 亮度变换与空间滤波

这里的空间指的是图像平面本身，在空间城（简称空域）内处理图像的方法是直接对
图像的像素进行处理。当处理单色（灰度）图像时。"亮度"和"灰度"这两个术语是可以
相互换用的。当处理彩色图像时，亮度用来表示某个彩色空间中的一个彩色图像分量。
本节讨论的空域处理的表达式为

g(x,y)= TLf(x,y)], (13.1)
式中;f（x，y）为输人图像;g（z，y）为输出（处理后）图像;T为对图像f进行处理的操作符，
定义在点（z，y）的指定邻城内，此外，T 还可以对一组图像进行处理，例如为降低噪声而让
K幅图像相加。

Matlab 中函数 inadjust 是对图像进行亮度变换的工具。其语法为
g=imadjust{f,[low_in; high_AnJ,[low_out; h1gh_outj,gamma),
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此函数将图像f中的亮度值映射到g中的新值,即将low-in至high-in之间的值映射到

low-out至high-out之间的值。参数gamma为调节权重’若gamma（或分量’彩色图片

gamma为三维行向量）小于1,则映射被加权至更高（更亮）的输出值;若gamma（或分量）

大于1’则映射被加权至更低（更暗）的输出值°

例13·1图像翻转。

f＝土mre己d（｜七u1.］mP′）; 老读原图像

g＝土m己djus亡（f′ ［0;1］′ ［1;0］）′ 啥进行图像翻转

subp1◎七（1′2′1） ′jmsh◎w（f） 老显示原图像

suhp1◎仁（1′2′2） ′土msh◎w（g） 老显示翻转图像

图13.2中同时显示了原图像和翻转图像’可以作比较。

图13.2原图像与翻转图像

13·2·1线性空间滤波器

下面讨论线性滤波技术。使用拉普拉斯滤波器增强图像的基本公式为

g（“’y）＝∧鳃’y）＋cW（z,y）’

式中:／（鳃’y）为输人的退化图像;g（m’γ）为输出的增强图像;c取1或-1（具体选择
见下文）。

拉普拉斯算子定义为

0抓“’y） 0饥卯’y）
w（鳃’y）＝ ＋

0卯2 0y2

对于离散的数字图像’二阶导数用如下的近似:

,芒二γ）州!,州绥ˉM刚〃）,

』爷笋）扣,州）帅,厂l）ˉ…
因而有

W（z’y）＝／（匆＋1’y）叭“ˉ1’γ）叭躯’y＋l）叭绷’y-1）ˉ钒财’y）. （13.2）

从式（13.2）易见’拉普拉斯算子V2对图像f的作用就相当于如下矩阵T!与／相乘:

｜!↓‖ ｝B＂Tl＝

称Tl为滤彼器、掩模、滤波掩模、核、模板或窗口°还可以用如下的矩阵T2近似拉普拉斯
算子:
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此函数将图像f中的亮度值映射到g中的新值，即将 low_in 至 high_in 之间的值映射到
low_out 至 hig_out 之间的值。参数 gamma 为调节权重，若gamma（或分量，彩色图片

gamma为三维行向量）小于1，则映射被加权至更高（更亮）的输出值;若 gmraa（或分量）

大于1，则映射被加权至更低（更暗）的输出值。
例13.1 图像翻转。

读原田像f =imzead("'tu1.bmp'};
g=Lmadjuot（f，【【0;1】，【1;0】）;售进行图像翻转

subplot （1，2，1），imehow （f） 号 显示原图像
subplot （1，2，2），imshow g） 8显示翻转图像
图13.2中同时显示了原图像和翻转图像，可以作比较。

图13.2 原图像与制转图像

13.2.1 线性空间滤波器

下面讨论线性滤波技术。使用拉普拉斯滤波器增强图像的基本公式为
g(x,y)=f[x,y)+eVf(x,y),

式中;f（z，y>为输人的退化图像;g（z，y）为输出的增强图像;c 取1或-1（具体选择
见下文）。

拉普拉斯算子定义为

“岩计已石艾已‘义子飞” ay产的
对于离散的数字图像，二阶导数用如下的近似∶“。=f(x+1,y)+(x-1,)-2f(x,),“总’

“艾产飞。=f(x,y*1)+(*x,y1)-2(x,y).“
因而有

Vf(*,y)=f(x+1,)+x-1,y)+(x,y+1)+fx,yr-1>-4f(*,y).(13.2)
从式（13.2）易见，拉普拉斯算子V对图像f的作用就相当于如下矩阵T、与f相乘∶ 

品 (13.3)

称T，为滤波器、掩模、滤波掩模、核、模板或窗口。还可以用如下的矩阵T，近似拉普拉斯

算子∶
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｜｜＋｜｜ ｜B‖T2＝

该矩阵更逼近二阶导数’因此对图像的改善作用更好。上文中c的选取依赖于形如

式（13.3）、式（13.4）的近似矩阵。当这些近似矩阵中心元素（如式（13.3）中的-4’

式（13.4）中的-8〉为负时’c＝-1,反之c＝1°

可以选取其他的拉普拉斯近似矩阵。Matlab中函数fSpecial（′laplacian′,α）用于实现

～个更为常见的拉普拉斯算子掩模

「 …
13.2·2图像恢复实例

利用Matlab中的图像处理工具箱可以方便地进行图像修复°

例13·2模糊图像修复°

f＝1mre己d（｜仁u2·hmp｜）′ 老读取原图像

h1＝fspec土己1（｜1己p1己c土己n‖ ′0）; 老式（13.3）的滤波器′等价于式（13.5）中参数为0

g1＝fˉ土m且1仁er（f′h1）′ 哈中心为ˉ4′c＝ˉ1′即从原图像中减去拉普拉斯算子处理的
结果

h2＝［111′1-81》111］; 墙式（13·4）的滤波器

g2＝f＝土m且1七er（f′h2）′ 老中心为ˉ8′c＝ˉ1

subp1◎七（1′3′1）′1msh◎w（f） 殆显示原图像

subp1◎亡（1′3′2）′1msh◎w（g1） 哈显示滤波器（13·3）修复的图像

subp1○亡（1′3′3） ′jmsh◎w（g2） 老显示滤波器（13.4）修复的图像

线性拉普拉斯滤波器对模糊图像具有很好的修复效果。图13.3给出了原始图像及
利用滤波器（13.3）和滤波器（13.4）修复的图像°

（a） （b） （c）

图13.3原图像及滤波效果图像

（a）原图像; （b）滤波器（13·3）的滤波图像; （c）滤波器（13.4）的滤波图像·
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-; (13.4)

该矩阵更逼近二阶导数，因此对图像的改善作用更好。上文中c 的选取依赖于形如

式（13.3）、式（13.4）的近似矩阵。当这些近似矩阵中心元素（如式（I3.3）中的-4，
式（13.4）中的-8）为负时，c=-1，反之c=1。

可以选取其他的拉普拉斯近似矩阵。Matiab 中函数 fpecial（'laplacian'，α）用于实现
一个更为常见的拉普拉斯算于掩模 _2牛丫

l+α十C

沁 .~e (13.5)1+a1+c 。轧
1+a_1+业

13.2.2 图像恢复实例

利用 Matlab 中的图像处理工具箱可以方便地进行图像修复。
例13.2 模糊图像修复。

f=imread('tu2,bmu'); 读取原图像
h1=fspecial（laplacian'，0）;号式（3.3）的媒波器，等价于式（13.5）中参数为0

售中心为-4，c=-1，即从原图像中减去拉普拉斯算子处理的g1=f-imfilter(f,h1);
结果

h2=[111;1-8 1;111); 名式 （13.4）的滤波器
g2=f-imfilter(E,h2); 号中心为-8，c=-1

显示愿图像gubplot(1,3,1),imshow(f)
subplot (1,3,2),Lmshow (g1] 8 墨示滤波据（13.3）修复的图像
6ubplot （1，3，3}，imshow（g2）名显示滤波器（13.4）修复的图像
线性拉普拉斯滤波器对模糊图像具有很好的修复效果。图13.3给出了原始图像及

利用滤波器（13.3）和滤波器（13.4）修复的图像。

2鸿

(D)(4) ()
图【3.3 原图像及滤波效果图像

（a）原图像;（b>滤被器（13.3）的滤波图像;（c）滤波器（13.4）的滤波图像。
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13·2.3非线性空间滤波器

Matlab中非线性空间滤波的＿个工具是函数ordfilt2’它可以生成统计排序滤波器。

其响应是基于对图像邻域中所包含的像素进行排序’然后使用排序结果确定的值来替代

邻域中的中心像素的值°函数ordfilt2的语法为

g＝◎rdfj1仁2（f′○rder′d◎majn）′

该函数生成输出图像g的方式如下:使用邻域的一组排序元素中的第order个元素来替代

f中的每个元素’而该邻域则由domain中的非零元素指定。

统计学术语中’最小滤波器（-组排序元素中的第＿个样本值）’称为第0个百分位’

它可以使用语法

g＝◎rdf土1仁2（f′1′◎nes（m′n））

来实现°同样’第100个百分位指的就是-组排序元素中的最后—个样本值,即第mn个

样本,它可以使用语法

g＝◎rd土1亡2（f′m＊n′◎nes（m′n））

实现。

数字图像处理中最著名的统计排序滤波器是中值滤波器’它对应的是第50个百分

位。可以使用

g＝◎rdf±1仁2（f′medj己n（1:m＊n）′○nes（m′n） ）

来创建中值滤彼器°基于实际应用的重要性’工具箱提供了—个二维中值滤波函数

g＝medf土1仁2（f′ ［m′n］） ′

数组［m’n］定义-个大小为矾×∏的邻域,中值就在该邻域上计算。该函数的默认形式为

g＝med且1℃s（f） ′

它使用一个大小为3×3的邻域来计算中值,并用0来填充输人图像的边界°

例13.3中值滤波°

f＝1mre己d（｜Len己.］omP′）》 老读原图像

f1＝土mn◎土se（f′｜s己1亡＆pepper‖ ′0.02）′ 老加椒盐噪声

g＝med且1亡2（f1）; 老进行中值滤波

subp1◎仁（1′3′1）′土msh○w（f） ′仁让1e（｜原图像‖ ）

subp1◎亡（1′3′2） ′土msh◎w（f1）′仁让1e（｜被椒盐噪声污染的图像｜）

subp1◎七（1′3′3） ′土msh◎w（g） ′t让1e（｜中值滤波图像｜）

图13.4给出了原图像、被椒盐噪声污染的图像及滤波后的图像。

】 〗■ ■

（b）

图13.4 中值滤波对比图
（c）（a）

（a）原图像; （b）被椒盐噪声污染的图像; （c）中值滤波图像°
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13.2.3 非线性空间滤波器

Matlab 中非线性空间滤波的一个工具是函数 ordfil2，它可以生成统计排序滤波器。
其响应是基于对图像邻域中所包含的像囊进行排序，然后使用排序结果确定的值来替代

邻域中的中心像素的值。函数 ordfil2 的语法为

g=ordfilt2(f, order, domain),

该函数生成输出图像g的方式如下∶使用邻域的一组排序元素中的第 order个元素来替代
f中的每个元素，而该邻域则由 dornain 中的非零元素指定。

统计学术语中，最小滤波器（一组样序元素中的第一个样本值），称为第0个百分位，
它可以使用语法

g=ordfilt2(f,1,ones (m,n)}

来实现。同样，第 100个百分位指的就是一组排序元素中的最后一个样本值，即第 mn个
样本，它可以使用语法

g =ordilt2(f,m* n,one8 (m,n))

实现。
数字图像处理中最著名的统计排序滤波器是中值滤波器，它对应的是第 50个百分

位。可以使用
g=orafilt2<f，median （1∶道*n），ones （m，n）}

来创建中值滤波器。基于实际应用的重要性，工具箱提供了一个二维中值滤波函数
g=medEilt2(f,[m,n],

数组【m，n】定义一个大小为mxn的邻域，中值就在该邻域上计算。该函数的默认形式为
g=medEilts(f),

它使用一个大小为3×3的邻域来计算中值，并用0来填充输入图像的边界。
例13.3 中值滤波。

名读原图像 = imread('Lena, bmp');
号 加橡盐噪声f1=imnoise(f,'ealt 6 pepper',0.02);
进行中值滤波g=medaFilt2(f1);

Bubplot（1，3，1），imshow（f），cile'原图像'）
subplot（1，3，2），imshow（f1），Eitle （被椒盐骤声污染的图像'）
subplot（1，3，3），imshow （g）），ile（中值滤波图像'）
图13.4给出了原图像、被椒盐噪声污染的图像及滤波后的图像。

()) (b)
图 13.4 中值滤波对比图

（a）原图像;（b）被椒盐噪声污染的阳像;（c）中值滤波图像。
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13.3频域变换

为了快速有效地对图像进行处理和分析’如进行图像增强、图像分析｀图像复原、

图像压缩等’常需要将原定义在图像空｜司的图像以某种形式转换到频域空间’并利用

频域空间的特有性质方便地进行一定的加工’最后再转换回图像空间’以得到所需要

的效果。

13.3·1傅里0十变换

傅里叶变换是对线性系统进行分析的＿个有力工具’它将图像从空域变换到频域’使

我们能够把傅里叶变换的理论同其物理解释相结合,将有助于解决大多数图像处理的
问题°

1.二维连续傅里叶变换

二维傅里叶变换的定义为

F（M）二｜二｜二帅,γ）e沁eˉ》蹦帅, （l36）
式中:j为虚数单位;u和″为频率变量,其单位是弧度／采样单位;F（u’″）通常称为／（匆,y）
的频率表示。

F（u’″）是复值函数’在u和″上都是周期的’且周期为2∏。因为其具有周期性,所以

通常只显示ˉ而≤u,似≤∏的范围。注意F（0’0）是f（勿,γ）的所有值之和’因此’F（0’0）通
常称为傅里叶变换的恒定分量或DC分量（DC表示直流）。如果／（卯’γ）是-幅图像’则
F（u’o）是它的谱°

定义二维傅里叶变换的频谱、相位谱和功率谱（频谱密度）如下:

｜F（酗’″） ｜＝｀／F『了J刀ˉ干7舅『万丁,
O（皿’u）＝arctan［I（u’″）／R（u’″）］’

p（U’″）＝｜F（U’″） ｜2＝R2（U’″）＋I2（U’0）’

式中:R（u’o）和I（u’″）分别为F（u’o）的实部和虚部。
二维傅里叶逆变换定义为

帅〃）二志｜二｜二F（川）·峰』Ⅷ＂ （13.7）

2.二维离散傅里叶变换（DFT）

令∧“’y）表示＿幅大小为″×Ⅳ的图像’其中”＝0’1’…’M-1和y＝0’1’…,Ⅳ-1’
∧卯’y）的二维离散傅里叶变换定义如下:

″＝1″＝l

F（＂’″）＝∑∑／（露,y）e＿j2丽（酗″』M｀′） （13.8）
匆＝0y＝0

式中:u和o为频率变量’u＝0,1’…’Mˉ1’″＝0’1’…’Ⅳˉ1;“和γ为空间变量。
由u＝0’1’…’″＝1和U＝0’1’…’Ⅳˉ1定义的″×Ⅳ矩形区域常称为频率矩形°显然’

频率矩形的大小与输人图像的大小相同。
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13.3 .频 域 变换

为了快速有效地对图像进行处理和分析，如进行图像增强、图像分析、图像复原、

图像压缩等，常需要将原定义在图像空间的图像以某种形式转换到频域空间，并利用

频域空间的特有性质方便地进行一定的加工.最后再转换回图像空间，以得到所需要

的效果。

13.3.1 簿里叶变换

傅里叶变换是对线性系统进行分析的一个有力工具，它将图像从空域变换到频域，便

我们能够把傅里叶变换的理论同其物理解释相结合，将有助于解决大多数图像处理的

问题。
1.二维速续傅里叶变换
二维傅里叶变换的定义为

F(u,)= "f(x,y)e"-*aday, (13.6)
式中;j为虚数单位;u和s为频率变量，其单位是弧度/采样单位;F（u，砂）通常称为f（x，y）
的频率表示。

F（u，v）是复值函数，在u和v上都是周期的，且周期为2π。因为其具有周期性，所以
通常只显示-π≤u，v≤π的范围。注意F（0，0）是f（??y）的所有值之和，因此，P（0，0）通
常称为傅里叶变换的恒定分量或DC 分量（DC 表示直流）。如果八（x，y）是一幅图像，则
F（u，D）是它的谱。

定义二维傅里叶变换的频谱、相位谱和功率谱（频谱密度）如下∶
|F(u,t)l= √R(a,D)+rL,0,

④（u，u）= arctanm【I（，炒）/R（u，u）】，
P(u,u)= |F(u,D》|*=R((x,0)+f(u,),

式中∶R（u，v）和I（u，砂）分别为F（u，t）的实部和虚部。
二维傅里叶逆变换定义为

江己 [" f"F(u,)e"eratida1
(13.7)少

2. 二维离散傅里叶变换（DIT）
令f（x，炒）表示一幅大小为M×N的图像，其中x=01，⋯，M-1和y=0，1，⋯，N-1，

f（x，y）的二维高散傅里叶变换定义如下;

F（u）-空E（，）新制m， (13.8)
式中∶业和·为频率变量，u=0，1，⋯，M-1，P=0，1，⋯，N-1;zx和y为空间变量。

由z=0，1，⋯，M-1和v=0，1，⋯，N-1定义的 M×N矩形区域常称为频率矩形。显然，
频率矩形的大小与输入图像的大小相同。
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二维离散傅里叶逆变换由下式给出:

川,′）ˉ六熊F……Ⅷ （13.9）

其中:鳃＝0’I’…″-1和γ＝0’1’…’Ⅳˉ1°因此’给定F（u’″）’我们可以借助于D∏逆变
换得到／（卵’γ）。在这个等式中’F（u’″）的值有时称为傅里叶系数。

F（0’0）称为傅里叶变换的直流（DC）分量’不难看出’F（0,0）等于／（匆’y）的平均值
的／‖′／γ倍°F（u’〃）满足

F（u’0）＝F（皿＋″,″）＝F（u’″＋Ⅳ）＝F（u＋″’o＋Ⅳ）,

即DFT在u和″方向上都是周期的,周期由″和″决定。周期性也是D∏逆变换的＿

个重要属性’有

火勿’y）＝∧“＋″,y）＝／（卯’y＋Ⅳ）＝火”＋″,y＋Ⅳ）’

可以简单地认为这是D∏及其逆变换的一个数学特性。还应牢记的是’DFr实现仅计算

＿个周期°

3.基于离散傅里叶变换的频域滤波

在频域中滤彼首先计算输人图像的傅里叶变换F（u’〃）’然后用滤波器H（u’o）对

F（u’″）作变换’最后对其得到的变换结果作傅里叶逆变换就得到频域滤波后的图像°具

体到离散情况’主要包括以下5个步骤:

（1）用（ˉ1）露＋y乘以输人图像进行中心变换’得

／b（匆’y）＝（ˉ1）露＋y（鳃’y）.

（2）计算图像／b（勿’y）的离散傅里叶变换’即
″＝1Ⅳ＝l

F（鹏’〃）＝∑∑久（鳃’γ）eˉj2丽（…／″带Ⅷ）
勿＝0γ＝0

（3）用滤波器H（u’o）作用F（u’＂）’得

G（u,U）＝H（u,〃）F（u,〃）.

（4）计算G（u’″）的离散傅里叶逆变换’并取实部’得

gp（绷’γ）＝real｛Fˉl［G（U’〃）］ ｝ .

（5）用（-1）颠却乘以gp（绷’γ）得到中心还原滤波图像为

g（蛇,γ）＝（-1）鳃＋γgp（“’y）.
理想低通滤波器具有传递函数

″（″）ˉ｛左:｝莹;｝二!,
式中:D0为指定的非负数;D（皿’U）为点（皿’o）到滤波器中心的距离。

D（u’″）≡D0的轨迹为一个圆。注意’若滤波器H乘以＿幅图像的傅里叶变换’我们
会发现理想滤波器切断（乘以0）了圆外F的所有分量’而圆上和圆内的点不变（乘以1）。

虽然这个滤波器不能使用电子元件来模拟实现,但通常用来解释折叠误差等问题。

n阶巴特沃兹低通滤波器（在距离原点D0处出现截止频率）的传递函数为
1

H（u’刚）＝1＋［D（u’″）／D0］2鹏’
与理想低通滤彼器不同的是’巴特沃兹低通滤波器的传递函数并不是在D0处突然不连
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二维离散傅里叶逆变换由下式给出∶

力”f(x,)= 见乌已置直学有号。 (13.9)MN:
其中∶x=0，1，⋯，M-1和y=0，1，⋯，N-1。因此，给定F（u，u），我们可以借助于DFT逆变
换得到f（x，y）。在这个等式中，F（u，u）的值有时称为傅里叶系数。

F（0，0）称为傅里叶变换的直流（DC）分量，不难看出，F（0，0）等于f（x，r）的平均值
的MN 倍。F{u，t）满足

F（u，矿）= F（u+M，v）=F（u，0+N）=F（u+M，计+N），
即 DFT在u和。方向上都是周期的，周期由 M和N决定。周期性也是 DFT逆变换的一
个重要属性，有

f(x,y)=f(x+M,y)=f(x,y+N)=f(x+M,y+N),
可以简单地认为这是 DFT及其逆变换的一个数学特性。还应牢记的是，DFT实现仅计算

一个周期。
3.基于离散傅里叶变换的频域滤波

在频域中滤波首先计算输人图像的傅里叶变换 F（z，），然后用滤波器 H（u，v）对
F（u，u）作变换，最后对其得到的变换结果作傅里叶逆变换就得到频域滤波后的图像。具

体到离散情况，主要包括以下5个步骤∶

（1）用（-1）""乘以输人图像进行中心变换，得
f(x,y)=(-1)*(x,y).

（2计算图像f{x，y））的离散傅里叶变换，，即

F（，砂）=5∶响功产孕仕仍量良尊巨艺、

（3）用滤波器H（u，p）作用F（u，z），得
G(u,u)=H(u,v)F(u,0).

（4）计算 G（u，砂）的离散傅里叶逆变换，并取实部，得
g,(x,y)= real| F'[G(u,u)]!.

（5）用（-1）*乘以g。（z，y）得到中心还原滤波图像为
g(*,)=(-1)"g(x,).

理想低通滤波器具有传递函数

(1,D(x,z)≤Da,(2,D)-0,D(u,)>D,
式中∶D。为指定的非负数;D（么，砂）为点（u，砂）到滤波器中心的距离。

D（u，b）=D。的轨迹为一个圆。注意，若滤波器H乘以一幅图像的傅里叶变换，我们
会发现理想滤波器切断（乘以0）了圆外F的所有分量，而圆上和圆内的点不变（乘以1）。
虽然这个滤波器不能使用电子元件来模拟实现，但通常用来解释折叠误差等问题。

n 阶巴特沃兹低通滤波器（在距离原点D。处出现截止频率）的传递函数为
rH(u,v)=1+[D(u,w)/DJj2'

与理想低通滤波器不同的是，巴特沃兹低通滤波器的传递函数并不是在D，处突然不连
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续°对于具有平滑传递函数的滤波器’通常要定义一个截止频率’在该点处H（u’″）会降
低为其最大值的某个给定比例°

高斯低通滤波器的传递函数为
D2（u,U）

H（u’″）＝eˉ了厂’

式中:◎为标准差°

通过令°≡D0’可以根据截止参数D0得到表达式
D2（u,‖）

H（u’o）＝eˉ亏万丁.
下面给出-个低通滤波器的例子°

例13·4＿阶巴特沃兹低通滤波器。

取截止频率D0＝15’原图像和一阶巴特沃兹滤波后的图像如图13.5所示。

（a） （b）

图13.5原图像和低通滤波后的图像对比图

（a）原图像;（b）低通滤波后的图像。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

cm＝1mre己d（｜c己mer己m己n·七1f｜）′ 啥读入M己亡1己b的内置图像文件c己mer己m己n.仁土f

［n′m］≡s土ze（cm）′ 老计算图像的维数

cf＝迁七2（cm）′ 啥进行傅里叶变换

cf＝ff仁sh迁亡（cf）′ 嗜进行中心变换

u＝［ˉf1◎◎r（m／2） :f1◎○r（（mˉ1）／2）］′ 哈水平频率

v＝［ˉf1◎◎r（n／2） :f1○○r（（nˉ1）／2）］; 号垂直频率

［uu′vv］＝meshgr土d（u′v）′ 皂频域平面上的网格节点

b1＝1·／（1＋（sqrt（uu.＾2＋vv.＾2）／15） .＾2）′ 老构造一阶巴特沃兹低通滤波器

Cf1＝b1.＊Cf′ 号逐点相乘′进行低通滤波

cm1≡re己1（土ff亡2（cf1））′ 8进行傅里叶逆变换′并取实部

嗜cm1＝迁f亡shjf七（cm1）′

cm1＝u土n亡8（cm1）′ 嗜必须进行数据格式转换

suDp1◎亡（1′2′1） ′土msh◎w（cm） 号显示原图像

su］op1◎仁（1′2′2） ′土msh◎w（cm1） 殆显示滤波后的图像

13.3.2离散宗弦变换

DCT（DiscreteCosineTTansfb∏n）变换的全称是离散余弦变换,是图像处理中经常使用
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续。对于具有平滑传递函数的滤波器，通常要定义一个截止频率，在该点处H（u，s）会降
低为其最大值的某个给定比例。

高斯低通滤波器的传递函数为
ic.)

H(x,)=e"
式中∶0为标准差。

通过令σ=D。，可以根据截止参数D。得到表达式
P2(*.)

H(u,o)=e D
下面给出一个低通滤波器的例子。
例13.4 一阶巴特沃兹低通滤波器。
取截止频率D。=15，原图像和一阶巴特沃兹滤波后的图像如图13.5所示。

图

(b)[a)
图13.5 原困像和低通滤波后的图像对比图

（x）原图像;《b）低通滤渡后的图像。

计算的 Matlab程序如下;

clc,clear
Cm=imread ('cameraman.tif'); 读入 Matlab 的内置图像文件cameramuan.tif

计算图像的维数[n,m] =sze(cm);

号进行傅里叶变换cf = Eit2{cm);
进行中心变换cf =fftshift (cf);

u=【-floor（m/2）∶floor（（im-1）/2）】;水平频率
v=【~floor（n/2）∶floor（（n-1）/2）】;告垂蓝频率

频城乎面上的网格节点[uu,vv] =meshgrid (u,v);
bl=1./（+（8qrt（uu.^2+vv.~2）/15）.^2）;。构造一阶巴特沃兹低通滤波器

cfl=b1.*cf; 号源点相集，进行低通滤波

进行傅里叶逆变换，并取实部cml=real(ifft2 Ccfl)1;
8cml=ifftshift (crml);

cml =uint8 (cm1) 号必须进行数据格式转换

8 显示原图像subplot (1,2,1), imshow(cm)

subplot (1.2,2},imshow (cml)} 8显示烤波后的图像

13.3.2 离散余弦变换

DCT（Discrete Casine Transform））变换的全称是离散余弦变换，是图像处理中经常使用
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的变换算法°通过DCT变换可以将图像空间域上的信息变换到频率域上’它较好地利用
了人类视觉系统的特点。

对于一个″×Ⅳ图像／（“’γ）的二维DCT变换定义为
″＝1″＝1

F（!M）＝α（则）β（″）∑∑／（躯’y）cos（2弧＋1）＂而 （2）′＋1）似而2Ⅳ ’ （13。10）
COS

卯＝0y＝0 2″

其逆变换为
″＝1″＝l

∧鳃’γ）＝∑∑α（＂）β（,）F（幽’,）c°.（2蜒＋1）幽＂ （2’荒）锄呵’ （l川）cOS

皿＝0U＝0 2″

式中:匆’u＝0’1’…’″-1;γ’″＝0’1’…’Ⅳˉ1;而且

｛／‖1

二MⅣ‖

α（u）＝

β（″）＝

令变换核函数

‖（…,铡）＝α（鹏）β（删）°°s（2器醚＂ （2州）渺＂cos 2Ⅳ ’

则DCT变换公式又可写为
″＝l″＝1

F（皿’,）＝∑∑／（卿’γ）h（”,y’u’〃）,则＝0’1’…’Mˉ1;″＝0’1’…’Ⅳˉ1.
z＝0y＝0

DCT逆变换公式写为
″-lⅣ＝1

／（鳃’y）＝∑∑F（泌’〃）h（“’γ’泌’〃）’鳃＝0’1’…’″ˉ1;y＝0’1’…’Ⅳˉ1.
u＝0U＝0

式中:u’o为DCT变换矩阵内某个数值的坐标位置;F（u’o）为DCT变换后矩阵内的某个

值;“’γ为数据矩阵内某个数值的坐标位置i／（卯’γ）为图像矩阵内的某个数据。
DCT变换相当于将图像分解到一组不同的空间频率上’α（u）和β（0）即为每-个对

应的空间频率成分在原图像中所占的比重;而逆变换则是—个将这些不同空间频率上的

分量合成为原图像的过程’变换系数α（u）和β（″）在这个精确、完全的重构过程中规定了

各频率成分所占分量的大小。

DCT变换的实现有两种方法,一种是基于快速傅里叶变换（FFr）的算法’这是通过工

具箱提供的dct2函数实现的;另＿种是DCT变换矩阵（TiansfOrmMatrix）方法。变换矩阵

方法非常适合做8×8或16×16的图像块的DCT变换’工具箱提供了dctmtx函数来计算变

换矩阵。—个M×M的DCT变换矩阵T≡（巩,）″×〃定义为
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的变换算法。通过 DCT 变换可以将图像空间域上的信息变换到频率域上，它较好地利用
了人类视觉系统的特点。

对于一个M×N 图像fx，y）的二维 DCT变换定义为
(2y +1)ym(2x+ 1)uT.心心子飞量八F(,D)=ac(z)B(o) ",(13.10)CO$2M 岂

其逆变换为
(2y+1)"m(2x + 1)uan文己” 义比论已只产它吕 ,(13.11)> 才第” 2.N2.M

式中∶，u=0，1，⋯，M-1疗，0=0，1，⋯，，N-1;而且
15,u=0,一(u)= 响=1⋯,-1
1,v=0,厅'B(n)= 润。,=,⋯,N-1.

令变换核函数
(2zr+1)wm(2x+1)uTh(x,y,p)=α(u)β(n)0os: 一p08 2N28

则DCT 变换公式又可写为

F（u，p）=ZEf（x，y）成（x，y，，砂），以=0，⋯，M-1;v=01⋯，N-1.
DCT逆变换公式写为

f(x,)= 2汇二F（u，砂）h（x，y，u，D），z=01，⋯，M-1;=0，1，⋯，N-1.
式中∶u，v为DCT变换矩阵内某个数值的坐标位置;F《u，v）为DCT变换后矩阵内的某个
值;z，y为数据矩阵内某个数值的坐标位置;f（x，y）为图像矩阵内的某个数据。

DCT 变换相当于将图像分解到一组不同的空间频率上，α<u）和β（v）即为每一个对
应的空间频率成分在原图像中所占的比重;而逆变换则是一个将这些不同空间频率上的

分量合成为原图像的过程，变换系数α（u）和β（u）在这个精确、完全的重构过程中规定了
各频率成分所占分量的大小。

DCT变换的实现有两种方法，一种是基于快速傅里叶变换（FFT）的算法，这是通过工
具箱提供的 dct2 函数实现的;另一种是 DCT 变换矩阵（Tranaform Matrix）方法。变换矩阵
方法非常适合做8x8或16x16 的图像块的DCT变换，工具箱提供了dctmtx 函数来计算变

换矩阵。一个MxM的 DCT变换矩阵T=（T）定义为
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h二n／…门M1Z》,＝

对于＿个M×M的矩阵A’Ⅷ是＿个M×M矩阵’它的每＿列是矩阵A的对应列的＿维

DCT变换’A的二维DCT变换可以由B＝z4Tr计算;由于T是实正交矩阵’它的逆阵等

于它的转置矩阵’因此B的二维逆DCT变换可以由TrBT给出。

由式（13.11）可知’原始图像／可表示为-系列函数:

窒宣α（鹏）β（＂）c°s（2膨＋1）吗°s（2γ＋l）,＂
Ⅲ＝0U＝0 2M 2Ⅳ

式中:鳃＝0’1’…,M-1,γ＝0’1’…’Ⅳ-1的加权组合’这组函数就是DCT基函数。

例13·5 DCT变换基函数。

图13.6是用图像方式显示8×8DCT基函数矩阵°水平频率从左到右依次变大’垂直

频率从上往下依次变大。
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画图的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′T＝dc七m七x（8）′ 老8×8的DCT变换矩阵

c◎1◎rm己P（｜gr己y!）; 墙设置颜色映射矩阵

f◎rm＝1:8

f○rn＝1:8

suhp1◎t（8′8′ （m＝1）＊8＋n）′

Y≡zer◎s（8）′Y（m′n）＝1′ 堵8×8矩阵中只有一个元素为1′其余元素都为0

X＝T0＊Y＊T; 墙作逆DCT变换

工m己gesc（X）′ 老显示图像

嗜画图区域是方形己x工ssqu己工e

己x1S◎ff 洁不显示轴线和标号

end

end

在下面的例子中,计算输人图像的8×8子块的二维DCT变换’由于图像的能量主要

集中在低频区域,在每个子块中’只利用64个DCT系数中的10个低频系数’其余都置为

0。然后用每个子块的二维DCT逆变换重构图像’从而实现对图像的压缩’在这里使用了
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1,D=0,g20,1⋯,-1
艺 (2+1)2 ,p=12,⋯,M-1,g=0,1,⋯,M~1备”轨 2M，

对于一个MxM的矩阵A，TA是一个MxM矩阵，它的每一列是矩阵 A的对应列的一维
DCT变换，A 的二维 DCT变换可以由 B=TAr'计算;由于T是实正交矩阵，它的逆阵等
于它的转置矩阵，因此B的二维逆 DCT变换可以由T'BT给出。

由式（13.1I）可知，原始图像f可表示为一系列函数;

(2?y 1)rm（2x+1）u管_r（x）θ（m）c0o ！占”飞，了’ 2M 2N
式中∶z=0，1，⋯，M-1，y=0，1，⋯，N-1的加权组合，这组函数就是DCT基函数。

例13.5 DCT 变换基函数。
图13.6是用图像方式显示8×8DCT基函数矩阵。水平频率从左到右依次变大，垂直

频率从上往下依次变大。

辆”郝 IO PI 舶 1R 业高一低
学翟酵夏雪昙

田同军雾影雾

成 R  8 M3 E B
二E 名 8E 83 雅 8

7.F1..

里”低一高三 ■厚常业

图13.6 DCT变换的8x8基函数

画图的 Matlab程序如下;

clc, clear, T=dctmtx(8); 号B×8 的DCT变换矩阵

colormap {gray'); 设置颜色映射矩阵
for m =1:8

for n =1:8
subplot （8，8，（m-1）*日+n）;
Y=zeros（8）;Y（如m，n）=1; 号8x8矩阵中只有一个元素为1，其余元素都为0

X= T'*Y*T; 名作造DCT 变换
fmage8c (X); $ 显示图像

axi6 8quaze 舍画图区域是方形

aXis ofE 不显示轴线和标号

end
end
在下面的例子中，计算输入图像的8×8子块的二维 DCT变换，由于图像的能量主要

集中在低频区域，在每个子块中，只利用64个DCT系数中的10个低频系数。其余都量为
0。然后用每个子块的二维 DCT逆变换重构图像，从而实现对图像的压缩，在这里使用了
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变换矩阵方法。原始图像和经压缩＿解压后的图像分别如图13.7（a）和图13.7（b）
所示°

（a） （b）

图13.7灰度图像压缩对比图

（a）原图像; （b）压缩—解压后的图像。

例13·6灰度图像压缩。

工＝土mre己d（‖c己mer己m己n°仁土f!）′ 啥c己meram己n.仁迁是M己亡1己b自带的图像文件

工＝±m2d◎ub1e（工）′ 8数据转换成d◎ub1e类型

T＝dc七m亡x（8）; 皂T为8×8的DCT变换矩阵

啥定义正DCT变换的匿名函数′这里b1◎cks亡ruct是M己亡1己b内置的结构变量

dc亡＝6（b1◎cks仁ruc七）T＊b1◎cks亡ruc七·d己七己＊T′》

B＝b1◎ckpr◎c（工′ ［88］′dct）′ 殆作正DCT变换

m己sk＝ ［11110000

11100000

11000000

10000000

00000000

00000000

00000000

00000000］′ 墙给出掩膜矩阵

堵提取低频系数

B2≡b1◎ckpr◎c（B′ ［88］′6（b1◎cks仁ruct）m己sk.＊b1◎cks仁ruc仁.d己七己）′

嗜定义DCT逆变换的匿名函数

土nvdc亡＝6（b1◎cks七ruc七）T′ ＊b1◎cks仁ruc亡·d己七a＊T;

工2＝b1◎ckpr◎c（B2′ ［88］′1nvdc亡）′ 墙作逆DCT变换

subp1◎亡（1′2′1）′1msh◎w（工） 堵显示原图像

subp1◎亡（1′2′2） ′土msh◎w（工2） 老显示变换后的图像

例13·7用DCT变换对RGB彩色图像做压缩。

c1c′c1ear

f0＝jmre己d（｜仁u7」.b∏lP!）; 堵读入图像

f1＝d◎ub1e（f0）′ 嗜数据转换成d◎ub1e类型

f◎rk＝183

g（:′ :′k）＝dc亡2（f1（:′ :′k））; 哈对R′G′B各个分量分别作离散余弦变换

end
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变换矩阵方法。原始图像和经压缩一解压后的图像分别如图 13.7（a）和图 13.7（b））
所示。

(b)(a)
图 13.7 灰度困像压缩对比图

（a）原像;（b）压埔—解压后的图像。

例 13.6 灰度图像压缩。
名 caraeraman，，它if是 Mat1ab 自带的图像文件I = iaread{'cameraman.tif');

I= im2double f); 皆数据转换成 double 类型

T= dctmtx (8); 8T为8×8的 DCT变换矩阵
号定义正 DCP变换的匿名函数，这里block_struct是Matlab 内置的结构变量
dct = 0(block_3truct}T* block_truct.data * T;

号作正DCT变换B= blockproc (I, [8 8],dct);
mask= [1 1110 00 0

1110000 0
11000000
10 000 0 0 0
0 0 00 00 0 0
0 0 00 0 0 0 0
0 0000 00 0

 给出持膜矩阵0 00 00 0 0 0];
8提取低频系数
82=blockproc(B,[8 8],0(block_struct)mask.* block_struct.data);

??义 DCT逆变换的匿名函数

invdct =e(block_struct)T'* block_etruct.data * T;
 作逆 DCP变换I2 = blockproc (B2,[8 8],invdct);
名 墨示原图像subplot （1，2，1），imghow （工）
名 显示变换后的图像subplot (1,2,2),imshow (I2)

例13.7 用 DCT变换对 RGB彩色图像做压缩。

clc, clear
号读入图像f0 = inread{'tu7_1.bmp');

f1=double (f0); 告数据转换成 double类型

for k=1:3
目（∶，k）=dct2{E1（t，∶，k））; 名对R，G，B各个分量分别作离散余弦变换

end
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g（己bs（g）＜0·1）＝0; 老把DCT系数小于0.1的变成0

f◎rk≡1:3

f2（:′ :′k）＝1dc亡2（g（:′ : ′k））′ 墙作DCT逆变换

end

f2＝u土n仁8（f2）′ 堵把数据转换成u土n℃8格式

1mwr让e（f2′｜七u72.b∏p｜）′ 培把f2保存成bInp文件

subp1◎t（1′2′1）′jmsh◎w（f0）

subp1○七（1′2′2）′土msh◎w（f2）

对于通常的图像来说’大多数的DCT系数的值非常接近于0’如果舍弃这些接近于

0的值’则在重构图像时并不会带来图像画面质量的显著下降。所以利用DCT进行图像

压缩可以节约大量的存储空间。图13.8给出了—幅原始图像和经压缩＿解压后的图像。

（a） （b）

图13。8彩色图像压缩对比图

（a〉原始图像; （b）压缩＿解压后的图像·

13.3·3图像保真度禾0质量

在图像压缩中为增加压缩率有时会放弃—些图像细节或其他不太重要的内容°在这

种情况下常常需要有对信息损失的测度以描述解码图像相对于原始图像的偏离程度,这

些测度-般称为保真度（逼真度）准则。常用的保真度准则可分为以下两大类°
1.客观保真度准则

当所损失的信息量可用编码输人图与解码输出图的函数表示时’可以说它是基于客

观保真度准则的。最常用的-个准则是输人图和输出图之间的均方根误差。令J（“’y）

代表输人图’／（鳃’y）代表对／（匆,γ）先压缩后解压得到的／（勿’γ）的近似’对任意匆和γ,

／（z’γ）和／（鳃’y）之间的误差定义为

e（卯’γ）＝厂（则’γ）≡／（卿,γ）,

如两幅图尺寸均为M×Ⅳ’则它们之间的总误差为
″＝l″＝l

∑∑｜厂（鳃’γ）ˉ／（匆’y） ｜ ’
勿＝0〕′＝0

／（z’y〉和／（卯’γ）之间的均方根误差em·为

.…≡｛赤熊［厂（露』′）ˉ∧腮,川｜乏 （13. 12）
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号把 DCT系数小于0.1的变成0g (abs (g)<0.1)=0:
for k=1:3

f2（∶，;，k）=idct2（g{∶∶k）};名作 DCT逆变换
end
f2zuintB(f2): 把数据转换成 uint8格式

把 f2保存成bmp 文件Lmwrite(f2,'cu7_2.bmp');

subplot(1,2,1),imshow (f0)
Bubplot (1,2,2),imshow(f2)
对于通常的图像来说，大多数的 DCT系数的值非常接近于0，如果舍弃这些接近于

0的值，则在重构图像时并不会带来图像画面质量的显著下降。所以利用 DCT进行图像
压缩可以节约大量的存储空间。图13.8给出了一幅原始图像和经压缩—解压后的图像。

)(a)
图13.8 彩色图像压端对比图

（a）原始图像;（b》压墙—解压后的图像。

13.3.3 图像保真度和质量

在图像压缩中为增加压缩率有时会放弃一些图像细节或其他不太重要的内容。在这
种情况下常常需要有对信息损失的测度以描述解码图像相对于原始图像的偏离程度，这

些测度一般称为保真度（逼真度）准则。常用的保真度准则可分为以下两大类。
1.客观保真度准则

当所损失的信息量可用编码输入图与解码输出图的函数表示时，可以说它是基于客
观保真度准则的。最常用的一个准则是输入图和输出图之间的均方根误差。令f（x，y）

代表输入图，f（（*，，y）代表对f（x，y）先压缩后解压得到的f（x，y）的近似，对任意x和y，
fx，y）和f（x，y）之间的误差定义为

e(x,y)=f(x,r)-f(x,),
如两幅图尺寸均为 MxN，则它们之间的总误差为

岁，i（x，）-x，）l。
f（x，y）和/（x，"）之间的均方根误差e 为

品黑嚣tm-人me= (13.12)
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另＿个客观保真度准则是均方信噪比（SignalˉtoˉNoiseRatio’SNR）。如果将／（卯’γ）
看作原始图／（则’γ）和噪声信号e（绷,y）的和’那么输出图的均方根信噪比为

毗,≡√嚣瓦刀嚣了丽了≡万二刀 （川】
实际使用中常将SNR归＿化并用分贝（dB）表示’令

’）γ’卯∧
旧
∑
例

佃
∑
到

＿
州

］
ˉ
＿

ˉ
／

则有

″＝1Ⅳ＝l

｝窒 ＝厂三γ ｜SNR＝10ln

勿＝0y＝0

（13. l4）

如果令贞mx＝max｛∧匆’y）’“＝0’1’…’″ˉ1;γ＝0’1’…’Ⅳ-1｝ ’则可得到峰值信噪比

瓜＂

｜孺「川…γ ｛B1●PSNR＝10ln

均方根误差ems越小’峰值信噪比PSNR越大,处理的图像质量越好°

2.主观保真度准则

尽管客观保真度准则提供了＿种简单和方便的评估信息损失的方法’但很多图像是

供人看的°在这种情况下’用主观的方法来测量图像的质量常更为合适。-种常用的方

法是对一组（常超过20个）精心挑选的观察者展示＿幅典型的图像并将他们对该图的评

价综合平均起来以得到一个统计的质量评价结果。

评价也可通过将／（匆’γ）和／（绷’γ）比较并按照某种相对的尺度进行。如果观察者将

／（匆’y）和／（嘶,y）逐个进行对比’则可以得到相对的质量分。例如’可用｛-3’＿2’ˉ1’0’1’

2’3｝代表主观评价｛很差’较差’稍差’相同’稍好’较好,很好｝°

主观保真度准则使用起来比较困难。

13.4数字图像的水印防伪

随着数字技术的发展’Intemet应用日益广泛’数字媒体因其数字特征极易被复制、篡

改、非法传播以及蓄意攻击’其版权保护已曰益弓｜起人们的关注°因此’研究新形势下行

之有效的版权保护和认证技术具有深远的理论意义和广泛的应用价值。

数字水印技术,是指在数字化的数据内容中嵌人不明显的记号,从而达到版权保护或

认证的目的。被嵌人的记号通常是不可见或不可察觉的’但是通过＿些计算操作可以被

检测或被提取。因此’数字图像的内嵌水印必须具有下列特点:

（1）透明性:水印后图像不能有视觉质量的下降,与原始图像对比,很难发现二者的差别。

（2）鲁棒性:加人图像中的水印必须能够承受施加于图像的变换操作（如加人噪声｀

滤波、有损压缩、重采样｀D／A或A／D转换等）’不会因变换处理而丢失’水印信息经检验
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另一个客观保真度准则是均方信噪比（Signal-to-Noise Ratio，SNR）。如果将f（x，y）
看作原始图fx，y）和噪声信号e<x，y）的和，那么输出图的均方根信噪比为

心叫义叫图剑自“ Z[i(x,)-f(x,)]'. (13.13)
实际使用中常将 SNR 归一化并用分贝（dB）表示，令

1等 >f(x,y),◇,芪义代出白

则有

U(,)-J力一

SNR = 10lm. (13.14)
2titx,)-fx,)!"

如果令m=max|fx，y），x=0，1，⋯，M-1;r=0，1，⋯，N-1，则可得到峰值信噪比
fa

？阜 (13.15)Et(x,)-/x,)1 JN-]

均方根误差e 越小，峰值信噪比 PSNR 越大，处理的图像质量越好。

2. 主观保真度准则
尽管客观保真度准则提供了一种简单和方便的评估信息损失的方法，但很多图像是

供人看的。在这种情况下，用主观的方法来测量图像的质量常更为合适。一种常用的方

法是对一组（常超过 20个）精心挑选的观察者展示一幅典型的图像并将他们对该图的评
价综合平均起来以得到一个统计的质量评价结果。

评价也可通过将f（z，y）和f（z，y）比较并按照某种相对的尺度进行。如果观察者将

f（x，y）和代x，y）逐个进行对比，则可以得到相对的质量分。例如，可用{-3，-2，-1，0，1，
2，3}代表主观评价|很差，较差，稍差，相同，稍好，较好，很好}。

主观保真度准则使用起来比较困难。

13.4 数字图像的水印防伪

随着数字技术的发展，Intermet 应用日益广泛，数字媒体因其数字特征极易被复制，篡
改、非法传播以及蓄意攻击，其版权保护已日益引起人们的关注。因此，研究新形势下行
之有效的版权保护和认证技术具有深远的理论意义和广泛的应用价值。

数字水印技术，是指在数字化的数据内容中嵌入不明显的记号，从而达到版权保护或
认证的目的。被嵌人的记号通常是不可见或不可寨觉的.但是通过一些计算操作可以被

检测或被提取。因此，数字图像的内嵌水印必须具有下列特点∶

（1）透明性;水印后图像不能有视觉质量的下降，与原始图像对比，很难发现二者的差别。
（2）鲁棒性∶加入图像中的水印必须能够承受施加于图像的变换操作（如加入噪声、

滤波、有损压缩、重采样、D/A或A/D转换等），不会因变换处理而丢失，水印信息经检验
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提取后应清晰可辨。

（3）安全性:数字水印应能抵抗各种蓄意的攻击’必须能够唯＿地标志原始图像的相

关信息’任何第三方都不能伪造他人的水印图像。

在过去的十多年里’数字水印技术的研究取得了诸多成就°而针对图像水印技术的

研究’主要体现在空间域和频率域两个层面上’所谓空间域水印,就是将水印信息嵌人到

载体图像的空间域特性上’如图像像素的最低有效位。而频率域水印技术’又称为变换域

水印技术’是将水印信息嵌人到载体图像的变换域系数等特征上’如在图像的DFT｀DCT

或小波变换系数上嵌人水印信息°

13.4.1墓于矩阵奇异值分解的数字水印算法

1.矩阵的奇异值分解（SⅦ）与图像矩阵的能量

矩阵的奇异值分解变换是＿种正交变换,它可以将矩阵对角化。我们知道任何—个

矩阵都有它的奇异值分解;对于奇异值分解可用下面的定理来描述。

定理13.1设A是一个秩为厂的m×n矩阵,则存在正交矩阵U和V,使得

Ⅶ≡［亏‖］, （B1‘）
式中:∑＝diag｛◎｜’◎2’…’α｝ ’这里◎l≥◎2≥…≥α＞0’◎↑’◎;’…’O;是矩阵ATA对应的
正特征值°称

△≡U［;‖］沪 （13. 17）

为A的奇异值分解’α（t＝l’2’…’r）称为A的奇异值°

矩阵A的F（Frobenius）范数定义为
m ′‖

｜｜A｜｜ ;二tr（ATA）＝∑∑α;’ （13. 18）
t＝l j＝l

由于

』茧（A霄A）≡h（V［『｛｜枷｜亏!｜7）ˉ恤（V｜亏｛｜沪）≡三°;｀
所以

‖A｜｜ ;＝∑°′. （13.19）
‘＝1

式（13.19）表明矩阵F范数的平方等于矩阵的所有奇异值的平方和。对于一幅图像’通
常用图像矩阵的F范数来衡量图像的能量,所以图像的主要能量集中在矩阵那些数值较

大的奇异值上°

例13。8图像的奇异值分解。

为了说明一幅图像矩阵的奇异值与图像能量的对应关系,我们以图片Lena为例

（图13·9（a））’对图像矩阵进行奇异值分解’得到其奇异值的分布如图13. 10所示°

可以看出’矩阵的最大奇异值和最小奇异值相差很大。最大的奇异值为30908,而最

小的为0.0028’接近于0。在所有的256个奇异值中,如果只保留其中最大的20个’得到

的压缩图片如图13。9（b）所示,在质量上它虽然与原图片有-定差异’但是基本上能反映
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提取后应清晰可辨。

（3）安全性∶数字水印应能抵抗各种蕾意的攻击，必须能够唯一地标志原始图像的相
关信息，任何第三方都不能伪造他人的水印图像。

在过去的十多年里，数字水印技术的研究取得了诸多成就。而针对图像水印技术的
研究.主要体现在空间域和频率域两个层面上，所谓空间城水印，就是将水印信息嵌入到

戴体图像的空间域特性上，如图像像素的最低有效位。而频率域水印技术，又称为变换域
水印技术.是将水印信息嵌入到载体图像的变换域系数等特征上，如在图像的 DFT 、DGT

或小波变换系数上嵌入水印信息。

13.4.1 基于矩阵奇异值分解的数字水印算法

1.矩阵的奇异值分解（SVD）与图像矩阵的能量
矩阵的奇异值分解变换是一种正交变换，它可以将矩阵对角化。我们知道任何一个

矩阵都有它的奇异值分解，对于奇异值分解可用下面的定理来描述。

定理 13.1 设A是一个秩为r的m× 矩阵，则存在正交矩阵U和V，，使得

7/Aa-6 s]. (13.16)

式中∶≥=diag【σ1，σ，⋯，σ，}，这里σ≥σ2≥⋯≥a，>0，01，02，⋯，0;是矩阵A'A对应的
正特征值。称

Ar7 8 (13.17)
为A的奇异值分解，σ;（i=1，2，⋯，r）称为A的奇异值。

矩阵A的F（Frobenius）范数定义为

体”史巳”的汹玉。 (13.18)
由于

nt4A）=r（vl8 0svt8 0j*）=x（v【E 80jy）-三点ori.
所以

IAI=总 (13.19)
式（13.19）表明矩阵F范数的平方等于矩阵的所有奇异值的平方和。对于一幅图像，通
常用图像矩阵的F 范数来衡量图像的能量，所以图像的主要能量集中在矩阵那些数值较
大的奇异值上。

例13.8 图像的奇异值分解。
为了说明一幅图像矩阵的奇异值与图像能量的对应关系，我们以图片 Lenua 为例

（图I3.9（a）），对图像矩阵进行奇异值分解，得到其奇异值的分布如图13.10所示。
可以看出，矩阵的最大奇异值和最小奇异值相差很大。最大的奇异值为30908，而最

小的为0.0028.接近于0。在所有的256个奇异值中.如果只保留其中最大的20个，得到
的压缩图片如图 13.9<b）所示，在质量上它虽然与原图片有一定差异，但是基本上能反映
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（a） （b）

图13.9奇异值压缩图像对比图

（a）原Lena图像; （b）只保留20个奇异值的Lena图像°
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图13. 10 Lena图像的奇异值分布情况

其真实面貌和特性’损失掉的这部分能量或信息都集中在那些被忽略的较小的奇异值

当中°

计算的Matlab程序如下:

f＝土mre己d（｜Len己.bmp!）′

f＝d◎ub1e（f）′ 哈u土n七8类型数据无法作奇异值分解′必须转换成d◎ub1e类型

［u′s′v］＝svd（f）′ 哈进行奇异值分解′这里s为对角矩阵

s＝dj己g（s）′ 嗜提出对角矩阵的对角线元素′得到一个向量

sm己x二max（s） ′sm1n≡mjn（s） 啥求最大奇异值和最小奇异值

s1＝s′s1（21:end）二0′ 老只保留前20个大的奇异值′其他奇异值置0

s1＝d土己g（s1）′ 嗜把向量变成对角矩阵

g＝u＊s1＊v｜; 老计算压缩以后的图像矩阵

g≡u土n亡8（g）′ 嗜必须转换成原数据类′即转换成u1n仁8格式

1Inwr让e（g′｜Len己2.hmp｜） 啥把压缩后的图像矩阵保存成加p文件

subp1◎t（1′2′1） ′ jmsh◎w（｜Len己。bInp｜） 哈显示原图像

subp1◎亡（1′2′2）′ jmsh◎w（g） 老显示压缩后的图像

f土gure′p1◎仁（s′｜ . ｜ ′℃◎1◎r!′‖k′） 老画出奇异值对应的点

由于在实际应用中’图像总是带有一定噪声的,也就是说待分解的图像矩阵一般都是

扰动的’因此了解噪声对矩阵奇异值的影响具有重要意义°Weyl在1912年给出了受噪
声扰动的矩阵奇异值与未受噪声扰动的奇异值之差的一个上界’它充分证明了矩阵奇异
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0)(a)
图 13.9 奇异值压缩图像对比图

（a）原Lann图像;（b>只保留 20个奇异值的 Lens 图像。
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图13.10 Lena 图像的奇异值分布情况

其真实面貌和特性，损失掉的这部分能量或信息都集中在那些被忽略的较小的奇异值

当中。
计算的 Matlab 程序如下∶

E=imread《'Lena. bmp');

E =double(f) 名uint8类型数据无法作青异值分解，必须转换成 double类型

tu,v]=sva(f); 进行奇异值分解，这里 s为对角矩阵

=dag(); 名摸出对角矩阵的对角线元素，得到一个向量

smax=max（s），smin=min （8）名求景大奇异值和最小衡异值
Bl=8;B1（21;end）=0;$只保留前20个大的奇异值，其他奇鼻值置0
s1 *dhag (81); 名把向量变成对角矩阵

g=u*81*V'; 计算压缩以后的图像短阵
名必须转换成原敷据类，即转换成 uintB格式g=证AnE （g）∶

1mowrlte （g，'Lena2.bmp'） 舍把压缩后的图像矩阵保存属 hamp 文件
8显示原图像subplot(1,2,1),imshow('Lena.brp')
8 显示压绩后的图傲subplot [1,2.2),imshou (g)
画出奇异值对应的点figure, ploE(s,'.','Color','k')

由于在实际应用中、图像总是带有一定噪声的.也就是说待分解的图像矩阵一般都是

扰动的，因此了解嗓声对矩阵奇异值的影响具有重要意义。Weyl 在 1912年给出了受噪
声扰动的矩阵奇异值与未受噪声扰动的奇异值之差的一个上界，它充分证明了矩阵奇异

399



值分解的稳定性°这个性质可用如下定理来描述°

定理13·2（Weyl定理） 设A为一个大小为加×∏的矩阵’B＝A＋6,6是矩阵A的一

个扰动’假设矩阵A、B的奇异值分别为◎｝l）＞◎』｜）＞…＞°〉l）和α｛2）＞αl2）＞…＞o｝2） ’o＊是

矩阵6的最大奇异值’则有｜°｛l）ˉO｛2） ｜＜｜｜6｜｜ 2＝O＊ ’其中｜｜ . ｜｜ 2表示2ˉ范数。

由Weyl定理可知’当图像被施加小的扰动时图像矩阵的奇异值的变化不会超过扰动

矩阵的最大奇异值’因此基于矩阵奇异值分解的数字水印算法具有很好的稳定性’能够有

效地抵御噪声对水印信息的干扰°

由上述矩阵奇异值分解的性质可知’图像矩阵奇异值分解的稳定性非常好。当图像

加人小的扰动时’其矩阵奇异值的变换不超过扰动矩阵的最大奇异值°基于矩阵奇异值

分解的数字水印算法正是将想要嵌人的水印信息嵌人到图像矩阵的奇异值中’如果在嵌

人水印的过程中选择-个嵌人强度因子来控制水印信息嵌人的程度’那么当嵌人强度因

子足够小时,图像在视觉上不会产生明显的变化。

2·水印嵌入

设＿幅图像对应的矩阵A大小为″×Ⅳ,需要嵌人的水印对应的矩阵W大小为m×门,

自然地有″＞加,Ⅳ＞n。在矩阵A的左上角取一个大小为m×n的子块A0。

首先对A0进行奇异值分解’得到A0＝UlSlw’其中Sl是A0的奇异值矩阵°我们的

目标就是将水印W嵌人到矩阵Sl中,在这里定义～个描述水印嵌人过程的参数α’称为

嵌人强度因子,则水印嵌人的过程表示为Al＝Sl＋αW。

可以看出’矩阵Al包含了所有的水印信息’水印信息的能量反映在A』的奇异值当

中。对A｜进行奇异值分解’得到Al＝U2S2V!’则S2反映了嵌人水印的图像的全部信息,

由此得到子块A0嵌人水印后的图像子块A2＝UlS2W’这样就完成了水印的嵌人。
上述水印嵌人算法的基本过程可以表示为

A0＝UlSlW’ （13.20）

A1＝S1＋αW, （13.21）

Al＝U2S2V!’ （13.22）

A2＝UlS2W. （13.23）

在上面的公式中’矩阵Ul ,U2’V』 ’V2都是正交矩阵。对＿个矩阵进行正交变换后它的奇

异值保持不变’因此矩阵A2与Al有相同的奇异值°设α（A0）为矩阵A0的第‘个奇异
值’i＝1,2’…,厂’通过Weyl定理可得原图像矩阵子块和嵌人水印后图像矩阵子块的奇异
值之间的如下关系:

｜α（A0）ˉα（A2） ｜＝｜α（sl）ˉα（A!） ｜＝｜α（Sl）—α（sl＋αW） ｜

≤｜｜S!ˉ（Sl＋αW） ‖2＝｜｜αW｜｜ 2＝α｜｜W｜｜ 2.

嵌人强度因子α的含义在上式中一目了然’它衡量了水印对原图像的扰动情况°在

水印嵌人时’选择合适的嵌人强度因子是十分重要的。小的嵌人强度因子有利于水印的

透明性’但嵌人的水印信息容易受到外界噪声的干扰’如果噪声强度足够大’则可能使水

印信息被噪声淹没而完全丢失’导致提取水印时无法得到水印的全部信息°大的嵌人强

度因子有利于增强算法的鲁棒性’即使在噪声较强的情况下水印信息也不会受到很大的

影响’但是过大的嵌人强度因子可能对原矩阵的奇异值产生较大的影响’有可能破坏水印
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值分解的稳定性。这个性质可用如下定理来描述。
定理 13.2（Weyl定理） 设A为一个大小为m×n 的矩阵，B=A+8，δ是矩阵A的一

个扰动，假设矩阵A、B的奇异值分别为σ{1）>σ{>⋯>σ（1）和o{）>d{）>⋯>σ?），σ'是
矩阵δ的最大奇异值，则有|σ{'-σ42）1<δⅡz=σ'，其中Ⅱ·Ⅱ2表示2-范数。

由 Weyl定理可知，当图像被施加小的扰动时图像矩阵的奇异值的变化不会超过扰动

矩阵的最大奇异值，因此基于矩阵奇异值分解的数字水印算法具有很好的稳定性，能够有
效地抵御噪声对水印信息的干扰。

由上述矩阵奇异值分解的性质可知，图像矩阵奇异值分解的稳定性非常好。当图像

加入小的扰动时、其矩阵奇异值的变换不超过扰动矩阵的最大奇异值。基于矩阵奇异值

分解的数字水印算法正是将想要嵌人的水印信息嵌入到图像矩阵的奇异值中，如果在嵌

入水印的过程中选择一个嵌入强度因子来控制水印信息嵌入的程度，那么当嵌入强度因

子足够小时，图像在视觉上不会产生明显的变化。
2.水印嵌入
设一幅图像对应的矩阵A大小为 MxN，需要嵌入的水印对应的矩阵 W大小为m×n，

自然地有 M>m，N>n。在矩阵A的左上角取一个大小为mxn 的子块A。。
首先对A。进行奇异值分解，得到A=U，S，V，其中S，是A。 的奇异值矩阵。我们的

目标就是将水印 W嵌人到矩阵S，中，在这里定义一个描述水印嵌入过程的参数a，称为

嵌入强度因子，则水印嵌入的过程表示为A，=S+aW。
可以看出，矩阵A，包含了所有的水印信息，水印信息的能量反映在A，的奇异值当

中。对A，进行奇异值分解，得到A，=U，S，V，则S，反映了嵌入水印的图像的全部信息，

由此得到子块A。嵌人水印后的图像子块A2=U，S，VJ，这样就完成了水印的嵌入。
上述水印嵌人算法的基本过程可以表示为

心矽这。 (13.20)
A=S +aW, (13.21)
A,=U,S,V, (13.22)
A,2=US,V1. (13.23)

在上面的公式中，矩阵U，，U，，V，V。，都是正交矩阵。对一个矩阵进行正交变换后它的奇
异值保持不变，因此矩阵A，与A 有相同的奇异值。设σ;（A。）为矩阵A。的第i个奇异
值，i=1，2，⋯，7，通过Weyl定理可得原图像矩阵子块和嵌人水印后图像矩阵子块的奇异
值之间的如下关系∶

lσ;（A。）-σ（A2）l|= |σ（S1）-σ，A，）l= |σ，（S，）-σ（S，+aW>|
≤JS,-<S+aW)Ⅱ2=  aWⅡ2=a|WⅡz

嵌人强度因子a的含义在上式中一目了然，它衡量了水印对原图像的扰动情况。在
水印嵌入时，选择合适的嵌入强度因子是十分重要的。小的嵌入强度因子有利于水印的

透明性，但嵌人的水印信息容易受到外界噪声的干扰，如果噪声强度足够大，则可能使水
印信息被噪声淹没而完全丢失，导致提取水印时无法得到水印的全部信息。大的嵌人强
度因子有利于增强算法的鲁棒性，即使在嗓声较强的情况下水印信息也不会受到很大的

影响，但是过大的嵌入强度因子可能对原矩阵的奇异值产生较大的影响，有可能破坏水印
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的透明性’影响图像的质量°因此,在水印嵌人时要选择适当的嵌人强度因子使得水印图

像的不可觉察性与鲁棒性达到最佳°

3·水印提取

水印提取是上述水印嵌人过程的逆过程。在水印提取时’假设得到的是受扰动的图

像矩阵Aj’首先对Aj进行奇异值分解’有

Aj＝U3SiV!’ （13.24）

由此得到包含有全部水印信息的奇异值矩阵S1’然后利用水印嵌人时的矩阵U2,V2’
得到

Af＝U2SjV!’ （13.25）

由上述水印嵌人的算法,得

W＊＝ˉL（A『ˉSl）. （13.26）
α

这样就得到了水印的信息W＊ ’其中α为水印嵌人时所用的嵌人强度因子’Sl为原图像

A0的奇异值矩阵。

例13.9水印嵌人与提取°

以图13.11（a）中图像作为载体图像,图13. 11（b）中图像作为水印图像’选择嵌人强

度因子为α＝0.05’由于我们选取的是彩色图片’计算时分别对R、G、B层做奇异值分解°

嵌人水印后的图像如图13. 11（c）所示。

吞■吕

（a） （b） （c）

图13.11原图像与嵌入水印的对比图像

（a）载体图像; （b）水印图像; （c）嵌人水印后的图像·

比较图13. 11（a）和图13. 11（c）可知’在嵌人强度因子较小时对图像的扰动很少’图

像没有明显的变化。

为了考察算法的稳定性’将得到的嵌人了水印的图像弓｜人＿定的高斯噪声后再提出

水印’并对提出的水印图像进行中值滤波°被噪声污染的嵌人水印图像如图13.12（a）所

示’提取的水印图像如图13.12（b）所示,可以看出’此时较小的扰动并没有导致水印信息

的丢失’所以这种基于奇异值分解的数字水印算法确实具有较强的鲁棒性°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

A≡土Inre己d（｜仁u9」.hmp｜）′ 哈读入载体文件

W＝土mre己d（｜仁u92.bmp!）′ 啥读入水印文件

［m1′m2′m3］＝s土ze（W）′ 哈给出矩阵W的维数

A0≡A（［1:m1］′［1:m2］′ :）; 堵在矩阵A的左上角选取与W同样大小的子块
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的透明性，影响图像的质量。因此，在水印嵌入时要选择适当的嵌入强度因子使得水印图
像的不可觉察性与鲁棒性达到最佳。

3.水印提取
水印提取是上述水印嵌入过程的逆过程。在水印提取时，假设得到的是受扰动的图

像矩阵 A2，首先对A2进行奇异值分解，有
A.=US2V;, (13.24)

由此得到包含有全部水印信息的奇异值矩阵 S2，然后利用水印嵌人时的矩阵 U2，V，，
得到

A =U/SV, (13.25)
由上述水印嵌人的算法，得

w·-□(4;-5. (13.26)
这样就得到了水印的信息 W"，其中a为水印嵌入时所用的嵌入强度因子，S，为原图像
A。的奇异值矩阵。

例13.9 水印嵌人与提取。
以图13.11（a）中图像作为载体图像，图13.11（b）中图像作为水印图像，选择嵌入强

度因子为α=0.05，由于我们选取的是彩色图片，计算时分别对R、G、B层做奇异值分解。
嵌入水印后的图像如图13.11（c）所示。

4 

() b) 含
图13.11 原图像与嵌入水印的对比图像

（a）载体图像;（b）水印图像;（c）嵌人水印后的图像。

比较图13.11《a）和图13.11（c）可知，在嵌人强度因子较小时对图像的扰动很少，图
像没有明显的变化。

为了考察算法的稳定性，将得到的嵌入了水印的图像引入一定的高斯噪声后再提出
水印，并对提出的永印图像进行中值滤波。被嗓声污染的嵌入水印图像如图13.12（a）所
示，提取的水印图像如图13.12（b）所示，可以看出，此时较小的扰动并没有导致水印信息
的丢失，所以这种基于奇异值分解的数字水印算法确实具有较强的鲁棒性。

计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear, close a1l
8读入载体文件A=imread ('tu9_1.bmp');
号读入水印文件W=imread ('tu9_2,bmp');

舍 给出矩降可的维数[m,,m2,m3] =8ize(W};
号在矩阵A的左上角选取与W同样大小的子块AO=A[1:m1],[ :rm2],s);
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（a） （b）

图13.12 引入高斯嗓声的水印提出

（a）弓｜人高斯噪声的合成图像; （b）弓｜人高斯噪声后提取的水印。

A0＝d◎uh1e（A0）′W＝d◎ub1e（W）′ 老进行数据类型转换

己＝0°05′ 洁嵌入强度因子为0.05

f◎r1＝1:3

［U1｛土｝′S1｛土｝′Ⅵ｛1｝］＝svd（A0（:′:′j））;老对载体R、G、B层分别进行奇异值分解

A1（: ′ :′j）≡S1｛j｝＋己＊W（:′ :′土）′ 堵计算A1矩阵

［U2｛土｝′S2｛土｝′V2｛土｝］＝svd（A1（:′ :′j））′ 啥对A1的各层进行奇异值分解

A2（:′ :′土）＝U1｛1｝＊S2｛1｝＊Ⅵ｛土｝｜′ 老计算A2矩阵
end

HW＝A′ 哈整体水印合成图片初始化

AW（［1:m1］′ ［1:m2］ ′ :）＝A2; 嗜左上角替换成水印合成子块′水印嵌入完成

AW＝u土n七8（AW）′W＝u土n亡8（W）′ 老变换回原来的数据类型

subP1◎亡（1′3′1）′土msh◎w（A） 8显示载体图片

subP1◎亡（1′3′2） ′土msh◎w（W） 嗜显示水印图片

subp1o亡（1′3′3）′土msh◎w（AW） 哈显示嵌入水印的合成图片

老以下是水印的提出

AWs七己r＝土∏ln◎土se（AW′｜g己uss土an｜′0′0·01）′ 嗜加入高斯噪声

A2s亡己r＝AWs℃己r（［1:m1］′ ［1:m2］′ :）′ 啥提出子块

A2s七己r＝d◎uh1e（A2s七己r）; 老进行数据类型转换

f○r1＝1:3

［U3｛土｝′S2s仁己r｛土｝′V3｛j｝］＝svd（A2s亡己r（:′ :′1））′ 哈奇异值分解

A1s亡ar（:′ :′1）＝U2｛1｝＊S2s仁ar｛1｝＊V2｛土｝｜′ 堵计算A1＊

Ws亡己r（:′ :′土）二（A1s亡己r（:′ :′j）ˉS1｛土｝）／己′ 老计算W＊

end

f◎r土＝1:3

Ws亡己r（:′ :′土）≡med且1亡2（Ws亡己r（:′ :′1））; 墙对提取水印的R、G、B层进行中值）
end

Ws仁己r＝u土n仁8（Ws亡己r）′ 殆进行类型转换

且gure′subp1◎亡（1′2′1）′土msh◎w（AWs仁己r） 老显示被噪声污染的合成图片

subp1◎亡（1′2′2）′土msh◎w（Ws℃己r） 老显示提出的水印图片

墙对提取水印的R、G、B层进行中值滤波

13。4·2墓于DCT变换的水印算法

在图像的DCT系数上嵌人水印信息具有诸多优势’首先’DCT变换是实数域变换’对
实系数的处理更加方便’且不会使相位信息发生改变。第二’DCT变换是有损图像压缩
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句(a)
图13.12 引入高斯噪声的水印提出

（a）引人高斯噪声的合成图像;（b）引入高斯燥声后提取的水印。

A0 =double (A0);W=double (W); 8进行数据类型转换

a=0.05; 嵌入强度因子为0.05

for 1=1:3
【U【1J，S1{}，V1行}】=gvd（A0生，i））;$对载体R，G、B层分别进行奇异值分解

Al（∶，∶，1）=81（1）+a*W（∶!，1）; $计算A.矩阵
【02【i，82{i），V2{）】=svdtA1（∶，，i））;对A，的各层进行奇异值分解

A2（;，∶，i）=UL{i}*S2【i】*V1【i};告计算A.矩阵

end
AW=A; 整体永印合成图片初始化

号左上角警换成水印合成子块，水印嵌入宪成AW([1:m2],[1:m2].:)=A2;

AW=uintB(AW);W=uint8 (W); ?换回原来的戴据类型

subplot(1,3,1),imshow (A) 影显示载体图片
subplot (1,3,2),imshow (W) 显示水印图片

号墨示嵌入水印的合成围片subplot (,3,3),imshow{AR)

舍 以下是水印的提出
AWstar=imnoi&e(,'gaussian',0,0.01); ·加入高斯噪声

A2etar=AWacar(〔:ml],[[1:m2],s); 8提出子块
A2star=double (A2star); 8进行数据类型转换

for 1=1:3
【O3{}，82gtar（i），V3{i】=gvd （A28tar（;，;，i）1;脊异值分解
Alstar{∶，，i）=U2（i}*S2Btar（i】*V2{i）';舍计算A，*
Wetar（∶t，1）={ALstar（∶，∶，i）-S1【i））/a; 告计算W*

end
tor i=1:3

Wgtar（;i，1）=medfilt2例etar（;;，i））;8对提取水印的R、G、B层进行中值滤波
end

进行类型转换W总tar=uintB （Wst&r）;

figure,subplot (1,2,1),imshow(AWstar) 号是示被噪声污染的合成图片
aubplot (1,2,2),imghow {Wstar} 8显示提出的水印图片

13.4.2 基于DCT变换的水印算法

在图像的 DCT系数上嵌人水印信息具有诸多优势，首先，DCT 变换是实数域变换，对
实系数的处理更加方使，且不会使相位信息发生改变。第二，DCT 变换是有损图像压缩
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JPEG的核心’基于DCT变换的图像水印将兼容JPEG图像压缩。最后’图像的频域系数

反映了能量分布’DCT变换后图像能量集中在图像的低频部分’即DCT图像中不为0的

系数大部分集中在-起（左上角）’因此编码效率很高’将水印信息嵌人图像的中频系数

上具有较好的鲁棒性°

1·水印嵌入算法

水印嵌人算法是通过调整载体图像子块的中频DCT系数的大小来实现对水印信息

的编码嵌人。算法描述如下:

（1）读取原始载体图像A’对A进行8×8分块,并对每块图像进行DCT变换。

（2）在8×8的子块中’中频系数的掩模矩阵取为
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每个子块的中频系数总共有11个位置°每个子块的中频位置可以嵌人11个像素点的亮

度值’对应地’将水印图像按照11个像素点—组进行分块,水印图像的最后＿个分块如果
不足11个像素点’则通过把亮度值置0进行扩充°
对载体图像DCT系数进行修改’有

g!＝g‘＋叭’j＝1’2’…,11’ （13.27）

式中:gd为载体图像中频系数的DCT值;g｝为变换后的DCT值;α为水印嵌人的强度’这
里取α＝0.05i／!为对应位置的水印图像的灰度值（或亮度值）°

（3）对修改后的DCT矩阵进行DCT逆变换’得到嵌人了水印的合成图像°
2.水印提取算法

水印提取是水印嵌人的逆过程’具体算法描述如下:

（1）计算合成图像和原始载体图像的差图像△A。

（2）对差图像△A进行8×8分块’并对每个小块作DCT变换。
（3）从DCT小块中提取可能的水印序列

贞＝（g｛ˉˉg‘）／α’j＝1’2’…,11.

（4）用下列函数计算可能的水印W和原嵌人水印W＊的相关性:

◎（W. ,W）≡∑Ⅷ／√三万, （旧2:）
L＝l

t＝0

式中叭和狞分别为图像W和W＊的灰度值（或亮度值）;L为像素点的个数°
根据相似性的值就可以判断图像中是否含有水印’从而达到版权保护的目的°判定

准则为’事先设定-个阔值T’若C（W＊ ’W）＞T,则可以判定被测图像中含有水印’否则没
有水印。在选择阔值时’既要考虑误检也要考虑虚警°

例13·10基于DCT变换的水印嵌人和提取。
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JPEC 的核心，基于 DCT变换的图像水印将兼容 JPEG 图像压缩。最后，图像的频域系数
反映了能量分布，DCT变换后图像能量集中在图像的低频部分，即 DCT图像中不为0的

系数大部分集中在一起（左上角），因此编码效率很高.将水印信息嵌人图像的中频系数

上具有较好的鲁棒性。
I。水印嵌入算法
水印嵌入算法是通过调整载体图像子块的中频 DCT系数的大小来实现对水印信息

的编码嵌人。算法描述如下∶
（1）读取原始载体图像A，对A.进行8×8分块，并对每块图像进行 DCT变换。
（2）在8x8的子块中，中频系数的掩模矩阵取为

0 0

0 1 1 (

的 1 0

0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0i

每个子块的中频系数总共有11个位置。每个子块的中频位置可以嵌入11个像素点的亮
度值，对应地，将水印图像按服11个像素点一组进行分块，水印图像的最后一个分块如果
不足11个像素点，则通过把亮度值置0进行扩充。

对载体图像 DCT系数进行修改，有
(13.27)g{=g;+ufi,i=1,2,⋯,11,

式中∶g;为载体图像中频系数的 DCT值;8;为变换后的 DCT 值;α为水印嵌入的强度，这
里取α=0.05;f，为对应位置的水印图像的灰度值（或亮度值）。

（3）对修改后的 DCT矩阵进行 DCT逆变换，得到嵌人了水印的合成图像。
2.水印提取算法
水印提取是水印嵌人的逆过程，具体算法描述如下∶
（1）计算合成图像和原始载体图像的差图像 AA。
（2）对差图像 △A 进行8x8分块，并对每个小块作 DCT变换。
（3）从 DCT小块中提取可能的水印序列

f;=(g1-g)/a,i=1,2,⋯11.
（4）用下列函数计算可能的水印 W 和原嵌入水印 W*的相关性;

C.a/ (13.28)C(w*,w)= 2，
式中;f 和f分别为图像 W 和 W°的灰度值（或亮度值）;L为像素点的个数。

根据相似性的值就可以判断图像中是否含有水印，从而达到版权保护的目的。判定
准则为，事先设定一个阈值T，若C（W*，W）>T，，则可以判定被测图像中含有水印，否则没
有水印。在选择阈值时，既要考虑误检也要考虑虚警。

例13.10 基于DCT变换的水印嵌入和提取。
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以图13.13（a）中图像作为载体图像’图13.13（b）中图像作为水印图像’选择嵌人强

度因子为α≡0.05。嵌人水印后的合成图像如图13.14（a）所示’提取的水印图像如

图13.14（b）所示°

（a） （b）

图13·13载体图像与水印图像

（a）载体图像; 〈b）水印图像°

ˉ■

（a） （b）

图13. 14水印合成图像与提取的水印图像

（a）水印合成图像; （b）提取的水印图像°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

己＝工mre己d（‖Len己.hmp!）;

［M1′N1］＝s1ze（己）;

己＝土m2d◎uh1e（己）;

knum1＝M1／8;knum2＝N1／8;

b0＝1mre己d（‖仁u10·n［P｜）′

b≡1m2d◎ub1e（b0）;

subp1◎仁（1′2′1）′土msh◎w（己）

subp1◎仁（1′2′2）′土msh◎w（b）

m己sk1≡［11110000

11100000

11000000

10000000

00000000

00000000

00000000

00000000］′

jnd1＝f土nd（m己sk1＝1）;

堵读入载体图像′图像的长和高都必须化成8的整数倍
啥计算载体图像的大小

老数据转换成d◎ub1e类型

老把载体图像划分成8×8的子块′高和长方向划分的块数
殆读入水印图像

老数据转换成d◎uh1e类型

堵显示载体图像

嗜显示水印图像

老给出低频的掩膜矩阵

老低频系数的位置
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以图13.13<a）中图像作为载体图像，图13.13（b）中图像作为水印图像，选择嵌入强
度因子为α=0.05。嵌人水印后的合成图像如图 13.14{a）所示，提取的水印图像如
图13.14《b）所示。

(b)[a)
图13.13 载体图像与水印图像

（a）戴体图像;（b）水印图像。

省柠

@) (b)
图13.14 水印合成图像与提取的水印图像

（a）水印合成团像;（b）提取的水印图像。

计算的Matlab程序如下∶
clc, elear, close al1
a=inrea('Lena.bmp') 号读入载体图像，图像的长和高都必须化成8的整数倍
[M2,NL]=91ze(a); 8计算载体图像的大小

8数据特换成 double 类型a=im2double (a};
knuml=M1/8; knum2=N1/8; 量把载体图像划分成8×B的子块，高和长方向划分的块数
b0=imread('tu10.bmp'); 号读入水印图像
b=im2double (b0); 号数据转换成 doulble 类型
eubplot (1.2.1},inshow (a) $显示载体图做

老 显示水印图像gubplot (1,2,2),inshow(b)
nask1= [1 111000 0

11100000
11000000
10000000
000 00000
0 0 0o000 0
0000 0000
00000000]; 恶 给出低濒的拖膜矩阵

ind1=find(maskl==1); 8低频系数的位置
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m己sk2＝［00001100

00011000

00110000

01100000

11000000

10000000

00000000

00000000］; 嗜给出中频的掩膜矩阵

1nd2＝且nd（mask2＝＝1）; 哈中频系数的位置′总共11个

［M2′N2］＝s土ze（b）; 啥计算水印图像的大小

L＝M2＊N2; 堵计算水印图像的像素个数

knum3＝ce土1（M2＊N2／11）′ 老水印图像按照11个元素1块′分的块数

b＝b（:）『b（L＋1:11＊knum3）＝0′ 墙水印图像数据变成列向量′后面不足1块的元素补0

T＝dc亡m七x（8）; 老给出8×8的DCT变换矩阵

己b＝zer◎s（M1′N1）; 殆合成图像的初值

k＝0′ 嗜嵌入水印块计数器的初值

f◎r土＝0:knum1-1 嗜该两层循环进行水印嵌入

f◎rj＝0:knum2一1

x己＝己（［8＊j＋1:8＊j＋8］′［8＊j＋1:8＊j＋8］）; 啥提取载体图像的子块

y己＝T＊x己＊T『′ 哈载体图像子块作DCT变换

涪提取中低频系数′作为合成子块初值c◎ef1＝（m己sk1＋Ⅲ己sk2）·＊y己;

jfk＜knum3

啥在中频系数上嵌入水印子块的信息

c◎ef1（土nd2）＝c◎ef1（jnd2）＋0·05＊h（11＊k＋1:11＊k＋11）》

end

墙对合成子块进行逆DCT变换

己］o（［8＊土＋1:8＊土＋8］′［8＊j＋1:8＊j＋8］）≡T｜＊c◎ef1＊T′

k＝k＋1『

end

end

老提取合成图像和原图像的差图像己ch己＝己b＝己;

k＝0;七b＝zer◎s（11＊knum3′1）; 培提取水印图像的初值

嗜该两层循环进行水印提取f◎r土＝0:knum1＝1

f◎rj＝0:knum2ˉ1

x己2＝己cha（［8＊j＋1:8＊土＋8］′［8＊j＋1:8＊j＋8］）; 哈提取差图像的子块

ya2＝T＊x己2＊T0; 墙差图像子块作DCT变换

c◎ef2＝m己sk2.＊y己2′ 墙提取差图像中频DCT系数

土fk＜knum3

亡b（11＊k＋1:11＊k＋11）＝20＊c◎ef2（jnd2）; 堵提取水印图像的像素值

end

k＝k＋1′

end

end
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nask2=[O 00 0110 0
0 00110 00
0011000 0
0 1100 00 0
11Co0 000
10 0 00 0 0 0
0 0 00 0 0 0 0
0 00 0 00 0 0]; 给出中频的掩膜矩阵

中频系数的位置，总共11个ind2=find(mnask2==1);
告计算永印图像的大小[b2,N2]=8ize (b);

L=M2 *N2; 皂计算水印图像的像素个数

告水印图像按照11个元素1块，分的块数knumn3=ceil 0M2*N2/11);
水印图像数据变成列向量，后面不足1块的元素补0b=b(:); b{L+1:11*knum3)=0;

T=dctmtx(8); 号给出 8×8的 DCT变换矩阵

名合成图像的初值ab=zeros M1,N1);
k=0; 舍嵌入水印块计数罂的初值

8该两层循环进行水印嵌入or 1=0:knum1-1
fOr j=0;kmum2-1

xa=a（【8*i+1∶8*i+8】，【8*j+1∶8*j+8】;号提取载体图像的子块
号载体图像子块作 DCT 变换Y盘=个* xa*T";
号提取中低频系数，作为合成子块初值coef1= {magk1+ma8k2),*ya;

f k<knumn
在中频系数上截入水印子块的信息
coef1(ind2)=coef1(ind2)+0.05*b(11*k*1;11*k+11);

end
对合属子块进行道 DCT变换
ab([8*i+1:8*i+8],[8*j+1:8*j+8])=T*coef1*T;

K=k+l;
and

end
a提取合成图像和原困像的差田像acha =ab-a7
含提取水印图像的初值k=0; tbazeroe (11* knum3,1);
该两层循环进行水印提取for 1=0:knun1-1

For ]=0:knum2-
xa2=acha（【8*i+1;8·i+8】，【8*j+1;8*j+8】l;告提取差图像的子块

号差图像子块作DCT变换y82 =T* xa2 *IP';
告提取壮图像中频DCP 系数coef2=mak2.*ya2;

iE k<knum3
tb（11*k+1∶11*k+11}=20*coef2{ind2）;号提取水印图像的像素值

end
k=k+1;

end
end
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嗜把水印图像列向量的后面补的0删除

老把列向量变成矩阵

嗜显示水印合成图像

老显示提取的水印图像

仁b（L＋1:end）＝［］;

亡b＝resh己pe（tb′ ［M2′N2］）′

f土gure′subp1◎t（1′2′1） ′土msh◎w（己b）

subp1◎亡（1′2′2）′jmsh◎w（仁b）

13·5图像的加密和隐藏

13·5·1问题的提出

当今时代’信息网络技术在全世界范围内得到了迅猛发展’它极大方便了人们之间的

通信和交流°借助于计算机网络’人们可以方便、快捷地将数字信息（如数字化音乐、图

像、影视等方面的作品）传到世界各地,而且这种复制和传送几乎可以无损地进行°但

是’这样的数据传输并不能保证信息的隐秘性’由此以来’保证网络上传送的信息的安全

性便成为＿个具有重要意义的问题’国内外的-些学者在不断探索信息的隐秘传输’并取
得较为丰硕的成果。

信息隐藏技术是利用人类感觉器官的不敏感（感觉冗余）’以及多媒体数字信号本身

存在的冗余（数据特性冗余）’将秘密信息隐藏于掩护体（载体）中,不被觉察到或不易被
注意到’而且不影响载体的感觉效果’以此来达到隐秘传输秘密信息的目的°

例13.11现有两幅图片’为了保密’需要将图l3. 15（a）所示的图像进行加密,然后
隐藏在图13.15（b）所示的图像之中’供将来进行传输。

（a） （b）

图13。15保密图片和载体图片

（a）保密图片; （b）载体图片。

13·5·2 刀0密算法

图像加密有很多方法’下面利用H6non混吨序列打乱图像矩阵的行序和列序。
H6non混吨序列为

｜『爵二野却″ （13.29）

式中:α＝1.4;β＝0.3。
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tb[L+1;end)=[; 舍把水印图像列向量的后面补的0删除

七b=reshape{tb，【M 2，N 2】）∶ 名把列向量变成矩阵

figure,8ubplot (1,2,1),imshow (ab) 名显示水印合成图像
g显示提取的水印图像subplotE (1,2,2),imshow (tb)

13.5 图像的加密和隐藏

13.5.1 问题的提出

当今时代，信息网络技术在金世界范围内得到了迅猛发展，它极大方便了人们之间的
通信和交流。借助于计算机网络，人们可以方便、快捷地将数字信息（如数字化音乐、图
像、影视等方面的作品）传到世界各地，而且这种复制和传送几乎可以无损地进行。但
是，这样的数据传输并不能保证信息的隐秘性，由此以来，保证网络上传送的信息的安全
性便成为一个具有重要意义的何题，国内外的一些学者在不断探索信息的隐秘传输，并取
得较为丰硕的成果。

信息隐藏技术是利用人类感觉器官的不敏感（感觉冗余），以及多媒体数字信号本身
存在的冗余（数据特性冗余），将秘密信息隐藏于掩护体（载体）中，不被觉察到或不易被
注意到，而且不影响载体的感觉效果，以此来达到隐秘传输秘密信息的目的。

例13.11 现有两幅图片，为了保密，需要将图13.15（a）所示的图像进行加密，然后

隐藏在图13.15（b）所示的图像之中，供将来进行传输。

·:

(④) (b)
因13.15 保密田片和载体图片

（a）保密园片;（b）载体图片。

13.5.2 加密算法

图像加密有很多方法。下面利用 Henon 混沌序列打乱图像矩阵的行序和列序。
Henom 混沌序列为

*= 1-ce+y,, (13.29)宁三“穿：
式中∶α=1.4;β=0.3。
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设保密图像A的大小为″l×″l ,载体图像的大小为″2×／L,为了方便处理’利用

Matlab软件把载体图像处理成与保密图片同样的大小。记L＝max｛″l ’Ⅳ! ｝ ’不妨设L＝

″l ,使用密钥key≡-0.400001作为混吨序列式（13.29）的初始值“0’y0’生成两个长度为L

的混吨序列XL和yh’截取Xz的前″l个分量,并把得到的子序列按照从小到大的次序排

列’利用该子序列的排序地址打乱保密图像矩阵A的行序;同样地’把混吨序列YL按照

从小到大的次序排列,利用该序列的排序地址打乱保密图像矩阵A的列序。

图13. 15（a）图像加密以后得到的图像如图13. 16所示。

匝
■
匪
挚

图13。 16保密图像加密后得到的图像

13.5.3图像的隐藏

上面讲过的水印算法可以用于图像隐藏’这里不再重复介绍。下面给出基于空域

LSB的图像隐藏算法的基本思路°

对于uint8格式的灰度图像,每个像素点有256个灰度级别’可以用8位二进制码来

表示。把它从高到低分成8个位平面’每个平面均可以用二值图像来形象表示°由于人

的视觉对低位平面不敏感’所以可以利用低4位进行信息隐藏。

对于LSB嵌人算法,下面简单举例°载体图像的像素值∧匆’γ）＝146’其二进制码为

10010010’需把它的低4位置0’可以用二进制码11110000进行按位与运算’即
可得

／′（鳃’γ）＝10010000.

加密图像的像素值g（“’γ）二234’其二进制码为11101010’同样与二进制码111
10000进行按位与运算,在转换为十进制后除以16,相当于二进制码向右移4位’得

g′（匆’γ）＝00001110’

合成的像素值

I（“’γ）＝／′（“’y）＋g′（z,y）’

将I（如’γ）转换为十进制数为160°像素值160既包含载体图像的信息,又包含加密图像
的信息’即把加密图像嵌人到了载体图像中。

使用Madab软件很容易实现上述有关的运算,Madab中位操作的命令有bitand｀

bitor｀bitset、bitget·

407

设保密图像 A 的大小为 M，×N，载体图像的大小为 M，×N，，为了方便处理，利用
Matlab 软件把载体图像处理成与保密图片同样的大小。记 L=wax|M，N}，不妨设L=

N，，使用密钥key=-0.400001作为混沌序列式（13.29）的初始值z，y。，生成两个长度为L
的混沌序列x，和Y，，截取 X，的前M，个分量，并把得到的子序列按照从小到大的次序排
列，利用该子序列的排序地址打乱保密图像矩阵 A的行序;同样地，把混沌序列Y， 按照

从小到大的次序排列，利用该序列的排序地址打乱保密图像矩阵A的列序。
图13.15（a）图像加密以后得到的图像如图13.16所示。

图13.16 保密图像加密后得到的图像

13.5.3 图像的隐藏

上面讲过的水印算法可以用于图像隐藏，，这里不再重复介绍。下面给出基于空域

LSB 的图像隐藏算法的基本思路。
对于 uint8格式的灰度图像，每个像素点有256 个灰度级别、可以用8 位二进制码来

表示。把它从高到低分成8个位平面，每个平面均可以用二值图像来形象表示。由于人
的视觉对低位平面不敏感，所以可以利用低 4位进行信息隐藏。

对于LSB 嵌人算法，下面简单举例。载体图像的像素值f（z，y）=146，其二进制码为
10010010，需把它的低4位置0，可以用二进制码11110000进行按位与运算，即
可得

f"(x,y)= 1001000.
加密图像的像素值g（x，y）=234，其二进制码为11101010，同样与二进制码111

10000进行按位与运算，在转换为十进制后除以16.相当于二进制码向右移4位、得

g'(z,y)= 0001110
合成的像紊值

I(x,y)=f(x,,y)+g(x,y),

将1（x，y）转换为十进制数为160。像素值160 既包含载体图像的信息，又包含加密图像
的信息，即把加密图像嵌入到了载体图像中。

使用Matlab 软件很容易实现上述有关的运算，Matlab 中位操作的命令有 bitand、
bitor、bitset、hitgt。

告



13·5·4佰真结果

利用空域LSB隐藏算法’把加密后的图像隐藏到载体图像中’最终嵌人加密图像的

合成图像效果如图13.17（b）所示。保密图像的提出过程就是上面隐藏和加密的逆过程’

从合成图像中提出的保密图像效果如图13.17（a）所示°

（a） （b）

图13·17合成图像及提取的保密图像

（a〉提取的保密图像;（b〉嵌人加密图像的合成图像。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝1∏lre己d（‖七u11」.bmp｜）′ws1＝s1ze（己）; 培读入保密图像′并计算维数

h＝imre己d（｜亡u11ˉ2·bnp｜）′ws2＝sjze（h）『 老读入载体图像′并计算维数

nb＝土Ⅲres土ze（b′ws1（1:2））′ 啥把载体图像变换成与保密图像同样大小

key＝-0·400001; 号给出密钥′即混吨序列的初始值

L＝m己x（ws1）′x（1）≡key′y（1）＝key′己1ph己≡1·4;bet己＝0.3′

f◎r土＝1:Lˉ1 老生成两个混吨序列

x（1＋1）≡1-己1ph己＊x（土）＾2＋y（土）;y（j＋1）≡be℃己＊x（土）;

end

x（ws1（1）＋1:end）＝［］; 老删除x后面一部分元素

［sx′jnd1］＝s◎r仁（x）; ［sy′±nd2］≡s◎r七（y）; 老对混吨序列从小到大排序

e己（ind1′1nd2′ :）＝己; 嗜打乱保密图像的行序和列序′生成加密图像矩阵e己

1msh◎w（ea） 堵显示保密图像加密后得到的图像

nh2≡b让己nd（nb′240）; 号载体图像与11110000（（二进制）＝240（十进制））逐位与运算

e己2＝b让己nd（e己′240）; 8加密图像与11110000逐位与运算

ea2＝e己2／16; 啥加密图像高4位移到低4位

d己＝b让◎r（nb2′ea2）′ 墙把加密图像嵌入载体图像的低4位′构造合成图像

d己2＝b让己nd（d己′15）＊16; 啥这里15（十进制）≡00001111′提取加密图像的高《

d己3＝d己2（土nd1′jnd2′ :）; 老对加密图像进行解密

fjˉgure′subp1◎亡（1′2′1） ′土msh◎w（d己3） 堵显示提取并解密以后的原图像

d己2＝b让己nd（d己′15）＊16; 啥这里15（十进制）≡00001111′提取加密图像的高4位

d己3＝d己2（土nd1′jnd2′ :）; 老对加密图像进行解密

且gure′subp1◎亡（1′2′1） ′土msh◎w（d己3） 堵显示提取并解密以后的原图像

subp1◎七（1′2′2） ′1msh◎w（d己） 嗜显示嵌入加密图像的合成图像

拓展阅读材料

［1］AlasdajrMcAndrew.AnIntroductiontoDjgitalImagePmcessingwithMatlabNotesfbrSCM2511Imˉ

｜Iocessing1. SchoolofComputerScienceandMathematjcs,VjctoIiaUmversityof北chnology。ageProcessing1
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13.5.4 仿真结果

利用空城 LSB 隐藏算法，把加密后的图像隐藏到载体图像中，最终嵌人加密图像的

合成图像效果如图 13.17（b）所示。保密图像的提出过程就是上面隐藏和加密的逆过程，

从合成图像中提出的保密图像效果如图13.17（a）所示。

633 了夕

(b)(a)
图13.17 合成图憬及提取的保密图像

（x）提取的保密图像;（b）嵌人加密图做的合成图像。

计算的Matlab 程序如下∶

cle, clear
a=imread('tu111.bmp'); w91=size(a); 8读入保密图像，并计算维数

b=imread'tul1_2.bmp'); w82=8ze(b); 8读入载体图像，并计算维数

nb=imree1ze (b,wg1(1;2)); 把载体图像变换成与保密图像同样大小

key =-0.400001; 舍给出密销，即混沌序列的初始值

L=maxtwa1);x()=key; y(1)=key;alpha=1.4;beta=0.3;
foz i=1;L-1 8 生成两个混沌序列

x(i+1}=1-alpha*xfi}"2+y(i};y(i+1)=beta*x(i;
end
x (ws1f1)+1:end)= []; 3删除x后面一部分元素
【9x，ind1】=8ort（x）;【gy，ind2】=9ort【）; 对混沌序列从小到大排序

ea（ind1，ind2，∶）=a; 名打乱保密图像的行序和列序，生成加密图像矩阵ea

imshow (eg) 舍显示保密图像加密后得到的图像

nb2=bitand（nb，240）;舍戴体图像与11110000（（二进制}=240（十进制））遥位与运算
ea2 =bltand (ea,240); 鲁加密图像与11110000 逐位与运算
ea2=ea2/16; 名加密图像高4位移到低4位

da=bitor (nb2,ea2); 名把加密图像嵌入戴体图像的低4位，构造合成图像

da2*bitand(da,15)*16; 8这里15（十进制）=00001111，提取加密图像的高4位

da3 =da2(indl,ind2,:); 名对加密图像进行解密

figure，subplot（1，2，1），imehow （da3） 8墨示提取并解密以后的原田像
Bubplot (1,2,2),imshow (da)t呈示嵌入加密图像的合成图像
拓展阅读材料
[1] Aladair McAndew. An Introduction to Digitl Imsge Proceming with Matlab Noes for sCM2511Im-

age Procesing 1. Schodl of Computer Science and Mathemauice,Victoria Univeraiy of Tectmolog.
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习题13

13·1找一个二值图像的tif文件’再找一个灰度图像的tif文件’看看它们的文件头有什么区别°

13·2使用一幅真实图像作为输入’连续旋转图像’每次30。。给出旋转12次后的结果并与原输入

图像进行对比。

13·3考虑一幅有不同宽度的竖条的图像’编写程序实现如表13.3所列的模板进行平滑（再将结

果除以16）。

表13.3模板数据

1

2

1

］
＝
∑
＿
］

13·4编程把一幅bmp格式的图像保存成jpg格式的图像°

13·5编程先将一幅灰度图像用3×3平均滤波器平滑一次’再进行如下增强:

‘（徘＂′）MM″）］＝Ⅲ其他.

式中:G［／（鳃’y）］为／（z’y）在（“’y）处的梯度;T为非负的闽值。

（1）比较原始图像和增强图像’看哪些地方得到了增强;

（2）改变闺值T的数值’看对增强效果有哪些影响。

13·6计算图片文件h13ˉ6.bmp给出的两个圆A’B的圆心°

13.7生成一个10个数据的随机向量’绘制对应的柱状图’并把画出的图形保存为jpg文件·
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习 题 13

13.1 找一个二值图像的u文件，再找一个灰度图像的证文件，看看它们的文件头有什么区别。

13.2 使用一幅真实图像作为输入，连续旋转图像，每次30°。给出旋转12次后的结果并与原输入

图像进行对比。
13.3 考虑一幅有不同宽度的轻条的图像，编写程序实现如衰 13.3所列的模板进行平滑（再将结

果除以16）。
表 13.3 模板数据- -、、

乙→e e 1‘
13.4 编程把一幅 bep 格式的图像保存成 jpg 格式的图像。

13.5 编程先将一幅灰度图像用 3x3平均滤波据平滑一次，再进行如下增强∶
[G[(x,)],G(x,)]aT,Kx.n)=CtA,y),其他.

式中∶GUf（z，y）】为fx，y）在（x，y）处的梯度;F为非负的俩值。
（1）比较原始图像和增强图像，看哪些地方得到了增强;
（2）改变阈值T的数值，君对增强效果有哪些影响。
13.6 计算图片文件 ti13_6.bmp 给出的两个圆 A，B的禹心。
13.7 生成一个10个数据的随机向量，绘制对应的柱状图，并把画出的图形保存为js文件。

先飞



第Ⅲ4章综合评价与决策方法

评价方法大体上可分为两类’其主要区别在确定权重的方法上。一类是主观赋权法’

多数采取综合咨询评分确定权重’如综合指数法、模糊综合评判法、层次分析法、功效系数

法等。另一类是客观赋权,根据各指标间相关关系或各指标值变异程度来确定权数’如主

成分分析法｀因子分析法、理想解法（也称TOPSIS法）等。目前国内外综合评价方法有数

十种之多,其中主要使用的评价方法有主成分分析法、因子分析法｀TOPSIS法、秩和比法、

灰色关联法、嫡权法、层次分析法、模糊评价法、物元分析法｀聚类分析法、价值工程法、神

经网络法等°

14.1理想解法

目前已有许多解决多属性决策的排序法’如理想点法、简单线性加权法｀加权平方和

法、主成分分析法、功效系数法、可能满意度法、交叉增援矩阵法等°本节介绍多属性决策

问题的理想解法’理想解法亦称为TOPSIS法’是＿种有效的多指标评价方法。这种方法

通过构造评价问题的正理想解和负理想解,即各指标的最优解和最劣解,通过计算每个方

案到理想方案的相对贴近度’即靠近正理想解和远离负理想解的程度’来对方案进行排
序’从而选出最优方案°

14·1。1万法利原理

设多属性决策方案集为D＝｛d｜’〃2’…’Ⅲ顺｝ ’衡量方案优劣的属性变量为勿l ’“2’…’勿鹏’

这时方案集D中的每个方案d《（t＝1’2’…’m）的门个属性值构成的向量是［αn’α!2’…’α蛔］’
它作为Ⅶ维空间中的一个点,能唯—地表征方案Zt。

正理想解C＊是＿个方案集D中并不存在的虚拟的最佳方案’它的每个属性值都是

决策矩阵中该属性的最优值;而负理想解C0则是虚拟的最差方案’它的每个属性值都是

决策矩阵中该属性的最差值°在厕维空间中’将方案集D中的各备选方案d‘与正理想解

C＊和负理想解C0的距离进行比较’既靠近正理想解又远离负理想解的方案就是方案集

D中的最优方案;并可以据此排定方案集D中各备选方案的优先序°

用理想解法求解多属性决策问题的概念简单’只要在属性空间定义适当的距离测度

就能计算备选方案与理想解的距离°TOPSIS法所用的是欧几里得距离°至于既用正理

想解又用负理想解是因为在仅仅使用正理想解时有时会出现某两个备选方案与正理想解

的距离相同的情况’为了区分这两个方案的优劣,弓｜人负理想解并计算这两个方案与负理

想解的距离,与正理想解的距离相同的方案离负理想解远者为优。
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第 14章 综合评价与决策方法

评价方法大体上可分为两类，其主要区别在确定权重的方法上。一类是主观赋权法。

多数采取综合咨询评分确定权重，如综合指数法、模糊综合评判法、层次分析法、功效系数
法等。另一类是客观赋权，根据各指标间相关关系或各指标值变异程度来确定权数。如主
成分分析法、因子分析法、理想解法（也称 TOPSIS 法）等。目前国内外综合评价方法有数

十种之多，其中主要使用的评价方法有主成分分析法、因子分析法、TOPSIS 法、秩和比法、

灰色关联法、熵权法、层次分析法、模制评价法、物元分析法、聚类分析法、价值工程法，神

经网络法等。

14.1 理想解 法

目前已有许多解决多属性决策的排序法，如理想点法、简单线性加权法、加权平方和

法、主成分分析法，功效系数法、可能滋意康法，交叉增援矩阵法等。本节介绍多属性决策

问题的理想解法，理想解法亦称为 TOPSIS 法，是一种有效的多指标评价方法。这种方法

通过构造评价问题的正理想解和负理想解、即各指标的最优解和最劣解，通过计算每个方

案到理想方案的相对贴近度，即靠近正理想解和远离负理想解的程度，来对方案进行排

序，从而选出最优方案。

14.1.1 方法和原理

设多属性决策方案集为D={d，d，⋯，d。!，衡量方案优劣的属性变量为x，z2，⋯，x。，
这时方案集D中的每个方案d（i=1，2，⋯，m）的n个属性值构成的向量是【如g，az，⋯，αu】，
它作为n维空间中的一个点，能唯一地表征方案 d。

正理想解C"是一个方案集D中并不存在的虚拟的最佳方案，它的每个属性值都是
决策矩阵中该属性的最优值;而负理想解C"则是虚拟的最差方案，它的每个属性值都是

决策矩阵中该属性的最差值。在 n维空间中，将方案集D中的各备选方案d.与正理想解
C"和负理想解 C°的距离进行比较，既靠近正理想解又远离负理想解的方案就是方案集
D中的最优方案;并可以据此排定方案集D中各备选方案的优先序。

用理想解法求解多属性决策问题的概念简单，只要在属性空间定义适当的距离测度

就能计算备选方案与理想解的距离。TOPSIS 法所用的是欧几里得距离。至于既用正理
想解又用负理想解是因为在仅仅使用正理想解时有时会出现某两个备选方案与正理想解
的距离相同的情况.为了区分这两个方案的优劣、引入负理想解并计算这两个方案与负理
想解的距离，与正理想解的距离相同的方案离负理想解远者为优。
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14·1·2TOPSIS法的算法步骤

TOPSIS法的具体算法步骤如下:

（1）用向量规划化的方法求得规范决策矩阵。设多属性决策问题的决策矩阵

A＝（α矿）m×腿’规范化决策矩阵B＝（b0）腮×侧,其中

‘厂‘√√至三;,问,2,…肌;尸1》2》…,· （141）

（2）构造加权规范阵C＝（c0）…°设由决策人给定各属性的权重向量为W＝［测l ,
″2’…’″厕］T’则

c『＝叫·6旷’b＝1’2’…’加;j＝1’2’…’几. （14.2）

（3）确定正理想解C＊和负理想解C0°设正理想解C＊的第j个属性值为G＊ ’负理想
解C0第j个属性值为c′’则

Ⅲ理想解;◇拦｛蹦｝二釜慧巨筐户L… （143）

α理想解;＋｜蔑《嘉柔羞震筐尸L2…』 （14.4）

（4〉计算各方案到正理想解与负理想解的距离°备选方案d‘到正理想解的距离为

＆｛ˉ√三丙＝万｀』≡］,2,…γⅧ （14.5）

备选方案‘d到负理想解的距离为

.｛ˉ酒二≡矿,』≡1,2＼…、″ （146〉

（5）计算各方案的排序指标值（即综合评价指数）’即

灯＝s!／（‘!＋‘f）’j＝1’2,…’m. （147）

（6）按行由大到小排列方案的优劣次序。

例
q■■■■■

14·1·3爪

例14·1研究生院试评估°

为了客观地评价我国研究生教育的实际状况和各研究生院的教学质量’国务院学位

委员会办公室组织过一次研究生院的评估°为了取得经验,先选5所研究生院’收集有关

数据资料进行了试评估’表141是所给出的部分数据°

表14·1 研究生院试评估的部分数据

人均专著勿l

／（本／人）

科研经费匆3

／（万元／年）

逾期毕业率z4

／％

4·7

5·6

J

生师比匆2
【

1
■■■■

2

0.1
■■■■■■■■■■■

0.2

日
ˉ
β

5000
■■■■■■■■■■■■■■

6000
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14.1.2 TOPSIS 法的算法步骤

TOPSIS 法的具体算法步骤如下;

（1）用向量规划化的方法求得规范决策矩阵。设多属性决策问题的决策矩阵
A=（a），规范化决策矩阵B=（bymm，其中

二，i=1，2，⋯，m;j=12，，a.牙” (14.1)
（2）构造加权规范阵C=（cs）。设由决策人给定各属性的权重向量为w=【砂，

2，⋯，切0】1，则
(14.2)C=w;·bg,i=1,2,⋯,m;j=1,2,⋯,n.

（3）确定正理想解C"和负理想解 C°。设正理想解C'的第j个属性值为c;，负理想
解C·第j个属性值为c;，则

maxc y。j为效益型属性，正理想解∶c j=12,⋯,,R, (14.3)
（mincy;j为成本型属性，
 minc;、j为效益型属性，

负理想解∶e6"∶ j=1,,n (1.4)
（maxc;，j为成本型属性。

（4）计算各方案到正理想解与负理想解的距离。备选方案山到正理想解的距离为

(e-6)*,=1,2,,m;““。 (14.5)
备选方案d到负理想解的距离为

C(eg-e>?,i= 1,2,⋯,m. (14.6)8=
（5）计算各方案的排序指标值（即综合评价指数）。即

(14.7)=s?/(3?+:"),i=1,2,,m.
（6）按由大到小排列方案的优劣次序。

14.1.3 示例

例14.1 研究生院试评估。
为了客观地评价我国研究生教育的实际状况和各研究生院的教学质量。国务院学位

委员会办公室组织过一次研究生院的评估。为了取得经验，先选5所研究生院收集有关

数据资料进行了试评估，表14.1是所给出的部分数据。

表14.1 研究生院试评估的部分数据- 人均专着品 科研经费* 逾制毕业率*4生师比z /%（《率/人） 八万元/年）；、
5工 0.1 500 4.7
6 6000 S.60.2仰
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（续）

一
解第-步’数据预处理。

数据的预处理又称属性值的规范化°

属性具有多种类型’包括效益型、成本型和区间型等。这三种属性’效益型属性越大

越好’成本型属性越小越好’区间型属性是在某个区间最佳。

在进行决策时’-般要进行属性值的规范化’主要有如下三个作用:@属性值有多种

类型’上述三种属性放在同-个表中不便于直接从数值大小判断方案的优劣’因此需要对

数据进行预处理’必须在综合评价之前将属性的类型作一致化处理’使得表中任-属性下

性能越优的方案变换后的属性值越大°@无量纲化’多属性决策与评估的困难之一是属

性间的不可公度性’即在属性值表中的每一列数值具有不同的单位（量纲）。即使对同＿

属性’采用不同的计量单位’表中的数值也就不同。在用各种多属性决策方法进行分析评

价时’需要排除量纲的选用对决策或评估结果的影响’这就是无量纲化。o归-化,属性

值表中不同指标的属性值的数值大小差别很大’为了直观’更为了便于采用各种多属性决

策与评估方法进行评价’需要把属性值表中的数值归＿化’即把表中数值均变换到［0’1］

区间上°

此外’还可在属性规范时用非线性变换或其他办法’来解决或部分解决某些目标的达

到程度与属性值之间的非线性关系’以及目标间的不完全补偿性。常用的属性规范化方

法有以下几种。

（1）线性变换°原始的决策矩阵为A＝（α旷）砸×＂,变换后的决策矩阵记为B＝（6『）顺×厕’

j＝1’2,…’m;j＝1’2,…’厕°设呻蹿是决策矩阵第j列中的最大值’呼＂是决策矩阵第j列

中的最小值。若吗为效益型属性’则

b,＝α,／q′鳃. （148）

采用式（148）进行属性规范化时’经过变换的最差属性值不＿定为0,最优属性值

为1。

若芍为成本型属性’则

b0＝1ˉα,／哮酗｀ （149）

采用式（149）进行属性规范时’经过变换的最优属性值不一定为1’最差属性值为0。

（2）标准0-1变换°为了使每个属性变换后的最优值为1且最差值为0’可以进行

标准0ˉ1变换°对效益型属性吗’令

α旷ˉα｝mⅢ
6『＝max min, （1410）

q／ ˉ吟

对成本型属性吗’令
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（续）
科研经费均 逾期毕业率与人均专著如 生师比购 /%（本/人 八万元/年）‘：

？e 7000 6.70.4
10 2.310000.9？

叫” 叫 1.84001.2

解 第一步，数据预处理。
数据的预处理又称属性值的规范化。
属性具有多种类型.包括效益型、成本型和区间型等。这三种属性，效益型属性越大

越好，成本型属性越小越好，区间型属性是在某个区间最佳。
在进行决策时，一般要进行属性值的规范化，主要有如下三个作用;①属性值有多种

类型，上述三种属性放在同一个表中不便于直接从数值大小判断方案的优劣，因此需要对

数据进行预处理.必须在综合评价之前将属性的类型作一致化处理，使得表中任一周性下

性能越优的方案变换后的属性值越大。②无量纲化，多属性决策与评估的困难之一是属

性间的不可公度性，即在属性值表中的每一列数值具有不同的单位（量纲）。即使对同一
属性，采用不同的计量单位，表中的数值也就不同。在用各种多属性决策方法进行分析评
价时，需要排除量纲的选用对决策或评估结果的影响，这就是无量纲化。③归一化.属性
值表中不同指标的属性值的数值大小差别很大，为了直观，更为了便子采用各种多属性决
策与评估方法进行评价，需要把属性值表中的数值归一化，即把表中数值均变换到【0，1】】

区间上。
此外，还可在属性规范时用非线性变换或其他办法，来解决或部分解决某些目标的达

到程度与属性值之间的非线性关系，以及目标间的不完全补偿性。常用的属性规范化方

法有以下几种。
（1）线性变换。原始的决策矩阵为A=（a）x，变换后的决策矩阵记为B=（bg）x，

i=1，2.⋯，m;j=1，2，⋯，n。设a严是决策矩阵第j列中的最大值，a产是决策矩阵第j列
中的最小值。若x;为效益型属性，则

(14.8)b=a/a"*
采用式（14.8）进行属性规范化时，经过变换的最差属性值不一定为0，最优属性值
为1。

若z为成本型属性，财
(14.9)6,=1-q/o0-.

采用式（14.9）进行属性规范时，经过变换的最优属性值不一定为1，最差属性值为0。

（2）标准0-1变换。为了使每个属性变换后的最优值为1 且最差值为0，可以进行
标准0-1变换。对效益型属性z;令

，毛任它 (14.10)0--a-0
对成本型属性x;，令
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max

b,＝羔,ˉ窖, （14n）
吗＿吗

（3）区间型属性的变换°有些属性既非效益型又非成本型’如生师比。显然这种属
性不能采用前面介绍的两种方法处理。

设给定的最优属性区间为［q!,吗雕］,α〉为无法容忍下限’α′〉为无法容忍上限’则

） 二｜ α4｝”b旷＝

变换后的属性值60与原属性值α0之间的函数图形为＿般梯形。当属性值最优区间的上
下限相等时’最优区间退化为＿个点时’函数图形退化为三角形。

设研究生院的生师比最优区间为［5’6］,αb＝2,α!＝12°表14.1的属性2的数据处

理结果见表14.2°

表14.2表141的属性2的数据处理

J J

生师比卯2 生师比z2处理后的生师比 处理后的生师比
Z 〖

5 0·3333

—

0

】
＝
∑
＝
〕

l 4 l0

6 5l 2

7 0.8333

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

x2＝0 （qujj己n′1b′ub′x） （1ˉ（qujjan（1）-x） .／（quj1an（1）-1b）） .＊…

（x＞＝1b＆x＜αujj己n（1） ）＋（x＞＝quj土己n（1）＆x＜＝quj土己n（2））＋…

（1ˉ（x≡αuj土己n（2） ） .／（ubˉquj土己n（2））） .＊（x＞quj土己I止（2）＆x＜＝ub）′

啥上述语句定义变换的匿名函数′语句太长′使用了两个续行符

quj±己n＝［5′6］′1b＝2;ub＝12′ 老最优区间′无法容忍下界和上界

x2d己仁己＝［567102］｜; 老x2属性值

y2＝x2（quj土己n′1b′ub′x2da七己） 若调用匿名函数′进行数据变换

（4）向量规范化°

无论成本型属性还是效益型属性’向量规范化均用下式进行变换:

』厂.√√三云;,』～｜》2』…训厂｜,2》＝.＾ （14. 13）

它与前面介绍的几种变换不同’从变换后属性值的大小上无法分辨属性值的优劣°它的

最大特点是’规范化后’各方案的同＿属性值的平方和为1’因此常用于计算各方案与某

种虚拟方案（如理想点或负理想点）的欧几里得距离的场合。

（5）标准化处理。在实际问题中’不同变量的测量单位往往是不＿样的。为了消除
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｜

｜

a;？之” (14.11)
（3）区间型属性的变换。有些属性既非效益型又非成本型，如生师比。显然这种属

性不能采用前面介绍的两种方法处理。
设给定的最优属性区间为【49，a;】，a'为无法容忍下限，a"为无法容忍上限，则

[1-(a2-a;)/(a-a}),a}≤a,<a?,
态点牙点吧：乙/. (14.12)1-(a-oj)/(a"7-a),a"<a,a',
其他。亏

变换后的属性值b.与原属性值a之间的函数图形为一般梯形。当属性值最优区间的上
下限相等时，最优区间退化为一个点时，函数图形退化为三角形。

设研究生院的生师比最优区间为【5，6】，&2=2，a=12。表14.1的属性2的数据处
理结果见表14.2。

表14.2 表14.1的属性2的数据处理

户‘ 生师比好2 生师比玉 处理后的生师比处理后的生师比 -： ； ，。1 0.331
?， e6乙 。

予 7 0.833

计算的Matlab程序如下;

cle, clear
x2=9(qujian,1b,ub,x))(-(qujian(1)-x),/(qujian()-2b)).*⋯.
(Xx>=lb5X<quian())+(x>=qujian(1)&x<=qujian(2))+⋯

(-(x-qujian(2)、/(ub-qujian(2)).*(x>qu3lan(2)&x<=ub);
名上述语句定义变换的匿名函数，语句太长，使用了两个续行符

qujian= 【5，6】;1b=2;ub=12;最优区间，无法容忍下界和上界
8 x2晨性值x2data= [567 10 2]':

y2=x2 （qujian，1b，ub，x2data〕 舍调用匿名函数，进行数据变换
（4）向量规范化。
无论成本型属性还是效益型属性，向量规范化均用下式进行变换∶

b=&;/ (14.13)，= 1，，⋯，mi=1，2，⋯，几
它与前面介绍的几种变换不同，从变换后属性值的大小上无法分辨属性值的优劣。它的
最大特点是，规范化后，各方案的同一属性值的平方和为1.因此常用于计算各方案与某

种虚拟方案（如理想点或负理想点）的欧几里得距离的场合。

（5）标准化处理。在实际问题中，不同变量的测量单位往往是不一样的。为了消除
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变量的量纲效应’使每个变量都具有同等的表现力’数据分析中常对数据进行标准化处
理’即

‘厂罕,问,2’…,肌′二1,…, （14.14）

式中;″去二。州≡√≡三至了豆『＝丽厂‖,….
表14.1中的数据经标准化处理后的结果见表14.3°

表143表14·1数据经标准化的属性值表

J

逾期毕业率卯4科研经费z3生师比鳃2人均专著兔l
Z

0·2274

0·6537

1。1747

＝0.9095

ˉ1。1463

＝0·3430 ＝0·1946＝0·9741］
＝
∑
＝
］
＿
▲
＝
日

0·09160＝0·7623

0·3430 0。3777＝0·3388

1。3720 l.23620·7200

＝1·3720 ≡1·51091·3553

计算的Madab程序如下:

x＝［0。1 5 5000 4·7

0·2 6 6000 5.6

0.4 7 7000 6。7

0·9 10 10000 2·3

1·2 2 400 1.8］′

Y＝zsc◎re（x）

首先对表141中属性2的数据进行最优值为给定区间的变换。然后对属性值进行

向量规范化’计算结果见表14.4°

表144表14.1的数据经规范化后的属性值

′

人均专著卯1 生师比卯2 科研经费卯3 逾期毕业率z4
Z

】
＝
∑
＝
〕
＝
↓
＝
日

0.0638 0.597 0·3449 0·4546

0.5417

0。6481

0·2225

0。1741

0·1275 0·597 0。4139

0·49750·2550 0·4829

0·1990。5738 0°6898

0·7651 0 0·0276

第二步’设权向量为″＝［0。2’0.3’0.4’0.1］’得加权的向量规范化属性矩阵

见表14。5。
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变量的量纲效应，使每个变量都具有同等的表现力，数据分析中常对数据进行标准化处
理，即

安吟，ba (14.14)，i=1，2⋯，胜mj=1，2.⋯，π，6;一岩于手“种汹号产” 区（a-μ）'j=12，⋯，。Vm~
表14.1中的数据经标准化处理后的结果见表14.3。

表14.3 表14.1 数据经标准化的属性值表

人均专著∶; 逾期毕业率=。生师比鸡 科研经费对。- -0.9741 0.274-0.1946-0.3430。互 0.0916 0.6637-0.7623
1.17470.3770.3430-0.388、

4 1.2361.37400.7200 -0.9095
多 -1.320 -163-1.51091.3563

计算的Matlab 程序如下;

x=[0.1 5 5000 4.?
0.2 6 6000 5.6
0.4 7 7000 6.7
0,9 10 10000 2.3
1.2 2 4001.8];

y=2gCore lx)
首先对表14.1中属性2的数据进行最优值为给定区间的变换。然后对属性值进行

向量规范化，计算结果见表14.4。

表14，4 表14.1的数据经规范化后的属性值

科研经费r生师比粉人均专著 逾期华业率示在； - 夕蔓 0.3490.0638 0.4546e 0.4139.597a.1275 0.5417
自 0.64810.46290.49750.2550， 0.22s0.199 0.6890.5738
日 00.7651 0.0276 0.1741

第二步，设权向量为w=【0.2，0.3，0.4，0.1】，得加权的向量规范化属性矩阵
见表14.5。
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表14.5表14.1的数据经规范化后的加权属性值

′

人均专著鳃l 生师比勿2 科研经费勿3 逾期毕业率z4
【

】
＝
∑
＝
〕
＝
▲
＝
日

0·0128 0·1791 0· 1380 0·0455

0.0542

0·0648

0·0222

0·0174

0。0255 0,1791 0·1656

0。0510 0。1493 0· 1931

0。1148 0·0597 0·2759

0·1530 0 0·O110

第三步’由表14·5和式（14·3）、式（14.4）’得

正理想解 C＊＝［0.1530’0.1791,0.2759’0.0174］’

负理想解 C0≡［0.0128’0,0.0110,0.0648］.

第四步’分别用式（14。5）和式（14.6）求各方案到正理想解的距离s‘＊和负理想解的

距离s!’列于表14.6。

表14.6距离值及综合指标值
■■｜■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

』
∑
］

第五步’计算排序指标值狞（表14.6）’由狞值的大小可确定各方案的从优到劣的次
序为4’3’2’1’5。

求解的Matlab程序如下:

c1c′c1ear

己＝［0·1 5 5000 4.7

0·2 6 6000 5°6

0。4 7 7000 6°7

0·9 1010000 2·3

1·2 2 400 1·8］′

［m′n］＝sjze（己）′

x2＝0（quj土己n′1b′ub′x） （1＝（quj土己n（1）ˉx）.／（quj土己n（1）＝1b）） .＊. . .

（x＞＝1b＆x＜αuj土己n（1））＋（x＞＝αuj土己n（1）＆x＜＝αuj土己n（2））＋. . .

（1＝（x＝quj土己n（2））.／（ubˉαujj己n（2）））.＊（x＞quj1己n（2）＆x＜＝ub）;

αuj土己n＝［5′6］′1b＝2′ub≡12′

己（:′2）＝x2（quj土an′1b′uh′己（:′2））′ 啥对属性2进行变换

b＝己.／vecn◎rm（己） 老利用矩阵广播进行向量规范化

w＝［0·20.30·40.1］;

C＝h°＊w′ 老利用矩阵广播求加权矩阵

Cstar＝m己x（c）; 老求正理想解

Cs亡ar（4）＝m土n（c（:′4）） 啥属性4为成本型的

415｜

｜

s
＊

■
■
■

s
0
●
∏
● 疗 s

巾

●
·
●

s
0
β
■
·

0。1987 0°2204 0·5258 4 0·1255 0·2932

0°1726 0·2371 0·5787 5 0·3198 0·1481

0·1428 0·2385 0·6255

表14.5 表14.1的数据经规范化后的加权属性值

才 生师比窝 科研经费z;人均专著工 逾期毕业率干2。
！ 0.17910.0128 0.04550.1380e 0.17910.025s 0.1656 0.0542
3 .0510 0.1493 0.0548.191
4 0.05970.1148 0.020.2759”” 0.0100.1530 0.0174

第三步，由表14.5和式（14.3）、式（14.4），得
正理想解 C*=[0.1530,0.1791,0.2759,0.0174],
负理想解 C=[0.0128,0,0.0110,0.0648].

第四步，分别用式（14.5>和式（14.6）求各方案到正理想解的距离s和负理想解的

距离。}，，列于表14.6。
表14.6 距离值及综合指标值

6 身“ 心吃“ 07030.29320.12550.52580.1987 0.204
0.1726 0.31650.31980.3787 0.14810.2371e d

0.625s0.28s0.1428。
第五步，计算排序指标值f（表14.6），由f值的大小可确定各方案的从优到劣的次

序为4，3，2，1，5。
求解的 Matlab 程序如下∶

clc, clear
a= [0.1 5 5000 4,7
0.2 6 5000 5.6
0.4 7 7000 6.7
0.9 10 10000 2.3
1.2 2 400 1.81;

[m,n]=slze (a)
x2= (qujian,1b,ub,x)(1-(qujian[)-x),/(aajian()-1b)).*.
(x>-lb&x<quflan()+(x>=qujian()&x<=qujian(2)+.
（1-仪x-qujian（2））./（ub-qujian（2））.*（x>qulan（2）&x<=ub）;
qujian=[5,6]; 1b=2; ub=12;

对属性2进行变换a.2）=x2（qusian，1b，出b，a（∶，2）1;
s利用矩阵广播选行向量规范化b=a./vecnorm(al

w=[0.20.3 0.40,1];

c=b.*w? 兔利用矩阵广景求加权矩阵

求正理想解Cstar=mex {c);
音属性 4为成本型的Cstar(4)=min (c{:,4))
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墙q求负理想解

老属性4为成本型的

老逐行计算2范数即到正理想解的距离

培逐行计算2范数即到负理想解的距离

C0＝m工n（c）′

C0（4）＝m己x（c（:′4））

Ss仁己r＝vecn◎rIn（c≡Cs仁己r′2′2）

S0＝vecn◎工m（c-C0′2′2）

f＝S0·／（Sst己r＋S0）

［sf′1nd］＝s◎r仁（f／descend′） 哈求排序结果

14·2模糊综合评判法

随着知识经济时代的到来’人才资源已成为企业最重要的战略要素之＿’对其进行考

核评价是现代企业人力资源管理的-项重要内容。

人事考核需要从多个方面对员工做出客观全面的评价’因而实际上属于多曰标决策

问题°对于那些决策系统运行机制清楚、决策信息完全、决策目标明确且易于量化的多目

标决策问题’已经有很多方法能够较好地解决。但是’在人事考核中存在大量具有模糊性

的概念’这种模糊性或不确定性不是由于事件发生的条件难以控制而导致的’而是由于事

件本身的概念不明确所弓｜起的°这就使得很多考核指标都难以直接量化。在评判实施过

程中’评判者又容易受经验、人际关系等主观因素的影响’因此对人才的综合素质评判往

往带有一定的模糊性与经验性。

这里说明如何在人事考核中运用模糊综合评判,从而为企业员工职务升迁、评先晋

级、聘用等提供重要依据’促进人事管理的规范化和科学化,提高人事管理的工作效率。

14.2.1-级模糊综台评判在人事害核中的应用

在对企业员工进行考核时’由于考核的目的｀考核对象｀考核范围等的不同’考核的具

体内容也会有所差别。有的考核涉及的指标较少’有些考核又包含了非常全面且丰富的

内容’需要涉及很多指标。鉴于这种情况,企业可以根据需要’在指标个数较少的考核中’

运用-级模糊综合评判,而在问题较为复杂、指标较多时,运用多层次模糊综合评判,以提
高精度。

一级模糊综合评判模型的建立’主要包括以下步骤。

（1）确定因素集。对员工的表现,需要从多个方面进行综合评判’如员工的工作业

绩、工作态度、沟通能力、政治表现等°所有这些因素构成了评价指标体系集合’即因素

集’记为

U＝｛皿l,u2’…’u厕｝ .

（2）确定评语集。由于每个指标的评价值不同’因此往往会形成不同的等级°如对

工作业绩的评价有好｀较好｀中等、较差、很差等。由各种不同决断构成的集合称为评语

集,记为

V＝｛0l ’″2’…,″Ⅷ｝ .

（3）确定各因素的权重°一般情况下’因素集中的各因素在综合评价中所起的作用

是不相同的’综合评价结果不仅与各因素的评价有关’而且在很大程度上还依赖于各因素

对综合评价所起的作用’这就需要确定一个各因素之间的权重分配’它是U上的-个模
416

号q求负理想解C0=min(cl);
8属性4为成本型的C0 (4}=max (c{:,4))
号逐行计算 2范数即到正理想解的距离Sstar =vecnorm (c-C3tar,2,2)
名迈行计算2范数即到负理想解的距离S0=vecnorm (c-C0,2.2)

f=S0./ (Sstar+SO)

??排序结果[sf,ind]=sort(f,'degcend')

14.2 模糊综合评判法

随着知识经济时代的到来，人才资源已成为企业最重要的战略要素之一，对其进行考
核评价是现代企业人力资源管理的一项重要内容。

人事考核需要从多个方面对员工做出客观全面的评价，因而实际上属于多且标狭策

问题。对于那些决策系统运行机制清楚、决策信息完全、决策目标明确且易于量化的多目
标决策问题，已经有很多方法能够较好地解决。但是，在人事考核中存在大量具有模糊性

的概念，这种模糊性或不确定性不是由于事件发生的条件难以控制而导致的，而是由于事
件本身的概念不明确所引起的。这就使得很多考核指标都难以直接量化。在评判实施过

程中，评判者又容易受经验、人际关系等主观因素的影响，因此对人才的综合素质评判往
往带有一定的模糊性与经验性。

这里说明如何在人事考核中运用模糊综合评判，从而为企业员工职务升迁、评先晋
级、聘用等提供重要依据，促进人事管理的规范化和科学化，提高人事管理的工作效率。

14.2.1 一级模糊综合评判在人事考核中的应用
在对企业员工进行考核时，由于考核的目的，考核对象、考核范围等的不同，考核的具

体内容也会有所差别。有的考核涉及的指标较少，有些考核又包含了非常全面且丰富的

内容，需要涉及很多指标。鉴于这种情况，企业可以根据需要，在指标个数较少的考核中，
运用一级模制糊综合评判.而在问题较为复杂、指标较多时，运用多层次模糊综合评判，以提

高精度。
一级模糊综合评判模型的建立，主要包括以下步骤。
（1）确定因素集。对员工的表现，需要从多个方面进行综合评判.如员工的工作业

绩、工作态度、沟通能力、政治表现等。所有这些因素构成了评价指标体系集合，即因索

集，记为
U=|山，西2，⋯，W.

（2）确定评语集。由于每个指标的评价值不同，因此往往会形成不同的等级。如对
工作业绩的评价有好、较好、中等、较差，很差等。由络种不同决断构成的集合称为评语

集，记为
V={v，奶，⋯，t|.

<3）确定各因素的权重。一般情况下，因家集中的各因素在综合评价中所起的作用

是不相同的，综合评价结果不仅与各因素的评价有关，而且在很大程度上还依赖于各因素
对综合评价所起的作用.这就需要确定一个各因囊之间的权重分配，它是U上的一个模
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糊向量’记为

A＝［α! ,α2’…’α＂］,
n

式中;α』为第j个因素的权重’且满足∑α』＝1°
i＝1

确定权重的方法很多’如Delphi法、加权平均法、众人评估法等°

（4）确定模糊综合判断矩阵。对指标u‘来说’对各个评语的隶属度为V上的模糊子

集°对指标uk的评判记为

几＝［厂＂,厂面2’…’厂j顾］’

各指标的模糊综合判断矩阵为

｛ ｜R＝

它是-个从U到V的模糊关系矩阵。

（5）综合评判。如果有一个从U到V的模糊关系R＝（厂『）＂×厕’那么利用R就可以得
到＿个模糊变换

赐:F（U）→F（v）’

由此变换,就可得到综合评判结果B＝A.R。

综合后的评判可看作是V上的模糊向量’记为B＝［bl ,b2’…’b鹏］。

例14·2某单位对员工的年终综合评定。

解（1）取因素集U＝｛政治表现Ul ’工作能力U2’工作态度U3’工作成绩U4｝°

（2）取评语集V＝｛优秀″｜ ’良好″2’一般″3’较差o4’差″5｝°

（3）确定各因素的权重向量A＝［0.25’0.2’0。25’0.3］°

（4）确定模糊综合评判矩阵’对每个因素u‘做出评价。

oul比如由群众评议打分来确定:

Rl＝［0.1,0.5’0.4’0’0］.

上式表示’参与打分的群众中’有10％的人认为政治表现优秀’50％的人认为政治表

现良好’40％的人认为政治表现-般’认为政治表现较差或差的人数为0°用同样方法对
其他因素进行评价。

@u2’u3由部门领导打分来确定:

R2＝［0.2’0.5’0.2’0.1’0］’R3＝［0.2’0.5’0.3’0’0］.

◎u4由单位考核组成员打分来确定:

R4≡［0.2,0.6’0·2’0’0］.

以R《为第j行构成评价矩阵

｛｝
R＝

它是从因素集U到评语集V的一个模糊关系矩阵°
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糊向量，记为
A=[a,⋯,a],

,=1。式中;a;为第i个因素的权重，且满足

确定权重的方法很多，如 Delphi法、加权平均法、众人评估法等。
（4）确定模糊综合判断矩阵。对指标u;来说，对各个评语的隶属度为V上的模糊子

集。对指标 u;的评判记为

R=[ra,a,⋯,],
各指标的模糊综合判断矩阵为

志
T位了

它是一个从U 到V的模糊关系矩阵。
（5}综合评判。如果有一个从U到V的模糊关系R=（rs>，那么利用R就可以得

到一个模糊变换
T:F(U)→F(V),

由此变换，就可得到综合评判结果 B=A ·R。
综合后的评判可看作是V上的模糊向量，记为B=【b，，b.，⋯·，b】。
例14.2 某单位对员工的年终综合评定。
解 （1））取因素集 U={政治表现x;，工作能力，工作态度山，，工作成绩ul。
（2）取评语集V={优秀v，良好v，一般i，，较差v训，差vs}。
（3）确定各因素的权重向量A=【0.25，0.2，0.25，，0.3】。
（4）确定模糊综合评判矩阵，对每个因素 山做出评价。
①u，比如由群众评议打分来确定∶

R=[0.1,0.5,0.4,0,0].
上式表示，参与打分的群众中，有10??人认为敢治表现优秀，50??人认为政治表

现良好，40??人认为政治表现一般，认为政治表现较差或差的人数为0。用同样方法对

其他因素进行评价。
②2，u 由部门领导打分来确定∶

R,=[0.2,0.5,0.2,0.1,0],R,=[0.2,0.5,0.3,0,0].
③u由单位考核组成员打分来确定∶

R,=[0.2,0.6,0.2,0,0].
以R为第i行构成评价矩阵

夕0.1 0.5 0.4 。0.2 0.5 0.;R=0.2 0.5 0.3 0
0.2 0.6 0.2

它是从因素集 U到评语集 V的一个模糊关系矩阵。
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（5）模糊综合评判。进行矩阵合成运算:

｛‖｛ ｜B＝A.R＝［0.25’0.2’0.25’0.3］ ·

＝［0. 175’0.53’0.275’0.02’0］.

取数值最大的评语作为综合评判结果’则评判结果为“良好”°

14.2.2多层灰模糊综台评判在人事者核中的应用

对于一些复杂的系统’如人事考核中涉及的指标较多时’需要考虑的因素很多’这时

如果仍用一级模糊综合评判’则会出现两个方面的问题:一是因素过多’它们的权数分配

难以确定;另一方面’即使确定了权分配’由于需要满足归-化条件’每个因素的权值都

小’对这种系统’可以采用多层次模糊综合评判方法。对于人事考核而言’采用二级系统

就足以解决问题了,如果实际中要划分更多的层次’那么可以用二级模糊综合评判的方法

类推°

下面介绍一下二级模糊综合评判法模型建立的步骤。

第-步’将因素集U＝｛Ul ’U2’…’U厕｝按某种属性分成‘个子因素集Ul ’U2’…’Ub’其
中Ut＝｛u′l ,u‘2’…’u颜《 ｝ ’j＝1’2’…’s’且满足

@nl＋n2＋…＋n霉＝n;

@Ul□U2O…□UJ＝U;

o对任意的j汽’U｝∩吗＝o。
第二步’对每-个因素集α’分别做出综合评判。设V＝｛U‖ ’o2’…’U砸｝为评语集’u

中各因素相对于V的权重分配是

A『＝［α测’α《2’…’α腕‘］.
～

若Rt为单因素评判矩阵’则得到-级评判向量
～

B《＝A旗 ·R‘≡［b‘l,b‘2’…’b咖］’j＝1’2’…’s.

第三步’将每个U‘看作-个因素’记为

K＝｛画’酪’…’画｝ .

这样’K又是-个因素集’K的单因素评判矩阵为

!｜ ｛ ｜R≡

每个u作为U的一部分’反映了U的某种属性’可以按它们的重要性给出权重分配
A＝［α!’α2’…’αs］’于是得到二级评判向量

B＝A·R＝［bl ’b2’…’6厕］.

如果每个子因素集吗（6＝1’2’…’s）含有较多的因素’则可将u再进行划分’于是有
三级评判模型’甚至四级｀五级模型等°
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（5）模糊综合评判。进行矩阵合成运算;
0.10.5 0.4

需心配心0.2 0.5 0.2
B=A·R=[0.25,0.2,0.25,0.3]·

0.2 0.6 0.2
=[0.175,0.53,0.275,0.02,0].

取数值最大的评语作为综合评判结果，则评判结果为"良好"。

14.2.2 多层次模糊综合评判在人事考核中的应用

对于—些复杂的系统，如人事考核中涉及的指标较多时，露要考虑的因素很多.这时

如果仍用一级模糊综合评判，则会出现两个方面的问题;一是因素过多。它们的权数分配
难以确定;另一方面，即使确定了权分配，由于需要满足归一化条件.每个因囊的权值都

小，对这种系统，可以采用多层次模糊综合评判方法。对于人事考核而言，采用二级系统

就足以解决问题了，如果实际中要划分更多的层次，那么可以用二级模糊综合评判的方法

类推。
下面介绍一下二级模糊综合评判法模型建立的步骤。

第一步，将因素集U={u;山，⋯，业，，}按某种属性分成s个子因素集U，U，⋯，U，其
中U;={u，么a，⋯，wal，主=1，2，⋯，s，且满足

①n，十n2+·+n，=n;
②U,UU,U⋯UU,=U;
③对任意的i≠j，U nU}=中。
第二步，对每一个因素集 U，分别做出综合评判。设V=|v;，v;⋯，v.|为评语集，U

中各因素相对于V的权置分配是

A,=[@,a,⋯,0n].
若R，为单因素评判矩阵，则得到一级评判向量

B;=A.·R;=[ba,ba,⋯,b],i=1,2,⋯,5.
第三步，将每个U，看作一个因索，记为

K= |2,,,⋯,}
这样，K 又是一个因素集，K的单因素评判矩阵为

蠕
B b1b1

R=

每个U，作为U的一部分，反映了U/的某种属性，可以按它们的重要性给出权重分配
A=【a，，a，⋯，4.】，于是得到二级评判向量

B=A·R=[b,b,⋯,b,].
如果每个子因素集U（i=1，2，⋯，s）含有较多的因素，则可将U，再进行划分，于是有

三级评判模型，甚至四级、五级模型等。
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例14.3某部门员工的年终评定°

关于考核的具体操作过程’以对一名员工的考核为例°如表14.7所列’根据该部门

工作人员的工作性质’将18个指标分成工作绩效（Ul）、工作态度（u2）、工作能力（u3）和

学习特长（U↓）这4个子因素集。

表14.7 员工考核指标体系及考核表

评 价
-级指标

较差-般 差
—
∩
—
∩
—
∩
—
呕
—
○
—
川
—
∩
—
川
—
叫
—
∩
＿
叫
—
∩
＿
川
—
川
—
∩
—
川
—
∩
—
○

工作效率
工作绩效

工作质量

计划性

团队精神

学习态度工作态度

工作主动性

创新能力

自我管理能力

沟通能力工作能力

协调能力

执行能力

勤情评价

技能提高
学习特长

培!｜｜参与

工作提案

设专家设定指标权重’一级指标权重为

A≡［0.4’0.3’O2’0.1］.

二级指标权重为

Al＝［0.2’0.3,0.3’0.2］’

A2＝［0.3’0.2’0.1’0.2’0.2］’

A3＝［0.1’0.2’0.3,0.2,0.2］’

A4＝［0.3’0·2,0.2’0.3］.

对各个子因素集进行一级模糊综合评判得到

Bl＝Al ·Rl＝［0.39’0.39’0.26’0.04’0.01］’
B2＝A2 .R2＝［0.25’0.33’O235,0.125’0.06］’

B3＝A3 ·R3＝［0.15’0.32’0.355’0.115,0.06］’
B4＝A4 ,R4＝［0.27’0.35’0.26’0.1’0.02］.

419

例I4、3 某部门员工的年终评定。

关于考核的具体操作过程，以对一名员工的考核为例。如表14.7所列，根据该部门

工作人员的工作性质，将18个指标分成工作绩效（U）、工作态度（U，）、工作能力（U;）和
学习特长（U）这4个子因素集。

表 14.7 员工考核指标体系及考核表

评 价
二级指标一级指标 销一般 较整良好优秀

0 。0.15 0.05工作量 0.8
0工作效率 0.10.10.60.2

工作绩效 0工作质量 0.10.40.5 o
计划性 0.050.050.50.30.1

0050.1s0.5责任感 0夕叫
0.10.4 夕”0.2 0.2团队糖神

00.10.10.4学习态度 0.4工作态度
0.30.1 0.10.20.3工作主动性

0.10.2 0.20.20.3淘意度
00.50.1 0.1创新能力 0.3

0.30.2 0.1夕”0.3自我管理能力
00.350.3 0.15沟通能力 0.2工作能力
0.10.3 宁”0.1 0.4协调能力

0.1 0.1执行能力 0.40.1 0.3
00.3 0.10.2勤信评价 0.4

夕”0.10.30.4技能提高 0.L
学习特长 e0.10.40.30.2培训参与 。0.10.20.30.4工作提索

设专家设定指标权重，一级指标权重为
A=[0.4,0.3,0.2,0.1].

二级指标权重为
A,=[0.2,0.3,0.3,0.2],
A.2=[0.3,0.2,0.1,0.2,0.2],
A;=[0.1,0.2,0.3,0.2,0.2],
A4=[0.3,0.2,0.2,0.3].

对各个子因素集进行一级模糊综合评判得到
B1=A·黑=【0.39，0.39，0.26，0.04，0.01】，
B,=A,·R,=[0.25,0.33,0.235,0.125,0.06],
B,=A,·Rg=[0.15,0.32,0.355,0.115,0.06],
B=A4·R=[0.27,0.35,0.26,0.1,0.02].

419



这样’二级综合评判为

（ !｜B＝A·R＝［0.4’0.3’0.2’0. 1］ ·

＝［0·288’0.354’0.2355’0.0865’0.036］.

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

a＝1◎己d（!d己仁a14旦.亡x七｜）;

w＝［0.40.30。20.1］『

w1＝［0.20.30.30·2］′

w2＝［0.30.20.10。20·2］;

w3＝［0.10.20.30.20.2］′

w4＝［0.30.20.20.3］′

b（1′ :）＝w1＊己（［1:4］′ :）′

b（2′ :）＝w2＊己（［5:9］′ :）′

b（3′ :）＝w3＊己（［10:14］′ :）′

b（4′ :）＝w4＊己（［15:end］′ :）

C＝w＊h

根据最大隶属度原则’认为对该员工的评价为良好。同理可对该部门其他员工进行
考核°

以上说明了如何用一级综合模糊评判和多层次综合模糊评判来解决企业中的人事考
评问题’该方法在实践中取得了良好的效果。经典数学在人事考核的应用中显现出了很
大的局限性’而模糊分析很好地将定性分析和定量分析结合起来’为人事考核工作的量化
提供了-个新的思路。

Ⅲ4.3数据包络分析

1978年A. Charnes’W.W. Cooper和E.Rhodes给出了评价多个决策单元（Decision
MakingUnits’DMU）相对有效性的数据包络分析方法（DataEnvelopmentAnalysjs’DEA）°
目前,数据包络分析是评价具有多指标输人和多指标输出系统的较为有效的

方法。

14·3.1相肘盲效评价问题

例14·4（多指标评价问题） 某市教育局需要对六所重点中学进行评价’其相应的
指标如表14.8所列。表14.8中的生均投人和非低收人家庭百分比是输人指标’生均
写作得分和生均科技得分是输出指标°请根据这些指标’评价哪些学校是相对有
效的°
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这样，二级综合评判为
[0.39 0.390.26 0.04 0.01
0.25 0.33 0.235 0.125 0.06

B=A·R=[0.4,0.3,0.2,0.1]· 0.15 0.32 0.355 8.115 0.06
0.27 0.35 0.26 0.1 0.02

=[0.288,0.354,0.2355,0.0865,0.036].
计算的 Matlab程序如下;

clec, cleaxr
a=1oad(data14_3.Ext');

w=[0.40.30.20.1l;
wl=[0.2 0.3 0.3 0.2];
w2=[0.30.20.10.20.2];
w3=[0.10,20.30.20.2];
w4=[0.30.2 0.2 0.3];
b(1,s)=wl*a([:4],:);
b2,:}=w2*a([5:9],s);
b(3,;)=w3 * a([10:14),:);
b(4,:)xw4*a([15;endJ,:)

C=w*b
根据最大隶属度原则，认为对该员工的评价为良好。同理可对该部门其他员工进行

考核。
以上说明了如何用一级综合模糊评判和多层次综合模糊评判来解决企业中的人事考

评问题，该方法在实践中取得了良好的效果。经典数学在人事考核的应用中显现出了很
大的局限性，而模糊分析很好地将定性分析和定量分析结合起来，为人事考核工作的量化
提供了一个新的思路。

14. 3 数据包络分析

1978年A、Charnes，W，W.Cooper和E.Rhodes 给出了评价多个决策单元（Decision
Making Units，DMU）相对有效性的数据包络分析方法（Data Envelopment Analysis，DEA）。

目前，数据包络分析是评价具有多指标输入和多指标输出系统的较为有效的
方法。

14.3.1 相对有效评价问题

例14.4（多指标评价问题） 某市教育局需要对六所重点中学进行评价，其相应的
指标如表14.8所列。表14.8中的生均投人和非低收人家庭百分比是输人指标，生均
写作得分和生均科技得分是输出指标。请根据这些指标，评价哪些学校是相对有
效的。
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表14.8评价指标数据表

8939 8625 108 13 10638 62q0

643 99 996 96 962

252 282 294 264 272

223 287 3l7 29l 295

学校

生均投人／（百元／年）

非低收人家庭百分比／％

生均写作得分／分

生均科技得分／分

F

47。19

79.9

25。2

222

为求解例14.4,先对表14.8作简单的分析°

学校C的两项输出指标都是最高的’达到29.4和317’应该说’学校C是最有效的°

但从另一方面来看’对它的投人也是最高的,达到108.13和99.6,因此’它的效率也可能

是最低的。究竟如何评价这六所学校呢?这还需要仔细的分析°

这是＿个多指标输人和多指标输出的问题,对于这类评价问题’A. Chames’W.W.

Cooper和E.Rhodes建立了评价决策单元相对有效性的C2R模型。

14.3.2数据包络分析的C2R模型

数据包络分析有多种模型’其中C2R（由Chames’Cooper和Rhodes三位作者的第一

个英文字母命名）的建模思路清晰、模型形式简单、理论完善。

设有m个评价对象’每个评价对象都有门种投人和s种产出’设α0（j＝1’2’…’m’j＝
1’2’…’″）表示第t个评价对象的第j种投人量,b泌（t＝1’2’…’m’∧＝1’2’…’s）表示第t
个评价对象的第k种产出量,q／（j＝1,2’…’厕）表示第j种投人的权值,〃k（k＝1’2’…’s）表
示第k种产出的权值°

向量α‘’βt（t＝1’2’…’m）分别表示评价对象j的输人和输出向量’″和γ分别表示输
人、输出权值向量’则α!＝［α训’αd2’…’α颠］T’β!＝［b‘l ’b》2’…’b囱］T,″＝［ul’u2’…’u撼］T’γ
＝［ol’U2’…’Us］T°
定义评价对象j的效率评价指数为

h尸（β『γ）／（唾＂）’ j＝1’2’…’加.

评价对象j0效率的数学模型为

β‖γ

max砾,

腾皇‖诽匿 α4◎S·t.

通过c…＿…变换;……＝志Ⅱ可以将模型变换为等价的线性规划
问题

max陇0＝硼〃,

卜』… ｝川S.t.
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表14.8 评价指标数据表

A学 校 PcB ，卜 e
47.1989.39 62.40106.3886.25 108. 13生均投人/《百元/年）

96.299.664.3 79.99699非低收人家庭百分比/%

25.227、226.429.428.225.2生均写作得分/分
2229529131728723生均科技得分/分

为求解例14.4，先对表14.8作简单的分析。
学校C的两项输出指标都是最高的，达到 29.4和317、应该说，学校 C 是最有效的。

但从另一方面来看，对它的投人也是最高的，达到108.13和99.6，因此，它的效率也可能

是最低的。究竟如何评价这六所学校呢?这还需要仔细的分析。
这是一个多指标输入和多指标输出的问题，对于这类评价问题，A.Charne8，W.W.

Cooper和 E.Rhodes建立了评价决策单元相对有效性的 C'R模型。

14.3.2 数据包络分析的 CR模型

数据包络分析有多种模型其中 C2R（由 Charnes，Cooper 和 Rhodes 三位作者的第一
个英文字母命名）的建模思路清晰、模型形式简单、理论完善。

设有m个评价对象，每个评价对象都有n种投入和s种产出，，设a;（i=1，2，⋯，m，j=
1，2，⋯n）表示第i个评价对象的第j种投人量，b，（i=1，2，⋯，m，k=1，2，⋯，s）表示第i
个评价对象的第上种产出量，u，（=1，2，⋯，n）表示第j种投入的权值，以（k=1，2，⋯，s）表
示第k种产出的权值。

向量α，B（i=1，2，⋯，m）分别表示评价对象i的输人和输出向量，u和p分别表示输
入、输出权值向量，则α;=【oq，a⋯，a】T，8;=【ba，b，⋯，8。1，=【u，业，⋯，以】，
=【9，2，⋯，切.】"。

定义评价对象i的效率评价指数为
h;=(Bf")/(azu),i=1,⋯,m.

评价对象i，效率的数学模型为

离max tu
[O" i=1,2⋯,m≤1,疏钊’ (14.15。中六
u≥0,y≥0,u≠0,p≠0.

通过Chame-Coper变换∶如=u产=P，=; ，可以将模型变换为等价的线性规划，
‘飞

问题
max V=F，μ，

[azw-β≥0,i=1,2,⋯,m,
(14.16)a"o=1,卑中

（@≥0，μ≥0.
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可以证明’模型与模型是等价的°

对于C2R模型’有如下定义:

定义14.1若线性规划问题的最优目标值呸0＝1,则称评价对象t0是弱DEA有
效的°

定义14.2若线性规划问题存在最优解m＊＞0’〃＊＞0’并且其最优目标值陇0＝1’则
称评价对象jo是DEA有效的°

从上述定义可以看出’所谓DEA有效’就是指那些评价对象’它们的投人产出比达到

最大°因此’可以用DEA方法来对评价对象进行评价°

14·3.3C2R模型的求解

从上面的模型可以看到’求解C2R模型’需要求解若干个线性规划’这＿点可以用
Madab软件完成。

运用C2R模型（14.16）求解例14.4的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′m＝2;n＝6′

d＝1◎己d（｜d己t己14ˉ4.仁x仁｜）;

己≡d（［1′2］′ :）!;b＝d（［3′4］′ :）｜′

pr◎b＝◎p七土mpr◎b1em（!Objec亡1veSense｜／m己x｜）′

u＝◎p亡土mv己r（!u｜′m′｜L◎werB◎und‖′0）′

v＝◎p亡1∏［v己r（｜v｜′m／L◎werB◎und｜′0）′ 堵列向量

pr◎b·C◎ns七r己1nts·c◎n1＝己＊u＞＝b＊v;

f◎rj＝1:n

fpr1n亡f（｜第嗜d个学校计算结果如下:＼n｜′j）

pr○b.Objec亡土ve＝b（j′ :）＊v′

pr◎b.C◎ns七r己1n七s。c◎n2＝己（j′ :）＊u≡1;

［s◎1′fv己1］＝s◎1ve（Pr◎h）

Su＝S◎1.u′SV≡S◎1·V 老显示最优解

end

运行上述程序’得到6个最优目标值:

1’0·9096,0.9635’0.9143,1’1.

因此’学校A,E,F是DEA有效的°

14。3.4数据包络分析案例

1·导言

数据包络分析（DataEnvelopmentAnalysis’DEA）是著名运筹学家A. Charnes和

W.W。Copper等以“相对效率”概念为基础’根据多指标投人和多指标产出对相同类型的

单位（部门）进行相对有效性或效益评价的＿种系统分析方法。它是处理多目标决策问
题的好方法°它应用数学规划模型计算比较决策单元之间的相对效率’对评价对象做出
评价°

DEA特别适用于具有多输人多输出的复杂系统’这主要体现在以下几点:

（1）DEA以决策单位各输人／输出的权重为变量’从最有利于决策单元的角度进行
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可以证明，模型与模型是等价的。
对于C'R模型，有如下定义;

定义14.1 若线性规划问题的最优目标值V。=1，则称评价对象i是弱 DEA有

救的。
定义14.2 若线性规划问题存在最优解co'>0，μ'>0，并且其最优目标值V，=1，则

称评价对象i。是DEA有效的。
从上述定义可以看出，所谓DEA 有效，就是指那些评价对象.它们的投入产出比达到

最大。因此，可以用DEA方法来对评价对象进行评价。

14.3.3 CR模型的求解

从上面的模型可以看到，求解 C'R模型，需要求解若干个线性规划，这一点可以用
Matlab 软件完成。

运用C'R模型（14.16）求解例14.4的Matlab 程序如下∶
clc, clear,m=2;n=6;
d=load("'data14_4,txt');
a=d([1,2],:)'; b=a([3,4],:';

prob=optimproblem('ObjectiveSense','max');
u=optimvar('u',m,'LowerBound',0);

8列向量v=optimvar('v,m,'LowerBound',0);
prob.Conetraints.conl= a·u>b*v;
for j=1:n

fprintf（第鲁d个学校计算结果如下∶Vnl，j）
prob.Objective=b(j,;)*v;
prob.Constraints,con2= a(,;)*u==1;
[soL,fval]=golve (prob)

显示最优解8u=So1.u,ev=sol.V
end
运行上述程序，得到6个最优目标值∶

1,0.9096,0.9635,0.9143,1,1.
因此，学校A，E，F是DEA 有效的。

14.3.4 数据包络分析案例

1.导官
数据包络分析（Data Envelopment Analysis，DEA）是著名运筹学家 A.Charmes 和

W.W.Copper 等以"相对效率"概念为基础，根据多指标投入和多指标产出对相同类型的
单位（部门）进行相对有效性或效益评价的一种系统分析方法。它是处理多目标决策问
题的好方法。它应用数学规划模型计算比较决策单元之间的相对效率，对评价对象做出
评价。

DEA特别适用于具有多输人多输出的复杂系统，这主要体现在以下几点;
（1）DEA 以决策单位各输入/输出的权重为变量，从最有利于决策单元的角度进行
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评价’从而避免了确定各指标在优先意义下的权重。

（2）假定每个输人都关联到一个或者多个输出’而且输人／输出之间确实存在某种关

系’使用DEA方法则不必确定这种关系的显式表达式。

DEA最突出的优点是无须任何权重假设’每一个输人／输出的权重不是根据评价者

的主观认定,而是由决策单元的实际数据求得的最优权重°因此’DEA方法排除了很多

主观因素’具有很强的客观性。

DEA是以相对效率概念为基础’以凸分析和线性规划为工具的一种评价方法°这种

方法结构简单’使用比较方便°自从1978年提出第＿个DEA模型—C2R模型并用于

评价部门间的相对有效性以来’DEA方法不断得到完善并在实际中被广泛应用’诸如被

应用到技术进步、技术创新、资源配置｀金融投资等各个领域,特别是在对非单纯盈利的公

共服务部门’如学校、医院’某些文化设施等的评价方面被认为是一个有效的方法。现在’
有关的理论研究不断深人’应用领域曰益广泛。应用DEA方法评价部门的相对有效性的

优势地位’是其他方法所不能取代的。或者说’它对社会经济系统多投人和多产出相对有
效性评价’是独具优势的°

我们把城市的可持续发展系统（某一时间或某一时段）视作DEA中的-个决策单

元’它具有特定的输人／输出’在将输人转化成输出的过程中’努力实现系统的可持续发展
目标°

2·案例

例14·5利用DEA方法对天津市的可持续发展进行评价。在这里选取较具代表性

的指标作为输人变量和输出变量’见表149°

表14.9各决策单元输入、输出指标值
■■■■■■■■■■■■■■■

疵币讣境

贡量指数

0·00

0·09

0·07

0. 13

O37

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—

—

量:政府财政收人占GDP的比例、环保投资占GDP的比例、每千人科技人员

量:经济发展（用人均GDP表示）、环境发展（用城市环境质量指数表示）°
Matlab程序如下

数°

e己r′m＝3′n＝10『s＝2′

（｜d己亡己145.仁x亡｜）′
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策
元

决
单

政府财政收人占

GDP的比例／％

环保投资占GDP

的比例／％

每千人科技

人员数／人

人均GDP
■■■■■■■

／冗

1990 14·40 0。65 31·30 3621.00

1991 16.90 0。72 32.20 3943·00

1992 15·53 0·72 31.87 4086.67

1993 15.40 0·76 32·23 4904·67

1994 14。 17 0。76 32·40 6311.67

1995 13·33 0。69 30·77 8173.33

1996 12·83 0.61 29·23 10236·00

1997 13。00 0·63 28.20 12094·33

1998 13.40 0.75 28.80 13603.33

1999 14.00 0·84 29.10 1484L00

评价，从而避免了确定各指标在优先意义下的权重。

（2）假定每个输人都关联到一个或者多个输出。而且输人/输出之间确实存在某种关

系.使用 DEA 方法则不必确定这种关系的显式表达式。
DEA 最突出的优点是无须任何权重假设，每一个输入/输出的权重不是根据评价者

的主观认定，而是由决策单元的实际数据求得的最优权重。因此，DEA 方法排除了很多
主观因素，具有很强的客观性。

DEA 是以相对效率概念为基础，以凸分析和线性规划为工具的一种评价方法。这种

方法结构简单，使用比较方便。自从1978年提出第一个DEA模型——C'R模型并用于
评价部门间的相对有效性以来，DEA 方法不断得到完善并在实际中被广泛应用，诸如被

应用到技术进步、技术创新、资源配置、金融投资等各个领城。特别是在对非单纯盈利的公
共服务部门，如学校、医院，某些文化设施等的评价方面被认为是一个有效的方法。现在。
有关的理论研究不断深人，应用领域日益广泛。应用 DEA 方法评价部门的相对有效性的
优势地位.是其他方法所不能取代的。或者说，它对社会经济系统多投入和多产出相对有

效性评价，是独具优势的。
我们把城市的可持续发展系统（某一时间或某一时段）视作 DEA中的一个决策单

元，它其有特定的输入/输出。在将输人转化成输出的过程中、努力实现系统的可持续发展

目标。
2. 案例
例14.5 利用DEA方法对天津市的可持续发展进行评价。在这里选取较具代表性

的指标作为输人变量和输出变量，见表14.9。

表14.9 各决策单元输入、输出指标值
人均 CDP每千人科技 城市环境决策 环保投资占 GDP敢府财败收人占序号 /元 质量指数单元 人员敷/人的比例/%GDP的比例%

31.30 0,.00“ 362L.000.651990 14.40
0.092 0.72 3943.0032.2016.901991
0.07多 3L.87 4086.67?0.715.53192
中0.35 4904.674 3.2315.40199

611.67 0.37占 0.76 324014.171994
0.59白 30.77195 0.69 8173.3313.33
0.51” 0.61 10236.0029.2312.831996
0.44昌 0.63 12094.3328.2013.00997
0.58“ 13603.3328.800.7513.401998
1.0029.10 14841.000.8410 [4.01999

输人变量∶政府财政收入占 GDP 的比例、环保投资占GDP的比例、每千人科技人员
数。轴出变量;经济发展（用人均 GDP 表示）、环境发展（用城市环境质量指数表示）。

计算的Matlab程序如下
clc， elear，煎z3;n=10;s=2;
d=load ('datal4_5.txt');
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己＝d（:′ ［1:3］）′h＝d（:′ ［4′5］） ′

pr◎b＝◎p亡土mpr◎b1em（｜Objec七jveSense｜′｜m己x｜）′

u＝◎p仁土Inv己r（｜u′ ′m′↑L○werB◎und｜ ′0）′

v＝◎p七土∏Iv己r（0v!′s′｜L◎werB◎und｜ ′0）;墙列向量

pr◎h·C◎ns亡r己jn仁s·c◎n1＝己＊u＞＝b＊v′

f◎rj＝1:n

fpr1n仁f（｜第墙d年计算结果如下:＼n｜ ′j＋1989）

pr◎b.Objec七土ve＝b（j′ :）＊v′

pr◎b.C◎nstr己土n仁s.c◎n2≡己（j′ :）＊u＝＝1;

［s◎1′fv己1］＝s◎1ve（pr◎b）

Su＝S◎1.u′ SV＝S◎1.V 号显示最优解

end

计算结果见表14. 10’最优目标值用0表示。显而易见’该市在20世纪90年代的发
展是朝着可持续方向前进的°

表14.10用DEA方法对天津市可持续发展的相对评价结果
■■｜■■■■■■■■■■■■

年份 结论
—

趴
＿
则
＿
Ⅷ
＿
沏
＿
…

■■■■■■■■■■■■■

14.4灰色关联分析法

灰色关联度分析具体步骤如下:

（1）确定比较数列和参考数列。设评价对象有加个’评价指标变量有见个’每个指
标变量吗（j＝1’2’…’〃）都是效益型指标变量°比较数列为

α‘＝｛α虑（j） ｜j＝1’2’…’＂｝ ’j＝1’2’…’m’

式中:α卤（j）是第j个评价对象关于第j个指标变量吟的取值。

参考数列为αo＝｛α0（j） ｜j≡1’2’…’厕｝ ’-般取αo（／）≡闺熟｛αd（j）｝ ,即参考数列相当
于＿个虚拟的最好评价对象的各指标值°

（2）确定各指标对应的权重°可用层次分析法等确定各指标对应的权重″＝［测l ’
″2’…’Ⅷ厕］’其中叫’j＝1’2’…’n为第j个评价指标对应的权重°

（3）计算灰色关联系数:

mjnmin｜α0（t）ˉαs（t） ｜切l里慧攫麓｜α0（t）-αs（′） ｜
自（j）＝l…砸l≤‘≤＂

｜α0（j）ˉα‘（j） ｜切l驾慧黑麓｜α0（t）ˉαs（t） ｜ ’j＝1’2’…’′n’j≡1’2’…’网.
皇（j）为比较数列α‘对参考数列α0在第j个指标上的关联系数’其中p巨［0’1］为分辨系

数°其中,!鹏鹏｜α0（‘）ˉα.（′） ｜、l驾愚黑骂｜αo（′）-α墩（′） ｜分别称为两级最小差及两级
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0 结论 年份 0

0。2902 非DEA有效 1995 0·7183

0.2854 非DEA有效’规模收益递减 1996 0。9069

0.2968 非DEA有效’规模收益递增 1997 1

0.3425 非DEA有效’规模收益递增 1998 1

0·4595 非DEA有效’规模收益递增 1999 1

a=d(:,[1:3]);b=d(:, [,5]l;
prob=optimproblem ('ObjectiveSense','max');

u=optimvar ('u',m,'LowerBound',0);

V=optimvar（'v'，s，'Low白rBOund'，0）;8列向量

prob.Constraints.conL = a*u>=b*V;
for j=:n

fprintF（第名d年计算结果如下∶\n'，j41989}
prob.0bjective=b(j,:)*V;

Drob,Constraints、con2 = a(j,:}*u==1;

[sol,fval]=golve (prob)

su=so1.u，9V=sol.妙 名显示最优解

end
计算结果见表14.10、最优目标值用θ表示。显而易见，该市在 20世纪 90年代的发

展是朝着可持续方向前进的。

表14.10 用 DEA方法对天津市可持续发展的相对评价结果

年份 。结 论 年份8 结 论
1990 19950.2902 0.7183非DEA有效 毒 DEA有效，规模收益遵增

0.28541991 19906 0.9069非 DEA有效，规模收益递减 非 DEA有效，规模收推遵增“0.29681992 1997非 DEA有效，规模收益递增 DEA有效，规模收益递增”0.34251993 1998率 DEA有效，规模收益递增 DEA有效，规模收益不变

0.495 羊DEA有效，规模收益遵增1994 1999 DEA有效，规模收益不变

14.4 灰色关联分析法

灰色关联度分析具体步骤如下;

（1）确定比较数列和鑫考数列。设评价对象有m个，评价指标变量有n个，每个指
标变量x;（Gj=1，2，⋯，n）都是效益型指标变量。比较数列为

a;={4;(0) lj=1,2,⋯,n},i=1,2,⋯,m,
式中;a，（ji）是第i个评价对象关于第j个指标变量??的取值。

参考数列为a。={σ（i）lj=1，2，⋯，n}，一般取a（）= mar{a（j）|，即参考数列相当
于一个虚拟的最好评价对象的各指标值。

（2）确定各指标对应的权重。可用层次分析法等确定各指标对应的权重w=【w，
如2，⋯，四0。】，其中如;，j=1，2，⋯，n为第j个评价指标对应的权重。

（3）计算灰色关联系数∶

min la(z)-a(t)|+p l,(r)-a,(t)min )maC max
16心m 1st4吗专（）= 51 a(r)-a,(6)-,i=1,2,⋯,m,j=1,⋯,a.a,(i)-a(j) +p max max

乓喉用 】乓!≤n

息）为比较数列a;对参考数列a。在第j个指标上的关联系数，其中pe【0，1】为分辨系
数。其中，min min la（f）-a，（8）|，mex， maxla（t）-a，（4）}分别称为两级最小差及两级
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最大差。

一般来讲’分辨系数p越大’分辨率越大;p越小’分辨率越小°

（4）计算灰色加权关联度。灰色加权关联度的计算公式为
见

『』＝∑叫叁（k）’
k＝1

式中:厂《为第j个评价对象对理想对象的灰色加权关联度’若没有给出各指标变量的权

重’则各指标变量取相等的权重’即叫＝1／n’j＝1’2’…’门°
（5）评价分析。根据灰色加权关联度的大小,对各评价对象进行排序’可建立评价对

象的关联序’关联度越大’其评价结果越好°

例14·6供应商选择决策°某核心企业需要在6个待选的零部件供应商中选择-

个合作伙伴’各待选供应商有关数据见表14.11。

表14·11 某核心企业待选供应商的指标评价有关数据

产品质量、技术水平｀经济效益、供应能力、市场影响度、交货情况指标属于效益型指

标;产品价格、地理位置、售后服务指标属于成本型指标°现分别对上述指标进行规范化
处理’规范化数据结果见表14.12。取各指标值的最大值’得到虚拟最优供应商。

表14·12 比较数列和参考数列值

供应商 最优

供应商评价指标
6

0。75

0。6981

1

0·6522

0

0·7273

0.1667

0.7333

0·7059

5

0。25

0。566

0.3929

1

0.4583

0。5455

0

0.2

0

2

0。4375

0。8491

0

0·3478

0。6667

1

0.2

0

0·7647

1

0

2642

6071

0

4583

5455

6667

5333

2941

1

1

1

1

1

1

1

1

1

指标1

指标2

指标3

指标4

指标5

指标6

指标7

指标8

指标9

∩
＝
◎

∩
＿
∩
＝
○
一
∩
＝
β
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最大差。
一般来讲，分辨系数p越大，分辨率越大;p 越小，分辨率越小。

（（4）计算灰色加权关联度。灰色加权关联度的计算公式为

量吹艺,=2’飞，

式中;r;为第i个评价对象对理想对象的灰色加权关联度，若没有给出各指标变量的权

重，则各指标变量取相等的权重，即 w，=1/n，j=1，2⋯，n。
（5）评价分析。根据灰色加权关联度的大小，对各评价对象进行排序，可建立评价对

象的关联序，关联度越大，其评价结果越好。
例14.6 供应商选择决策。某核心企业需要在6个待选的零部件供应商中选择一

个合作伙伴，各待选供应商有关数据见表14.11。

表14.11 某核心企业待选供应商的指标评价有关数据

待选供应 商
评价指标 “ 6引乙 ”

0.950.870.920.99.900.83产品质量
303310287340产品价格/元 295326
1027253821地理位量/km 人
1.72.03.2 0.92.22.4督后服务/h
0.090.200.330.120.250.20技术水平
0.170.200.15 0.150.00.14经济效益

150 175180 200300250供应能力/件
0.260.180.15 0.300.270.23市场影响度
0.940.89 0.80.95 0.990.87交货情况

产品质量、技术水平、经济效益、供应能力、市场影响度、交货情况指标属于效益型指
标;产品价格、地理位量、售后服务指标属于成本型指标。现分别对上述指标进行规范化
处理，规范化数据结果见表14.12。取各指标值的最大值，得到虚拟最优供应商。

表14.12 比较数列和参考数列值
供 应 商 最优

评价指标 供应商卸2- 6？ ，句 -0.75- 0.250.562s0.4375指标Ⅰ 。
自D 0.69810.5660.25642 0.849指标2

0.39290.6071 0.67860.4643o指标3 、？、Qo, -- 0.6520.5217.43480.3478指标4
工。L 0.45830.4583 0.1250.6667指标S
工一 0.7730.54550.45450.5455指标6 o D -工 0.16670.3330.667 0.2指标?

工 .73330.2指标8 0.80.5333 。 ？e -工 0.418 0.70590.76470.254I指标9
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取p＝0.5’计算叁（附）及厂t’具体数值见表14. 13。

表14. 13关联系数和关联度值

待选供应商
评价指标

6

0.6667

0·6235

1

0·5897

0,3333

O6471

0.375

0。6522

0.6296

0.6130

0.4706指标1

指标2

指标3

指标4

指标5

指标6

指标7

指标8

指标9

0。4046 O7681

0.4828 O6087

O4694 0.5111

0.5238 0.5238

0.4286

0.5172

0。5560 0.6491 O6527 0.q936厂《

由表1413’按灰色关联度排序可看出,厂4＞厂3＞厂6＞厂2＞厂5＞rl’由于供应商4与虚拟最优
供应商的关联度最大’亦即供应商4优于其他供应商,企业决策者可以优先考虑从供应商
4处采购零部件以达到整体最优°

将灰色关联分析用于供应商选择决策中可以针对大量不确定性因素及其相互关系’
将定量和定性方法有机结合起来’使原本复杂的决策问题变得更加清晰简单’而且计算方

便’并可在一定程度上排除决策者的主观任意性’得出的结论也比较客观’有-定的参考
价值°

计算的Mat1ab程序如下:

c1c′c1ear

己＝［0.83 0.90 0.99 0.92 0.87 0.95

326 295 340 287 310 303

21 38 25 19 27 10

3°2 2°4 2.2 2.0 0·9 1°7

0。20 0·25 0.12 0·33 0·20 0.09

0.15 0·20 0。14 0.09 0.15 0°17

250 180 300 200 150 175

0°23 0。15 0.27 0。30 0·18 0.26

0·87 0·95 0.99 0.89 0·82 0.94］′

f◎rj＝［15:9］ 嗜效益型指标标准化

己（1′ :）＝（己（土′:）-mjn（己（1′ :）））／（m己x（己（1′ :））＝m±n（a（土′ :）））′

end

f◎r土＝2:4 老成本型指标标准化

己（j′ :）＝（m己x（己（土′ :））-己（土′ :））／（m己x（己（土′ :））-m1n（己（1′ :）））;

end

［m′n］＝sjze（己）;
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取p=0.5，计算点（k）及r，具体数值见表14.13。

表14.13 关联系数和关联度值

待 选供 应离
评价指标 ”“ 62“ 3
指标1 0.6670.5330.4700.333 0.4一
指标2 a.330.768 0.3354 0.s23s0.4046 一0.4828指标3 0.56 0.45160.333 0.6087

0333指标4 0.58970.4694 0.5110.434 ’
工0.36360.48 0.330.6指标5 0.48

指标6 0.528 0.64710.3330.4783 0.5238~0.38460.6指标7 .4286 0.3750.33,指标8 0.330.5172 .6220.714 0.3846”0.4146 0.4595指标9 0.62960.330.68~ 0.460 0.64910.550 a.61300.4930.6527

由表14.13，按灰色关联度排序可看出，r4>ry>。>r2>r;>，由于供应商4与虚拟最优
供应商的关联度最大，亦即供应商4 优于其他供应商，企业决策者可以优先考虑从供应商
4 处采购零部件以达到整体最优。

将灰色关联分析用于供应商选择决策中可以针对大量不确定性因索及其相互关系，
将定量和定性方法有机结合起来，使原本复杂的决策问题变得更加清晰简单.而且计算方
便，并可在一定程度上排除决策者的主观任意性，得出的结论也比较客观，有一定的参考
价值。

计算的 Matlab 程序如下;

clc, clear
a=[0.83 0.90 0.99 0.92 0.87 0.95
326295 340 287 310 303
21 3825 192710
3.2 2.0 0.9 1.72.4 2.2
0.200.25 0.12 0.33 0.20 0.09
0.150.200.14 0.090.15 0.17
250 1180 300 200 150 175
0.23 0,15 0.27 0.30 0.18 0.26
0.87 0.95 0.99 0.B9 0.82 0.94li

for i=[1 5:9] 号效益型指标标准化

a在。）=（a（i，-min（a（i。s））1/（max（（i，∶）>-minta（，∶）））;
end
for i=2:4 ??本型指标标准化

a柱i，∶）={maxafi，∶））-a（i，;））/（max（（i，∶））-min{a（1，∶）;
end
[m,n]=gize (a);
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堵逐行求最大值′得参考数列

墙求参考数列与每一个比较数列的差

老计算最小差

8计算最大差

ck＝m己x（己′ ［］′2）′

仁＝Ck＝己;

∏m工n＝m土n（Ⅲ土n（t））′

∏Ⅲl己x＝m己x（Ⅲ己x（t））′

rh◎＝0.5′8分辨系数

x土shu＝（∏Ⅲl1n＋rh◎＊mm己x） .／（仁＋rh◎＊mm己x）

gu己n1土己ndu＝me己n（x土shu）

［gs○r℃′jnd］＝s◎rt（gu己n1土己ndu′｜descend｜ ）

嗜计算灰色关联系数

老取等权重′计算关联度

哈对关联度从大到小排序

14·S主成分分析法

例14.7表14. 14是我国1984-2000年宏观投资的＿些数据’试利用主成分分析对

投资效益进行分析和排序°

表14. 14 1984-2000年宏观投资效益主要指标

蠢建厉

竣工2

0.4〔

0。5（

0·49

0′47

0.47

0.48

0。4（

0。46

0。43

0.“

0.48

0.48

0。48

0·47

0·5纠

0.52

0ˉ4f

年份

拟
—
删
—
账
＿
…

拙
＿
剃
＿
别
～
Ⅷ
＿
Ⅷ
～
驯
＿
肌
～
溉
＿
沏
—
Ⅷ
～
卿
—
Ⅻ

解用匆! ’匆2’…’鳃5分别表示投资效果系数（无时滞）、投资效果系数（时滞一年）、全
社会固定资产交付使用率｀建设项目投产率、基建房屋竣工率°用j＝1’2’…’17分别表

示1984年、1985年、…、2000年’第j年卯!’m2,…’m5的取值分别记作［α则’α卤2,…,α‘5］,构

造矩阵A＝（α『）l7×5°
基于主成分分析法的评价步骤如下:
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投资效果系数

〈无时滞）

投资效果系数

（时滞一年）

全社会固定资产

交付使用率

建设项目

投产率

0·71 0·49 0·41 0.51

0·40 0·49 0·44 0.57

0·55 0·56 0.48 0.53

0·62 0.93 0.38 0.53

0.45 0·42 0·41 0.54

0·36 0·37 0.46 0。54

0·55 0.68 0.42 0.54

0·62 0·90 0·38 0·56

0.61 0·99 0。33 0.57

0.71 0·93 0.35 0·66

0·59 0·69 0·36 0.57

0·41 0。47 0。40 0.54

0.26 0。29 0.43 0.57

O。 14 0. 16 0.43 0.55

0·12 0.13 0.45 0.59

0·22 0.25 0.“ 0.58

0。71 0。49 0·41 0。51

ck=max(a,(],2); 禽逐行求最大值，得参考数列

tack-a; 求参考数列与每一个比较数列的差

8计算最小差runin=min (min (t));

计算最大胜mmax=Imax (nax (t)》;

rho=0.5;8分辨系数

） 号计算灰色关联系数xishu=(min+rho *mmax)./(t+rho *Tnax)

号取等权重，计算关联度guanlfandu=mean (xishu)

8对关联度从大到小排序[gsort,ind]=sort(guanliandu,'descend'}

14.5 主成分分析法

例14.7 表14.14是我国1984—2000年宏观投资的一些数据，试利用主成分分析对
投资效益进行分析和排序。

表14.14 1984-2000年宏观投资效益主要指标

基建房屋全社会面定资产投资效某系数投资效莱系数 磨设项目年份 竣工率投产率交付使用率（时滞一年）（无时滞）
0.460.490.711984 0.510.41
0.500.57198s 0.4e.490.40

0.48 033.ss 0.490.561986
0.470.30.380.931987 0.62
0.470.540.410.40.45198
0.相0.540.460.370.361989

0.40.42 0.460.680.551990
0.45夕嵩0.388.900.&1991

0.370.33 0.43.990.611992
0.440.350.93 0.660.71993
0.480.9 0.570.360.691994

0.40 0.540.47 0.480.41995
0.570.43 0.480.290.26199%6
0.50.430.16 0.470.141997

0.540.590.450.130.12998
0.320.380.40.22 0.25199
0.46夕台0.72000 0.510.49

解 用x;如⋯，4、分别表示投资效果系数（无时滞）、投资效果系数（时滞一年）、全
社会固定资产交付使用率、建设项目投产率、基建房屋竣工率。用i=1，2，⋯，17分别表
示1984年、1985年、⋯、2000年，第i年x，x，⋯，x;的取值分别记作【aq，an;⋯，ag】，构

造矩阵A=（a时）nxs。
基于主成分分析法的评价步骤如下;
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（1）对原始数据进行标准化处理°将各指标值α,转换成标准化指标码’有

码＝21卫l’t＝1’2,…’17,j＝1’2’…’5,
s／

式中;岭-古兰.洲～
均值和样本标准差°

对应地,称

’j＝1’2’…’5’即屿’芍为第j个指标的样本

再＝塑l三kl,j＝1’2’…’5
q′

为标准化指标变量°

（2）计算相关系数矩阵R。相关系数矩阵R＝（厂0）5×5’有
l7

∑虱』 .鞠

「,＝′ˉi7ˉl ,‘,／二1,2’…,5,
式中:厂煎＝1;r0＝吼’厂『为第!个指标与第j个指标的相关系数。

（3）计算特征值和特征向量°计算相关系数矩阵R的特征值入l≥人2≥…≥入5≥0’

及对应的标准化特征向量ul ’u2’…’u5’其中吗＝［uU’u刁’…’u习］T’由特征向量组成5个
新的指标变量

≈ ～

γl＝u11卯1＋u21卯2＋…＋u51卯5’
～ ～ ～

y2＝u12卯1＋凹22卯2＋…＋u52卯5’

～ ～ ～

y5＝u15勿1＋u25卯2＋…＋u55卯5’

式中:γl为第1主成分;γ2为第2主成分;…;y5为第5主成分。

（4）选择p（p≤5）个主成分’计算综合评价值。

O计算特征值入／〈j＝1’2’…’5）的信息贡献率和累积贡献率°称

鸟≡≠′尸1,2,＝,,
∑入＂
k＝1

为主成分乃的信息贡献率;而且称
p

∑入〃
k≡l

αp＝—

∑入臆
k＝1

为主成分γl’γ2’…’％的累积贡献率。当C!p接近1（αp＝0.85’0.90’0.95）时’选择前p个
指标变量yl,γ2,…’γp作为p个主成分’代替原来5个指标变量’从而可对p个主成分进
行综合分析°

@计算综合得分:
p

Z＝D′乃’
j＝1
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（1）对原始数据进行标准化处理。将各指标值αg转换成标准化指标a有

安计。布 “口了己““了少
号；式中∶出=1 艺产”， （a2-μ））2，j=1，2，⋯，5，即μ，为第j个指标的样本’

/17-1:17:
均值和样本标准差。

对应地，称

比其=1,⋯,5乡 心
为标准化指标变量。

（2）计算相关系数矩阵R。相关系数矩阵R=（rj）ss，有
各管
纠少台y= 17-1,is=1,2,⋯,5,

式中∶ra=1;r∶=r;，;为第i个指标与第j个指标的相关系数。
（3）计算特征值和特征向量。计算相关系数矩阵R的特征值λ，≥λ，≥⋯≥入、≥0，

及对应的标准化特征向量站，w2，⋯，v，其中ψ;=【uy，z，⋯，u】，由特征向量组成5个
新的指标变量

为，=4，2+uapa+·⋯*un2
ya=41年;十w2??+⋯u22z，

ys=ug部+ua年+⋯+usg年，
式中;y，为第1主成分;y，为第2主成分;⋯;y;为第5主成分。

（4）选择p（p≤5）个主成分，计算综合评价值。
①计算特征值A/（j=1，2，⋯，5）的信息贡献率和累积贡献率。称

A;。 ,j=1,2,⋯,5排

A.f1
为主成分y;的信息贡献率;而且称

-1。
为主成分y，2⋯，y，的累积贡献率。当α，接近1（α，=0.85，0.90，0.95）时，选择前p个
指标变量y，yz，⋯，y，作为p个主成分，代替原来5个指标变量，从而可对p个主成分进
行综合分析。

②计算综合得分;

“吟多
428



式中:b′为第j个主成分的信息贡献率’根据综合得分值就可进行评价°
利用Matlab软件求得相关系数矩阵的5个特征值及其贡献率如表1415所列。

表14.15主成分分析结果
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

序号 累积贡闸

∩勺巨可α

—

1

—

2 ］（］ （］（］［l‖

—

3

■■■■■■■■■■■■■■■■■■

可以看出’前三个特征值的累积贡献率就达到93％以上’主成分分析效果很好°下

面选取前三个主成分进行综合评价。前三个特征值对应的特征向量见表14. 16。

表14.16标准化变量的前3个主成分对应的特征向量
≈ ≈

z z
d

0067l04905

0s98Ⅱ-0293q

05109 0371q 0I477

≈

匆5

＝0.4916

0。 1606

0·6255

第1特征向量

第2特征向量

第3特征向量

由此可得三个主成分分别为

yl＝O4905禹＋0.5254廷ˉ0.4871鬼＋0.0671瑰ˉ0.4916廷’

y2＝ˉ0.2934氧＋0.0490乾ˉ0.2812廷＋0.8981虱＋0.1606廷’

y3＝0.5109鬼＋0.4337轧＋0.3714廷＋0.1477虱＋0.6255廷°
分别以三个主成分的贡献率为权重,构建主成分综合评价模型

Z＝0.6269γl＋0.2337y2＋0.0700y3.

把各年度的三个主成分值代人上式’可以得到各年度的排名和综合评价结果’如

表14.17所列°

表1417排名和综合评价结果
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

1995年代
■■■■■■■■■■■■■■

名次 9

一0.2534评价值

1986年代
—

名次

评价值
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

gj≡1◎己d（!d己亡己14ˉJ.仁x仁!）;

gj＝zsc◎re（gj）′ 墙数据标准化

r＝c◎rrc◎ef（gj）′ 堵计算相关系数矩阵

堵下面利用相关系数矩阵进行主成分分析′x的列为r的特征向量′即主成分的系数
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特征值 贡献率 累积贡献率 序号 特征值 贡献率

3· 1343 62.6866 62·6866 4 0.2258 4.5l62

1·1683 23.3670 86.0536 5 0。 1213 2.4266

0.3502 7.0036 93.0572

1993 1992 1991 1994 1987 1990 l984 2000

1 2 3 4 5 6 7 8

2·q464 1。9768 1· l123 0。8604 0·8456 0·2258 0.0531 0.0531

1988 1985 1996 1986 1989 1997 1999 1998

10 l1 12 13 14 15 16 17

0·2662 0·5292 0·7405 0·7789 0.9715 l。1476 ＝l·2015 ˉ1·6848

式中;b，为第j个主成分的信息贡献率，根据综合得分值就可进行评价。
利用 Matlab 软件求得相关系数矩阵的5个特征值及其贡献率如表14.15 所列。

表14.15 主成分分析结果

序号 序号贡献率特征值 页献率特征值联积微献率 票积贡献率w3.1343 62,6866 97.597344.51620.225862.6866

乙 n 夕 10002.426686,053623.36701.1683m 0.3502 93.05727.0036

可以看出，前三个特征值的黑积贡献率就达到93??上，主成分分析效果很好。下
面选取前三个主成分进行综合评价。前三个特征值对应的特征向量见表14.16。

表14.16 标准化变量的前3个主成分对应的特征向量

窝昂 岗高 古
-0.4871 0.0671 -0.49160.52540.4905第1特征向量

0.8981-0.28120.0490-0.2934 0.1606第2特征向量

0.6255O.14770.37140.5109) 0.4337第3特征向量

由此可得三个主成分分别为
y，=0.4905x+0.5254窝-0.4871窝+0.0671 z-0.4916忘，
y，=-0.2934z，+0.0490年2-0.2812窝+0.8981完+0.1606z，
yy=0.5109年+0.4337x，+0.3714窝+0.1477?+0.6255z。

分别以三个主成分的贡献率为权重，构建主成分综合评价模型
Z=0.6269y,+0.2337y,+0.0700y

把各年度的三个主成分值代人上式，可以得到各年度的排名和综合评价结果。如
表14.17所列。

表14.17 排名和综合评价结果

199520019901987年代 1993 198419919911992
3 夕目64 ？n一名次

0.0531 -0.2534评价值 0.05310.8604 0.22580.8456t.11231.976B2.4464
1997 19861998年代 199919891986199619851988

己名次 151a13 160 121
-1.204150.5292评价值 0.97150.779 -1.684830.74050.2562 l1.1476

计算的 Matlab 程序如下;
clc,clear
gj=load{datal4_7.txt');

 数据标准化gj ez8core (gj):
8计算相关系数矩阵r=Corrcoef (gj);

号下面利用相关系数矩阵进行主成分分析，x的列为r的特征向量，即主成分的系数
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哈y为r的特征值′z为各个主成分的贡献率

哈构造元素为±1的行向量

8修改特征向量的正负号

啥num为选取的主成分的个数

啥计算各个主成分的得分

老计算综合得分

培把得分按照从高到低的次序排列

［x′y′z］＝pc己c◎v（工）

f＝s土gn（sum（x））′

x＝x° ＊f

num＝3′

df＝gj＊x（:′ ［1:num］）′

七f＝df＊z（1:num）／100′

［s七f′1nd］＝s◎r仁（tf′｜descend｜）′

s七f＝s仁f｜′土nd＝md｜

14·6秩和比综合评价法

秩和比（RankSumRation,RSR）统计方法是我国统计学家田凤调于1988年提出的

-种新的综合评价方法’该法在医疗卫生领域的多指标综合评价、统计预测预报、统计质

量控制等方面已得到广泛的应用。秩和比是行（或列）秩次的平均值’是—个非参数统计

量’具有0～1连续变量的特征°

14·6·1原理及步骤

1·原理

秩和比综合评价法基本原理是在＿个＂行m列矩阵中’通过秩转换’获得无量纲统

计量RSR;以RSR值对评价对象的优劣直接排序或分档排序,从而对评价对象做出综合

评价°

2·步骤

先介绍-下样本秩的概念。

定义14.3设鳃l’鳃2’…’”厕是从-元总体抽取的容量为＂的样本’其从小到大顺序

统计量是匆（l）’绷（2） ’…’匆（厕）°若勿尸如（隐） ’则称k是泌在样本中的秩’记作R‘’对每一个
t＝1’2’…,门’称R是第6个秩统计量°Rl ’R2’…’R厕总称为秩统计量°

例如’对样本数据

一0.8’-3. 1’1.1’-5.2’4.2’

顺序统计量是

-5.2’-3. 1’ˉ0.8’1.1’42’

而秩统计量是

3,2’4,1’5.

秩和比综合评价法的步骤如下:

（1）编秩°将见个评价对象的m个评价指标排列成n行加列的原始数据表°编出

每个指标各评价对象的秩’其中效益型指标从小到大编秩’成本型指标从大到小编秩’同

＿指标数据相同者编平均秩°得到的秩矩阵记为R＝（R『）厕×砸°
（2）计算秩和比（RSR）°根据公式

RSR′＝上兰R酚,愈＝1,2,…,＂
′70刃j＝1

计算秩和比°当各评价指标的权重不同时,计算加权秩和比（WRSR）’其计算公式为
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y为工的特征值，z为备个主成分的贡献率[x,Y,z]=pcacov(r)
号构造元素为±1的行向量f=gigE (sum(x>l;
修改特征向量的正负号Xnx.* F
号num为遗取的主成分的个教nunm=3;
名计算各个主成分的得分af=gj*x{:,[L:num]);
??算综合得分tE=af*z(1;num)/100;
把得分按黑从高到低的次序排列[atf,ind]=sorttf,'descend');

stf=stf',ind=ind'

14.6 秩和比综合评价法

秩和比（Rank Sum Ration，RSR）统计方法是我国统计学家田风调于1988年提出的
一种新的综合评价方法，该法在医疗卫生领域的多指标综合评价、统计预测预报、统计质
量控制等方面已得到广泛的应用。秩称比是行（或列）秩次的平均值，是一个非参数统计

量，具有0~1连续变量的特征。

14.6.1 原理及步骤

1. 原理
秩和比综合评价法基本原理是在一个n行m 列矩阵中.通过秩转换、获得无量纲统

计量 RSR;以 RSR 值对评价对象的优劣直接排序或分档排序，从而对评价对象做出综合

评价。
2.步骤
先介绍一下样本秩的概念。
定义14.3 设x，z，⋯，z。是从一元总体抽取的容量为n的样本，其从小到大顺序

统计量是zu），*（2）;⋯，vm。若x;=年v，则称k是x;在样本中的秩，记作R，对每一个
i=1，2，⋯，，n，称R∶是第i个秩统计量。R，R，⋯，R。总称为秩统计量。

例如，对样本数据

-0.8,-3.1,1.I,-5.2,4.2,
顺序统计量是

-5.2,-3.1,-0.8,1.1,4.2、
而秩统计量是

3,2,4,1,5.
秩和比缘合评价法的步骤如下∶

（1）编秩。将n个评价对象的m个评价指标排列成n行 m列的原始数据表。编出
每个指标各评价对象的秩，其中效益型指标从小到大编秩，成本型指标从大到小编秩，同
一指标数据相同者编平均秩。得到的秩矩阵记为R=（Ry）⋯。

（2）计算秩和比（RSR）。根据公式

1>1RSR, = 2R;,i=12,⋯,nmr
计算秩和比。当各评价指标的权重不同时，计算加权秩和比（WRSR），其计算公式为
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肌
丙
〉
～
问

■
』
＿
川

ˉ
＝wRSRi 叫R0’ j＝1’2’…,几’

加

式中叫为第j个评价指标的权重’∑叫二1。
j＝1

（3）分档排序。根据RSR』或WRSR《（j＝1’2’…’n）的值’对评价对象进行分档排序’

RSR‘或WRSRt值越大,其评价效果越好。

14·6·2应用实例

例14·8某市人民医院1983—1992年工作质量统计指标及权重系数见表14. l8’其

中鳃l为治愈率’鳃2为病死率,匆3为周转率’”4为平均病床工作日’勿5为病床使用率,”6为

平均住院日’这里则2和鳃6为成本型指标’其余为效益型指标。

表14.18统计指标及权重系数

年度

1983

1984

1985

1986

1987

1988

1989

1990

1991

1992

权重系数

匆6

I0。0

10.3

10.0

10·2

9·61

9.2

9·3

10·0

10。0

10。4

0。159

1015

I010369.6

309.7

101.4

101.2

401。7

1021

0.0980°093

编秩、加权秩和比及排序计算结果见表14. 19。各年份工作质量的排序结果见

表14.19的最后一列,即各年度从优到劣的排序结果为

表14. 19编秩、加权秩和比及排序

排序

983

98』

985

98（

b◎曰

独
＿
Ⅷ
～
卿
＿
…
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勿
1

勿2
z
3

勿4 卯
5

卯
6 WRSRj

6 1 8 7.5 9 5.5 0·4539

8 2 4·5 6 5 2 0·3582

10 3·5 1 1 1 5.5 0·3598

9 3。5 3 7.5 8 3 0.4707

7 6 9 5 7 8 0.6805

4 5 4.5 2 2 10 0.5042

5 7 7 3 3 9 0。6340

1·5 9 10 10 6 5.5 0·7684

3 8 6 9 10 5.5 0.7169

1·5 10 2 4 4 1 0.5534

.0.WRSR,=. 量岁”“口了子名心j1

=1。式中∶w;为第j个评价指标的权重

（3）分档排序。根据 RSR;或WRSR，（i=1，2，⋯，n）的值，对评价对象进行分档排序，
RSR，或 WRSR， 值越大，其评价效果越好。

14.6.2 应用实例

例14.8 某市人民医院 1983—1992年工作质量统计指标及权重系数见表14.18，其
中站;为治愈率，x。为病死率，x。为周转率，z。为平均病床工作日，s、为病床使用率，z。为

平均住院日，这里 x，和z。为成本型指标，其余为效益型指标。

表14.18 统计指标及权重系数

*e年度 ，当，青， 量
10.010L.5370.138.275.21983 3.5
10.3369.676.1 1OI.036.73.31984

80.4 10.0198S B4.8309.730.52.7
10.277.8 370.136.32.71986 101.4

10.2 9.613892.375.91987 369.4
[35.32.44.3 9.291.9367988

9.32.2 97.6356.23.54.61989
10.01.8 101.140.371 401.71990
10.01.97.81991 102.1372.837.1
10.497.8358.133.21.5711992
0.1590.1000.1320.093权重系数 0.0980.418

编秩、加权秩和比及排序计算结果见表 14.19。各年份工作质量的排序结果见

表14.19的最后一列，即各年度从优到劣的排序结果为

表14.19 编秩、加权秩和比及排序

0 排序年度 声序 WRSR;岁 当年2
身 名”色 5.5 0.45397.51983 8

国 了 0.3582 104.51984 26？ ‘一 e-- 0.3595.53.5101985
匀 ？自1.53.5 0.47071986 ” 、、 e昌？9色？ 台 0.63651987

S 10 6乞 叫* 0.50424.51988
93 3叫r D.63401989 。 一91990 0.76845.5101.5 10

乞占3 夕 .71699 5.510d e 丁‘中 0.55341.5192 10 o
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1990′1991′1987′1989′1992′1988′1986′1983′1985′1984。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己w＝1◎己d（!d己t己1481·℃Xt｜）′

w＝己w（end′ :）′ 殆提取权重向量

己＝己w（［1:end-1］′ :）′ 老提取指标数据

己（:′ ［2′6］）＝＝己（: ′ ［2′6］）′ 墙把成本型指标转换成效益型指标

ra＝亡土edr己nk（己） 墙对每个指标值分别编秩′即对己的每一列分别编秩

［n′m］＝s1ze（r己）′ 墙计算矩阵S己的维数

WRSR＝sum（ra· ＊W′2）／n 老计算加权秩和比

［sWRSR′1nd］＝s◎r七（WRSR′｜descend｜） 老对加权秩和比排序

wr让eIn己亡r土x（［r己′WRSR］／da亡a1482.x1sx｜ ）

M.7基于嫡权法的评价方法

嫡本源于热力学,后由香农（C.EShannon）弓｜人信息论’根据嫡的定义与原理’当系统

可能处于几种不同状态’每种状态出现的概率为p!（《＝1’2,…’m）’则该系统的嫡可定义为

‘≡六二咖,
墒权法是一种客观赋权方法。在具体使用过程中,嫡权法根据各指标的变异程度,利

用信息嫡计算出各指标的嫡权,从而得出较为客观的指标权重°

14.7。1嫡权法的评价步骤

设有厕个评价对象,矾个评价指标变量’第j个评价对象关于第j个指标变量的取值

为α0（j＝1’2,…’n;j＝1,2’…’m）,构造数据矩阵A≡（α0）厕×砸。
基于嫡权法的评价方法步骤如下:

（1）利用原始数据矩阵A＝（α0）厕×顺计算p旷（′＝1’2’…,n’／＝1’2’…’加）’即第′个评
价对象关于第j个指标值的比重:

p,＝—丝’t＝l’2’…,″’j＝l,2’…川
∑α,
i＝l

（2）计算第j项指标的嫡值:

号-—六三陶lnM＝］,2,…川
（3）计算第j项指标的变异系数:

g／＝1-乌’j＝l’2’…’m.

对于第／项指标’今越大’指标值的变异程度就越小。
（4）计算第／项指标的权重:

叫＝弓三△,j＝l,2’…川
∑g′
′＝l
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1990,1991,1987,1989,1992,1988,1986,1983,1985,1984.

计算的Matlab 程序如下∶

clc, clear
aw=load!'datal4_8_1,txt');

提取权重向量.w=aw(end,:);
?提取指标数据a=aw([1:end-1],;);
??成本型指标转换成效益型指标a(:,[2.6])=-a:.[2,6]1;

ra=tledrank (a)  对每个指标值分别编秩，即对 a 的每一列分别编秩
鲁计算矩阵 sa 的维数[n,m]=size (ra);

wRSR=gum (ra,*W,2)/n 名计算加权秩和比

【sWRSR，ind】=sort （WRSR，'descend'）∶对加权秩和比排序
writematrix([ra,WRSR],'data14_8_2.xlsx')

14.7 基于熵权法的评价方法

熵本源于热力学，后由香农（C.E.Sharuon）引入信底论，根据瘫的定义与原理，当系统

可能处于几种不同状态，，每种状态出现的概率为p（i=1，2，⋯，m），则该系统的熵可定义为

八 ,lye=-Inm:一自一

熵权法是一种客观赋权方法。在具体使用过程中，熵权法根据各指标的变异程度，利
用信息熵计算出各指标的熵权，从而得出较为客观的指标权重。

14.7.1 熵权法的评价步骤

设有n个评价对象，m 个评价指标变量，第i个评价对象关于第j个指标变量的取值
为a（i=1，2，⋯，n;j=1，2，⋯，m），构造数据矩阵A=（a;）a。

基于熵权法的评价方法步骤如下;
（1）利用原始数据矩阵A=（as）、计算p。（i=1，2，⋯，n，j=1，2⋯，m），即第i个评

价对象关于第j个指标值的比重∶

0g,i=1,2,⋯,nj=1,2,⋯,m.义”
需

（2）计算第j项指标的熵值;

1 Palnp;、=12,⋯,m=;Inn 
（3）计算第j项指标的变异系数∶;

g;=1-e;,j=[,2,⋯,m.
对于第j项指标，e;越大，指标值的变异程度就越小。
（4）计算第j项指标的权重∶

87J=1，2，⋯，阳=-盘

岛高'
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（5）计算第j个评价对象的综合评价值:
m

‘《＝∑″,.
′＝l

评价值越大越好。

14·7.2应用实例

例14·9请根据表14·20给出的10个学生8门课的成绩’给出这10个学生评奖学

金的评分排序。

表14.20学生成绩表

历史学生编号

叫
一
川
—
＂
～
的
—
卯
＿
叫
—
朋
＿
沁
～
朋
～
Ⅶ

】
ˉ
∑
一
〕
ˉ
▲
ˉ
句
ˉ
β
＝
γ
ˉ
吕
ˉ
’

10

解指标变量”l ’加2’…,匆8分别表示学生的语文、数学、物理、化学、英语、政治｀生物｀

历史成绩°用α旷表示第j个学生关于指标变量吗的取值’构造数据矩阵A＝（α0）l0×8。
利用Matlab程序,求得的各指标变量的权重值见表14.21’各个学生的综合评价值及

排名次序见表14.22。各个学生评价值从高到低的次序为

9 1 3 7 6 5 4 10 8 2.

表14.21各指标的评价权重
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

卯8

0·1104
＿

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

指标

权重

表14.22学生的综合评价值及排名次序

学生编号 ｜ ■＝
评价值∏｜凰门 ｜ ｜｜
排名 — ＝＝
学生编号 ｜ ■■■■■■■■
汗价值∏』≡问 ｜ ｜
排名 — ■ ＝
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语文 数学 物理 化学 英语 政治 生物

93 66 86 88 77 71 90

97 99 61 61 75 87 70

65 99 94 71 91 86 80

97 79 98 61 92 66 88

85 92 87 63 67 64 96

63 65 91 93 80 80 99

71 77 90 88 78 99 82

82 97 76 73 86 73 65

99 92 86 98 89 83 66

99 99 67 61 90 69 70

匆
l

勿2
勿3

勿4
勿
5

匆6
卯
7

0.15q4 0. 1363 0.1127 0·1972 0.0552 0·1064 0· 1273

（5）计算第i个评价对象的综合评价值;

亡驴
评价值越大越好。

14.7.2 应用实例

例14.9 请根据表14.20给出的10个学生8门课的成绩，给出这 10个学生评奖学

金的评分排序。

表14.20 学生成绩表

政 治数 学语 文学生编号 历 史生 物其 语化学物 理
9490893 亡8666 n

2 70619 7087谋6199
03 991罩99索 86口

66 6992。98799 88制
的6467687陷赏 萄、、

6 试9980939165含 穹
？ 68829990nn 78锡

B 70657386738 7697
日 BS索88998999 86

彭 9 7069679910 7961

解 指标变量x，z，⋯，死。分别表示学生的语文、数学、物理、化学、英语、政治、生物、
历史成绩。用a，表示第;个学生关于指标变量x;的取值，构造数据矩阵A=（ag）mxs。

利用 Matlab 程序，求得的各指标变量的权重值见表14.21，各个学生的综合评价值及
排名次序见表14.22。各个学生评价值从高到低的次序为

3；。 4 10 8 2.7 6 5

表14.21 各指标的评价权重

售当指标 当 *，量量醋

0.1040.10640.192 0.12730.1127权量 0.03320.13630.1544

表14.22 学生的综合评价值及排名次序， s2”学生编号
0.00中艺 0.09780.0950a.109评价管。
6？3乙排名 10

86 109学生编号 ？
评价值; 0.09590.1012 0.1090.1003 0.095

工9 易自l排名
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计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝readm己仁r土x（｜d己仁己1491.仁x七｜）》

［n′m］＝s土ze（己）′

P＝己.／SuIIl（己）′

e＝＝sum（p。 ＊1◎g（p））／1◎g（n）′

g＝1ˉe′w＝g／sum（g） 哈计算权重

S＝w＊p｜ 啥计算各个评价对象的综合评价值

［ss′土nd1］＝s◎r仁（s′‖descend｜） 老对评价值从大到小排序

土nd2（土nd1）＝1:n 老学生编号对应的排序位置

wr让em己tr1x（w′‖d己亡己1492.x1sx‖） 墙把数据写到Exce1文件的表单1

wr止em己仁mx（［1:n′s′土nd2］′‖d己t己1492.x1sx｜′｜Shee亡｜′2） 老把数据写到表单2

14·8 PageRank算法

PageRank算法是Google搜索弓｜擎对检索结果的-种排序算法。它借鉴传统引文分

析思想:当网页甲有～个链接指向网页乙时’认为乙获得了甲对它贡献的分值’该值的多

少取决于网页甲本身的重要程度’即网页甲的重要性越大’网页乙获得的贡献值就越高。

由于网络中网页链接的相互指向’因此该分值的计算为＿个迭代过程’最终网页根据所得
分值进行检索排序。

互联网是＿张有向图’每＿个网页是图的-个顶点,网页间的每-个超链接是图的-

个边’邻接矩阵B＝（b旷）′｀bW’这里Ⅳ为顶点个数’如果从网页j到网页j有超链接’则b0＝
1,否则为0。

记矩阵B的行和为
Ⅳ

′』＝∑6,’
j＝1

它表示页面h发出的链接数曰°

假如测览页面并选择下＿个页面的过程与过去测览过哪些页面无关’而仅依赖于当

前所在的页面°那么这—选择过程可以认为是一个有限状态、离散时间的随机过程’其状

态转移规律用马尔可夫链描述。定义矩阵A＝（α0）″×″如下:

％ˉ导甩鲁,帆,2,…,Ⅳ,
式中:d是模型参数’通常取d＝0.85;A是马尔可夫链的转移概率矩阵;α旷表示从页面j转
移到页面j的概率。根据马尔可夫链的基本性质,对于正则马尔可夫链存在平稳分布x＝

［绷l ,卯2’…,卯″］T’满足
Ⅳ

ATx＝x’∑鳃』＝1.
《＝l

式中:X表示在极限状态（转移次数趋于无限）下各网页被访问的概率分布’Google将它定
义为各网页的PageRank值.假设x已经得到,则它按分量满足方程
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计算的 Malab程序如下∶

clc,clear
a=reaamatrix('data14_91,txt');

[n,m]=size (a);
D=A./sum (a);
e=-sum (p. *log (p>) /log (n);

?计算权璧g=1-e;w=g/sum g)

S=* p' 计算各个评价对象的综合评价值

舍对评价值从大到小排序[ss,ind1]=sort (s,'aescend')
ind2 (ind1)=1:n 8学生编号对应的排序位置

writematrix（w，'datal4_9_2.x1sx'）号把数据写到Excel 文件的表单1

writematrix（【;n;a;ind2】，'data1492.xlex'，'9heet'，2）名把数据写到表单2

14.8 PageRank算法

PageRank算法是 Google 搜索引擎对检索结果的一种排序算法。它借鉴传统引文分

析思想∶当网页甲有一个链接指向网页乙时，认为乙获得了甲对它贡献的分值，该值的多

少取决于网页甲本身的重要程度，即网页甲的重要性越大，网页乙获得的贡献值就越高。
由于网络中网页链接的相互指向，因此该分值的计算为一个迭代过程.最终网页根据所得

分值进行检索排序。

互联网是一张有向图，每一个网页是图的一个顶点，网页间的每一个超链接是图的一
个边，邻接矩阵B=（bem，这里N为顶点个数，如果从网页i到网页j有超链接，则b，=
1，否则为0。

记矩阵B的行和为
N

少” bi·严
它表示页面i发出的链接数目。

假如浏览页面并选择下一个页面的过程与过去浏览过哪些页面无关，而仅依赖于当
前所在的页面。那么这一选择过程可以认为是一个有限状态、离散时间的随机过程，其状
态转移规律用马尔可夫链描述。定义矩阵A=（a）mw，如下∶

1-4b6。” ,ij=1,⋯,N,食*6、
式中;d是模型参数，通常取d=0.85;A是马尔可夫链的转移概率矩阵;a，表示从页面i转
移到页面j的概率。根据马尔可夫链的基本性质，对于正则马尔可夫链存在平稳分布x=
【x，z，⋯，3g】"，满足 ，

考，=1.生x =x，
式中;x表示在极限状态（转移次数趋于无限）下各网页被访问的概率分布，Cogle将它定
义为各网页的PageRank值。假设x已经得到，则它按分量满足方程
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‰ˉ兰…旱Ⅷ嫂;磊｜÷
网页j的PageRank值是绷‘’它链出的页面有r《个’于是页面』将它的PageRank值分成厂d

份’分别“投票”给它链出的网页°财k为网页∧的PageRank值’即网络上所有页面“投票”
给网页k的最终值。

根据马尔可夫链的基本性质还可以得到’平稳分布（即PageRank值）是转移概率矩

阵A的转置矩阵AT的最大特征值（＝1）所对应的归一化特征向量°

例14.10已知＿个顶点个数Ⅳ＝6的网络如图14.1所示’求它的PageRank值°

5.rho

2

图14· 1 网络结构示意图

解相应的邻接矩阵B和Markov链转移概率矩阵A分别为

B＝

｝!‖

’

0.025

O025

0.3083

O025

0.875

0.025

A＝

计算得到该马尔可夫链的平稳分布为

x＝［O2675 0.2524 0. 1323 0. 1697 0.0625

这就是6个网页的PageRank值’其柱状图如图14.2所示°

0. 1156］T.

编号1的网页alpha的PageRank值最高’编号5的网页Il1o的PageRank值最低,网

页的PageRank值从大到小的排序依次为1’2’4’3’6,5。
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“弥叫.1-d“巳言产门十x=、。 N
网页i的 PageRank值是z，它链出的页面有r;个，于是页面i将它的PageRank 值分成;
份，分别"投票"给它链出的网页。z，为网页k的PageRark值，即网络上所有页面"投票"
给网页成的最终值。

根据马尔可夫链的基本性质还可以得到，平稳分布（即PageRank 值）是转移概率矩

阵 A的转置矩阵A'的最大特征值（=1）所对应的归一化特征向量。

例14.10 已知一个顶点个数N=6的网络如图14.1所示，求它的PageRank值。

6sigmL 5tt

个

1.alpla 6 3.ganimna

2.b临a 4.deta
图14，1 网络结构示意图

解 相应的邻接矩阵 B和 Markow链转移概率矩阵A分别为

1

0 0 0 B=1 0 0 0 o
0 0 0 0 0
0 0

[0.025 0.875 0.025 0.025 0.025 0.025
0.025 0.025 0.45 0.45 0.025 0.025
0.025 0.025 0.025 0.3083 0.3083 0.3083A= 0.0250.875 0.025 0.025 0.025 0.025 C
0.025 0.02s 0.025 0.025 0.025 0.875
0.875 0.02s 0.02s 0.025 0.025 0.025

计算得到该马尔可夫链的平稳分布为
x=[0.2675 0.2524 0.1323 0.1697 0.0625 0.1156]F

这就是6个网页的PageRank 值，其柱状图如图14.2 所示。
编号1的网页 alpha的PageRank值最高，编号5的网页 tho的PageRank 值最低，网

页的PageRank值从大到小的排序依次为1，2，4，3，6，5。
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图14.2 PageRank值的柱状图

计算的Mat1ab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎sea11

N＝6′B＝zer◎s（N）′B（1′2）＝1′B（2′ ［3′4］）＝1′

B（3′ ［4:6］）≡1′B（4′1）＝1′B（5′6）≡1′B（6′1）＝1′

n◎des＝｛｜1.己1ph己｜ ′｜2.be仁己｜ ′｜3.g己mm己｜ ′｜4.de1仁a｜ ′｜5.rh◎‖ ′｜6.s土gm己｜｝′

G≡d土gr己ph（B′n◎des）′

p1○℃（G′｜L土neW土dth｜ ′1.5′｜N◎deF○n仁S±ze｜ ′12′!Arr◎wS1ze｜ ′12）

r＝sum（B′2）′d＝0.85′

A＝（1＝d）／N＋d＊B.／r 堵计算转移概率矩阵

［x′y］＝ejgs（A｜ ′1）′ 岩求最大特征值对应的特征向量

x＝x／sum（x） 老特征向量归一化

且gure′b己r（x） 8画P己geR己nk值的柱状图

14·9招聘公务员问题

招聘公务员问题是2004年全国大学生数学建模竞赛专科组的D题。在我国的公务

员条例颁布实施以后’报考公务员已成为＿个社会热点问题,针对招聘公务员的过程’提
出了这个有实际意义的问题。

14.9·1问题提出

现有某市直属单位因工作需要’拟向社会公开招聘8名公务员’具体的招聘办法和程
序如下:

（1）公开考试:凡是年龄不超过30周岁’大学专科以上学历,身体健康者均可报名参

加考试’考试科目有综合基础知识｀专业知识和行政职业能力测验三个部分’每科满分为
100分°根据考试总分的高低排序选出16人进人第二阶段的面试考核°

（2）面试考核:面试考核主要考核应聘人员的知识面、对问题的理解能力、应变能力、
表达能力等综合素质。按照＿定的标准,面试专家组对每个应聘人员的各个方面都给出
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图14.2 PegeRank 值的柱状图

计算的Matlab程序如下;

clc, clear,close al1
N=6;B=zeros (N1;B(,2)=1;B(2,[3.41)=1;

B(3,[4:6])=1;B(4,1)=1;B(5,6)=1;B(6,1)=1;

nodeg=('1.alpha','2.beta','3.gamma','4.delta','5.rho',6.sigma';
G=digraph (B,nodeg);
plot (G,'Linewidth',1.5,'NodeFontSize',12,'ArrowSize',12)
r=sum(B,2);d=0.85;

8计算转移概率矩阵A= (1-d)/N+d*B./r

[x,yJ=eigs (A',1); 8求最大特征值对应的特征向量

6特征向量归一化某=x/sum lx）
figure,bar (x) ;画 PageRank 值的柱状图

14.9 招聘公务员问题

招聘公务员问题是 2004年全国大学生数学建模竞赛专科组的D题。在我国的公务
员条例颁布实施以后，报考公务员已成为一个社会热点问题，针对招聘公务员的过程，提
出了这个有实际意义的问题。

14.9.1 问题提出

现有某市直属单位因工作需要，拟向社会公开招聘8名公务员，具体的招聘办法和程
序如下∶

（1）公开考试;凡是年龄不超过30周岁，大学专科以上学历，身体健康者均可报名参
加考试，考试科目有综合基础知识、专业知识和行政职业能力测验三个部分，每科满分为
100分。根据考试总分的高低排序选出16 人进入第二阶段的面试考核。

（2）面试考核;面试考核主要考核应聘人员的知识面、对问题的理解能力、应变能力、
表达能力等综合素质。按照一定的标准，面试专家组对每个应聘人员的各个方面都给出
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-个等级评分’从高到低分成A／B／C／D四个等级’具体结果如表14.23所示。

表14.23招聘公务员笔试成绩’专家面试评分

应聘

人员

］
＿
∑
＿
〕
—
斗
—
日
—
β
＿
γ
—
日
—
’
—
川
—
∏
—
皿
—
旧
—
叫
＿
Ⅲ
＿
脆

（3）由招聘领导小组综合专家组的意见｀笔初试成绩以及各用人部门需求确定录用

名单’并分配到各用人部门。

该单位拟将录用的8名公务员安排到所属的7个部门’并且要求每个部门至少安排

-名公务员。 （如表14.24所示）这7个部门按工作性质可分为四类:（1）为行政管理;

（2）为技术管理;（3）为行政执法;（4）为公共事业°

表1424用人部门的基本情况及对公务员的期望要求
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

马□

＝
鄂

A1
＝

2 旧
＝
●3

A4

∧
ˉ
∧

5

＿
丁

β

A
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■
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工作

类别

各用人部门的基本情况

福利

待遇

工作

条件

劳动

强度

晋升

机会

探造

机会

（1） 优 优 中 多 少 B A C

（2） 中 优 大 多 少 A B B

（2） 中 优 中 少 多 A B B

（3） 优 差 大 多 多 C C A

（3） 优 中 中 中 中 C C A

（4） 中 中 中 中 多 C B B

（4） 优 中 大 少 多 C B B

一个等级评分，从高到低分成A/B/C/D 四个等级，具体结果如表14.23所示。

表14.23 招聘公务员笔试成绩，专家面试评分

专家组对应聘者特长的等级评分笔试应聘 申报类别志愿成绩人员 表达能力知识面 应变能力理解能力

序野点 A(2)290 (3)，‘ 。本B广入气(3)288
乡 Ce ”B(228 入

四耳由A285 (3)(4)s
日产B台 (2)3)28 告

DB6 [(4)(3)283 B生cB？ 280 ((4) 出，“’
C真司昌 (4)(2)20 4
回BB ”9 (3)(D280
C人BD“(3)280占

？ <B。D(1(4)28
本CBA(4)(3)l2 2m

D”鸟 A一()13 275
自争D[(275 (3)t4 式’‘
日。困产(4)(1)271 。B<)B“(4)16 273

（3）由招聘领导小组综合专家组的意见、笔初试成绩以及各用人部门需求确定录用
名单，并分配到各用人部门。

该单位拟将录用的8名公务员安排到所属的7个部门，并且要求每个部门至少安排

一名公务员。（如表14.24所示）这7个部门按工作性质可分为四类;（1）为行政管理;
（2）为技术管理;（3）为行政执法;（4）为公共事业。

表14.24 用人部门的基本情况及对公务员的期望要求
各部门对公务员特长的期螺要求各用人部门的基本情况工作用入 工作 深避晋升 表达灵活应福利 专业 认识理劳动部门 类别 能力变能力解糖力知识面机会机会强度泵件神题 ，少多 本”一 优 日(n 优 侈

您 计 吟 BB中乙 c(2) a a
多 。中优中 自<m (2) 乌 e”多大 。整优 在‘ 多(3) ，、e 当中中优 点cc多 (3) a

中中中 A困Bc。 客中(4)
种 多大中 BB句？ (4) A2
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招聘领导小组在确定录用名单的过程中’本着公平｀公开的原则’同时考虑录用人员

的合理分配和使用’有利于发挥个人的特长和能力°招聘领导小组将7个用人单位的基

本情况（包括福利待遇、工作条件、劳动强度、晋升机会和学习深造机会等）和四类工作对

聘用公务员的具体条件的希望达到的要求都向所有应聘人员公布°每-位参加面试人员

都可以申报两个工作类别的要求。

请研究下列问题:

（1）如果不考虑应聘人员的意愿’择优按需录用’试帮助招聘领导小组设计＿种录用

分配方案°

（2）在考虑应聘人员意愿和用人部门的希望要求的情况下’请你帮助招聘领导小组

设计一种分配方案。

（3）你的方法对于一般情况’即Ⅳ个应聘人员″个用人单位时’是否可行?

14.9·2问题分析

在招聘公务员的复试过程中’如何综合专家组的意见、应聘者的不同条件和用人部门

的需求做出合理的录用分配方案’这是首先需要解决的问题°当然’‘‘多数原则’’是常用

的～种方法’但是’在这个问题上,‘‘多数原则,’未必-定是最好的,因为这里有＿个共性

和个性的关系问题,不同的人有不同的看法和选择’怎么选择’如何兼顾各方面的意见是

值得研究的问题。

对于问题（1）,在不考虑应聘人员的个人意愿的情况下,择优按需录用8名公务员°

“择优’,就是综合考虑所有应聘者的初试和复试的成绩来选优;“按需”就是根据用人部门

的需求,即各用人部门对应聘人员的要求和评价来选择录用°而这里复试成绩没有明确

给定具体分数’仅仅是专家组给出的主观评价分’为此’首先应根据专家组的评价给出＿

个复试分数,然后’综合考虑初试、复试分数和用人部门的评价来确定录取名单,并按需分

配给各用人部门。

对于问题（2）,在充分考虑应聘人员的个人意愿的情况下’择优录用8名公务员,并

按需求分配给7个用人部门°公务员和用人部门的基本情况都是透明的’在双方都相互

了解的前提下为双方做出选择方案。事实上’每＿个部门对所需人才都有一个期望要求’

即可以认为每-个部门对每＿个要聘用的公务员都有＿个实际的满意度;同样的’每一个

公务员根据自己意愿对各部门也都有一个期望的满意度,由此根据双方的满意度,来选取

使双方满意度最大的录用分配方案°

对于问题（3）’把问题（1）和问题（2）的方法直接推广到＿般情况就可以了°

14.9·3模型假设与符≡说明

1·模型假设

（1）专家组对应聘者的评价是公正的。

（2）问题中所给各部门和应聘者的相关数据都是透明的’即双方都是知道的。

（3）应聘者的4项特长指标在综合评价中的地位是等同的°

（4）用人部门的五项基本条件对公务员的影响地位是同等的。

｜
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招聘领导小组在确定录用名单的过程中，本着公平、公开的原则，同时考虑录用人员

的合理分配和使用，有利于发挥个人的特长和能力。招聘领导小组将7个用人单位的基

本情况（包括福利待遇、工作条件、劳动强度、晋升机会和学习深造机会等）和四类工作对
聘用公务员的具体条件的希望达到的要求都向所有应聘人员公布。每一位参加面试人员

都可以申报两个工作类别的要求。
请研究下列问题∶

（1）如果不考虑应聘人员的意愿，择优按需录用，试帮助招聘领导小组设计一种录用
分配方案。

（2）在考虑应聘人员意愿和用人部门的希望要求的情况下、请你帮助招聘领导小组

设计一种分配方案。
（3）你的方法对于一般情况，即N个应鸭人员 M个用人单位时，是否可行?

14.9.2 问题分析

在招聘公务员的复试过程中，如何综合专家组的意见，应聘者的不同条件和用人部门

的需求做出合理的录用分配方案，这是首先需要解决的问题。当然."多数原则"是常用

的一种方法，但是，在这个问题上."多数原则"未必一定是最好的，因为这里有一个共性

和个性的关系问题，不同的人有不同的看法和选择，怎么选择，如何兼顾各方面的意见是
值得研究的问题。

对于问题（1），在不考虑应聘人员的个人意愿的情况下，择优按需录用8名公务员。
"择优"就是综合考虑所有应聘者的初试和复试的成绩来选优;"按需"就是根据用人部门

的需求，即各用人部门对应聘人员的要求和评价来选择录用。而这里复试成绩没有明确

给定具体分数.仅仅是专家组给出的主观评价分，为此，首先应根据专家组的评价给出一

全复试分数，然后，综合考虑初试、复试分数和用人部门的评价来确定录取名单，并按需分
配给各用人部门。

对于问题（2），在充分考虑应聘人员的个人意愿的情况下，择优录用8名公务员，并
按需求分配给7个用人部门。公务员和用人部门的基本情况都是透明的.在双方都相互

了解的前提下为双方做出选择方案。事实上，每一个部门对所需人才都有一个期望要求，

即可以认为每一个部门对每一个要聘用的公务员都有一个实际的满意度;同样的。每一个

公务员根据自己意愿对各部门也都有一个期望的满意度，由此根据双方的满意度，来选取
使双方满意度最大的录用分配方案。

对于问题（3），把问题（1）和问题（2）的方法直接推广到一般情况就可以了。

14.9.3 模型假设与符号说明

1.横型假设
（1）专家组对应聘者的评价是公正的。

（2）问题中所给各部门和应聘者的相关数据都是透明的，即双方都是知道的。
（3）应聘者的4 项特长指标在综合评价中的地位是等同的。

（4）用人部门的五项基本条件对公务员的影响地位是同等的。
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2·符号说明

αt表示第j个应聘者的初试得分;6‘表示第j个应聘者的复试得分;d!表示第j个应

聘者的最后综合得分;s『表示第j个部门对第t个应聘者的综合满意度;t旷表示第j个应聘

者对第j个部门的综合满意度;厂0表示第j个应聘者与第j个部门的相互综合满意度;其中
t＝1’2’…’16;j＝1’2’…’7。

14.9.4模型准备

1·应聘者复试成绩量化

首先’对专家组所给出的每一个应聘者4项条件的评分进行量化处理’从而给出每个

应聘者的复试得分。注意到,专家组对应聘者的4项条件评分为A’B’C’D四个等级’不

妨设相应的评语集为｛很好,好’一般’差｝ ’对应的数值为5’4’3,2。根据实际情况取偏大

型柯西分布隶属函数

∧缆）≡｜腮｛乎尸］』 』 1≤露≤3, （14. 17）
3≤％≤5’

式中:α’β’α,b为待定常数°实际上,当评价为很好时,隶属度为1,即∧5）＝1;当评价为

＿般时’隶属度为0.8’即／（3）＝0.8;当评价为很差时（在这里没有此评价）’隶属度为

0.01’即∧1）＝0.01°于是’可以确定出α＝1. 1086’β＝0.8942’α＝0.3915’b＝0.3699。将

其代人式（14.17）可得隶属函数为

帅）＝｛删罢撼:字2尸］｜, 』二二;／
经计算得／（2）＝0.5245’∧4）＝0.9126’则专家组对应聘者各单项指标的评价｛A’B’

C’D｝＝｛很好’好’一般’差｝的量化值为（1’0.9126’0.8’0.5245）°根据表14.23的数据

可以得到专家组对每一个应聘者的4项条件的评价指标值。例如,专家组对第1个应聘

者的评价为（A’A’B’B）’则其指标量化值为（1,1’0.9126’0.9126）。专家组对于16个应

聘者都有相应的评价量化值’即得到一个评价矩阵’记为C＝（c腑）l6×4。由假设（3）’应聘

者的4项条件在综合评价中的地位是同等的’则16个应聘者的综合复试得分可以表示为
斗
了
〉
～
阎

‖
』
＿
川
寸

ˉ
ˉ

●
∏
■

凸 （14. 18）′＝1’2,…’16·C砒’

经计算’16名应聘者的复试分数如表14.25所示°

表14.25应聘者的复试成绩

｜

｜

2·初试分数与复试分数的规范化

为了便于将初试分数与复试分数做统＿的比较’首先分别用极差规范化方法作相应

的规范化处理。初试得分的规范化为
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2.符号说明
a;表示第i个应聘者的初试得分;b;表示第i个应聘者的复试得分;d.表示第i个应

聘者的最后综合得分;s，表示第j个部门对第i个应聘者的综合满意度;s，表示第i个应聘 

者对第j个部门的综合满意度;r。表示第i个应聘者与第j个部门的相互综合满意度;其中
i=1,2,⋯,16;ij=1,2⋯,7。

14.9.4 模型准备

1。应聘者复试成绩量化

首先，对专家组所给出的每一个应聘者 4项条件的评分进行量化处理，从而给出每个
应聘者的复试得分。注意到，专家组对应聘者的4项条件评分为A，B.C，D四个等级.不

妨设相应的评语集为|很好，好，一般，差|，对应的数值为5，4，3，2。根据实际情况取偏大

型柯西分布隶属函数

[1+a(*x-)-2]",1≤x≤3(a)= (14.17)
3≤光≤5alnz+5,

式中∶α，β，a，b为待定常数。实际上，当评价为很好时，隶属度为1，即 f（5）=1;当评价为
一般时，隶属度为0.8，即f（3）=0.8;当评价为很差时（在这里没有此评价），隶属度为
0.01，即f（1）=0.01。于是，可以确定出α=1.1086，β=0.8942，a=0.3915，b=0.3699。将
其代人式（14.17）可得隶属函数为

[1+1.1086(x-0.8942)*2]",1≤x≤3,六己” 3≤x≤5.(0.3915Inc+0.3699,
经计算得f（2）=0.5245，f4）=0.9126、则专家组对应聘者各单项指标的评价|A，B，

C，D}={很好，好，一般，差}的量化值为（1，0.9126，0.8，0.5245）。根据表14.23的数据
可以得到专家组对每一个应聘者的4项条件的评价指标值。例如，专家组对第1个应聘

者的评价为（A，A，B，B），则其指标量化值为（1，1，0.9126，0.9126）。专家组对于16个应

聘者都有相应的评价量化值，即得到一个评价矩阵，记为C=（ea）o。由假设（3），应聘
者的4 项条件在综合评价中的地位是同等的，则16个应聘者的综合复试得分可以表示为

b,=_6,i=1,,16. (14.18)
经计算，16名应聘者的复试分数如表14.25所示。

表 14.25 应聘者的复试成绩

8”3-应鸭着 62 、？ ，？
60.92820.83740.9282复试分散 0.90630.90630.80930.9563 0.934s

9 161514” 12 13应聘者 人句
0.90630.874 0.9063复试分敷 0.9345 0.80330.92820.80930.8093

2.初试分数与复试分数的规范化
为了便于将初试分数与复试分数做统一的比较。首先分别用极差规范化方法作相应

的规范化处理。初试得分的规范化为
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α厂l黑骂6α‘ α′ˉ273

｜鹏6α厂l鹏6α! 290ˉ273’ j＝1’2’…’16.
′ˉ

αt-

复试得分的规范化为

b厂l鹏66; bjˉ0.8093
b!＝

｜黑警66厂!璃6b』 0.9653ˉ0.8093’ t＝1’2’…,16.
经计算可以得到具体的结果。

3·确定应聘人员的综合分数

不同的用人单位对待初试和复试成绩的重视程度可能会不同’这里用参数γ（0＜γ＜1）

表示用人单位对初试成绩的重视程度的差异,即取初试分数和复试分数的加权和作为应

聘者的综合分数’则第j个应聘者的综合分数为

〃‘＝γα!＋（1-γ）6! ’ j＝1’2’…’16. （14. 19）

由实际数据’取适当的参数γ（0＜γ＜1）可以计算出每一个应聘者的最后综合得分’根

据实际需要可以分别对γ＝0.4’0.5’0.6,0.7来计算。在这里不妨取γ＝0.5,则可以得到

16名应聘人员的综合得分及排序如表1426所示。

表14.26应聘者的综合得分及排序

应聘者

综合分数

排序

应聘者

综合分数

排序

8

0。6101

6

16

0。3300

12

0.7787 0.624l 0。3899 O5359

0.6316 O2059 O1471 0.5219 O0588 0. 15q6 0.3594

c1c′c1e己r′c1◎se己11

fx1＝C（c） ［（1＋c（1）＊ （1-c（2））＾（-2））＾（ˉ1）-0.01

（1＋c（1）＊（3＝c（2））＾（＝2））＾（＝1）＝0.8］′

cs1＝fs◎1ve（fx1′r己nd（1′2）） 老待定参数己1ph己′he亡己

fx2＝6（c） ［c（1）＊1◎g（3）＋c（2）＝0.8′c（1）＊1◎g（5）＋c（2）＝1］′

cs2＝fs◎1ve（fx2′r己nd（1′2） ） 老待定参数己′b

fx＝0（x） （1＋cs1（1）＊ （x-cs1（2））.＾（一2）） .＾（-1）·＊（x＞＝1＆x＜＝3）＋. · .

（cs2（1）＊1◎g（x）＋cs2（2）） .＊ （x＞3＆x＜＝5）′

fP1◎亡（fx′ ［1′5］） ′ f2＝fx（2）′ f4＝fx（4）

d0＝1◎ad（｜己n1j1411.仁x亡!）;d1＝d0（:′ ［4:7］）′

c＝fx（d1）′b＝me己n（c′2） 号计算复试分数

wr让em己仁r土x（h｜ ′｜己n1±1412.x1sx｜）

m己1＝m己×（d0（:′1））′m己2＝m土n（d0（:′1））

己z＝（d0（:′1）ˉm己2）／（m己1ˉm己2） 号初试分标准化

mD1＝m己x（b）′mh2＝m土n（b）

bz＝（bˉmh2）／（mh1ˉmh2） 殆复试分标准化

d＝0.5＊（己z＋］Oz） 哈计算综合得分 ｜
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a;-,min,a ,a4-273|≤i616 i=1,⋯,16.比” 290-273'max a:-min a;
16i161略i≤16

复试得分的规范化为
6:-、min b; b;-0.80931iL6

b}= i=1,2,⋯,16.0.9653-0.8093'maXKb;- ]- min
“，存

经计算可以得到具体的结果。
3。确定应聘人员的综合分数

不同的用人单位对待初试和复试成绩的重视程度可能会不同，这里用参数y（0<g<1）

表示用人单位对初试成绩的重视程度的差异，即取初试分数和复试分数的加权和作为应

聘者的综合分数，则第j个应聘者的综合分数为

(14.19)d;=ya'+(1-y)b',i=1,2,⋯,16.
由实际数据，取适当的参数y（0<y<1）可以计算出每一个应聘者的最后综合得分，根

据实际需要可以分别对y=0.4，0.5，0.6，0.7来计算。在这里不妨取y=0.5，则可以得到
16名应聘人员的综合得分及排序如表14.26所示。

表14.26 应聘者的综合得分及排序

叫 6工 ？e应聘者 司内4；综合分散 0.T8 0.61010.8454 0.53590.62410.412 0.389
9 6n{叫“排序 ？一 10

9应聘者 10 16141312 LS11
0.6316绩合分散 4.33000.1471 0.35940.15460.52190.2059 0.0588

夕、w排序 15 亡141613

clc, clear, close all
fxL=8[a)[(l+c(1)*(1-c(2))^{-2))~(-1)-0.01

[*c(}*(3-c(2))^(-2}Y"{-1)-0,8];

8待定参数 alpha，betacs1=fsolve (fx1,rand (1,2))

fx2=8tc)[c(1)*log(3)+c(2)-0.8;c(1)*log(5)+c(2)-1];
c82=fsolve{fx2,rand (1,2)) 恃定参数a，b
fx=e(x)(*es1(1)*x-ca1(2))."(-2)."(-1).*(x>1&x<x3)+..

(cs2(L)*log()+cs2 (2)).*(x>3& x<=5)i

fplot{fx,[1.5]),f2=fx(2),f4=Ex(4)

d0=load('anl14_1_1,txt'〉;dL=a0(:,[(4:7]);
c=fx(d1);b=mean(c,2) 号计算复试分数

writematrix(b','anli14_1 2.xlsx')

ma1=max(d0(;,1),ma2=min(d0(;,1))
az=(d0(:,1)-ma2)/(mal-na2) 号初试分标准化

mb1=max（b），mb2=min伤）

复试分标准化bz=(b-mb2)/(mib1-mb2)
·计算综合得分d=0.5* (az+bz)
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［sd′土nd1］＝s◎r仁（d′ ｜descend｜） 哈按照从大到小排序

土nd2（土nd1）＝1:16

wr让em己仁r土x（［d｜′±nd2］′ ｜己n1j1412.x1sx! ′ ｜Shee仁′′1′ ｛R己nge｜ ′ ｜A3｜）

14.9。5模型的建立与求解

1.问题（1）的模型建立与求解

首先注意到,用人单位～般不会太看重应聘人员之间初试分数的少量差异’可能更注

重应聘者的特长’因此,用人单位评价＿个应聘者主要依据四个方面的特长°根据每个用

人部门的期望要求条件和每个应聘者的实际条件（专家组的评价）的差异,每个用人部门

客观地对各个应聘者都存在-个相应的评价指标’或称为满意度。

从心理学的角度来分析’每＿个用人部门对应聘者的每＿项指标都有＿个期望—

满意度’即反映用人部门对某项指标的要求与应聘者实际水平差异的程度。通常认为用

人部门对应聘者的某项指标的满意程度可以分为很不满意、不满意、不太满意、基本满意、

比较满意、满意｀很满意七个等级’即构成了评语集y＝｛″l ’02,…’″7｝ ’并赋予相应的数值
1’2’3’4’5’6,7。

当应聘者的某项指标等级与用人部门相应的要求＿致时,则认为用人部门为基本满

意’即满意程度为″4;当应聘者的某项指标等级比用人部门相应的要求高—级时’则用人

部门的满意度上升一级’即满意程度为o5;当应聘者的某项指标等级与用人部门相应的

要求低一级时’则用人部门的满意度下降＿级’即满意度为″3;依次类推’则可以得到
用人部门对应聘者的满意程度的关系如表1427所列。由此可以计算出每一个用人部

门对每＿个应聘者各项指标的满意程度。例如’专家组对应聘者1的评价指标集为

｛A’A’B’B｝ ’部门1的期望要求指标集为｛B’A’C’A｝ ’则部门1对应聘者1的满意程

度为（U5,″4,″5’″3）。

表1427满意度关系表

要求
A B C D

应聘者

∧
～
Ⅱ
～
○
一
∏

D4

t′5

U6

D7

U3

o4

U5

U6

U1

U2

U3

D4

U2

03

″4

U5

为了得到满意度的量化指标’注意到’人们对不满意程度的敏感远远大于对满意程度

的敏感’即用人部门对应聘者的满意程度降低一级可能导致用人部门极大的抱怨,但对满

意程度增加＿级只能弓｜起满意程度的少量增长。根据这样一个基本事实’则可以取近似

的偏大型柯西分布隶属函数

∧鳃）ˉ｜删?″丁』 , 1≤蕊≤4｀4≤卯≤7’

式中:α’β’α,b为待定常数。实际上’当很满意时,满意度的量化值为1,即／（7）＝1;当基

本满意时,满意度的量化值为0.8’即∧4）＝0.8;当很不满意时’满意度的量化值为0.01’
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[sd,ind1]=8ort (d, 'deecend') 8接照从大到小排序

ind2 {ind1)=1:16

writematrix([d';ind2],'anlil4_1_2.xlsx','Sheet',1,'Range','A3')

14.9.5 模型的建立与求解

1。问题（1）的模型建立与求解
首先注意到，用人单位一般不会太看重应聘人员之间初试分数的少量差异，可能更注

重应聘者的特长，因此，用人单位评价一个应聘者主要依据四个方面的特长。根据每个用

人部门的期望要求条件和每个应聘者的实际条件（专家组的评价）的差异，每个用人部门
客观地对各个应聘者都存在一个相应的评价指标，或称为满意度。

从心理学的角度来分析，每一个用人部门对应聘者的每一项指标都有一个期望——
满意度，即反映用人部门对某项指标的要求与应聘者实际水平差异的程度。通常认为用
人部门对应聘者的某项指标的满意程度可以分为很不满意、不满意、不太满意、基本满意、
比较满意、满意、很满意七个等级，，即构成了评语集 V={v，V，⋯，v|，并赋予相应的数值
1,2,3,4,5,6,7。

当应聘者的某项指标等级与用人部门相应的要求—致时，则认为用人部门为基本满

意，即满意程度为p;当应聘者的某项指标等级比用人部门相应的要求高一级时，则用入

部门的满意度上升一级，即满意程度为.;当应聘者的某项指标等级与用人部门相应的

要求低一级时，则用人部门的满意度下降一级，即满意度为认;依次类推，则可以得到
用人部门对应聘者的满意程度的关系如表14.27所列。由此可以计算出每一个用人部
门对每一个应聘者各项指标的满意程度。例如、专家组对应聘者 Ⅰ的评价指标集为

{A，A，B，B|，部门1的期望要求指标集为|B，A，C，A}，则部门1对应聘者1的满意程

度为（2，影，V1）。
表14.27 满意度关系表

要求 利 。 Da赔莓畅’

当、< 音由 好

D 占占 好 与。 青 占占 va
D 4由高当

为了得到满意度的量化指标，注意到，人们对不满意程度的敏感远远大于对满意程度

的敏感，即用人部门对应聘者的满意程度降低一级可能导致用人部门极大的抱怨，但对满

意程度增加一级只能引起满意程度的少量增长。根据这样一个基本事实，则可以取近似

的偏大型柯西分布隶属函数

[1+α(x-β8)-2]',1≤x≤4,f(a)-7(alnz+b, 4≤x≤7,
式中;α，β，a，b为待定常数。实际上，当很满意时，满意度的量化值为1，即f（7）=1;当基
本满意时，满意度的量化值为0.8，即f4）=0.8;当很不满意时，满意度的量化值为0.01，
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即／（1）＝0.01°于是’可以确定出α＝2.4944’β＝0.8413’α＝0.3574’b＝0.3046°故有

∧鳃）ˉ｛鹏糕删↑B尸］』’属二,
经计算得／（2）＝0.3499’／（3）＝0.6514,／（5）＝0.8797’厂（6）＝0.9料9’则用人部门

对应聘者各单项指标的评语集｛″l ’〃2’…’〃7｝的量化值为

（0.01’0.3499’0.6514’0.8,0.8797’0.9449’1）·

根据专家组对16名应聘者四项特长评分和7个部门的期望要求（表1424）’可以分

别计算得到每一个部门对每-个应聘者的各单项指标的满意度的量化值’分别记为

（s》l） ’s｛2） ,s』3） ’s｛4））’ j＝1’2’…’16;j＝1’2’…’7.
例如’用人部门1对应聘人员1的单项指标的满意程度为（o5’″4’o5’″3）’其量化值为

（s｛｝） ’s｛『） ’s｛;） ’s｝↑））＝（0.8797’0.8’0.8797’0.6514）.

由假设（3）’应聘者的4项特长指标在用人部门对应聘者的综合评价中有同等的地

位’为此可取第j个部门对第j个应聘者的综合评分为

Ⅶ≡培｛＂’ 』ˉ!》2,…川′≡1’2严,Ⅵ （1420）

具体计算结果这里就不给出了。

根据‘‘择优按需录用”的原则’确定录用分配方案。 “择优”就是选择综合分数较高

者’“按需,,就是录取分配方案使得用人单位的评分尽量高°为此’建立0-1整数规划模

型解决该问题。弓｜进0＝1决策变量

％ˉ｛;;善厨ˉ!个应聘者到第′个部门,问,2′…川≡L2,…』2
于是问题就转化为求如下的0＝1整数规划模型;

l6 7 16 7

maxz二∑∑d陶＋∑∑s,鳃墩’
匝＝1 j＝1 l＝1 j＝l

＝8’

1’ j＝1’2’…,16,
（14.21）S·t.

旷≤2’ j＝1’2’…’7’

1’ 6＝1’2’…’16;j＝1’2’…’7.

利用Matlab软件’求得录用分配方案如表14.28所示°

表14.28录用及分配方案 ｜

7

12

…
翻
剁

者

分
评

聘

△
口
门

应

＾
示
驱

｜
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1 2 2 3 4 5 6

7 5 8 2 9 4 1

0·5359 0·6241 0.6101 0。8454 0·6316 0.7787 1

0·7456 0·7828 0·8027 0。8199 0·8027 0·7818 0·8190

即f1）=0.01。于是，可以确定出α=2.4944，β=0.8413，a=0.3574，b=0.3046。故有
j【1+2.4944（x-0.8413）-2】"，1≤元≤4，这上 4≤x≤7.0.3574]lnx+0.3046,

经计算得f（2）=0.3499，f3）=0.6514，f（5）=0.8797，f（6）=0.9449，则用人部门
对应聘者各单项指标的评语集{v，2⋯，v，}的量化值为

(0.01,0.3499,0.6514,0.8,0.8797,0.9449,1).
根据专家组对 16名应聘者四项特长评分和7个部门的期望要求（表14.24），可以分

别计算得到每一个部门对每一个应聘者的各单项指标的满意度的量化值，分别记为
2,s8,64)),i=1,2,⋯,16j=1,2,⋯,7.(s ,2)

例如，用人部门1对应聘人员1的单项指标的满意程度为（vs，，V;，u3），其量化值为

(4I,{,s{,s#))=(0.8797,0.8,0.8797,0.6514).
由假设（3），应聘者的4项特长指标在用人部门对应聘者的综合评价中有同等的地

位，为此可取第i个部门对第j个应聘者的综合评分为

力为”艹 (14.20)i=1,2,⋯,16;i=1,2,⋯,7.十

具体计算结果这里就不给出了。
根据"择优按需录用"的原则，确定录用分配方案。"择优"就是选择综合分数较高

，"按需"就是录取分配方案使得用人单位的评分尽量高。为此。建立0-1 整数规划模

型解决该问题。引进 0-1决策变量

1，录用第i个应聘者到第j个部门，
、代 i=1,2,⋯,16j=1,2,⋯,7,（0，否则，

于是问题就转化为求如下的0-1整数规划模型∶

-V卧岩”心iaX z 它”
算”[=1

器点
2*≤1,1=1,2⋯,16, (14.21)&t.·

2
y≤2,j=12,⋯,7,1<

【v=0或1，i=1，2，⋯，16i=1，2，⋯，7.
利用Matlab 软件，求得录用分配方案如表14.28所示。

表 14.28 录用及分配方案

？. 刊“ a-部门
9 -4乙5”应聘者 12、、

0.5219-综合分数 0.77870.6160.61OL0.6241 0.84540.359
0.7828 0.79910.81900.78180.8027.81990.80部门评分 0.7456
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c1c′c1e己r

fx1＝C（c） ［（1＋c（1）＊（1-c（2））＾（-2） ）＾（＝1）＝0.01

（1＋c（1）＊ （4-c（2））＾（一2））＾（-1）-0.8］′

cs1＝fs◎1ve（fx1′r己nd（1′2）） 老待定参数己1ph己′be仁己

fx2＝6（c） ［c（1）＊1◎g（4）＋c（2）-0.8;c（1）＊1◎g（7）＋c（2）＝1］′

cs2＝fs◎1ve（fx2′r己nd（1′2）） 老待定参数己′b

fx≡0（x） （1＋cs1（1）＊（x-cs1（2）） .＾（-2）） .＾（-1） .＊ （x＞≡1＆x＜＝4）＋. . .

（cs2（1）＊1◎g（x）＋cs2（2）） 。 ＊（x＞4＆x＜＝7）′

f2356＝fx（［2′3′5′6］）′ f1二7＝fx（［1:7］）

d1＝1◎己d（′己n1j1411.亡x仁!）′d2≡1◎己d（｜己n1j1413.七x亡｀）′

己＝d1（:′ ［4:7］）′b≡d2（:′［7:10］）;

gx＝c（x）4＊（x＝≡0）＋5＊（x＝＝＝1）＋6＊（x＝＝-2）＋7＊ （x＜＝＝3）＋. · 。

3＊（x＝≡1）＋2＊ （x＝＝2）＋ （x＞＝3）′

f◎rj＝1:sjze（己′1）

f◎rj＝1:sjze（b′1）

亡1≡gx（D（j′ :）≡己（j′ :））′亡2＝fx（七1）′

s（1′j）＝me己n（仁2）′ 嗜计算用人部门对应聘者的评分

end

end

wr让em己亡mx（s′｜己n1土1412·x1sx｜／Shee仁｜′1′!R己nge｜ ′｜A6｜）

d＝re己dm己亡r土x（｜己n1j1412。x1sx‖′｜Shee仁↑′1′｜R己nge｜／A3:P3!）;

dd＝repma七（d｜ ′1′7）;

pr◎b＝◎p亡jmpr◎b1em（!Obje◎仁土veSense｜′｜m己X）;

x＝◎pt土mv己r（｜x!′16′7′｜Type′′｜1n亡eger!′『L◎werB○und｜ ′0′｜UpperB◎und!′1）;

pr◎h.Objectjve＝sum（sum（dd.＊x＋s·＊x））′

pr◎b.C◎nstra土n七s.c◎n1＝su∏l（sum（x））＝＝8;

pr◎b.C◎ns七r己1n亡s。c◎n2＝［sum（x′2）＜＝1′1＜＝sum（x）′;sum（x）｜＜＝2］′

［s◎1′fv己1］＝s◎1ve（pr◎b）′xx＝s◎1.x

［1′j］≡f1nd（xx） 老找xx中非零元素的行标和列标

pf＝［］′ 堵提出部门评分的初值

f◎rk≡1:1eng七h（1）

pf＝［pf′s（土（k）′j（k））］′

end

wr让em己仁rjx（［j｜′土｜′d（土）′pf］′｜己n1土1412.x1sx｜ ′｜Shee仁｜ ′1′｜R己nge! ′｜A23‖）

2·问题（2）的模型建立与求解

在充分考虑应聘人员的意愿和用人部门的期望要求的情况下’寻求更好的录用分配

方案。应聘人员的意愿有两个方面:对用人部门工作类别的选择意愿和对用人部门基本

情况的看法’可用应聘人员对用人部门的综合满意度来表示;用人部门对应聘人员的期望

要求’也用满意度来表示。-个好的录用分配方案应该是使得二者都尽量高°

1）确定用人部门对应聘者的满意度

用人部门对所有应聘人员的满意度与问题（1）中的式（14.20）相同’即第j个部门对

第j个应聘人员的4项条件的综合评价满意度为
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clc, clear
Fx1ze(c)[(+e(L)*(1-c2))"(-2))^t-1)-0.01

(1+c(1)*{4-c(2))^{-2)^t-1)-0.8];
cal= faolve {fx1,rand(1,2)) 告待定参数 alpha，beta
fx2=&(c)[c(1)*log(4)+c(2)-0,8;c(l)*log(7)+c(2)-1];

待定参数 a，bc82= fsolve(fx2,rand(1,2))
fx=0tx)(L+es1()*(x-ce1(2)1.~t-2)).~(-1).*(xo=1&x<=4)+.

（cs2 （1】*log（x）+cs2 （2）1.*（Xx>4乐x<=7）;

f2356=fx{[2,3,5,61),F1_7=fx([1:7])
d=1oad('anli14_11.txt');d2=load('anli14_13.txt';
a=dL(:,[4:7]);b=d2(:,[7:10]);
gx=@（x）4*bx==0）+5*仅==-11+6*（x==-2）7*（x<=-3）*...

3*（Xx==1）+2* （x亚=2）+（x>=3）;
fori=1:8ize (a,1)

for j=1:aize(b,1)
t1=gx (b(,:)-a(i,:));t2=fx(t1);

象计算用人部门对应聘者的评分s (i,j)=mean {t2);

end
end
writematrix(3,'anli14_1_2.xlsx','Sheet',1,'Range','A6')

d=readmatrix{'anlil4_1_2.xLgx','Sheet',1,'Range','A3;P3');

dd=repmat (d',1,7)
prob=optimproblem ('ObjectiveSense','max');
x=optimvar (x',15,7,'Type','integer','LowerBound',0,UpperBound',1);

prob.Objective=sum{Eum(dd,*x+s,*x)>

prob.Constraint3,con1=sum [sum(x)))==8;
prob.Constraints.con2=[sumkx,2)<=1;1<=sum(x)';sum(x)'<=2];
[sol,fval]=solve (prob),xx=gol.x

(i,j]=Find (x3as) 8找 xx中非零元素的行标和列标

pf=0; 名提出部门评分的初值

for k=1:lengt (i)
pE= [pE,s((k),3(k))];

end
writematrix([j';i';d();pf1,'anli1412.xlsx','sheet',1,'Range','A23')
2.问题（2）的模型滤立与求解

在充分考虑应聘人员的意愿和用人部门的期望要求的情况下，寻求更好的录用分配
方案。应聘人员的意愿有两个方面;对用人部门工作类别的选择意愿和对用人部门基本
情况的看法.可用应聘人员对用人部门的综合满意度来表示;用人部门对应聘人员的期望

要求，也用满意度来表示。一个好的录用分配方集应该是使得二者都尽量高。
1）确定用人部门对应聘者的满素度
用人部门对所有应聘人员的满意度与问题（1）中的式（14.20）相同，即第j个部门对

第i个应聘人员的 4项条件的综合评价满意度为
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＄≡堵驴』 》问,2,…川′ˉ1,2｀…,2
2）确定应聘者对用人部门的满意度

应聘者对用人部门的满意度主要与用人部门的基本情况有关’同时考虑到应聘者所

喜好的工作类别’在评价用人部门时一定会偏向于自己的喜好’即工作类别也是决定应聘
者选择部门的-个因素°因此’影响应聘者对用人部门的满意度的有五项指标:福利待
遇｀工作条件｀劳动强度、晋升机会和深造机会。

对工作类别来说’主要看是否符合自己想从事的工作,符合第-、二志愿的分别为满

意｀基本满意’不符合志愿的为不满意’即满意｀基本满意｀不满意°实际中根据人们对待
类别志愿的敏感程度的心理变化’在这里取隶属函数为／（鳃）＝bln（αˉ绷）’并要求／（1）＝1’

／（3）＝0’即符合第＿志愿时’满意度为1’不符合任＿个志愿时满意度为0,简单计算解得
α＝4’b＝0.9102,即／（狐）＝0.9102ln（4＝“）°于是当用人部门的工作类别符合应聘者的第

二志愿时的满意度为／（2）＝0.6309,即得到评语集｛满意’基本满意’不满意｝的量化值为

（1’0.6309’0）°这样每＿个应聘者j对每＿个用人部门j都有＿个满意度权值″旷（j＝1’
2’…’16;j≡1’2’…’7）’即满足第一志愿时取权值为1’满足第二志愿时取权值为0.6309’
不满足志愿时取权值为0。

对于反映用人部门基本情况的五项指标都可分为优、中、差（或小、中、大,或多｀中｀

少）三个等级’应聘者对各部门的评语集也为三个等级’即满意｀基本满意、不满意’类似

于上面确定用人部门对应聘者满意度的方法。

首先确定用人部门基本情况的客观指标值:应聘者对7个部门的五项指标中的“优、

小、多”级别认为很满意’其隶属度为1;“中’’级别认为满意’其隶属度为0.6;‘‘差、大、少,’

级别认为不满意’其隶属度为0.1。由表1424的实际数据可得应聘者对每个部门的各

单项指标的满意度量化值’即用人部门的客观水平的评价值乃＝（T0’吗’呜,吗,呜）T
（j＝1,2’…’7）,具体结果如表1429所示。

表1429用人部门的基本情况的量化指标

部门6

?b

部门7

乃

部门1

Tl

部门2

吗

部门3

吗

部门4

z

部门5

妈

部门

指标

1 1 06

2 1 01 06 06

3 06 01 06 01 06 06

4 1 01 1 06 06

5 01 01 1 1 06 1

1

0·6

0。 1

0· 1

1

于是’每＿个应聘者对每一个部门的五个单项指标的满意度应为该部门的客观水平

评价值与应聘者对该部门的满意度权值＂旷（j＝1’2’…’16;j＝1’2’…’7）的乘积’即

虱二侧,（TⅡ,呜’呜’购,呜）＝（吗!） ’吗2） ,吗3）叫） ,吗5））.
例如’应聘者1对部门5的单项指标的满意度为

氦5＝（T｛』） ’T｛;）’T｛;） ’T｛;） ’T｛;））＝（0.6309’0.3786’0.3786’0.3786’0.3786）.
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2）确定应聘者对用人部门的满意度
应聘者对用人部门的满意度主要与用人部门的基本情况有关，同时考虑到应聘者所

事好的工作类别，在评价用人部门时一定会偏向于自己的喜好、即工作类别也是决定应聘
者选择部门的一个因素。因此，影响应聘者对用人部门的满意度的有五项指标∶福利待
遇、工作条件、劳动强度、晋升机会和深造机会。

对工作类别来说，主要看是否符合自已想从事的工作.符合第一、二志愿的分别为满

意、基本满意，不符合志愿的为不满意，即满意、基本满意、不满意。实际中根据人们对待
类别志愿的敏感程度的心理变化，在这里取隶属函数为fx）=bln（a一），并要求代1）=1.

f3）=0，即符合第一志愿时，满意度为1，不符合任一个志愿时满意度为0.简单计算解得
a=4，5=0.9102，即fxz）=0.9102ln（4-x）。于是当用人部门的工作类别符合应聘者的第
二志愿时的满意度为f2）=0.6309，即得到评语集{满意，基本满意，不满意|的量化值为
（1，0.6309，0）。这样每一个应聘者i对每一个用人部门j都有一个满意度权值w，（i=1，
2，⋯.，16;sj=1，2，⋯，7），即满足第一志愿时取权值为1，满足第二志愿时取权值为0.6309，
不满足志愿时取权值为0。

对于反映用人部门基本情况的五项指标都可分为优、中、差（或小、中、大，或多、中、
少）三个等级，应聘者对各部门的评语集也为三个等级，即满意、基本满意、不满意，类似
于上面确定用人部门对应聘者满意度的方法。

首先确定用人部门基本情况的客观指标值;应聘者对7个部门的五项指标中的"优、
小、多"级别认为很满意，其隶属度为1;"中"级别认为满意，其隶属度为0.6;"差、大、少"

级别认为不满意，其隶属度为0.1。由表 14.24 的实际数据可得应聘者对每个部门的各

单项指标的满意度量化值，即用人部门的客观水平的评价值T=（Ty，Ty，ry，T，Tys）'
（j=1，2，⋯，7），具体结果如表14.29所示。

表14.29 用人部门的基本情况的量化指标

部门钢门部门s部门4部门3部门2部门1部门
马比写指标 n对心 ，”-： 0.60.60.6 。-- 直才 a60.60.60.1

n 0.10.60.1 0.60.60.10.6 ”u -中 0.6 夕”0.60.1 - -s 01 ，； 0.60.I

于是，每一个应聘者对每一个部门的五个单项指标的满意度应为该部门的客观水平
评价值与应聘者对该部门的满意度权值w（i=1，2⋯，16;=1，2⋯，7）的乘积，即

7。=w;(Tu,Ty,T,T,Tg)=(TI),Ta,TG3),T64,TO)).
例如，应聘者1对部门5的单项指标的满意度为

73=(T3),T3),TB>,rs,r13))=(0.6309,0.3786,0.3786,0.3786,0.3786).
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由假设（3）’用人部门的五项指标在应聘者对用人部门的综合评级中有同等的地位’

为此可取第j个应聘者对第j个部门的综合评价满意度为

』厂÷二吗″,问,2｀训;厂］,2,…,2 （14.22）

3）确定双方的相互综合满意度

根据上面的讨论’每—个用人部门与每—个应聘者之间都有相应单方面的满意度’双

方的相互满意度应由各自的满意度来确定’在此’取双方各自满意度的几何平均值为双方

相互综合满意度’即

『,＝｀／5了ˉ＝可’ b＝1,2’…,16;′＝1’2’…’7· （14.23）

4）确定合理的录用分配方案

最优的录用分配方案应该是使得所有用人部门和录用的公务员之间的相互综合满意

度之和最大°设决策变量

％≡｛;;丢厨＝』个应聘者到第j个部门,
于是问题可以归结为如下的0ˉ1整数规划模型:

16

maxz＝∑r洲,
i＝l

＝8’

1’ j＝1’2’…’16’
（14.24）S°t°

0≤2’ j＝1’2’…’7’

l’ j＝1’2’…’16;／＝1’2’…’7

利用Matlab软件,求得最终的录用分配方案如表1430所示’总满意度为z＝5.7009。

表14.30最终的录用分配方案

部门 7

应聘者 7

0·6532

c1c′c1e己r′ fx≡0（x）1／1○g（3）＊1◎g（4-x）′

w≡fx（［1:3］） 堵计算权重向量

d1≡1◎己d（′己n1土1411。仁×仁!）′d2＝1◎己d（｜己n1土1413.七x仁｜） ′

己＝d1（:′ ［2′3］）′ 墙志愿类别数据

w土j＝zer◎s（16′7）′ 啥权重矩阵初始化

gx＝c（x） （x≡＝1）＋［2′3］＊ （x＝＝2）＋［4′5］＊ （x≡≡3）＋［6′7］＊（x≡＝4）′

f◎r土≡1:16

w土j（1′gx（a（j′1）））＝1′w1j（1′gx（己（1′2）））＝w（2）′
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1 1 2 3 4 5 6

9 15 8 1 12 6 4

0·7509 0。7428 0·6705 0.7445 0.6899 0。7121 0·7371

由假设（3），用人部门的五项指标在应聘者对用人部门的综合评级中有同等的地位，
为此可取第i个应聘者对第j个部门的综合评价满意度为

(14.22)年; r",i=1,2,,16;i=1,2,⋯,7.5 ，
3）确定双方的相互综合满意度
根据上面的讨论，每一个用人部门与每一个应聘者之间都有相应单方面的满意度，双

方的相互满意度应由各自的满意度来确定，在此，取双方各自满意度的几何平均值为双方

相互综合满意度，即

(14.23)ry=√s·与，i=1，2，⋯，16;j=1，2，⋯，7.
4）确定合理的录用分配方案
最优的录用分配方案应该是使得所有用人部门和录用的公务员之间的相互综合满意

度之和最大。设决策变量

1， 录用第i个应聘者到第j个部门，“？（0，否则，
于是问题可以归结为如下的0-1整数规划模型;"-日身叫目、

e，
=1

促 和J =8,崇平=2]

年51， i=12⋯，16 (14.24)8.L
绝、x≤2,j=12⋯,7,1≤:

;=0或1，i=1，2，⋯，16;j=1，2，⋯，7.
利用Matlab 软件，求得最终的录用分配方案如表14.30所示，总满意度为z=5.7009。

表14.30 最终的录用分配方案 em 62；部门 。i ，1s r色89 ； 12应聘者

0.620.7371.71210.7450.6705综合满惠度 0.68990.74280.750

cLe, cleax,fx=@ (x)1/log(3)*log(4-x);
8计算权置向量w=fx[1:3])

dl=load《anli4_1_1,txt');d2=1oad('anlil41_3.txt';
志愿类别数据a=d1(:,[2,3]);
名权重矩阵初始化wij=zerzos(16,7);

gx=@(x)(x==1)+[2,3]*x==2)+(4,5]*(x==31+6,7]*(x==4);
for i=1:16

wij(i,gx(afi,2)))=1;wij(,gx(a(1,2))=w(2);
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end

s＝re己dma仁rjx（｜己n111412.x1sx｜ ′｜Shee仁｜ ′1′｜R己nge｜ ′!A6:G21｜）》

七j＝d2（: ′ ［2:6］） 嗜提出部门客观评分

f◎r土≡1:16

f◎rj≡1:7

七土j＝wjj（j′j）＊亡j（j′ :）′亡（土′j）＝me己n（仁土j）′

end

end

r＝Sqr仁（S.＊亡） 哈计算相互满意度

pr◎b＝◎p仁土mpr◎h1em（｜Objec七jveSense｜／m己x『）′

x＝◎p七1mv己r（｜x｜ ′16′7′｜TTpe｜ ′｀」n仁eger｜′｜L◎werB○und｜′0′′UpperB○und｜′1）′

pr◎］o.O］ojec℃土ve＝sum（sum（r. ＊x） ）′

Pr◎b.C◎ns仁r己jn亡s.c◎n1＝sum（sum（x））＝＝8′

Pr◎］o.C◎ns七r己土n七s·c◎n2≡［sum（x′2）＜≡1′1＜＝sum（x）′′sum（x）｜＜＝2］′

［s◎1′fv己1］≡s◎1ve（pr◎b）′xx＝s◎1.x

［土′j］＝fjnd（xx） 堵找xx中非零元素的行标和列标

zf＝［］′ 嗜提出综合满意度的初值

f○rk＝1:1eng亡h（土）

zf＝［zf′r（j（k）′j（k））］′

end

wr让em己℃rjx（［j『′土｜′zf］′｜己n111412.x1sx｜ ′｜Shee亡｜′1′｜R己nge｜／A28｜）

3·问题（3）的求解

对于Ⅳ个应聘人员和″（＜Ⅳ）个用人单位的情况’如上的方法都是适用的’只是两个

优化模型式（1421）和式（1424）的规模将会增大’但对计算机软件求解的影响不大°实

际中用人单位的个数M不会太大’当应聘人员的个数Ⅳ大到一定的程度时’可以分步处

理:先根据应聘人员的综合分数和用人部门的评价分数择优确定录用名单’然后再“按

需”分配。

拓展阅读材料

［1］俞立平’潘云涛’武夷山.比较不同评价方法评价结果的两个新指标.南京师大学报（自然

科学版）. 2008’31（3）:135ˉ140.

［2］ 李稚槛’杨武’谢治军.PageRank算法研究综述.计算机科学’2011’38（10A）:185ˉ188.

［3］ 张瑶’李配配’朱保平’等。基于PageRank的有向加权复杂网络节点重要性评估方法.南京

航空航天大学学报’2013’45（3）:429-434。

［4］ 贺纯纯,王应明.网络层次分析法研究综述·科技管理研究’2014’3:204ˉ208’213·
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end
s=readmatrix(anli14_12.xlsx,'Sheet',1,'Range','A6:G21');

舍提出部门客观讲分tj=d2 (:,[2:6])
for i=1:16

for j=1:7
tij=wi（i.j>*tj（j，3）;t（i，j）=mean化tij）;

end
end

计算相互满意度r=8qet(s.*t)
prob=optimproblem('ObjectiveSense','mnax');
x=optimvar(x,16.7,'TYype','integer','LowerBound',0,'UpperBound',1);
prob.0bjective=sum(sum{r,*x));

prob.Constraints.conL=sum (sum(x))==8;
prob.Constzaints.con2=【sum仪x，2）<=1;1<=sum（x）';sum（x}'<=2】;
[sol,fval]=solve(prob),x=eo1.x
.,]=Find(bxx) 找xox 中非零元寨的行标和列标

zf=101; 摸出缘合满意度的初值

for k=1:length {i)
zf=[zf,r(i (k),j (k))];

end
writematrix([3';1'?zf],anli14_12,xlsx',Sheet',1,'Range','A28')

3.问题（3}的求解
对于N个应聘人员和M（<N）个用人单位的情况，如上的方法都是适用的，只是两个

优化模型式（14.21）和式（14.24）的规模将会增大，但对计算机软件求解的影响不大。实

际中用人单位的个数M不会太大，当应聘人员的个数N大到一定的程度时，可以分步处
理∶先根据应聘人员的综合分数和用人部门的评价分数择优确定录用名单，然后再"按
需"分配。

拓展阅读材料
【1】 俞立平，潘云涛，武夷山．比较不同评价方法评价结果的两个新指标.南京师大学报（自然

科学腰）.2008，31（3）135-140.

【2】 李稚槛，杨武，谢治军.PageRank算法研究综述.计算机科学，2011.38（10A）;185~188.
【3】 张琨，李配配，朱保平，等.基于PagcRunmk的有向加权复杂网络节点重要性评估方法，南京

航空航天大学学报，2013，45（3）∶429-434.

【4】 贺纯钝，王应明.网络层次分析法研究综述.科技管理研究，2014，3;204-208，213.

习 题 14

14.1 1989年度西山矿务局5个生产矿井实际资料如表14.31所列，对西山矿务局5个生产矿井

1989年的企业经济效益综合评价。
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表14.31 1989年度西山矿务局五个生产矿井技术经济指标实现值

西曲矿

97.21

88.36

100。64

91·90

85.21

158。61

204.52

100.22

20·78

指标

原煤成本

原煤利润

原煤产量

原煤销售量

商品煤灰分

全员效率

流动资金周转天数

资源回收率

百万吨死亡率
＿

M。2随着现代科学技术的发展’每年都有大量的学术论文发表°如何衡量学术论文的重要性’成

为学术界和科技部门普遍关心的一个问题。有一种确定学术论文重要性的方法是考虑论文被引用的状

况’包括被引用的次数以及引用论文的重要性程度。假如我们用有向图来表示论文引用关系’“A’’引用

“B’’可用图14.3表示°

现有A、B｀C｀D｀E、F六篇学术论文’它们的引用关系如图14.4所示。设计依据上述引用关系排出

六篇论文重要性顺序的模型与算法’并给出用该算法排得的结果。

BA

A -→B

图143 引用关系图

FE

图144六篇论丈的引用关系

14.3 已知经管、汽车、信息、材化｀计算机、土建、机械学院7个学院学生四门基础课（数学’物理,

英语’计算机）的平均成绩见表14.32.试用模糊聚类分析方法对学生成绩进行评价°

表14.32基础课平均成绩表

经管 汽车 信自 材化 计算机 ±建 机枷

数学 6203 62纠8 7852 7212 7418 7395 6683

物理 5947 6370 7238 7328 6707 6832 7604

英语 68 17 6104 75 17 7768 6774 7009 7687

卜算机 7245 68 17 7465 7077 7043 6873 73 18
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表14.31 1989年度西山矿务局五个生产矿井技术经济指标实现值

西 曲 矿官 地 矿西 铭 矿指 标 杜尔坪矿白家庄矿
97.42 97.2L原煤成本 LOI.11103.6999.89

143.96 8B.366.44L24.7896.91原煤利润

100.64104.39101.85102.63原媒产量 100.94
原媒销售量 93.90104.39109.17103.1698.47

94.339.77商品媒灰分 B5.2190.2787.51
121.9142.35108.35 IS8.6110639全员效率
1.3197.65137.16 204.5271.67流动责金周辅天数

100.299.13109103.25安课圆收率 100
20.7853.7215.90171.2 51.35百万吨死亡率

14.2 脑着现代科学技术的发晨、每年想有大量的学术论文发表。如何衡量学术论文的重要性，成

为学术界和科执部门普遍关心的一个问题。有一种确定学术论文重要性的方法是考虑论文被引用的状

况，包括被引用的次数以及引用论文的重要性程度。假如我们用有向围来表示论文引用关系，"A"引用

"B"可用图14.3表示。
现有A、B、C、D、E、F六篇学术论文.它们的引用关系如图14.4所示。设计依栅上述引用关系排出

六篇论文重要性顺序的模型与算法，并给出用该算法排得的结果。

m春
c
p.

象◆B 今
图14，4 六篇论文的引用关系图 14.3 引用关系图

14.3 已知经管、汽车、偷息，材化、计算机、土蓬、机械学院7个学院学生四门基础课（数学，物理，

英语，计算机）的平均成绩见表 14.32。试用模糊聚类分析方法对学生成绩进行评价。

表14.32 基础课平均成绩表

储 息 机 被土 窦经 管 材 化汽 车 计算机

66.83乃3.95理，L数学 74.1862.03 78.52648
76.04物理 68.3267.073.282.386.7059.47
76.87英语 70.0s68.17 67.747.6861.04 75.1
73.1868.73九470.774.65n45计算机 68.17
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第Ⅲ5章预测方法

预测学是-门研究预测理论、方法及应用的新兴科学°综观预测的思维方式,其基本

理论主要有惯性原理、类推原理和相关原理。预测的核心问题是预测的技术方法,或者说

是预测的数学模型。随着经济预测｀电力预测｀资源预测等各种预测的兴起,预测对各种

领域的重要性开始显现’预测模型也随之迅速发展。预测的方法种类繁多’包括经典的单

耗法｀弹性系数法、统计分析法’目前的灰色预测法、专家系统法和模糊数学法’甚至刚刚

兴起的神经网络法、优选组合法和小波分析法°据有关资料统计’预测方法多达200余

种。因此在使用这些方法建立预测模型时,往往难以正确地判断该用哪种方法,从而不能

准确地建立模型’达到要求的效果。不过预测的方法虽然很多’但各种方法都有各自的研

究特点｀优缺点和适用范围°

q

1S.1微分方程模型

当我们描述实际对象的某些特性随时间（或空间）而演变的过程、分析它的变化规

律、预测它的未来性态｀研究它的控制手段时’通常要建立对象的动态微分方程模型。微

分方程大多是物理或几何方面的典型问题’假设条件已经给出’只需用数学符号将已知规

律表示出来’即可列出方程’求解的结果就是问题的答案’答案是唯一的’但是有些问题是

非物理领域的实际问题’要分析具体情况或进行类比才能给出假设条件。做出不同的假

设’就得到不同的方程.比较典型的有传染病的预测模型、经济增长预测模型、兰彻斯特

（Lanchester）战争预测模型、药物在体内的分布与排除预测模型、人口的预测模型｀烟雾的

扩散与消失预测模型等°其基本规律随着时间的增长趋势呈指数形式’根据变量的个数

建立微分方程模型。微分方程模型的建立基于相关原理的因果预测法。该方法的优点是

短、中、长期的预测都适合,既能反映内部规律以及事物的内在关系’也能分析两个因素的

相关关系’精度相应的比较高’另外对模型的改进也比较容易理解和实现。该方法的缺点

是虽然反映的是内部规律’但由于方程的建立是以局部规律的独立性假定为基础’故做中
长期预测时,偏差有点大°

例15.1美日硫磺岛战役模型。

J.ⅡEngel用第二次世界大战末期美曰硫磺岛战役中的美军战地记录’对兰彻斯特

作战模型进行了验证’发现模型结果与实际数据吻合得很好。

硫磺岛位于东京以南660英里的海面上’是曰军的重要空军基地°美军在1945年2

月开始进攻’激烈的战斗持续了＿个月,双方伤亡惨重’日方守军21500人全部阵亡或被

俘’美方投人兵力73000人,伤亡20265人’战争进行到28天时美军宣布占领该岛’实际
战斗到36天才停止°美军的战地记录有按天统计的战斗减员和增援情况。日军没有后

援’战地记录则全部遗失°
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第 15 章 预 测 方 法

预测学是一门研究预测理论、方法及应用的新兴科学。综观预测的思维方式，其基本

理论主要有惯性原理，类推原理和相关原理。预测的核心问题是预测的技术方法.或者说

是预测的数学模型。随着经济预测、电力预测、资源预测等各种预测的兴起.预测对各种

领域的重要性开始显现，预测模型也随之迅速发展。预测的方法种类繁多，包括经典的单
耗法，弹性系数法、统计分析法.目前的灰色预测法，专家系统法和模糊数学法，甚至刚刚

兴起的神经网络法、优选组合法和小波分析法。据有关资料统计，预测方法多达 200 余
种。因此在使用这些方法建立预沉模型时，往往难以正确地判断该用哪种方法。从而不能
准确地建立模型，达到要求的效果。不过预测的方法虽然很多，但各种方法都有各自的研
究特点、优缺点和适用范围。

15.1 微分方程模型

当我们描述实际对象的某些特性随时间（或空间）而演变的过程、分析它的变化规
律、预测它的未来性态、研究它的控制手段时，通常要建立对象的动态徽分方程模型。微

分方程大多是物理或几何方面的典型问题，假设条件已经给出、只糖用数学符号将已知规

律表示出来，即可列出方程，求解的结果就是问题的答案，答案是唯一的，但是有些问题是
非物理领域的实际问题，要分析具体情况或进行类比才能给出假设条件。做出不同的假
设，就得到不同的方程。比较典型的有传染病的预测模型、经济增长预测模型、兰彻斯特
（Lanchester）战争预测模型、药物在体内的分布与排除预测模型、人口的预测模型、烟雾的

扩散与消失预测模型等。其基本规律随着时间的增长趋势呈指数形式，根据变量的个数
建立微分方程模型。微分方程模型的建立基于相关原理的因果预测法。该方法的优点是
短、中、长期的预测都适合，既能反映内部规律以及事物的内在关系，也能分析两个因兼的
相关关系，精度相应的比较高。另外对模型的改进也比较容易理解和实现。该方法的缺点

是虽然反映的是内部规律，但由于方程的建立是以局部规律的独立性假定为基础，故做中
长期预时，偏差有点大。

例15.1 美日硫磺岛战役模型。
J.H. Engel 用第二次世界大战末期美日硫磺岛战役中的美军战地记录.对兰彻斯特

作战模型进行了验证.发现模型结果与实际数据吻合得很好。
硫磺岛位于东京以南 660英里的海面上，是日军的重要空军基地。美军在 1945 年2

月开始进攻，激烈的战斗持续了一个月，双方伤亡惨重，日方守军21500人全部阵亡或被
俘，美方投人兵力73000人，伤亡20265人，战争进行到28天时美军宣布占领该岛，实际
战斗到 36天才停止。美军的战地记录有按天统计的战斗减员和增援情况。日军没有后

援，战地记录则全部遗失。
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用A（t）和J（t）表示美军和曰军第t天的人数,忽略双方的非战斗减员’则

（j）＋u（t）’

（l5. 1）
（t）,

0）＝21500.）＝

美军战地记录给出增援皿（j）为

（嚣!u（t）＝

并可由每天伤亡人数算出A（t）’′＝1’2’…,36°下面要利用这些实际数据代人式（15. 1）’

算出A（t）的理论值’并与实际值比较°

利用给出的数据’对参数α’b进行估计。对式（15. 1）两边积分’并用求和来近似代

替积分’有

A（t）ˉA（0）＝ˉα∑J（7）＋∑＂（7）’ （15.2）
7＝l 7＝l

J（‘）ˉJ（0）＝ˉb∑A（7）. （15.3）
7＝l

为估计b’在式（15.3）中取t＝36’因为J（36）＝0’且由A（t）的实际数据可得
36

∑A（′）＝2037000’于是从式（153）估计出b二0.0106°再把这个值代人式（15.3）即
t＝l

可算出J（t）’′＝1’2’…’36°

然后从式（15.2）估计α°令r＝36’得
36

∑＂（了）ˉA（36）
7＝l

α＝
36

（15.4）

∑J（7）
7＝l

式中:分子为美军的总伤亡人数’为20265人;分母可由已经算出的J（t）得到,为

372500人°

由式（15.4）有α＝0.05叫°把这个值代人式（15.2）’得

A（′）＝—0.0544∑J（7）＋∑＂（了）. （15.5）
丁＝l 丁＝1

由式（15.5）就能够算出美军人数A（t）的理论值,与实际数据吻合得很好°
可以根据式（15.3）估计日军的人数°当然也可以求微分方程组（15. 1）的数值解’估

计曰军的人数°下面画出美军人数｀曰军人数的按时间变化曲线和微分方程组的轨线°
求微分方程组数值解及画图的Madab程序如下:

d〕盯＝c（亡′x） ［-0.0544＊x（2）＋54000＊（亡＞＝0＆仁＜1）＋…

6000＊（仁＞≡2＆七＜3）＋13000＊ （℃＞＝5＆亡＜6）

ˉ0.0106＊x（1）］′ 哈定义微分方程组右端项
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用A（t）和J（r）表示美军和日军第∶天的人数，忽略双方的非战斗减员，则
dA(t),2=-aJ(4)+x(t),dt
d/(t). (15.1)-64(t),.d
A(0)=0,J(0)=21500.

美军战地记录给出增援u（t）为

[54000, 0≤t<1,
60002≤t<3,炎门13000 5≤i6.

其他.0,
并可由每天伤亡人数算出A（t），t=1，2，⋯，36。下面要利用这些实际数据代入式（15.1），
算出 A（t）的理论值，并与实际值比较。

利用给出的数据，对参数a，b 进行估计。对式（15.1）两边积分，并用求和来近似代
替积分，有

A6）-A0）-2 Ir）+三，u（7）， (15.2)

Jt)-J0)=-b_A(r). (15.3)
为估计b，在式（15.3）中取t=36，因为J（36）=0，且由A（t）的实际数据可得
3[A（t）= 203700，于是从式（15.3）估计出δ=0.0106。再把这个值代人式（15.3）即
可算出J（），t=1，2，⋯，36。

然后从式（15.2）估计a。令t=36，得

(7)-4(36)迅
(15.4)，当一

。目” 衫J(7)快；
式中;分子为美军的总伤亡人数，为20265人;分母可由巳经算出的J（t）得到，为
37200人。

由式（15.4）有a=0.0544。把这个值代入式（15.2），得

A4)=-0054,Jr)+ C(r). (15.5)

由式（15.5）就能够算出美军人数 A（t）的理论值，与实际数据吻合得很好。
可以根据式（15.3）估计日军的人数。当然也可以求微分方程组（15.1）的数值解，估

计日军的人数。下面画出美军人数、日军人数的按时间变化曲线和微分方程组的轨线。
求微分方程组数值解及画图的 Malab 程序如下∶
dy=e化，x）【-0.0544*x（2）+54000*{t>=0丘t<1）+

6000*（t>=2 &t<3）+13000*（t>x5品t<6）
宅定义微分方程组右端项-0.0106*x(1)];
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［℃′】四］＝◎de45（d］囚′ ［0:36］′ ［0′21500］）

subP1◎仁（211） ′p1○t（t′〗Ⅳ（: ′1）′｜r＊｜ ′仁′］盯（:′2） ′′gD｜）

x1己be1（′时间仁′）′y1己be1（0人数｜） ′ 1egend（｜美军｜′｜日军｜）

subp1◎t（212） ′p1◎t（xy（:′1） ′却（:′2）） 老画微分方程组的轨线

x1己be1（!美军人数x‖）′y1abe1（0日军人数y0）

15.2灰色预测模型

灰色预测的主要特点是模型使用的不是原始数据序列,而是生成的数据序列°其核

心体系是灰色模型（GreyModel,GM）’即对原始数据作累加生成（或其他方法生成）得到

近似的指数规律再进行建模的方法°其优点:不需要很多的数据’-般只需要4个数据’

就能解决历史数据少、序列的完整性及可靠性低的问题;能利用微分方程来充分挖掘系统

的本质,精度高;能将无规律的原始数据进行生成得到规律性较强的生成序列,运算简便’

易于检验’不考虑分布规律’不考虑变化趋势。其缺点:只适用于中短期的预测;只适合指
数增长的预测°

15.2·1 GM（1’1）预测模型

GM（1’1）表示模型是一阶微分方程’且只含1个变量的灰色模型。

1.GM（1,1）模型预测方法

定义15.1 已知参考数据列x（0〉＝（绷（0）（1）,绷（0）（2）’…’则（0）（n））’1次累加生成序
列（1ˉAGO）

x（l）＝（绷（l）（1）’卯（l）（2）’…’匆（l）（几））

＝（卯（0）（1）’匆（0）（1）＋卯（0）（2）’…’卯（0）（1）＋…＋绷（0）（n））’
k

式中;鳃（!）（k）＝∑卯（0）（j）’k＝1’2’…’厕°鳃（」）的均值生成序列
i＝l

Z（l）＝（z（』）（2）’z（l）（3）’…,z（l）（n））,

式中:z（l）（A）＝0.5绷（l）（k）＋0.5匆（l）（片ˉ1）,A＝2,3’…’n°
建立灰微分方程

卯（0）（k）＋αz（l）（k）＝b’八＝2,3’…’n,
相应的白化微分方程为

山（l）（t）＋α匆（l〉（t）＝b. （15.6）
dt

｜

Ⅲ ‖记皿≡［α’6］T’Y＝［卯（0）（2）’卯（0）（3）’…’鳃（0）（n）］T’B＝

求得使J（皿）＝（Y-B″）T（Y＝B皿）达到最小值的酗的估计值为

jj＝［d’j］T＝（BTB）ˉlBTY’

｜则由最小二乘“
1

1

1

｜
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[t.xy]=ode45 (axy, [0:36], [0,215001)
subplot {211），plot （t，对y（∶，1），'r*'，t，xy（;，2），'gD'}
xlabel（时间t'）， ylabel（人数'），legend（类军'，'日军'）
subplot (212), plot (xcy (:,1),xy(:,2))9画微分方程组的轨线

xlabel'美军人数x'），y1label（日军人数y'）

15.2 灰色预测模型

灰色预测的主要特点是模型使用的不是原始数据序列，而是生成的数据序列。其核
心体系是灰色模型（Grey Model，CM），即对原始数据作累加生成（或其他方法生成）得到
近似的指数规律再进行建模的方法。其优点;不需要很多的数据，一般只需要 4个数据，
就能解决历史数据少，序列的完整性及可靠性低的问题;能利用微分方程来充分挖掘系统

的本质，精度高;能将无规律的原始数据进行生成得到规律性较强的生成序列，运算简便，
易于检验，不考虑分布规律，不考虑变化趋势。其缺点;只适用于中短期的预测;只适合指
数增长的预测。

15.2.1 GM（1，1）预测模型

GM（1，1）表示模型是一阶微分方程，且只含1个变量的灰色模型。
1，GM{1，1）模型预测方法

定义15.1 已知参考数据列x0=（x40（1），°（2），⋯，z②（n）），1次累加生成序
列（ 1-AGO）

xC=(z"(1),z"(2),⋯,w'(n))
=(x0(1),x②(1)+(2),⋯,x0(1)+(n)),

式中∶s"（k）=? z1°（i），k=1，2⋯，n。xz"的均值生威序列
z4=(z1(2),z"(3),,21(x)),

式中;2'1（k）=0.5z"（k）+0.52'（E-I），k=2，3，⋯，n。
建立灰徽分方程

x(0(k)+as'12(k)=b,k=2,3,⋯,n,
相应的白化微分方程为

d"P(t)L+as(t)= . (15.6)di
之8;人记u=【a，5】于，Y=【x°（2），x③（3），⋯，;③（n）】，B= ，则由最小二乘法，

D'

求得使孔z）=（Y-Bz））（Y-Bw）达到最小值的u的估计值为

a=[a,6]={B'B)PTx,
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于是求解方程（15.6）,得

＄｝』｜（删）≡卜｝铡（Dˉ÷）.沁县｀剁,l,…,汕…
2.GM（1,1）模型预测步骤

1）数据的检验与处理

首先’为了保证建模方法的可行性’需要对已知数据列作必要的检验处理。设参考数

列为X（0）＝（如（0）（l）,卯（0）（2）,…’卯（o）（厕））,计算序列的级比

」（k）≡誓瑞）,脚’』,＝》＾
2 2

如果所有的级比入（k）都落在可容覆盖O＝（eˉ雨’e雨）内’则序列x（0）可以作为模型

GM（1’1）的数据进行灰色预测。否则’需要对序列x（0）做必要的变换处理’使其落人可容

覆盖内°即取适当的常数c,作平移变换

y（0）（k）＝”（0）（∧）＋c’k＝1’2’…’∏’

使序列y（0）＝（γ（0）（1）’γ（0〉（2）’…’γ（0）（n））的级比

入γ（′b）＝y（0）（′b一1）匡@’k＝2’3’…,n.
γ（0）（k）

2）建立模型

按式（15.6）建立GM（1,1）模型’贝‖可以得到预测值

;《』｜（州）ˉGo（｜）ˉ÷）百钩县,剁』1,…,卿—l』…,
而且￡（0）（k＋1）＝i（l）（k＋1）-￡（l）（k）’k＝1’2,…,几ˉ1’…。

3）检验预测值

（1）相对误差检验。计算相对误差

6（∧）＝ ｜躯（0）（∧）ˉ另（0）（A） ｜ ’片＝1’2’…’厕’
卯（0〉（k）

这里允（0）（1）＝”（0）（1）’如果6（k）＜0.2,则可认为达到—般要求;如果6（k）＜0.1’则认为达

到较高的要求°

（2）级比偏差值检验°首先由参考数列z（o）（k＝1）’”（0）（k）计算出级比入（k）’再用发
展系数α求出相应的级比偏差

′（炯＿G≡;二:）川）,
如果｜p（A） ｜＜0.2’则可认为达到＿般要求;如果｜p（k） ｜＜0.1’则认为达到较高的要求。
4）预测预报

由GM（1’1）模型得到指定时区内的预测值’根据实际问题的需要,给出相应的预测

预报°

3·GM（1’1）模型预测实例

例15。2北方某城市1986-1992年道路交通噪声平均声级数据见表15.1°
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于是求解方程（15.6），得

b .六子”(&+1)= ,k=01,⋯,-1,⋯.e田/e".
2.GM（1，1）模型预测步骤
1）数据的检验与处理
首先，为了保证建模方法的可行性，需要对已知数据列作必要的检验处理。设参考数

列为x（=（x②（1），x02），⋯，zr0（n），计算序列的级比

x49(A-1)工了义了，A(k)=~(A)
如果所有的级比λ（k）都落在可容覆盖⑥=（e，）内，则序列x可以作为模型

GM（1，1）的数据进行灰色预测。否则，需要对序列x（做必要的变换处理，使其落人可容
覆盖内。即取适当的常数e，作平移变换

y0(k)=x40(k)+e,k=1,2,⋯,n,
使序列y"=（y⑧（1），yi0（2，⋯，y'P（n）））的级比

y°(t-1)4本，4）=2 ∈0，在=2，3，⋯，n.
r①(+)

2）建立模型
按式（15.6）建立 GM（1，1）模型，则可以得到预测值

心F*1D-(041)-6 响夕二己："“ 石
而且究（（+1）=到）（k+1）-会1（*》，k=1，2，⋯，n-1，⋯。

3）检验预测值
（1）相对误差检验。计算相对误差

.9(k)-:°(k)，在=1，⋯，a，b(k) 多匀
这里c（1）=z°（1），如果δ（e）<0.2，则可认为达到一般要求;如果8（k）<0.1，则认为达
到较高的要求。

（2）级比偏差值检验。首先由参考数列z（k-1），z（k）计算出级比A（z），再用发
展系数a求出相应的级比偏差

(109)4b),(4)=-1-(11+0.5a,
如果|p（k）|<0.2，则可认为达到一般要求;如果|p（k）|<0.1，则认为达到较高的要求。

4）预测预报
由 CM（1，1）模型得到指定时区内的预测值，根据实际问题的需要，给出相应的预测

预报。
3.GM（1，1）模型预测实例
例15.2 北方某城市1986—1992年道路交通噪声平均声级数据见表 15.1。
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表15. 1城市交通噪声数据／dB（A）

｝面匪
序号

1

2

3

4

Leq

71.4

720

71。6

1）级比检验

建立交通噪声平均声级数据时间序列如下:

x（0）＝（z（0）（1）’z（0）（2）’…’匆（0）（7））＝（71. 1’72.4’72.4’72·1’71.4’72.0,71.6）.
（1）求级比入（k）,有

入（k）＝“（0）（k-1）
卯（0）（k） ’

∧＝（入（2）’入（3）’…’入（7））＝（0.982,1,1.0042’1.0098,0.9917’1.0056）.

（2）级比判断°由于所有的入（附）巨［0.982,1.0098］’附＝2,3,…’7’故可以用x（0）作

令人满意的GM（1’1）建模。

2）GM（1’1）建模

（1〉对原始数列x（0）作一次累加,得

x（］〉＝（71. 1’143.5’215.9’288’359.4’431.4,503）.

（2）构造数据矩阵B及数据向量Y,有

ˉ÷（窥（｜）（1）韧川（2））1

ˉ÷（躺川（2）韧（1）（3）） ! Y｜j｛｜B＝

ˉ士（露山（6）邮《｜）（7）） 1
●
●算计）〕（

妒｜;｜霉（…腐rˉ［鹏｜,
于是得到a＝0.0023’;＝72.6573°

（4）建立模型:

d勿（l）（t）
’

＾
口
生
叮
凹

ˉ
ˉ

＼
／＄

／
＼

）］（
卯

＾
α＋

d′

｜

求解’得
＾

＾

G侧（D＿÷）仔沁÷—Ⅷ9健…Ⅷ00￡（』）（A＋1）＝ （15.7）
｜

（5）求生成序列预测值品（!）（k＋1）及模型还原值茄（0）（片＋1）’令片＝1’2’3’4’5’6’由
452

表15.1 城市交通噪声数据/dB（A）

年份 年份序号 L、扩序号“ 71.1 71.419901986
6 720T2.41987 19913
？ 1992T.41988 71.6。： 7.119869

1）级比检验
建立交通噪声平均声级数据时间序列如下;
x0=(z°(1),x4(2)⋯,9(7))=(71.1,72.4,24,2.1,71.4,72.0,71.6).
1）求级比入（k），有

_40(4-1),之艺zk)
A=（A（2），A（3）⋯，λ（7））=（0.982，1，1.0042，1.0098，0.9917，1.0056）.
（2）级比判断。由于所有的λ（k）e【0.982，1.0098】，k=2，3，⋯，7，故可以用x（作

令人满意的 GM（1，1）建模。
2）GM（1，1）建模
（1）对原始数列x（作一次累加，得

x(1}=(71.1,143.5,215.9,288,359.4,431.4,503)、
（2）构造数据矩阵B及数据向量Y，有

-l(~*(1)*z"(2))夕 2(2)- 420(3)-(x(2)"(3))) 1 工”命， .！“： 多之1(z0(6)+"(7))1仰
（3）计算∶

s-[]宁言号言上[ 0.00237
72.6573]

于是得到a=0.0023，b=72.6573。
（4）建立模型∶

d-4()。上史文它门d
求解得

6"<kD-(*(1) 六自众=-3090e w+3100 (15.7)叫 、
（5）求生成序列预测值会）（k+1）及模型还原值全②（本+1），令k=1，2，3，4，5，6，由
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式（15.7）的时间响应函数可算得￡（l） ’其中取￡（!）（1）＝￡（0）（1）＝“（o）（1）＝71.1’由￡（0）（k＋1）＝

i（l）（A＋1）-i（l）（k）,取k＝1’2,3’4,5,6,得

戈（0）＝（兄（0）（1）’i（0）（2）’…’￡（0）（7））＝（71.1’72.4,72·2’72. 1’71.9’71.7,71.6）.

3）模型检验

模型的各种检验指标值的计算结果见表15.2°

表15.2 GM（1’1）模型检验表

份卜P川匠

］·020

）.002

0·00

0。00

0.010

OO0

经验证’该模型的精度较高’可进行预测和预报°

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

x0＝［71.172.472.472.171。472。071.6］｜′ 老注意这里为列向量

n＝1eng仁h（x0）;

1己md己＝x0（1:nˉ1） .／x0（2:n） 8计算级比

r己nge＝m1nm己x（1己md己｜） 8计算级比的范围

x1＝cumsum（x0） 老累加运算

B＝［-0.5＊（x1（1:n-1）＋×1（2:n）） ′◎nes（nˉ1′1）］′

Y＝x0（2:n）′

u＝B＼Y 啥拟合参数u（1）＝己′u（2）≡b

symsx（仁）

x＝ds◎1ve（d1ff（x）＋u（1）＊x≡＝u（2）′x（0）＝≡x0（1））′ 老求微分方程的符号解

x亡＝vP己（x′6） 嗜以小数格式显示微分方程的解
嗜求已知数据的预测值yuce1＝suhs（x′亡′ ［0:n＝1］）′

皂符号数转换成数值类型′否则无法做差分运算yuce1＝d◎ub1e（yuce1）′

yuce＝［x0（1）′d土迁（yuce1）］ 殆差分运算′还原数据

eps土1◎n＝x00一Yuce 老计算残差

de1七己＝己bs（eps土1○n.／x0′ ） 啥计算相对误差

rh◎＝1一（1＝0。5＊u（1））／（1＋0·5＊u（1））＊1己md己｜ 堵计算级比偏差值′u（1）＝a

15.2·2GM（2’1）｀DGM利Verl1Ⅲst模型

GM（1’1）模型适用于具有较强指数规律的序列’只能描述单调的变化过程’对于非
单调的摆动发展序列或有饱和的S形序列’可以考虑建立GM（2’1）、DGM和Verhulst

模型°
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年份 原始值 预测值 残差 相对误差

1986 71.1 71。 1 0 0

1987 72.4 72。4057 ˉ0.0057 0.01％

1988 72·4 72.2362 0·1638 0·23％

1989 72· 1 72。0671 0.0329 0·05％

1990 71.4 71.8984 ˉ0·4984 0·7％

1991 72.0 71.7301 0·2699 0.37％

1992 71.6 71·5622 0.0378 0。05％

式（15.7）的时间响应函数可算得论"》，其中取全"（1）=全°（1）=z°（1）=7.1，由（k+1）=
全（D（k+1）-空（2{k），取k=1，2，3，4，5，6，得

全①=（（1），2（2），⋯，我（7））=（71.1，72.4，72.2，72.1，71.9，71.7，71.6）.
3）模型检验
模型的各种检验指标值的计算结果见表 15.2。

表15.2 GM（1，）模型检验表
暖比偏差预跳宜序号 原始值 浪差年份 相对损差

0- “亡”71.!1986 0
2 1987 -0.00s? 0.02030.01%T.4 TL406?
3 0.1638 0.002n41988 0.23%T.262
亨。 -0.0130.032971 0.05%7.06711989
5 -0.074-0.49847L.89847、41990 0.7%
6 苜中 0.01070.269971.730 0.37%1991

0.050.037871.56227.61992 ～0.0052”
经验证，该模型的精度较高，可进行预测和预报。
计算的 Matlab 程序如下;

cle,cleaz
号注意这里为列向量x0=[71.172.472.472.171.472.071.6]';

n=length tx0);
计算级比lamda=x0 (1:n-1)./x0 (2:n)
8计算级比的范围range =minmax(1amda')
9累加运算x1= cum8u (x0)

8=[-0.5*(x1[;n-1)+x1(2:)),ones(n-1,1)l;

Y=x0(2:n);
拟合参数u（1】=8，u（2）=bu=B\Y

gym8 X(t)
8 求微分方程的符号解x=dsolve（iff（x）+u（1}*x==u（2），x（0）==x0红））;
名以小数格式显示微分方程的解xt =vpa((x,6)
8求已知数据的预测值yuce1=sube x,t,[0:n-1]);

a符号数转换成教值类型，否则无法做鉴分运算yuce1 =double tyucel);
差分运算，还原数据yuce= [x0 (1),dif tyuce1)]
e计算残差epsilon =x0'-yuce
计算相对误差delEa=abs (epsilon./x0')
6计算级比偏差值，u （1】=arho=1-(1-0.5*u(1))/(+0.5*u(1))*lamda'

15.2.2 GM（2，1）、DGM和Verhulst 模型

CM（1，1）模型适用于具有较强指数规律的序列，只能描述单调的变化过程，对于非
单调的摆动发展序列或有饱和的 S形序列，可以考虑建立 GM（2，1）、DGM 和 Verhulst

模型。
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1.GM（2’1）模型

定义15.2设原始序列为

x（0）＝（绷（0）（1）’鳃（0）（2）’…’卯（0）（n））,

其1次累加生成序列（l-AGO）x（l）和1次累减生成序列（1-IAGO）α（l）x（0）分别为

x（｜）＝（匆（l）（1）’匆（］）（2）’…’匆（l）（∏））

和

α（l）x（0）＝（α（l）鳃（0）（2）’…’α（l）卯（0）（Ⅶ））’

其中

α（l）腮（o）（k）＝卵（0）（片）-卯（0）（∧-1）’∧＝2’3’…’则’

x（l）的均值生成序列为

Z（l）＝（z（l）（2）’z（l）（3）,…’z（l）（n））’
则称

α（l）“（0）（k）＋αl卵（0）（k）＋α2z（l）（k）＝6 （15.8）

为GM（2’1）模型。

定义15·3称

d』鹏兴（』）们｜M罢（篮）＋°,绷《｜）（曲）二6 （15.9）
dt2 dt

为GM（2,1）模型的白化方程°

定理15.1设x（0）、x（l）｀α（l）x（0）如定义15.2所述’且

｛｜ ‖‖｛ ‖‖｜Y ｜.B＝

则GM（2’1）模型参数序列皿＝［α1’α2,6］T的最小二乘估计为

肋＝（BTB）ˉlBTⅨ

例15·3已知x（0）＝（41’49,61,78,96’104）’试建立GM（2’1）模型°

解x（0）的1＿AGO序列x（l）和1-IAGO序列α（l）x（0）分别为

x（l）＝（41’90’151’229’325,429）’

α（』）x（0）＝（8,12’17’18’8）’

｜

x（l〉的均值生成序列

Z（l）＝（65.5’120.5’190’277’377）’

｛〕‖‖ ‖‖ ｜B＝

1

1

1

1

1

-65.5

-120.5

-190

-277

ˉ377

Y＝［8’12’17,18,8］T’
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1.GM（2，1）模型
定义15.2 设原始序列为

r10）=（x四（1），210（2），⋯，x（（n）），
其1次氯加生成序列（1-AGO）x（"和1次累减生成序列（1-IAGO）α"x②分别为

rx40=(z"(1),z"(2),⋯,z'P(n))
和

a4"x40=(a'z0(2),⋯,242(4(n),
其中

a12回（k）=x°（k）-x10（k-1），k=2，3，⋯，n，
x的均值生成序列为

z"n=(z'(2),2'(3),⋯,2"(n)),
则称

al120(A)+ax0(k)+a2'1(k)=6 (15.8)
为GM（2，1）模型。

定义15.3 称

飞言飞,()+az18)(t)= (15.9)dt2 d
为 GM（2，1））模型的白化方程。

定理15.1 设x{、x"、@4x如定义15.2所述，且
[e"nz0(2)7[-x0(2)-'(2) x10(2)-910)( 1)

类妄豆a,°(3) ,480(3)-0(2)B= ：：：： ： ：’下
槽窄。

瓦己色个已L-z(n) -14(n) z{0)(n)-z(n-1)]
则GM（2，1）模型参数序列u=【a，a2，5】"的最小二乘估计为

i=(B'B)"'pTY.
例15.3 已知r0=（41，49，61，78，96，104），试建立GM（2，1）模型。
解 r（的1-AGO序列x"和1-IAGO序列alx（0分别为

r(1=(41,90,151,229,325,429),
a'r(0)= (8,12,17,18,8),

x"）的均值生成序列
z"=(65.5,120.5,190,277,377),

蒜遇
-65.5F-z4(2) -z'1(2)

1

-120.5-°(3)-4(3)B= ；叫” ：：，
L-z0(6)-z4{6) 。

Y=[8,12,17,18,8]*,
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｜｛…亿蔑｜
＾

〃＝

故得GM（2’1）白化模型

‘等（‘）ˉL0,22山守）‖95’鳃｜』』O）≡川Ⅷ
利用边界条件z（l）（1）＝41’卯（!）（6）＝429,解得

鳃（］）（t）＝203.85eO22622』-0.5325e0.86597‘一162317’

于是GM（2’1）时间响应式为

i（l）（k＋1）＝203.85eα22622您一0.5325eα86597k-l62.317.

所以

i（l）＝（41’92’155’232,325’429）.

做IAGO还原’有

￡（0）（k＋1）＝￡（l）（k＋1）-i（l）（k）,

龙（0）＝（41,51,63,77’92,104）.

计算结果见表15·3。

表15.3误差检验表

计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

x0＝［41′49′61′78′96′104］′ 嗜原始序列

n＝1ength（x0）′

x1＝cumsum（x0） 皂计算1次累加序列

己x0＝d土ff（x0）｜ 哈计算1次累减序列

z＝0.5· （x1（2:end）＋x1（1:endˉ1） ）｜》 哈计算均值生成序列

B＝［＝x0（2:end）!′-z′◎nes（nˉ1′1）］′

u＝B＼己乒0 培最小二乘法拟合参数

symsx（仁）

x＝ds◎1ve（d土ff（x′2）＋u（1）＊d迁f（x）＋u（2）＊x＝＝u（3） ′×（0）＝＝x1（1） ′x（5）＝＝x1（6））′

哈求符号解

xt＝vP己（X′6） 嗜显示小数形式的符号解

yuce＝suhs（x′亡′0:n＝1）′ 啥求已知数据点1次累加序列的预测值

yuce二d◎ub1e（yuce） 堵符号数转换成数值类型′否则无法做差分运算
455

予 -1.0922
六信号高上a,2= 0.1959e -31.7983

故得 GM（2，1）白化模型

3z"(t).了豆吕赔芯+0.1959z"(t)=~31.7983.d d
利用边界条件z"（1）=41，是（6）=429，解得

x1（t）=203.85e.21-0.5325e吸m-162.317，
于是 GM（2，1）时间响应式为

彩（k+1）=203.85e8n*-0.5325e"m-162.317.
所以

全{=（41，92，155，232，325，429）.
做IAG0还原，有

会40（k+1）=完（t+1）-24（k），
金0=（41，51，63，77，92，104）.

计算结果见表15.3。

表15.3 误差检验表

相对误差4。序号 当韩它名也司实际敷据 《0） 预测数起会（0
2 -2 4.1%49 51
3 -2 3.3%661 - 1.3%刀778“n 4.2%9296

0日6 104104
计算的Matab程序如下∶

clc,clear
名原始序列x0=[41,49,61,78,96,104);

n=length(x0);
$计算1次累加序列x1=cunaum (x0
8计算1次票减序列ax0=diff(x0}'
8计算均值生成序列z=0,5'(x1 (2:end)+x1 ( ;end-1))';

B= [-x0 (2 :end}',-z,ones (n-1,1)]i
8最小二乘法拟合参数u=BD\a_x0

8ymsx(
x=dsolve(diff(x,2)+u()*diff(x)+u(2)*x==u(3),x(0)==xL (1),x(5)=*x1(6));

号求符号解
名显示小数形式的符号解xt =vpa(x,6)
求已知数据点1次累加序列的预测值yuce=subs (x,t,0:n-1);
飞符号数转换成数值类型，否则无法做差分运算yuce=double tyuce)
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x0上己亡≡［yuce（1） ′d土迁（yuce）］′ 啥求已知数据点的预测值

x0h己亡＝r◎und（x0上己仁） 老四舍五入取整数

epsj1◎n＝x0＝x0h己亡 哈求残差

de1仁己＝己bs（eps11○n.／x0） 啥求相对误差

2·DGM（2,1）模型

定义15.4设原始序列

x（0）＝（卯（0）（1）,虹（0〉（2）,…’卯（0）（″））’

其1ˉAGO序列x（l）和1＿IAGO序列α（l）x（0）分别为

x（l）＝（“（l）（1）’“（l）（2）’…’“（!）（n））
和

α（1）x（0）＝（α（l）z（0）（2）’…’α（l）”（0）（n））’
则称

α（l）z（0）（k）＋α匆（0）（k）＝6 （15.10）

为DGM（2’1）模型。

定义15.5称

d2z（l）（t）＋α山（l）（t）＝b （15. 11）
dt dt

为DGM（2’1）模型的白化方程°

定理15·2若犯＝［α’b］T为模型中的参数序列’而x（0） ’x（l） ’α（l）x（0）如定义15.4所
述’又

! ｜训‖′｜ ｜B＝

则DGM（2’1）模型α（l）卯（0〉（k）＋“（0）（k）＝6中参数的最小二乘估计满足

龙＝［a’;］T二（BTB）ˉ!BTY.

定理15·3设X（0）为原始序列’X（l）为X（0）的1-AGO序列’α（］）X（0）为X（o）的1＝IAGO

序列,M如定理l52所述’初值条件取为鹏＂｝（l）≡缀《,）（l）,M岩l）二露《刨（1）,则』
（l）白化方程等饱等≡j的解（时间响应函数）为

｜鸽D）仔卿÷叶等啊』（Dˉ÷ （川”￡（l）（t）＝

（2）DGM（2’1）模型α（l）勿（o）（k）＋咖（0）（k）＝j的时间响应序列为

（鸽D）沁÷册等卿（D＿÷ α,1】￡（l）（k＋1）＝

｜

（3）还原值为

允（0）（k＋1）＝α（l）另（l）（片十l）＝茹（l）（k＋1）-￡（l）（∧）. （15. 14）
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名求巳知数据点的预测值x0_hat=[uce(1),diff(yuce)l;

号四舍五入取整数x0_hat=round (x0_hat)

求残差epsilon=x0-x0_hat
号求相对误差delta=abs(epsilon./x0}

2. DGM（2，1）模型
定义 15.4 设原始序列

r0=(x4(1),x(2),⋯,z20(n)),
其1-AGO序列x4和1-IAGO序列a"z4分别为

x=(x4(1),x"2),,"(m))
和

a'nx0=(az0(2),⋯,a'z①(n)),
则称

e4"z(0(k)+ax0(k)= b (15.10)
为DGM（2，1）模型。

定义15.5 称

飞它，=b (15.11)dt d
为DGM（2，1）模型的白化方程。

定理15.2 若u=【a，b】T为模型中的参数序列，而x4，x，α"x0如定义15.4所
述，又

[-8(2) 已己’ x50(2)-x4(1)8 ,⋯ e1"2⋯(3) x(3)-46(2)B- 力
甲.

z0(n)-910(n-1)]气己伐三己一
则DGM（2，1）模型α'24（）+azx4（i}=b中参数的最小二乘估计满足

证=【a，6】"=（B'B）p'y.
定理15.3 设x①为原始序列，=>为①的1-ACO序列，a'x{?为x的1-IAGO

”名工园。序列，a，$如定理15.2所述，初值条件取为∶??1=x°（1），一"（1）。dt
促飞（1）白化方程 =的解（时间响应函数）为‘猝飞d a

己 .(6 :()子了一 2*(1)-67t (15.12)钟/e a2a(aa
（2）DGM（2，1）模型a"z°（k）+ax②（k）=6的时间响应序列为

人已’言一:2《a+1)= 己益 o6 的（1）-6市当十 +' (15.13)叫 合'的a+ 色人
（3）还原值为

0（k+1）=a"会（（4+1）=分"（k+1）-究（（k）. (15.14)
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例15·4试对序列

x（0）＝（2.874,3.278’3.39,3.679’3.77’3.8）

建立DGM（2’1）模型°

解因为

［a严. ˉ』l虱, ˉa尸, ˉ’lⅣ—↑‘｜,B＝

Y＝［0.404’ 0. 112, 0.289’ 0.091’ 0.03］T’

［;｜≡（B露BⅧYˉ｜!撇］
＾

Ⅲ＝

得DGM模型的时间响应序列为

戈（l）（k＋1）＝2.7033eˉα蛔隐＋4.0202儿＋0. 1707’

所以

i（l）＝（2.874’5.96’9.3688’12.9889’16.7473’20.5962）’

作1一IAGO还原’有

￡（0）（k）＝￡（l）（府〉ˉ￡（l〉（片-1）,∧＝2,3’…,6’

得

￡〈0）＝（2.874’3.086’3.4088’3.6201’3.7584’3.8488）.

计算结果见表15.4。

表15.4误差检验表
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

J深≡△

5。9％

）ˉ6％

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

x0＝［2.874′3.278′3.39′3·679′3.77′3.8］;老原始数据序列

n≡1eng℃h（x0）;

己x0＝djff（x0）｜′ 睹求1次累减序列′即一阶向前差分

B＝［-x0（2:end）『′◎nes〈n≡1′1）］′

u＝B＼己毕0 老最小二乘法拟合参数

老估计参数己′b的值

symsx（仁）

d2x＝d土ff（x′2）′dx＝d土ff（x）; 老定义二阶和一阶导数

老求二阶微分方程符号解

x＝ds◎1ve（d2x＋u（1）＊dx＝≡u（2） ′x（0）＝＝x0（1）′dx（0）≡≡×0（1））;

x仁＝vP己（x′6） 啥显示小数形式的符号解

｜
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原始数据绷 （0）
预测数据分（0） 残差勿（0）-易（0）

3·278 3·O86 0.192

3·39 3·4088 ˉ0·0188

3。679 3·6201 0。0589

3·77 3.7584 0.0116

3·8 3°8488 ＝0·0488

例15.4 试对序列

x②=(2.874,3.278,3.39,3.679,3.77,3.8)

建立 DGM（2，1）模型。
解 因为

B=
Y=[0.404,0.112,0.289,0.091,0.03]F,

“容号它0.4247
1.7046

得 DGM 模型的时间响应序列为
会（{k1）=2.7033e-n+4.0202k+0.1707，

所以
全=（2.874，5.96，9.3688，12.9889，16.7473，20.5962），

作1-IAG0 还原，有
会4（k）=轮（1h）-分（1V（k-1），知=2，3，⋯，6，

得
全（=（2.874，3.086，3.4088，3.6201，3.7584，3.8488）.

计算结果见表15.4。

表15.4 误差检验表

相对误差4。序号 原始数据20 预测数据（0） 残差（4）-二210）
3、086 5.9%0.1923.278？, -0.0188 0.6%3.39 3.4088“ 0.05893.6201 1.6%3.679

0.0u63.75843.77 0.3%
白 1.3%-0.04883.8 3.848

计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear
x0=【2.874，3.278，3.39，3.679.3.77.3.81;号原始数据序列
n=lengt.h (x0);

号求1次累城序列，即一阶向前差分a_x0=diff (x0)';
B=【-x0 （2∶end）'，one区 （n-1，1）】;

u=B\&_x0 名最小二乘法拟合参数

皂估计参数a，b 的值

aymB x （化）
d2x=diff (x,2);dx=dlfE (x); 8定义二阶和一阶导数

 求二阶微分方程将号解

x=dsolve（d2x+u（1）*dx==u亿2），x（0}=mx0【}，dx（0）=-x0（））;

电显示小数形式的符号解x=vpa(x,6)
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yuce＝subs（x′亡′ ［0:nˉ1］）′ 老求已知数据点1次累加序列的预测值

yuce＝d°ub1e（yuce） 老符号数转换成数值类型′否则无法做差分运算

x0ˉh己七＝［yuce（1） ′d土迁（yuce）］ 老求已知数据点的预测值

eps11◎n＝x0ˉ×0h己仁 号求残差

de1七己＝己bs（eps土1○n.／x0） 哈求相对误差

3·灰色Verhulst预测模型

Verhulst模型主要用来描述具有饱和状态的过程’即S形过程’常用于人口预测｀生

物生长｀繁殖预测及产品经济寿命预测等°

Verhulst模型的基本原理和计算方法简介如下。

定义15·6设x（0）为原始数据序列’有

x（0）＝（缅（0）（1）’”（0）（2）,…,狮（0）（几））’

x（l）为x（0）的1次累加生成（1-AGO）序列,有

x（l）＝（匆（l）（1）,匆（l）（2）,‘..’卯（l）（凡））,

Z（l）为x（l）的均值生成序列’有

Z（l）＝（z〈l）（2）,z（l）（3）,…,z（l）（门））.
则称

绷（0）（k）＋匹（l）（k）＝6［z（l）（k）］2

为灰色VeIhulst模型’α和b为参数°称

山（l）（t）＋“（l）（t）＝b［“（l）（t）］2
dt

为灰色Verhulst模型的白化方程’其中′为时间。

定理15·4设灰色Verhulst模型如上所述’若

〃≡［α’b］T

为参数序列’且

（15.I5）

（15, 16）

‖十 ｜｜‖ Y」｝‖｛B＝

则参数序列皿的最小二乘估计满足

a＝［d’;］T≡（BTB）ˉlBTY.

定理15.5设灰色Verhulst模型如上所述’则白化方程的解为

a匆（0〉（1）

勿（l）（t）＝j匆（0）（1）＋［a-;鳃（0）（1）］e6』’
灰色Verhulst模型的时间‖向应序列为

dz（0）（1）

尤（l）（k＋1）＝j则（0）（1）＋［dˉj腮（0）（1）］e狱’

（15.17）

（15.18）

累减还原式为

￡（0）（k＋1）＝￡（l）（∧＋1）ˉ￡（l）（k）. （15.19）

例15.5试对序列
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yuce= subs (x,t, [0 :n-1]); 名求已知数据点1次票加序列的预测值

yuce=double fyuce) 符号数转换成数值类型，否则无法做些分运算

x0_hat= [yuce (1),diff tyuce)] 求已知数据点的预测值

话求残差epsilon=x0-x0_hat
号求相对误差delta=abe（ep名ilon./x0）

3.灰色Verhukst 预测模型
Verhulst模型主要用来描述具有饱和状态的过程.即 S形过程，常用于人口预测、生

物生长、繁殖预测及产品经济寿命预测等。

Verhulst 模型的基本原理和计算方法筒介如下。
定义 15.6 设x（20为原始数据序列，有

x=(x(0(1),zt(2),⋯,x40(n)),
t'》为x的1次累加生成（1-AGO）序列，有

z(1=(ztP(1),z4(2),⋯,z'P(n)),
z'为r（的均值生成序列，有

z'=(20(2),21(3),⋯,z4(n)).
则称

z5(k)+az'(k)=b[2zP(4)]2 (15.15)
为灰色Verhulet模型，a和δ为参数。称

良它良了丫字己它 (15.16)da
为灰色 Verhulat 模型的白化方程，其中;为时间。

定理15.4 设灰色Verhulet 模型如上所述，若
u=[a,b]

为参数序列，且

[2(2)-'"(2){z"(2))17
4(3)-"(3)(z'n(3))2六”:B= ，”⋯

比已已飞 (n)
则参数序列u的最小二乘估计满足

森=【a，δ】"=（BB）-'#Ty.
定理15.5 设灰色Verhulst 模型如上所述，则白化方程的解为

az41°(1)已它” (15.17)z①(1)+[6-bxP℃(1)]ea
灰色 Vertulst 模型的时间响应序列为

az0(1)z"(+1)= (15.18)
Bz②(1)+[a-ibz4(1)]。a

累减还原式为
我°（k+1）=至5（1）-2（（码）. (15.19)

例15.5 试对序列
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X（o）＝（493’2.33’3.87’435’6.63’7. 15,5.37’6.39,7.81’8.35）

建立Verhulst模型°

解计算得1次累加序列

x（l）＝（4·93’7·26’11.13’15.48’22.11’29.26,34.63’41.02’48.83’57.18）’
x（‖）的均值生成序列

z（l）＝（z（］）（2）’…’z（l）（10））

＝（6.095’9.195’13.305’18.795’25.685’31.945’37.825’叫.925’53.005）.

于是

B＝「塌」训巨｜｜ 川｜
对参数序列〃＝［α’b］T进行最小二乘估计’得

′≡（B喷B）WY≡［二删｜
Verhulst模型为

dz（1）（t）
ˉ0.3576匆（l）（t）≡ˉ0.0041［卯（l）（t）］2’

dt

其时间响应为

咖（0）（1） 0.3576勿（0）（1）
i（l）（k＋l）≡

;蹦（o）（1）＋［dˉjz（0）（1）］e枷0.0041匆（o）（1）＋［0.3576-0.0041卯（0）（1）］eˉ0.3576k’
令k＝0’1’…’9’求得x（l）的预测值￡（l）＝（免（l）（1）’…’肪（l）（10））’最后求得x（0）的预测值

及误差分析数据见表15.5的第3列～第5列。

表15.5原始数据、预测值及VeIl1ulst模型误差
＼

相对误差A片

0％

16.22％

31·89％

19.96％

32·60％

22·68％

21·72％

1466％

0.9％

8·1O％

脚
—
］
—
∑
—
〕
—
▲
—
日
—
β
＿
了
—
日
—
’
—
川

原始数据x（0） 预测值￡（0） ）·（^
永

）·（
工差残

4·93 4.93 0

0·3778232·33 1.952177

2.6357O9 1·2342913。87

3。48164 0·868364·35

4。46864 2。 161366。63

1·6216665·5283347·15

6·536384 ＝1·166385.37

ˉ0.936756·39 7。326754

7。73743 0·072577.81

0·6766228。35 7·673378
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x0=(4.93,2.33,3.87,4.35,6.63,7.15,5.37,6.39,7.81,8.35)
建立 Verhulat 模型。

解 计算得1次累加序列

r'①=(4.93,7.26,11.13,15.48,22.11,29.26,34.63,41.02,48.83,57.18),
x<D的均值生成序列

z"=(z'(2),·,{1(10))
=(6.095,9.195,13.305,18.795,25.685,31.945,37.825,44.925,53.005).

于是
:°(2)-'"(2) (z"(2))2·

4°(3)-"(3)(:"(3))2,Y=B= : ，：."
_°(10)]-"(10)(z'"(10))]

对参数序列u=【a，6】"进行最小二乘估计，得

“号与空跑
Verhulat 模型为

氏之它-0.3576z"（t）=-0.0041【x'"（t）】2，di
其时间响应为

a:°<1) 0.3576x0(1)全'（k+1）=-4(1)+[a-(1)] 0.041:1(1)+[0.3576-0.00414(1)1。as"'
令如=0，1，⋯，9，求得x（的预测值【1=（全（1），⋯，c"'（10）），最后求得x4的预测值

及误差分析数据见表15.5的第3列~第5列。

表15.5 原始数据、预测值及Verhulst 模型误造

序号上 相对误差d。泪擎等粪代色 残差（0）-（0预测值全（0） 。- 4.934.93 0%
叫 2.33 16.22%0.3778231.952177
3 3.87 2.635709 31.89%1.234291， 4.35 19.96%0.868363.48164
w 6.63 32.60%4.46864 2.16136o 7.15 22.68%1.621665.32834
？ 5.37 -1.166386.536384 21.72%e 14.66%-0.936757.3267546.39
9 7.73743 4.0T2s77.81 0.9%

8,35 8.10第10 0.676227.67378
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计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r

x0＝［4.93 2.33 3·87 4.35 6.63 7.15 5.37 6.39 7.81 8.35］′

x1＝cumsum（x0）; 嗜求1次累加序列

n≡1eng亡h（x0）;

z＝0。5＊（x1（2:n）＋x1（1:n-1））; 堵求x1的均值生成序列

B≡［＝z↑′z｀.＾2］;

Y＝x0（2:end）!′

U＝B＼Y 嗜估计参数己′］O的值

symsx（℃）

x＝ds◎1ve（d1迁（x）＋u（1）＊x＝＝u（2）＊x＾2′x（0）≡＝x0（1））′ 啥求符号解

x七＝vp己（x′6） 老显示小数形式的符号解

yuce＝subs（x′仁′ ［0:n＝1］）′ 老求已知数据点1次累加序列的预测值

Yuce≡d◎uD1e（yuce） 嗜符号数转换成数值类型′否则无法做差分运算

x0h己仁≡［yuce（1） ′d迁f（yuce）］ 老求已知数据点的预测值

epsj1◎n＝x0ˉx0h己℃ 墙求残差

de1亡己＝己bs（epsj1◎n.／x0） 嗜求相对误差

wr让em己仁工土x（［x0｜′x0上己亡｜′eps土1◎n｜′de1亡a｜］′｜d己亡己155.x1sx｜）

1S·3马尔可夫预测

15.3.1马尔可夫链的定义

现实世界中有很多这样的现象’某-系统在已知现在情况的条件下’系统未来时刻

的情况只与现在有关’而与过去的历史无直接关系°比如’研究一个商店的累计销售

额’如果现在时刻的累计销售额已知’则未来某＿时刻的累计销售额与现在时刻以前

的任＿时刻累计销售额无关。描述这类随机现象的数学模型称为马尔可夫模型’简称

马氏模型。

定义15.7设｛音＂’n＝1’2’3’…｝是＿个随机序列,状态空间E为有限或可列集’对

于任意的正整数m’n’若j’′’j愉巳E（k＝1’2’…,n-1）’有

P｛‘腮＋厕＝j｜‘厕≡j’音鹏ˉl＝j侧ˉl ’…’占1＝jl ｝≡P｛‘…刁｜占＂＝j｝ ’ （15.20）

则称｛音＂’n＝1’2’3’…｝为-个马尔可夫链（简称马氏链）’式（15.20）称为马氏性°

事实上’可以证明若等式（15.20）对于m≡1成立’则它对于任意的正整数m也成立°

因此’只要当m＝1时式（15.20）成立’就可以称随机序列｛f厕’n＝1’2’3’…｝具有马氏性’

即｛f厕’n＝1’2’3’…｝是-个马尔可夫链°

定义15.8设｛‘＂’几≡1’2’3’…｝是一个马尔可夫链°如果等式（15·20）右边的条件

概率与n无关’即

P｛音…＝j｜占厕＝j｝＝p旷（m）’ （15.21）

则称｛‘撼’励＝1’2’3,…｝为时齐的马尔可夫链°称p旷（m）为系统由状态j经过加个时间间
隔（或m步）转移到状态j的转移概率°式（15.21）称为时齐性’它的含义是系统由状态j
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计算的 Matlab程序如下∶
clc,clear
x0=[4.93 2.33 3.87 4.35 6.63 7.15 5.37 6.39 7.81 8.35);

x1= cumgum (x0); 8求1次累加序列

n=length (x0);
名求x1的均值生贱序列z=0.5* (x1 (2:n)+xl (1:n-1});

B=[-2',z'."2])
Y= x0(2:end)';

8估计参数a，b的值u=B\Y
ayrma x(L)
x=dsolve（iff（x）u（）*x==u（2}*x^2，x（0）==x0（1））;皆求符号解
xt =vpa(x,6) 名显示小教形式的符号解

8求已知数据点1次累加序列的预测值yuce=gube(x,t, [0:n-1]);
yuce=double (yuce) 名符号象转挑成数值类型，否则无法做些分运算

x0_hat= [yuce (1),diff (suce)] 8 求巳知数据点的预测值

求残差epsilon=x0-x0_hat
·求相对误差deltawabs (eps1lon./x0)

writematrix{[x0',x0_hat',epsilon',delta'},'datal5_5.xlsx')

15.3 马尔可夫预测

15.3.1 马尔可夫链的定义

现实世界中有很多这样的现象，某一系统在已知现在情况的条件下，系统未来时刻。

的情况只与现在有关，而与过去的历史无直接关系。比如，研究一个商店的累计销售
额，如果现在时刻的累计销售额已知.则未来某一时刻的累计销售额与现在时刻以前

的任一时刻累计销售额无关。描述这类随机现象的数学模烈称为马尔可夫模型，简称

马氏模型。
定义13.7 设|n=1，2，3，⋯|是一个随机序列，状态空间E为有限或可列集，对

于任意的正鳖数m，n，若ij，eE（x=1，2⋯，n-1），有
(15.20)P{6=jl6.=i，6-=i.1⋯，6;=i=P15a=jl。=计，

则称|，，n=1，2，3，⋯|为一个马尔可夫链（简称马氏链），式（15.20）称为马氏性。

事实上，可以证明若等式（15.20）对于 m=1成立，则它对于任意的正整数 m 也成立。
因此，只要当m=1时式（15.20）成立，就可以称随机序列{。，n=1，2，3，⋯|具有马氏性，

即{5，n=1，2，3，⋯}是.一个马尔可夫链。
定义15.8 设{，n=1，2，3，⋯|是一个马尔可夫链。如果等式（15.20）右边的条件

概率与n无关，即
(15.21)P15am=jls，=让|=Pm），

则称|多，，n=1，2，3，⋯|为时齐的马尔可夫链。称p;（m）为系统由状态i经过m个时间间
隔（或m步）转移到状态j的转移概率。式（15.21）称为时齐性，它的含义是系统由状态
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到状态j的转移概率只依赖于时间间隔的长短’与起始的时刻无关。本节介绍的马尔可

夫链假定都是时齐的,因此省略“时齐”二字。

15。3.2转移概率矩阵及柯尔莫哥洛夫定理

对于一个马尔可夫链｛‘厕’n＝1’2’3’…｝ ,称以m步转移概率p『（m）为元素的矩阵

P（m）＝（p『（m））为马尔可夫链的加步转移矩阵°当m＝1时’记P（1）＝P称为马尔可夫
链的-步转移矩阵’或简称转移矩阵。它们具有下列三个基本性质:

（1）对一切t’j巨E’0≤p『（加）≤1。

（2）对一切‘巨E’∑p,（m）＝1°
j巴E

（3）对-切…删（0）≡‘厂｛;!二｝二涟
当实际问题可以用马尔可夫链来描述时,首先要确定它的状态空间及参数集合’然后

确定它的一步转移概率°关于这＿概率的确定’可以由问题的内在规律得到’也可以由过

去经验给出’还可以根据观测数据来估计°

例15·6某计算机机房的一台计算机经常出故障’研究者每隔15min观察一次计算

机的运行状态,收集了24h的数据（共作97次观察）°用1表示正常状态’用0表示不正

常状态’所得的数据序列如下:

1110010011111110011110111111001l11111110001101101

11101101101011110111011l101111110011011111100111

解设Xn（n＝1’2,…,97）为第厕个时段的计算机状态,可以认为它是-个时齐马氏

链’状态空间E＝｛0,1｝。要分别统计各状态＿步转移的次数,即0→0’0→1’1→0’1→1

的次数’也就是要统计数据字符串中‘00, ’ ‘01’ ’‘10’ ’ ‘11’四个子串的个数°

利用Matlab软件’求得96次状态转移的情况是

0-〉0’8次; 0→1’18次;

1→0’18次; 1→1,52次.

因此’—步转移概率可用频率近似地表示为

′卿二P｜X畔｜二0｜X膘二0｜＝六二告’

′饥-P｛X韩｜二! ｜X健二0｜ˉ壶＝是’

′』,＝P｛X瞬）＝0｜X尸1｜ˉ☆吴,

′厂P｜X″1二1 ｜X尸!｜ˉ满姜
计算的Madab程序如下:

c1c′c1e己r′且d＝f◎Pen（｜d己亡己15上.txt!）′

己＝亡ex亡sc己n（且d′ ‖老s｜）; ］o＝s亡rj◎土n（己｛:｝′ ′‖）′号连接符为空字符‖0

f◎r土＝0:1

f◎rj≡0:1
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‖
‖
〔

＼

到状态j的转移概率只依赖于时间间隔的长短，与起始的时刻无关。本节介绍的马尔可
夫链假定都是时齐的，因此省略"时齐"二字。

15.3.2 转移慨率矩阵及柯尔莫哥洛夫定理

对于一个马尔可夫链{6。，n=1，2，3，⋯|，称以 m步转移概率 p（m）为元素的矩阵
P（m）=（Pe（m））为马尔可夫链的m步转移矩阵。当m=1时，记P（1）=P称为马尔可夫
链的一步转移矩阵，或简称转移矩阵。它们具有下列三个基本性质∶

（1）对一切i，jEE，0≤p;（m）≤1。

（2）对一切ie E，Z，r（m）=1。
/1，当i=时，（3）对一切ijEP（（0）=8，={0，当i≠j时。

当实际问题可以用马尔可夫链来描述时，首先要确定它的状态空间及参数集合，然后

确定它的一步转移概率。关于这一概率的确定，可以由问题的内在规律得到，也可以由过
去经验给出，还可以根据观测数据来估计。

例15.6 某计算机机房的一台计算机经常出故隆.研究者每隔15min观察一次计算

机的运行状态、收集了24h 的数据（共作97 次观察）。用1表示正常状态，用0表示不正
常状态，所得的数据序列如下∶

111001001111110011110111110011111110001101I01
1110110110L011101110111011111001101111100111

解 设X。（n=1，2，⋯，97）为第n个时段的计算机状态，可以认为它是一个时齐马氏

链，状态空间E=|0，1}。要分别统计各状态一步转移的次数，即0→0，0→1，1→0，1→1

的次数，也就是要统计数据字符串中'00'，'01*，'10'，'11'四个子串的个数。

利用 Matlab 软件，求得 96 次状态转移的情况是

0-0，8次;0→）1，18次;
1-0，18次;1→1，52次.

因此，一步转移概率可用频率近似地表示为
8 4Po=P|X=0|X。=0}≈8+1813'“18Pon=PIX,=1 |X,=0} ; 13"8+18

旦一18Pro=PX, =0|X,=1}18+5235°
2652Pn=P{X,=1|X。=1}~118+5235

计算的 Matlab程序如下∶
clc,clear,ffd = fopen('datal5_6.txt');

a=textscan{Eid，'号B'）∶b*strjoin（a【∶}，）;连接符为空宇符

for i=0:l
for=0:1
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s＝［土n亡2str（j）′土n亡2s仁r（j）］′ 啥构造子字符串｜1j′

f（1＋1′j＋1）≡1eng仁h（s仁r且nd（b′s））′ 啥计算子串｜土j0的个数

end

end

fs＝sym（sum（f′2））′ 老求f矩阵的行和′并转换化符号数

p＝f·／fS 嗜求状态转移频率

例15·7设一随机系统状态空间E＝｛1,2’3’4｝ ,记录观测系统所处状态如下:

4 3 2 1 4 3 1 1 2 3

2 1 2 3 4 4 3 3 1 1

1 3 3 2 1 2 2 2 4 4

2 3 2 3 1 1 2 4 3 1

若该系统可用马氏模型描述’则估计转移概率p0·
4

解记鹏矿是由状态倒状态j的转移次数,行和厕』＝∑n,是系统从状态′转移到其
／＝1

他状态的次数,鹏,和膊』的统计数据见表l56.—步状态转移概率附的估计值i厂署,计
算得-步状态转移矩阵的估计为

｜ ｜
＾

P≡

表15.6 ′刁转移数统计表

行和Ⅶt

10

11

11

7

3 421

′

1 144】
＝
〗
＝
日
＝
↓

4 23 2

2 144
｜

4 210

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝［4 3 2 1 4 3 1 1 2 3

2 1 2 3 4 4 3 3 1 1

1 3 3 2 1 2 2 2 4 4

2 3 2 3 1 1 2 4 3 1］;

己＝己‖;己＝a（:）!; 嗜把矩阵己逐行展开成一个行向量

f◎r土＝1:4

f◎rj＝1:4

f（j′j）＝1ength（s仁rfjnd（己′ ［土j］））′ 嗜统计子字符串的个数

）
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8构造子字符申'ij'日=【int28tr{i}，int2atr（j）】;
f（i+1，+1）=length1strfind{，s））;名计算子串'于'的个数

end
end

8求f矩阵的行和，并转换化符号数fs=sym (sum (E,2)};
》 求状奇转移频率p=f./t

例15.7 设一随机系统状态空间E={1，2，3，4|，记录观测系统所处状态如下∶
2 34 3

 3 13 32 1 2

1 3 3 2 2 2平大

23 2 3 1 12 4 3!

若该系统可用马氏模型描述，则估计转移概率Pg。

解 记 n，是由状态;到状态j的转移次数，行和 n，= ;是系统从状态;转移到其

ri，斗他状态的次数，n，和n;的统计数据见表15.6。一步状态转移概率p的估计值>g响”
算得一步状态转移矩阵的估计为

2/5 2/5 1/10 1/107

蹈牡站响
干下垂下

表15.6 i→转移数统计表
了2 苕于-·  41 ， 10， e42乙 u
2 ；多 4 工唯。 e4；截‘ ”

计算的 Matlab 程序如下∶
clc,clear
a=[4 3 2

‘
2 3 2 1]

 把矩阵a逐行展开成一个行向量a=a';&=a(;}';
for 土π1∶4

for j=1:4
f住i，j）=length（trfind（，【j）; 告统计子字符串的个数
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end

end

n土＝sym（suIn（f′2））′ 老计算矩阵f的行和′并转换化符号数

ph己七＝f.／n土 堵求状态转移的频率

定理15.6（柯尔莫哥洛夫-开普曼定理） 设｛音厕’几＝1’2’3’…｝是-个马尔可夫链’

其状态空间E＝｛1’2’3’…｝ ’则对任意正整数m’n’有

p,（″＋m）＝∑p泌（n）p顺（m）,
府eE

其中:j,j巨E。

定理15·7设P是一步马尔可夫链转移矩阵（P的行向量是概率向量）’P（0）是初始

分布行向量’则第Ⅶ步的概率分布为

P（愿）＝P（0）P厕。

例15。8若顾客的购买是无记忆的’即已知现在顾客购买情况’未来顾客的购买情

况不受过去购买历史的影响’而只与现在购买情况有关。现在市场上供应A、B、C三个不

同厂家生产的50g袋装味精’用“‘愿＝1”“‘鹏＝2”“音厕＝3”分别表示“顾客第〃次购买A、B、

C厂的味精”°显然’ ｛占愿,n＝1’2’3’…｝是-个马尔可夫链°若已知第一次顾客购买三个
厂味精的概率依次为0.2、0.4、0.4°又知道一般顾客购买的倾向由表15.7给出°求顾

客第四次购买各家味精的概率°

解第一次购买的概率分布为 表15.7状态转移概率

P（l）＝［0.2’0.4’0.4］’

一步状态转移矩阵

｜塞‖!｝｛｜P＝

则顾客第四次购买各家味精的概率为

P（4）＝P（』）P3＝［0.7004’0. 1360’0.1636］.

15.3.3转移概率的渐近性质—极限概率分布

现在考虑’随n的增大’P鹏是否会趋于某—固定矩阵?先考虑-个简单例子°

转移矩阵P≡［‖洲;］,当卿ˉ带.时’有

P＂＿》

又若取咋［品］,则…蜒圃为矩阵P,的对应于特征值川的特征（概率）向
量’〃也称为P的不动点向量。哪些转移矩阵具有不动点向量?为此给出正则矩阵的

概念。
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end
end

计算矩阵f的行和，并转换化符号数ni =sym(sum(f.2));
8求状态转移的须率phat =F./ni

定理15。6（柯尔奠哥洛夫-开普曼定理） 设|，n=1，2，3，⋯}是一个马尔可夫链，

其状态空间 E={1，2，3，⋯，则对任意正整数m，n，有

没台十岂”沁义已义司：
其中∶i，jeE。

定理15。7 设P是一步马尔可夫链转移矩阵（P的行向量是概率向量），P（是初始

分布行向量，则第n步的概率分布为

p(n)= p(opPr.
例15.8 若顾客的购买是无记忆的、即已知现在顾客购买情况，未来顾客的购买情

况不受过去购买历史的影响，而只与现在购买情况有关。现在市场上供应A、B、C三个不

同厂家生产的 50g袋装昧精，用"G，=1""。=2""6.=3"分别表示"顾客第n次购买A、B、

C厂的味精"。显然，，{，n=1，2，3，⋯是一个马尔可夫链。若已知第一次顾客购买三个
厂麻精的概率依次为0.2、0.4、0.4。又知道一般顾客购买的倾向由表15.7给出。求顾
客第四次购买各家味精的概率。

解 第一次购买的概率分布为 表15.7 状态转移概率

p(l)=[0.2,0.4,0.4], 下次期买o8身一步状态转移矩阵 ， 0.10.10.8f0.8 0.1 0. 上次 的 0.5|0.5 0.1 04 0,40.]购买P= 。 0.20.30.50.5 0.3 0.;
则顾客第四次购买各家味精的概率为

Pp(4=p()p=[0.7004,0.1360,0.1636].

15.3.3 转移概率的渐近性质——极限概率分布

现在考虑，随n的增大，P是否会趋于某一固定矩阵?先考虑一个简单例子。

【， 83.-时的，转移矩阵P=

涵
5
二区- 512.

又若取好= 7 3则 uP=a，最2为矩阵P的对应于特征值入=1的特征（概率）向
量，就也称为P的不动点向量。哪些转移矩阵具有不动点向量?为此给出正则矩阵的

概念
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定义15·9＿个马尔可夫链的转移矩阵P是正则的’当且仅当存在正整数k’使P脓

的每＿元素都是正数°

定理15.8若P是—个马尔可夫链的正则阵’则:

（1）P有唯一的不动点向量W’W的每个分量为正°

（2）P的n次幂P卿（n为正整数）随几的增加趋于矩阵W’W的每-行向量均等于不

动点向量Ⅳ。

—般地,设时齐马尔可夫链的状态空间为E,如果对于所有〃匡E’转移概率p旷（门）存在
极限

卿p,（″）＝乃（不依赖于‘）’
或

｜!! ‖｜P（厕）＝P＂丁而二盂ˉ广

则称此链具有遍历性°又若∑汀′＝1’则同时称叮＝［汀! ’汀2’汀3’…］为链的极限分布°

下面就有限链的遍历性给出—个充分条件°

定理15.9设时齐马尔可夫链｛‘厕’网＝1’2’3’…｝的状态空间为E＝｛αl ’α2,…’α″｝ ’

P＝（p『）是它的一步转移概率矩阵’如果存在正整数m’使对任意的α‘’q／匡E’都有
p旷（m）＞0’t’′＝1’2’…’Ⅳ’

则此链具有遍历性;且有极限分布汀＝［汀l’汀2’…’叮″］’它是方程组
″

而＝’7P或汀j ;二∑汀删’j＝1’2’…’Ⅳ
〖＝1

的满足条件
″

汀′＞0’∑汀′＝1
′＝l

的唯-解°

例15·9根据例15.10中给出的一般顾客购买三种味精倾向的转移矩阵,预测经过

长期的多次购买之后’顾客的购买倾向如何?

解这个马尔可夫链的转移矩阵满足定理15.9的条件’可以求出其极限概率分布°

为此’解下列方程组:

｜渊｛｝
求得′尸÷仆莹仆羞。这说明,无论第—次顾客购买的情况如何,经过长期多次购

′

｜／

′
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定义15.9 一个马尔可夫链的转移矩阵P是正则的，当且仅当存在正整数k，使P

的每一元素都是正数。
定理15.8 若P是一个马尔可夫链的正则阵，则∶
（1）P有唯一的不动点向量 W，W的每个分量为正。

（2）P的n次幂P（n为正整数）随n 的增加趋于矩阵W，W的每一行向量均等于不
动点向量W。

一般地，设时齐马尔可夫链的状态空间为E，如果对于所有ijeE，转移概率Pe（a）存在

极限
limP（n）=π;（不依赖于i），

或
Ft..:P(n)=P"(n-→)

：

则称此链具有遍历性。又若Zπ，=1，则同时称π=【π，，7a，π。，⋯】为链的极限分布。

下面就有限链的遍历性给出一个充分条件。

定理15.9 设时齐马尔可夫链{，n=1，2，3，⋯|的状态空间为E=1a;a2，⋯，awl，
P=（Pg）是它的一步转移概率矩阵，如果存在正整数m，，使对任意的a，a eE，都有

P(m)>0,i,ji=1,2,⋯,N,
则此链具有邀历性;且有极限分布π=【π，rz⋯，，rn】，它是方程组

“’吕落吐”沁言之区口己了
的满足条件

V入；”乙寸””a
的唯一解。

例15.9 根据例15.10中给出的一般顾客购买三种味精倾向的转移矩阵，预测经过

长期的多次购买之后，顾客的购买倾向如何?

解 这个马尔可夫链的转移矩阵满足定理 15.9的条件，可以求出其极限概率分布。
为此，解下列方程组∶

Pp,=0.8p1+0.5p2+0.5p3,
P2=0.1p,+0.Ip2+0.3p3,
P3=0.1p;+0.4p2+0.2p,
P1+p2+p =1.13。华5鸿革夕 啉予司5P-"i 这说明，无论第一次顾客购买的情况如何，经过长期多次购84 84°
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买以后,A厂产的味精占有市场的÷,B’C两厂产品分别占有市场的兰和羞.
编写如下的Madab程序:

P＝［0·80.10·1;0.50.10.4′0.50.30·2］;p＝sym（p）′

a＝［p‖-eye（3）;◎nes（1′3）］′ 号构造方程组己x＝］。的系数矩阵

b＝［zer◎s（3′1）′1］; 墙构造方程组己x＝b的常数项列

p」1m让＝己＼b 老求方程组的解

或者利用求转移矩阵P的转置矩阵PT的最大特征值1对应的特征概率向量’求得极

限概率。编写程序如下:

c1c′c1e己r′ f◎rm己仁ra仁

p≡［0·80·10·1′0·50.10.4′0·50.30.2］′

［v′d］≡e土gs（p‖′1） 啥求最大特征值及对应的特征向量

p＝v／sum（v） 8把最大特征值对应的特征向量化成概率向量

f◎rm己仁 老恢复到短小数的显示格式

例15·10为适应日益扩大的旅游事业的需要’某城市的甲、乙、丙三个照相馆组成

-个联营部’联合经营出租相机的业务°游客可由甲、乙、丙三处任何-处租出相机’用完

后’还在三处中任意一处即可。估计其转移概率如表15.8所列°

今欲选择其中之＿附设相机维修点’问该点设在哪- 表15.8状态转移概率

个照相馆为最好?

葱盂帽
解由于旅客还相机的情况只与该次租相机地点

有关’而与相机以前所在的店址无关’所以可用瓜表

示相机第n次被租用时所在的店址;‘‘X厕＝1”“x厕＝2’’

‘‘X腿＝3”分别表示相机第n次被租用时在甲｀乙、丙馆°

那么’ ｛x＂’几＝1,2’3’…｝是＿个马尔可夫链’其转移矩
阵P由表15.9给出。考虑维修点的设置地点问题’实际上要计算这一马尔可夫链的极限

概率分布°

状态转移矩阵是正则的’极限概率存在’解方程组

｝ O‖
得极限概率′尸矛′尸器′尸盖.

由计算看出’经过长期经营后,该联营部的每架照相机还到甲、乙｀丙照相馆的概率分

别为揣盖.由于还到甲馆的照相机较多,因此维修点设在甲馆较好.但由于还到乙
馆的相机与还到甲馆的相差不多,若是乙的其他因素更为有利’如交通较甲方便、便于零

配件的运输、电力供应稳定等,亦可考虑设在乙馆。

0·’

0。8

0·1

′
‖
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话4中{，B，C两广产品分别占有市场的.买以后，A 厂产的味精占有市场的 凿8484°
编写如下的 Matlab 程序∶
p=[0.80.10.1:0.50.10.4:0.50.30.2]:p=symtpli

$构造方程组 ax=b 的系数矩阵a= [p'-eye (3);ones (1,3)];
号 构造方程组 ax=b的常数项列b=[zeros (3,1):1;
?求方程组的解D_Limit=a\b

或者利用求转移矩阵户的转置矩阵P"的最大特征值1对应的特征概率向量，求得极
限概率。编写程序如下∶

clc,clear, fomat rat
p=[0.80.10.1;0.50.10.4;0.50.3 0.2];
[v,d]=eigs(p',1) 8求最大特征值及对应的赫征向量

把最大特征值对应的特征向量化成概率向量p=v/sum(v)
format 8恢复到短小数的显示格式

例15.10 为适应日益扩大的旅游事业的需要，某城市的甲、乙、丙三个照相馆组成
一个联营部，联合经营出租相机的业务。游客可由甲、乙、丙三处任何一处租出相机，用完
后，还在三处中任意一处即可。估计其转移概率如表 15.8所列。

表15.8 状态转移概率今欲选择其中之一附设相机维修点，问该点设在哪一

个照相馆为最好? 还相机 处
甲解 由于旅客还相机的情况只与该次租相机地点 丙e

有关，而与相机以前所在的店址无关，所以可用X。表

申乙 0.20,.8 0
”自示相机第n次被租用时所在的店址;"X，=1""X，=2" 0.20.8租相机处

丙 0.6Q.30.1"X，=3"分别表示相机第n次被租用时在甲、乙、丙馆。
那么，|X，n=1，2，3，⋯·是一个马尔可夫链，其转移矩

阵P由表15.9给出。考维修点的设置地点问题，实际上要计算这一马尔可夫链的极限
概率分布。

状态转移矩阵是正则的，极限概率存在，解方程组

[p;=0.2p +0.8p2+0.1p:,
[P2=0.8p +0.3p3,
Ps=0.2p+0.6p3:
（四P∶+p2+Dp=1.

泳。, .8得极限概率p 了吟”台“ 541°
由计算看出，经过长期经营后，该联营部的每架照相机还到甲、乙、丙照相馆的概率分
17 16 8别为 由于还到甲馆的照相机较多，因此维修点设在甲馆较好。但由于还到乙41 414]·

馆的相机与还到甲馆的相差不多，若是乙的其他因素更为有利，如交通较甲方便、便于零
配件的运输、电力供应稳定等、亦可考虑设在乙馆。
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1S·4时间序列

15·4·1平稳｜｜生DanieI检验

检验序列平稳性的方法很多,在此介绍其中一种’即Daniel检验°Daniel检验方法建

立在Spearman相关系数的基础上。

Spearman相关系数是＿种秩相关系数。设匆l ’绷2,…’“厕是从-元总体抽取的容量为

n的样本,其从小到大顺序统计量是匆（l） ,卯（2） ’…’卯（厕）°若脾＝卯（脆） ’则称k是狗在样本中
的秩’记作凡,对每一个j＝1’2’…’几’称R‘是第』个秩统计量°Rl’R2’…’R厕总称为秩统
计量。

对于二维总体（X’Y）的样本观测数据（卯l ’yl）’（卯2,y2）,…’（m＂’y蜒）’可得各分量X’Y

的＿元样本数据卯l’卯2’…’则＂与γ1 ’y2’…’γ厕。设卯l ’卯2,…’z＂的秩统计量是Rl’R2’…’
R赂’yl’y2’…’y＂的秩统计量是Sl’S2’…’S厕’当X,Y联系比较紧密时’这两组秩统计量联

系也是紧密的。Spearman相关系数定义为这两组秩统计量的相关系数’即Spearman相关
系数是

见

∑（R』ˉR）（S』ˉS）
《＝l

Ⅶ尸√三「豆≡而v三「互＝百尹′
∏
雨
〉
～
间

■
儿
～
几

明证以可’算
尸
还过经◎

■
■
■
◆

日

见
可
》
～
间

■
』
～
几

ˉ
＝

一
日●●

夕

●
·
■
●

尺

＿

式中:R＝

6 兰‘!’qxy＝1-
Ⅶ（厕2＝1） ‘＝l

式中:α《＝凡ˉS‘’j＝1’2’…’n°

对于Spearman相关系数’作假设检验

H0:pxy＝0’Hl :pxl′≠0.

式中:pxγ为总体的相关系数’可以证明,当（X,Y）是二元正态总体’且H0成立时’统计量

T＝qxy｀／而二百

／
↑｝

√i＝可荔
服从自由度为网ˉ2的t分布t（n-2）。

对于给定的显著水平α,通过t分布表可查到统计量T的临界值t″2（nˉ2）’当｜T｜≤

t″2（Ⅶ-2）时’接受H0;当｜T｜＞t″2（＂ˉ2）时’拒绝H0。

对于时间序列X』的样本αl’α2’…’α厕’记α』的秩为R』＝R（α』）’考虑变量对（t’R』）’′＝
1’2’…’门的Spearman相关系数gs’有

＂（六）三（‘ˉ凡）掣’ ／q‘＝1- （15.22）

（

构造统计量

｜
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15.4 时间 序 列

15.4.1 平稳性 Daniel 检验

检验序列平稳性的方法很多，在此介绍其中一种，即 Daniel 检验。Daniel 检验方法建
立在 Spearnan 相关系数的基础上。

Spearma 相关系数是一种秩相关系数。设x，z，⋯，x，是从一元总体抽取的容量为

n的样本，其从小到大顺序统计量是x（q，*t2），⋯，x（o）。若x，=*x，则称k是x;在样本中
的秩，记作R;，，对每一个i=1，2，⋯，n，称R，是第i个秩统计量。R，R，⋯，R，总称为秩统
计量。

对于二维总体（X，Y）的样本观测数据（x，y），（xa，2），⋯，（x，，，），可得各分量X，Y
的一元样本数据x;x，⋯，x，与y1，y，⋯，y。设z，z2⋯，x，的秩统计量是R，，，Rz，⋯，
R，yy为.，⋯，y。的秩统计量是S，92.⋯，S，当X，Y联系比较紧密时，这两组秩统计量联
系也是紧密的。Spearman 相关系数定义为这两组秩统计量的相关系数，即 Spearman相关
系数是

二（R-R）（8，-53）
Qrw

气台涵剖 (8,-8)'
主发5点高式中∶F 2 8;。经过运算，可以证明I

土乙仍宫“’ 鸣n(m-1):
式中∶d;=R-S，i=1，2，⋯，n。

对于 Spearman 相关系数，作假设检验

H∶P=0，H Pr≈0.
式中∶px为总体的相关系数，可以证明，当（X，Y）是二元正态总体，且H。成立时，统计量

恰人叫1-m
服从自由度为 n-2的分布（n-2）。

对于给定的显著水平α，通过∶分布表可查到统计量T的临界值t。（n-2），当|T|≤
tm（n-2）时，接受H;当|T|>t（n-2）时，拒绝H。。

对于时间序列X，的样本au，血2，⋯，a。，记a，的秩为R，=R（a），考虑变量对（t，R），t=
1，2，⋯，n的 Spearnan 相关系数g，，有

6. (:-R)',。目 (15.22)n(n2-1);
构造统计量
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作下列假设检验

H0:序列X‘平稳;

Hl :序列X』非平稳（存在上升或下降趋势）。
Daniel检验方法:对于显著水平α’由时间序列α《计算（t’R』）’t＝1,2,…’厕的

Spearman秩相关系数9s’若｜T｜＞‖″2（厕-2）’则拒绝H0’认为序列非平稳。且当q‘＞0时’认
为序列有上升趋势;qs＜0时’认为序列有下降趋势。又当｜T｜≤t″2（nˉ2）时’接受H0’可

以认为X』是平稳序列°

15.42税收收入AR预测模型

1·问题的提出

税收作为政府财政收人的主要来源,是地区政府实行宏观调控｀保证地区经济稳定增

长的重要因素。各级政府每年均需预测来年的税收收人以安排财政预算。
表15.9是某地历年税收数据（单位:亿元）。本节弓｜人现代计量经济学的方法,预测

税收收人’为年度税收计划和财政预算提供更有效｀更科学的依据。

表15.9各年度的税收数据

二蛊二匝回E
—■■■■■■■■
而面匝…■画

0兄川T

2·模型的构建

从较长的时间来看,经济运行遵循＿定的规律,而从短期来看’由于受到宏观政策、市

场即期需求变化等不确定因素的影响’预测会有一定的困难°目前’预测经济运行的理论

方法有很多,经典的有生长曲线、指数平滑法等,但这些方法对短期波动的把握性不高°
AR自回归模型在经济预测过程中既考虑了经济现象在时间序列上的依存性’又考虑了

随机波动的干扰性’对于经济运行短期趋势的预测准确率较高’是应用比较广泛的＿种

方法°

作为经济运行的一种重要指标,税收收人具有一定的稳定性和增长性’且与前几

年的税收具有＿定的关联性,因此可以采用时间序列方法对税收的增长建立预测

模型°

记原始时间序列数据为α』（t＝1’2’…’14）’首先检验序列α′是否是平稳的’对显著水

平α＝0.05’由式（15.22）算得q‘＝1’计算得统计量T＝＋四’上α／2分位数的值

t″2（12）＝2.1788’所以｜T｜＞t″2（厕ˉ2）’故认为序列是非平稳的;因为q,＞0’所以序列有上
升趋势°

为了构造平稳序列,对序列α‘（t＝1’2’…,14）作-阶差分运算6』＝α‘罐lˉα′ ’得到序列
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作下列假设检验
H∶序列X平稳;

H∶序列X，非平稳（存在上升或下降趋势）。
Daniel检验方法;对于显著水平α，由时间序列a，计算（t，R），t=1，2，⋯，n 的
Spearman秩相关系数g，若|T|>t。（n-2），则拒绝H，认为序列非平稳。且当g，>0时，认
为序列有上升趋势;g，<0时，认为序列有下降趋势。又当|T≤ta（n-2）时，接受 H。，可

以认为X，是平稳序列。

15.4.2 税收收入AR 预测模型

1.问题的提出
税收作为政府财政收入的主要来源，是地区政府实行宏观调控、保证地区经济稳定增

长的重要因素。各级政府每年均需预测来年的税收收入以安排财政预算。
表15.9是某地历年税收数据（单位;亿元）。本节引入现代计量经济学的方法，预测

税收收入，为年度税收计划和财政预算提供更有效、更科学的依据。
表15.9 各年度的税收数据

6 ？4”引2 ？年份 。
30.528.326.922.418.了15.2税收 15.9

9 14。 131110年份 心
50.7 83.481.26675833.8税收 40.4

2.模型的构建
从较长的时间来看，经济运行蓬循一定的规律，而从短期来看，由于受到宏观政策，市
场即期需求变化等不确定因素的影响，预测会有一定的困难。目前，预测经济运行的理论
方法有很多，经典的有生长曲线、指数平滑法等.但这些方法对短期波动的把握性不高。
AR 自回归模型在经济预测过程中既考虑了经济现象在时间序列上的依存性，又考虑了
随机波动的干扰性，对于经济运行短期趋势的预测准确率较高，是应用比较广泛的一种

方法。
作为经济运行的一种重要指标，税收收入具有一定的稳定性和增长性，且与前几
年的税收具有一定的关联性，因此可以采用时间序列方法对税收的增长建立预测

模型
记原始时间序列数据为a，（t=1，2，⋯，14），首先检验序列a，是否是平稳的，对显着水
平α=0.05，由式（15.22）算得q.=1，计算得统计量T=+四，上 α/2分位数的值
tea（12）=2.1788，所以|T|>a（n-2），故认为序列是非平稳的;因为g.>0，所以序列有上

升趋势。
为了构造平稳序列，对序列4，（6=1，2，⋯，14）作一阶差分运算b，=a-a，，得到序列
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6‘（t＝1’2’…’13）。从时间序列b』散点图来看,时间序列是平稳的°可建立如下的自回
归模型（AR（2）模型）对b』进行预测:

γ!＝C1γ‘ˉI＋C2γtˉ2＋E′’

式中:Cl ’C2为待定参数;S‘为随机扰动项°
3·模型的求解

根据表15.9的数据’采用最小二乘法可计算得出b』的预测模型为

y‘＝0.2785y‘-1＋0.6932γ′-2＋E《’

利用该模型’求得t＝15时’税收的预测值dl5≡94.0640°

对于已知数据上述模型的预测相对误差见表15. l0。可以看出该模型的预测精度是
较高的。

表15. 10 已知数据的预测值及相对误差

4.模型的拓展

由于本案例中第t年税收的值与前若干年的值之间具有较高的相关性’所以采用了
AR模型’在其他情况下’也可采用MA模型或者ARMA模型等其他时间序列方法°

另外’还可考虑投资｀生产｀分配结构｀税收政策等诸多因素对税收收人的影响,采用
多元时间序列分析方法建立关系模型’从而改善税收预测模型’提高预测质量。
计算的Mat1ab程序如下:

c1c′c1ear

己＝［15.2 15.9 18·7 22·4 26.9 28.3 30·5…

33·8 40.4 50.7 58 66。7 81。2 83.4］′

R仁＝仁土edr己nk（己） 嗜求原始时间序列的秩

n＝1eng仁h（己）;t＝1:n′

Qs＝1ˉ6／（n＊（n＾2ˉ1））＊sum（（七-R七） ·＾2） 黔计算Qs的值

T＝Qs＊sqr亡（n＿2）／sqr仁（1＿Qs＾2） 啥计算T统计量的值

t0＝仁土nv（0.975′nˉ2） 嗜计算上a1ph己／2分位数

］O＝d土迁（己）; 号求原始时问序列的一阶差分

m＝ar（］o′2／1s0） 老利用最小二乘法估计模型的参数

］oh己t二predjct（m′b｜） 老求预测值′第二个参数必须为列向量

hh己亡（end＋1）＝f◎recas七（m′］Q｜′1） 老计算1个预测值′第二个参数必须为列向量

己h己仁≡［己（1）′己＋］oh己仁｜］ 培求原始数据的预测值′并计算仁＝15的预测值

de1仁a＝己bs（（己ha亡（1:endˉ1）ˉ己） .／己） 老计算原始数据预测的相对误差
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｝

6，（t=1，2，⋯，13）。从时间序列b，散点图来看，时间序列是平稳的。可建立如下的自回
归模型（AR（2）模型）对b，进行预测∶

y，三C-1+C2i-2t8，
式中;c，c2为待定参数;e，为随机扰动项。

3。模型的求解

根据表15.9的数据，采用最小二乘法可计算得出b，的预测模型为
y,=0.2785y-+0.6932y-2+2,

利用该模型，求得f=15 时，税收的预测值念，，s =94.0640。
对于已知数据上述模型的预测相对误差见表15.10。可以看出该模型的预测精度是

较高的。

表15.10 已知数据的预测值及相对误差
1 ？和3年份 6 叫

15.2税收 15.9 18.7 28.326.92.4 30.5
预测值 15.2 15.9 25.371518.7 30.718219.9651 31.8093日一中相对误差 0.0568.10870 0.04290.0854

昌 9年份 10 12 1311 14
税收 33.8 5850.740.4 81.266.7 83.4
预测值 32.0832 44.525836.2442 74.18356.173158.1439 91.2694

0.1029相对误差 0.0508 0.0010.1218 0.0025 0.0940.0864

4.模型的拓展
由于本案例中第t年税收的值与前著干年的值之间具有较高的相关性，所以采用了

AR 模型，在其他情况下，也可采用 MA模型或者 ARMA模型等其他时间序列方法。
另外，还可考虑投资、生产、分配结构、税收政策等诸多因素对税收收人的影响，采用

多元时间序列分析方法建立关系模型，从而改善税收预测模型，提高预测质量。
计算的Matlab程序如下;

clc, clear
a=[15.2 15.918.7 22.4 26.928.3 30.5.
33.8 40.4 50.7 5866.7 B1.2 83.4)i

??困始时间序列的秩Rt=tledrank (a)

n=length(a);t=1;n;

Qs=1-6/体*（n~2-1）}*sum（{-RE）.^2）S计算Qs的值
8计算中统计量的值T=Q8*8qrt (n-2)/sqrt (1-Qs^2)

t_0=tinv (0.975,n-2) 告计算上 alpha/2分位数
b=difF(a); 求课始时问序列的一阶偿分

8利用最小二乘法估计模型的参数m=ar (b,2,'1s'
号求预测值，第二个参数必须为列向量bhat=preaict (0m,b')

名计算1个预测值，第二个参数必须为列向量bhat (end+1)=forecast (m,b',1)

求原始数据的预测值，并计算t=25的预测值ahat= [a(1),a+bhat']
号计算原始数据预测的相对误差delta=abs((ahat(1;end-1}-a)./a}
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wr让em己亡r1x（己h己t′ ′己n11151·x1sx｜ ）

wr工仁em己亡r工x（de1℃己′↑己n1土151.x1sx｜ ′ !Shee七｜ ′1′ ｛Range｜ ′ ｜A3｜）

15.S插值与拟合

15.5.1导弹运动轨迹问题

1·问题的提出

例15·11在某次军事演习中’用测距仪对空中的某导弹进行运动轨迹测量°地面

上有3个测距仪At（j＝1’2,3）’其中,A2位于Al的正北方4.5km处;A3位于Al与A2的西

侧’与Al、A2的距离分别为｀／6丁万km和｀／I百km。测得的数据为每间隔0.05s导弹到3个
测距仪的距离（单位:m）’其中最后测得的10个数据见表15. 11。

表15.11 三个测距仪到导弹的距离数据

A3到导弹距离／m

19851·29886

20756·90878

21700。 16008

22680·74614

23698.43062

24753。04392

2584447924

26972·68827

28137·67706

29339。50183

A2到导弹距离／mAl到导弹距离／m时间′／S

9.5

9·55

9.6

9.65

9.7

9.75

9·8

9.85

9.9

9。95

21839·8162617675·33388

22807· 1718518606·75463

23807.4784419575.37056

24840.8239320580·73101

25907°3366921622·49583

27007, 1825322700,42386

28140.5618123814·3622

29307·7067224964.23654

30508·878822615O04242

31744.3667427371.83745

试给出9.5～9.95s内该导弹的运动轨迹方程°

2·模型的建立与求解

以Al点作为坐标原点’AlA2所在的射线作为γ轴的正半轴,Al ,A2,A3所在的平面为

则Oy面’建立三维右手空间坐标系。那么’Al点的坐标为（0’0,0）,A2点的坐标为（0’

4500’0）’根据距离关系容易求得A3点的坐标为（ˉ2000’1500’0）°

表15.12中的10个测量点分别用j＝1’2’…’10编号’记呜（′＝1’2’…’10;′＝1’2’3）
为第‘个测量点到第j个测距仪的距离’设第j个测量点的坐标为（购’yi’z‘）’由点（匆′’y『’

z‘）到三个测距仪的距离关系建立如下非线性方程组:

｝］熟｜獭……0 Ⅶ2】
求解式（15.23）的方程组即可求得10个观察点的三维坐标。

下面建立导弹运动轨迹的参数方程:
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｜ ｜

ritematrix(ahat,'anli15_1.xlex')
writematrix(delta,'anli15_1.xlsx','Sheet',1,'Range','A3')

15.5 播值与拟合

15.5.1 导弹运动轨迹问题

1.问题的提出
例15.11 在某次军事演习中，用测距仪对空中的某导弹进行运动轨迹测量。地面
上有3个测距仪A（i=1，2，3），其中，A.位于A，的正北方4.5km处;4;位于A，与A，的西
侧，与A、A，的距离分别为√6.25km 和√Ikm。测得的数据为每间隔0.05g导弹到3个

测距仪的距离（单位∶m），其中最后测得的10 个数据见表15.11。

表15.11 三个测距仪到导弹的距离数据
A3到导弹距离/m时间/。 A到导弹距离/m A2到导弹距离/m
198S1.298621839.816269.5 17675.3388
20756.908789.55 22807.1?L8518606.75463
2100.1600823807.478449.6 1935.37056
22680.746L424840.823939.65 20580.73101
23698.4306221622.49589.7 25997.33669

9.75 27007.182532700.42386 24753.04392
2814.561819,8 25B44.47192423814.3622

26972.6882729307.706729.85 24964.235654
28137.6770630508.87829.9 26150.04242
2939.501839.95 3174.3667427371.83745

试给出 9.5~9.95s内该导弹的运动轨迹方程。
2.模型的建立与求解

以A，点作为坐标原点，A;A.所在的射线作为γ轴的正半轴，A，A2，A，所在的平面为
xoy面，建立三维右手空间坐标系。那么，A点的坐标为（0，0.0），A，点的坐标为（0.，

4500，0），根据距离关系容易求得A、点的坐标为（-200，1500，0）。

表15.12中的10个测量点分别用i=1，2，⋯，10编号，记d（（i=1，2，⋯，10;j=12，3）
为第i个测量点到第j个测距仪的距离，设第i个测量点的坐标为（x，y，z），由点（x，y;，

z;）到三个测距仪的距离关系建立如下非线性方程组∶
（z?+y;+=出，

(15.23)i=1,2,⋯,10.y?+(y.-4500)2+z=da,
(x;+2000)2+(r-1500)*+z=43,

求解式（15.23）的方程组即可求得10个观察点的三维坐标。
下面建立导弹运动轨迹的参数方程∶
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剧
由于只有10个观测点’因此必须进行插值。这里使用三次样条函数进行插值’利用

Matlab程序就可以求得导弹运动的轨迹°把插值的轨迹方程全部写出来太繁杂’这里只
给出最后＿个区间’即最后两个观测点之间的轨迹参数方程为

〔躺絮溅蹦｝三撇镶
式中:t巨［9.9’9.95］°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′symsxy

symszp◎s让土ve 老由于导弹在空中′因此定义符号变量z为正

f◎rm己亡1◎ngg 哈长小数的数据显示格式

a＝1◎己d（‖d己t己1511.亡x七｜）′ 培全部数据保存到文本文件d己仁己1511°亡x亡中

d＝己（:′ ［2:end］）′ 8提取3个测距仪到观测点的距离′己的第一列为时间

n＝s1ze（己′1）′s◎1＝［］′ 号s◎1为保存观测点坐标的矩阵′这里初始化

f○r1＝1:n

eq1＝x＾2＋y＾2＋z＾2ˉd（土′1）＾2′ 老定义非线性方程组的符号方程左端项

eq2＝x＾2＋（y＝4500）＾2＋z＾2-d（土′2）＾2′

eq3＝（x＋2000）＾2＋（y＝1500）＾2＋z＾2＝d（1′3）＾2′

［xx′yy′zz］＝s◎1ve（eq1′eq2′eq3）′老求x′y′z的符号解

s◎1＝［s◎1′d○u］o1e（［xx′yy′zz］）］′老数据类型转换′符号数据无法直接插值

end

S○1 号显示求得的10个点的坐标

pp1≡cs己pe（己（:′1）′s◎1（:′1）） 老求x（七）的插值函数

xjshu1＝pp1.c◎efs（end′ :） 堵显示x（七）最后一个区间的三次样条函数的系数

pp2＝cs己pe（己（:′1） ′s◎1（:′2）） 老求y（t）的插值函数

Ⅺshu2＝pp2°c◎efs（end′ :） 老显示y（亡）最后一个区间的三次样条函数的系数

pp3＝cs己pe（己（:′1） ′s◎1（:′3）） 老求z（t）的插值函数

x土shu3＝pp3·c◎efs（end′ :） 墙显示z（亡）最后一个区问的三次样条函数的系数

注:Matlab中csape函数返回的数据是＿个pp结构数组,其中coefS数据域返回的是

一个矩阵’它的行数是插值小区间的个数（数据点的个数减1）’它的每-行是该小区间上

插值三次多项式的系数’该区间上三次多项式的＿般项是自变量减该小区间左端点的值。

15·5。2录像机计数器的用途

1·问题的提出

例15.12老式的录像机上都有计数器’而没有计时器。经试验’-盘标明180min

的录像带从开头放映到结尾’用了184min’计数器读数从0000变到6061,另外还有-批

测试数据’所有的测试数据见表15. 12°
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｜

｝

｜

[a=(t),
y=y(t),
z=z(t),

由于只有10个观测点，因此必须进行插值。这里使用三次样条函数进行插值，利用
Matlab 程序就可以求得导弹运动的轨迹。把插值的轨迹方程全部写出来太繁杂，这里只

给出最后一个区间，即最后两个观测点之间的轨迹参数方程为
[x=0.0129(t-9.90)3-30.1605(t-9.90)1-775.4497(t-9.90)+6520.4573,
y=-704.44(1-9.90)-6265.95(;-9.90)2-25285,76(;-9.90)-25190.77,
z=-0.3452（t-9.90）'-4.9089（t-9.90）2-898.0054（t-9.90）+2594.8503，

式中∶2e【9.9，9.95】。
计算的 Matlab程序如下∶

clc,clear,syTms x Y
名由于导弹在空中，因此定义符号变量 z为正syms z pOaitive

format Longg 皂长小数的数据显示格式

号全部数据保存到文本文件 datal5_11，txt中a=load{'datal5_11.txt');

d=a(:,[2 :end]); 告提取3个测距仪到观溯点的距离，a 的第一列为时间

n=size(a,1);Bol=[j; 号so1为保存观测点坐标的矩阵，这里初始化
for i=1:n

eq1=x~2+y~2+z^2-d（i，1）^2;8定义非线性方程组的符号方程左墙项

eq2=x*2+(y-4500)^2+*z^2-d(i,2)^2;
eq3=[x+2000)"2+ty-1500)^2+z^2-d(i,3)^2;

【xx，yy，2z】=8solve （eq1，eq2，eq3）;售求x.y，z的符号解

aol=【sol;double{【xx，Yy，zz】;鲁数据类型转换，符号数据无法直接插值

end
sol 舍 显示求得的10个点的坐标

告求 x（化）的插值函数ppl=CBape(a(:,1),sol (:,1))

8显示x（c）最后一个区间的三次样条函数的系数xishu1=ppL.Coefe (end,:)
号求y代）的插值函教pp2=csape {a{:,1),sol (:,2)}

8显示y（）最后一个区间的三次样条函数的系数xishu2=pp2.coefB [end, :)
8求z（）的插值函数pp3=csape (a{:,1),sol(:,3)}

xishu3=pp3.coefs (end,:) 显示 z（t）最后一个区问的三次祥条函数的系数

注;Matab 中csape 函数返回的数据是一个pp结构数组，其中 coefs 数据城返回的是

一个矩阵，它的行数是插值小区间的个数（数据点的个数减1），它的每一行是该小区间上

插值三次多项式的系数，该区间上三次多项式的一般项是自变量减该小区间左端点的值。

15.5.2 录像机计数器的用途

1.问题的提出
例15.12 老式的录像机上都有计数器，而没有计时器。经试验，一盘标明180min
的录像带从开头放映到结尾，用了184min，计数器读数从0000变到606!，另外还有一批

测试数据，所有的测试数据见表15.12。
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表15. 12时问′和计数器n的测量数据

■≡
0 ■P＿面
l00∏面
‘00‘ ＿呵

l8乙
■■■■■■■■■■

506

在＿次使用中录像带已经转过大半’计数器读数为4450’问剩下的一段还能否录下
1h的节目?

2·问题分析

计数器的读数是怎样变化的’它的增长为什么先快后慢’回答这个问题需要了解计数
器的简单工作原理（图15. 1）°

计数器

◎ 缔稻

涂
铡瞬

图15. 1 录像机计数器工作原理示意图

录像带有两个轮盘’不妨将＿开始录像带缠满的那个轮盘称为左轮盘’另＿个为右轮

盘。计数器与右轮盘的轴相连’其读数与右轮转动的圈数成正比°开始时右轮盘是空的’

读数为0000’随着带子从左向右运动’右轮盘半径增加,使得转动越来越慢’计数器读数
的增长也就越来越慢。

在录像带的转动过程中’与微型电动机相连的主动轮的转速当然是不变的’录像带靠

压轮压在主动轮上,所以录像带的运动速度（线速度）为常数,而右轮盘随着半径的增加,

其转速当然越来越慢了°

我们要找出计数器读数厕与录像带转过时间t之间的关系’即建立一个数学模型

t＝／（n）°

3·模型假设

（1）录像带的线速度是常数″。

（2）计数器读数n与右轮盘转的圈数m成正比’m＝肋,∧为比例系数。

（3）录像带的厚度（加上缠绕时两圈间的空隙）是常数测,空右轮盘半径为厂°

（4）初始时刻t＝0时’几＝0°

4·模型建立

建立t与n之间的关系有多种途径。

方法—

计算缠绕在右轮盘上的录像度的长度°当右轮盘转到第j圈时’其半径为r＋肌’周长

为2∏（厂＋测j）’加圈的总长度恰等于录像带转过的长度〃t’即
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表15.12 时间和计数器n的测量数据

40。 806020t/sin
3413el 27602019114问
184160140120100#/win
6062552550514545400晶

在一次使用中录像带已经转过大半，计数器读数为 4450，问剩下的一段还能否录下
1h的节目?

2.问题分析
计数器的读数是怎样变化的，它的增长为什么先快后慢，回答这个问题需要了解计数

器的简单工作原理（图15.1）。

计数器
000左轮数 右轮盘（

主动轮（

、柔像惰 毫} 压轮

图 15.1 录像机计教器工作原理示意图

录像带有两个轮盘，不妨将一开始录像带缠满的那个轮盘称为左轮盘，另-个为右轮
盘。计数器与右轮盘的轴相连，其读数与右轮转动的圈数成正比。开始时右轮盘是空的、
读数为000，随着带子从左向右运动，右轮盘半径增加，使得转动越来越慢，计数器读数

的增长也就越来越慢。
在录像带的转动过程中，与微型电动机相连的主动轮的转速当然是不变的，录像带靠
压轮压在主动轮上，所以录像带的运动速度（线速度）为常数，而右轮盘随着半径的增加，

其转速当然越来越慢了。
我们要找出计数器读数n与豪像带转过时间t之间的关系，即建立一个数学模型

t=八（n）。
3.模型假设

（1）录像带的线速度是常数9。
（2）计数器读数n与右轮盘转的圈数m成正比，m=k，k为比例系数。

（3）录像带的厚度（加上缠绕时两圈间的空隙）是常数w，空右轮盘半径为r。
（4）初始时刻 t=0时，n=0。

4.模型建立
建立∶与n 之间的关系有多种途径。

方法一
计算缠绕在右轮盘上的录像度的长度。当右轮盘转到第i圈时，其半径为r+wi，周长

为2r（r+wi），m 圈的总长度恰等于录像带转过的长度讨，即
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代人加＝肋’容易算出

t＝皿k1厕2＋2毗＋而侧kn’ （15.24）
Z） 〃

这就是我们需要的数学模型°

方法二

考察右轮盘面积的增加’它应该等于录像带转过的长度与厚度的乘积,即
订［（r＋＂肋）2-厂2］＝＂咙,

可以算出

‘＝皿k1n2＋2卫Ik网. （15.25）
0 U

模型（15.24）与模型（15.25）有微小的差别。考虑到测比厂小得多’使用模
型（15.25）即可°

方法三

用微元分析法’考察t到t＋dt时间内录像带在右轮盘缠绕圈数从m变化到m＋dm’有
2∏（厂＋′m′）d加＝z′dt’

即

2∏（厂＋肋测）kdn＝″dt’

再加上初始条件’建立微分方程的初值问题

竿Ⅲ

同样可以得到式（15.25）°

实际上’从建模的目的看’如果把式（15.25）改记为

t＝α几2＋b∏, （15.26）

那么只需要确定α’b两个参数即可进行n和j之间的计算。

5·模型的求解

使用表15. 13中的数据’利用最小二乘法估计参数α’b’求得α＝2.61×10ˉ6’b＝1.45×
10ˉ2’代人式（15.26）’算得n＝4450时’t＝116.4min’剩下的录像带能录184-116.4＝

67.6min的节目°

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′f◎rm己t1◎ngg

己＝1◎己d（‖d己t己1512.仁x亡｜ ）; 墙把表中的全部数据保存到文本文件中

仁＝a（［1′3］ ′ :）‖;亡＝t（:）; 洁提取时问亡数据′并变成列向量

n＝己（［2′4］′ :）!;n＝n（:）′ 8提取计算器读数n的数据

Ⅺshu＝［n.＾2′n］′ 8构造系数阵

己b＝xjshu＼亡′n0≡4450

T＝己b（1）＊n0＾2＋己b（2）＊n0′f◎rm己t 老计算对应时间′并恢复短小数显示格式

注:若无上述的机理建模分析’开始就直接用幂函数或其他的函数类来拟合时间t和
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吟义个：瑟门曼
代人m=k，容易算出

“当产；于享导。t- (15.24)谱 牵多电
这就是我们需要的数学模型。

方法二
考寨右轮盘面积的增加，它应该等于录像带转过的长度与厚度的乘积，即

π[(r+wkn)2]=wot,
可以算出

2me_Twhe x2+*t= (15.25)。。 必
模型（15.24）与模型（15.25）有微小的差别。考虑到w比r小得多，使用模

型（15.25）即可。
方法三

用微元分析法，考察∶到t+d 时间内录像带在右轮盘缠绕圈数从m变化到m+dm，有
2π( r+mw)dm=vdt,

即
2π(r+kra ) kdn=dr,

再加上初始条件，建立微分方程的初值问题
d.2mk,2awt, -n,dn ” 营’

=0,lA*0*
同样可以得到式（15.25）。

实际上，从建模的目的看，如果把式（15.25）改记为
=an*+-bn, (15.26)

那么只需要确定a，b两个参数即可进行n和t之间的计算。
5棋型的求解

使用表15.13中的数据，利用最小二乘法估计参数a，b，求得a=2.61x10~*，b=1.45×

10-2，代入式（15.26），算得n=4450时，t=116.4min，剩下的录像带能录 184-116.4=
67.6min 的节目。

计算的Matlab程序如下∶

clc,clear,format long g
a=load(data15_12,txt'); 把表中的全部数据保存到文本文件中

电提取时间E 数据，并变成列向量t=a([1,3],:';C=t(:);
n=a([2.4],:}';n=n{:); 含提取计算器读数n 的数据

xi6hu=[n."2,n]; 8构造系数障

ab=xishu\t,n0=4450
T=ab（1）*n0~2+ab（2）*n0，format 6计算对应时间，并恢复短小数显示格式

注∶若无上述的机理建模分析，开始就直接用幂函数或其他的函数类来拟合时间和
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计数器读数几之间的函数关系’拟合效果肯定不好’并且误差是较大的°

1S.6神经元网络

人工神经网络是国际学术界十分活跃的前沿研究领域’在控制与优化、预测与管理、

模式识别与图像处理、通信等方面得到了十分广泛的应用。

下面简单介绍BP（BackPropagaⅡon）神经网络和径向基函数（RadialBasisFunction’

RBF）神经网络的原理’及其在预测中的应用。

15.6.1 BP神经网络

1·BP神经网络拓扑结构

BP神经网络是一种具有三层或三层以上的多层神经网络’每＿层都由若干个神经元

组成’如图15.2所示’它的左、右各层之间各个神经元实现全连接’即左层的每＿个神经
元与右层的每个神经元都有连接’而上下各神经元之间无连接。BP神经网络按有导师

学习方式进行训练’当＿对学习模式提供给网络后’其神经元的激活值将从输人层经

各隐含层向输出层传播,在输出层的各神经元输出对应于输人模式的网络响应°然

后’按减少希望输出与实际输出误差的原则’从输出层经各隐含层’最后回到输人层逐
层修正各连接权°由于这种修正过程是从输出到输人逐层进行的’所以称它为“误差

逆传播算法”。随着这种误差逆传播训练的不断修正’网络对输人模式响应的正确率

也将不断提高°

厂-ˉˉˉ--厂---了---ˉ｀

巨 二 鹊.
输
入

向
量

输入层第一隐含层第二隐含层输出层

图15.2 BP神经网络模型结构

2·BP神经网络训练

为了使BP神经网络具有某种功能,完成某项任务’必须调整层间连接权值和节点阑

值’使所有样品的实际输出和期望输出之间的误差稳定在＿个较小的值以内。

一般地’可将BP神经网络的学习算法描述为如下步骤:

（1）初始化网络及学习参数,如设置网络初始权矩｜咋、学习因子等°

（2）提供训练模式’训练网络,直到满足学习要求。

（3）前向传播过程:对给定训练模式输人’计算网络的输出模式’并与期望模式比较’

若有误差,则执行步骤（4）’否则返回步骤（2）°

（4）反向传播过程:计算同-层单元的误差’修正权值和阂值’返回步骤（2）。

网络的学习是通过用给定的训练集训练而实现的。通常用网络的均方误差来定量地

反映学习的性能°一般地’当网络的均方误差低于给定值时,则表明对给定训练集学习已

满足要求了。
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计数器读数n之间的函数关系，拟合效果肯定不好，并且误差是较大的。

15.6 神经元网络

人工神经网络是国际学术界十分活跃的前沿研究领域。在控制与优化、预测与管理、
模式识别与图像处理、通信等方面得到了十分广泛的应用。

下面简单介绍 BP（Back Propagation）神经网络和径向基函数（Radial Basis Function，
RBF）神经网络的原理，及其在预测中的应用。

15.6.1 BP神经网络

1，BP 神经网络拓扑结构
BP神经网络是一种具有三层或三层以上的多层神经网络，每一层都由若干个神经元
组成，如图15.2 所示，它的左、右各层之间各个神经元实现全连接，即左层的每一个神经
元与右层的每个神经元都有连接，而上下各神经元之间无连接。BP 神经网络按有导师
学习方式进行训练。当一对学习模式提供给网络后，其神经元的激活值将从输人层经
各隐含层向输出层传播，在输出层的各神经元输出对应于输入模式的网络响应。然
后，按减少希望输出与实际输出误差的原则.从输出层经各隐含层，最后回到输人层逐
层修正各连接权。由于这种修正过程是从输出到输人逐层进行的，所以称它为"误差
逆传播算法"。随着这种误差逆传播训练的不断修正，网络对输人模式响应的正确率

也将不断提高

误差反传输入肉是 7期搬输出向量
（导师信号）

输入层 第一隐含腰 第二隐含层 输出层

图15.2 BP神经网烙模型结构

2. BP神经网络训练
为了使 BP 神经网络具有某种功能，完成某项任务，必须调整层间连接权值和节点阈

值，使所有样品的实际输出和期望输出之间的误差稳定在一个较小的值以内。

一般地，可将 BP神经网络的学习算法描述为如下步骤;
（1）初始化网络及学习参数，如设置网络初始权矩阵、学习因子等。

（2）提供训练模式，训练网络，直到满足学习要求。
（3）前向传播过程∶对给定训练模式输入，计算网络的输出模式，并与期望模式比较，

若有误差，则执行步骤（4），否则返回步骤（2）。
（4）反向传播过程∶计算同一层单元的误差，修正权值和阈值，返回步骤（2）。

网络的学习是通过用给定的训练集训练而实现的。通常用网络的均方误差来定量地
反映学习的性能。一般地，当网络的均方误差低于给定值时，则表明对给定训练集学习已

满足要求了。
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15·6。2RBF神经网络

1。RBF网络结构

RBF神经网络有很强的逼近能力｀分类能力和学习速度。其工作原理是把网络看成
对未知函数的逼近,任何函数都可以表示成＿组基函数的加权和,也即选择各隐层神经元
的传输函数’使之构成-组基函数来逼近未知函数°RBF神经网络由＿个输人层、—个
隐含层和一个输出层组成°RBF神经网络的隐层基函数有多种形式’常用函数为高斯函

数’设输人层的输人为X＝［缅l ,卯2’…,卵＂］’实际输出为Y＝［yl ,γ2’…’帅］°输人层实现从
x-萨凡（X）的非线性映射,输出层实现从R‘（X）→γ您的线性映射’输出层第k个神经元网
络输出为

m

允＝∑删雌R《（X）’k二1’2’…’p’ （15.27）
〔＝l

式中:厕为输人层节点数;m为隐含层节点数;p为输出层节点数;Ⅷ蛾为隐含层第j个神经
元与输出层第k个神经元的连接权值;凡（x）为隐含层第t个神经元的作用函数,即

R《（X）＝exp（ˉ‖XˉC《 ｜｜2／2◎!）’t＝1’2’…’矾’ （15。28）

式中:X为n维输人向量;◎为第′个基函数的中心’与X具有相同维数的向量;α为第′
个基函数的宽度Ⅶ为感知单元的个数（隐含层节点数）; ｜｜XˉC‘ ｜｜为向量xˉQ的范数,它
通常表示X与C‘之间的距离;凡（X）在C‘处有唯一的最大值’随着‖xˉC‘‖的增大’
R‘（x）迅速衰减到0。

对于给定的输人’只有～小部分靠近X的中心被激活°当确定了RBF神经网络的聚

类中心C』｀权值川雌及α以后’就可求出给定某-输人时’网络对应的输出值°
2·RBF神经网络学习算法

在RBF神经网络中’隐层执行的是—种固定不变的非线性变换’C《’α’″雌需通过学
习和训练来确定,＿般分为3步进行°

（1）确定基函数的中心C‘°利用＿组输人来计算加个C‘,j＝1,2’…’′n’使Ct尽可
能均匀地对数据抽样,在数据点密集处C‘也密集°＿般采用“K均值聚类法”。

（2）确定基函数的宽度α。基函数中心C‘训练完成后’可以求得归一化参数’即基
函数的宽度α表示与每个中心相联系的子样本集中样本散布的一个测度°常用的是令

其等于基函数中心与子样本集中样本模式之间的平均距离°

（3）确定从隐含层到输出层的连接权值汕雌’RBF神经网络连接权测雌的修正可以采
用最小均方误差测度准则进行。

15.6.3星于神经网络的年径流预报实例

1.网络学习样本的建立

现有某水库实测径流资料和相应的前期4个预报因子实测数据见表15.13’其中4

个预报因子分别为水库上-年11月和12月的总降雨量则l（单位:mm）’当年1’2,3月的

总降雨量则2’嘶3,z4。在本例应用中将这4个预报因子作为输人,年径流量γ（单位:m3／s）

为输出,构成4个输人1个输出的网络,将前19个实测数据作为训练样本集,后1个实测

数据作为预测检验样本。
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15，6.2 RBF神经网络

1.RBF 网络结构

RBF神经网络有很强的逼近能力、分类能力和学习速度。其工作原理是把网络看成
对未知函数的逼近，任何函数都可以表示成一组基函数的加权和，也即选择各隐层神经元
的传输函数，使之构成一组基函数来逼近未知函数。RBF 神经网络由一个输入层、一个
隐含层和一个输出层组成。RBF 神经网络的隐层基函数有多种形式，常用函数为高斯函
数，设输人层的输人为X=【x，xz，⋯，，x。】，实际输出为Y=【y，32，⋯，y。】】。输人层实现从
X→R，《X）的非线性映射，输出层实现从 R，（X）→y。的线性映射，输出层第z个神经元网

络输出为

=>w&R(X),&=1,⋯,D, (15.27)
式中;n为输入层节点数;m为隐含层节点数;为输出层节点数;wa为隐含层第i个神经

元与输出层第k个神经元的连接权值;R（X）为隐含层第i个神经元的作用函数，即
R，（X）= exp（-|X-C∶I/2σ?），i=1，2，⋯，m， (15.28)

式中;X为n维输入向量;C;为第i个基函数的中心，与X具有相同维数的向量;σ;为第i
个基函数的宽度;m为感知单元的个数（隐含层节点数）;X-C为向量X-C;的范数，它
通常表示X与C，之间的距离;R，（X）在C;处有唯一的最大值，随着|X-C;I的增大，

R;（X）迅速衰减到0。
对于给定的输入，只有一小部分靠近X 的中心被激活。当确定了 RBF神经网络的聚

类中心C;、权值w及σ， 以后，就可求出给定某一输人时，网络对应的输出值。
2。RBF神经网络学习算法

在RBF神经网络中，隐层执行的是一种固定不变的非线性变换，C，σ，v;需通过学
习和训练来确定，一般分为3步进行。

（1）确定基函数的中心C。利用一组输人来计算m个C/，=1，2，⋯，m，使C，尽可
能均匀地对数据抽样，在数据点密集处 C也密集。一般采用"X 均值聚类法"。

（2）确定基函数的宽度σ;。基函数中心C;训练完成后，可以求得归一化参数，即基
函数的宽度σ;表示与每个中心相联系的子样本集中样本散布的一个测度。常用的是令

其等于基函数中心与子样本集中样本模式之间的平均距离。

（3）确定从隐含层到输出层的连接权值w。，RBF 神经网络连接权w的修正可以采

用最小均方误差测度准则进行。

15.6.3 基于神经网络的年径流预报实例

1.网络学习样本的建立
现有某水库实测径流资料和相应的前期4个预报因子实测数据见表15.13，其中4
个预报因子分别为水库上一年11月和12月的总降雨量x，（单位∶mm），当年1，2，3月的

总降雨量z，z，z。在本例应用中将这4个预报因子作为输入，年径流量y（单位;m3/s）
为输出，构成4个输人1个输出的网络，将前 19个实测数据作为训练样本集，后1个实测

数据作为预测检验样本。
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表15. 13某水库实测 年 子
0■■■■■■■■■■■■■■

序号
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

2。8

）·8

9.6

8.5

2.8

8.2

3.8

7.3

1.9

2∩

1
＿

2
—

3
—

4
q■■■■■■■■■■■■■■■■■■

5
—

6
＿

7
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

8
—

9
—

10
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

2·原始数据的预处理

采用式（15.29）分别对样本的输人｀输出数据进行规格化处理’有

≈2（tˉrm!＂）ˉ1’』＝ （15.29）
tmax-tmin

式中:t为规格化前的变量;tm凰x和tm｀n分别为t的最大值和最小值;伪规格化后的变量。
Matlab中提供了对数据进行规格化处理的函数:

［七n′ps］≡m己pm土nm己x（亡）

相应的逆处理函数:

t＝m己pm土nm己x（｜reverse↑′仁n′Ps）

执行的算法是

t＝0.5（抖1） · （t…-tmm）＋tmin。
3·网络的训练

利用Matlab提供的神经网络工具箱实现人工神经网络的功能十分方便°由于年径

流预报中自变量有4个’因变量有1个’输人神经元的个数取为4’输出神经元的个数取

为1’中间隐含层神经元的个数’BP神经网络需要根据经验取定’RBF神经网络会在训练

过程中自适应地取定°

BP神经网络存在-些缺点’如收敛速度慢’网络易陷于局部极小’学习过程常常发生

振荡。对于本案例的预测’BP神经网络隐含层神经元个数取为4时’计算结果相对稳定’

隐含层神经元个数取为其他值时’运行结果特别不稳定,每＿次的运行结果相差很大。

利用Matlab工具箱’求得对于第20个样本点’RBF神经网络的预测值为26.7693’相

对误差为18.39％,BP神经网络的运行结果每次都有很大的不同’通过计算结果可以看

出’RBF神经网络模型的预测结果要好于BP神经网络模型的预测结果。

计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

己＝1◎ad（｜己n1115卫.七x亡′）; 皂把表中的数据保存到纯文本文件己n1土152.七x仁中

己≡己0′ 墙注意神经网络的数据格式′不要将转置关系搞错
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」

勿 1
卯2

卯3
勿
4 γ 序号 匆 1

卯
2

匆3
匆4

15·6 5·6 3·5 25。5 22.9 11 25·9 1.2 9·0 3。3

27。8 4·3 1·0 7·7 23·4 12 64.3 3.7 4·6 4。8

35·2 3。0 38.1 3.7 36·8 13 55·9 2。9 0.3 5.2

10·2 3·4 3°5 7·4 22·0 14 19。6 10。5 10.7 l0.3

29·1 33·2 1。6 24.0 6.4 15 35.6 2.4 6。6 24。6

10·2 11.6 2。2 26·7 29.4 16 10·9 9·4 0·8 7. 1

35·4 4。1 1。3 7.0 26,2 17 24.7 8.2 7·7 14·4

8·7 3.5 7.5 5·0 20.9 18 22.6 11。2 9.9 18.5

25·4 0。7 22·2 35.4 26.5 19 21·5 2。9 1·6 4。5

15·3 6·0 2·0 17·5 37·3 20 54·7 3。3 3。7 11。6

痰15.13 某水库实测年径流量与因子特征值 .* 占序号 序号“当 量量 占五 仰
2.89.025.92.9 3.3n25.515.6 L25.6 3.5一

么 19.86.3“夕 4.84.63.71223.47.74.327.8
0.3j 19.655.9 5.22.938.1 133.735.2 36.83.0e 28510.310.710.519.62.03.53.4 1410.2 .4

豆 35.6l 22.833.2 24.66.624291 6.4主.6 2406 2.2 7.110.926.7 18.20.89.410.2 29.4 16.6
？ 23.826.2 l4.47.?8.21735.4 247705.341

18售 1.31.23.5 18.59.92.6295.01.58.7
99 21.921.5 4.51.62.925.4 26.535.4220.7

3281.63.73.33.31.52.0 54.72015.310 6.0

2. 原始数据的预处理
采用式（15.29）分别对样本的输人、输出数据进行规格化处理，有

2(*-4)” (15.29)-1,
少身引

式中∶t为规格化前的变量;t..和t分别为∶的最大值和最小值;为规格化后的变量。
Matlab 中提供了对数据进行规格化处理的函数∶

[tn,ps]=mapminmax《t)

相应的逆处理函数∶

t=mapaminmax('reverse', tn,p8}
执行的算法是

t=0.5（计+1）·（ta-*a）+.
3.网络的训练

利用Matlab 提供的神经网络工具箱实现人工神经网络的功能十分方便。由于年径
流预报中自变量有4个，因变量有1个，输人神经元的个数取为4，输出神经元的个数取

为1，中间隐含层神经元的个数，BP 神经网络需要根据经验取定，RBF 神经网络会在训练
过程中自适应地取定。

BP神经网络存在一些缺点，如收敛速度慢，网络易陷于局部极小，学习过程常常发生
振荡。对于本案例的预测，BP 神经网络隐含层神经元个数取为4时，计算结果相对稳定，

隐含层神经元个数取为其他值时，运行结果特别不镜定，每一次的运行结果相差很大。

利用 Matlab 工具箱，求得对于第20个样本点，RBF神经网络的预测值为26，7693，相
对误差为18.39??BP神经网络的运行结果每次都有很大的不同，通过计算结果可以看

出，RBF 神经网络模型的预测结果要好于 BP 神经网络模型的预测结果。

计算的Matlab程序如下∶

cle, clear
a=load(anli15_2.txt'); 争把表中的数据保存到纯文本文件anlil5_2.txt中

a=a'; 8注意神经网络的数据格式，不要将转置关系搞错
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P＝己（［1:4］′ ［1:endˉ1］）′ ［PN′PS1］＝m己pm1n∏l己x（P）′ 墙自变量数据规格化到［ˉ1′1］

T＝己（5′ ［1:end-1］）′ ［TN′PS2］＝m己pm工nm己x（T）; 老因变量数据规格化到［ˉ1′1］

ne七1＝newrb（PN′TN） 号训练RBF网络

x＝己（［1:4］′end）;xn＝∏l己pmjn∏l己x（｜己pp1y｜′x′PS1）; 啥预测样本点自变量规格化

Yn1＝s土m（ne亡1′xn）′y1＝m己pm工nm己x（!reverse｜′yn1′PS2） 墙求预测值′并把数据还原

de1亡己1＝己bs（己（5′20）-y1）／己（5′20） 嗜计算RBF网络预测的相对误差

net2＝feedf◎rw己rdne七（4）′ 老初始化BP网络′隐含层的神经元取为4个（多次试验）

ne七2＝仁r己土n（ne七2′PN′TN）′ 老训练BP网络

yn2＝ne仁2（xn）′Y2＝m己pmjnm己x（‖reverse｜′yn2′PS2） 殆求预测值′并把数据还原

拓展阅读材料

［1］ 张善文’雷英杰’冯有前.Madab在时间序列分析中的应用.西安:西安电子科技大学出版

社’2007.

［2］杨健’汪海航.基于隐马尔可夫模型的文本分类算法.计算机应用’2010’30（9）:2348＝2361.

［3］ 王增民’王开汪.基于灰色加权马尔可夫链的移动通信市场预测.数学的实践与认识’2012’
42（22）:8-15.

习题15

15·1某地区用水管理机构需要对居民的用水速度（单位时间的用水量〉和日总用水量进行估计。

现有一居民区,其自来水是由一个圆柱形水塔提供’水塔高12.2m’塔的直径为17·4m。水塔是由水泵

根据水塔中的水位自动加水。按照设计’当水塔中的水位降至最低水位（约8.2m）时,水泵自动启动加

水;当水位升高到最高水位（约1O8m）时’水泵停止工作。

表15,14给出的是28个时刻的数据’但由于水泵正向水塔供水’有4个时刻无法测到水位

（表15.14中为-）。

表15.14水塔中水位原始数据

｜

｜

｜

时刻〃h
—

水位／m

5。90
＿

8·69

时刻″h

水位／m

12·03
■■■■■■■■■■■■■■■■■■

10°5

1295 1388 1498 159 1683 1793

1021 994 965 941 918 892

1498

10.21

时刻t／h

水位／m

19·04
■■■■■■■■■■■■■■■■■

8。66

19.96时刻〃h
＿

水位／m

25·91
—

10°18

k

｜10.59

试建立数学模型’来估计居民的用水速度和日总用水量。

15·2 已知兰彻斯特的游击战争模型如下:

｛｛｝（｝二蹦 ｜
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P=a([1;4],[1;end-1]);{PN,PS1]=mapminmax(P); 8 自交量傲据规格化到【-11】

号因变量数据规格化到【-1，1】T=a(5,[1;end-1]);{TN,PS2]=mapminmax (T};
训练 RBF 网络net1=rewrrb(PN,TN)

x=a([1;4],end); xn=mapminmax (apply',x,PS1); 舍预测样本点自变量规格化

yn1=8im钮et1.xn）;y1-mapminmax（'reverse'，ynl，P92）号求预测值，并把数据还原
delt&l=abs（a（5，20）-yl）/a（5，20）计算 RBF 网络预测的相对误差

net2=feedforwardnet (4); 告初始化 BP 网络，隐含层的神经元取为4个（多次试验）
∶训练 BP 网络net2 = train (net2,PN,TN);

yn2= net2 {xn); y2=mapminmax{reverse',yn2,PS2) 名求预测值，并把数据还原
拓展阅读材料

【1】 张善文，雷英杰，冯有前.Madlab在时间序列分析中的应用、西安∶西安电子科技大学出版
社，2007

【2】 杨健，汪海航，基于隐马尔可夫模型的文本分类算法.计算机应用，2010，30（9）;2348-2361.
【3】 王增民，王开珏.基于灰色加权马尔可夫链的移动通信市场预测.数学的实践与认识、2012.

42(22):8-15.

习 题 15

15.1 某地区用水管理机构需要对居民的用水速淀（单位时同的用水量）和日总用水量进行估计。
现有一居民区，其自来水是由一个圆柱形水塔提供，水塔高12.2m，塔的直径为17.4m。水塔是由水泵
根据水塔中的水位自动加水。按愿设计，当水塔中的水位降至最低水位《约8.2m）时，水泵自动启动加

水;当水位升高到最高水位（约10.8m）时，水泵停止工作。
表35.14给出的是 28个时刻的数据.但由于水泵正向水塔供水，有4个时刻无法测到水位

（表15.14中为一）。

表15.14 水塔中水位课始数据
9 2.950.92 5.904.983.871.8亚道

。高水位/m 8.99.139.31 &.的&.819.68
7.01 12.03&9时刻vA 7.93 10.929.98 10.95

828.39水位/m 10.58.52 10,B-一
15.9 17.913.8295时刻∶h 19.0416.8314.9

&669.4110.21水位/m 8.929.189.659.94
23,88 25.924.9922.96220120.8419.96时刻∶/L

10.1810.35水位/m 8.228.43 0.59

试建立数学模型，来估计居民的用水速度和日总用水量。

15.2 已知兰彻斯特的游击战争模型如下;
f站（t）=-esy-83，
l（2）=-d-份，
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式中:参数c’Ⅲ’α’β的值未知。

现在有连续20天的观测数据见表15.15’拟合参数c’d’α’β。

表15.15观测数据表

10‘
＝
匆
＝
γ
√

20〖
＝
卯
＝
γ
√

390
■■■■■■■■■■

330

477

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1500 M00 1320 1100 1000 950 880 800 700

1200 1120 1080 1060 980 930 870 790 680

11 12 13 14 15 16 17 18 19

620 600 570 520 500 450 440 420 400

600 590 560 500 480 420 400 370 350

式中∶参数c，d，α，β的值未知。

我在有连续20天的观测数据见表 15.15，拟合参数e，d，α，B。

表 15.15 观测数据表· 7 自叫 6“”：， 09
11001320 68000客8095010001500” 1400
10o 670680790980引 67093010n11201200

20191812- 13 15 171614它”
390420* 40040450500520号60620
33060 350370400420480500560S90“
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第Ⅲ6章多目标规划和目标规划

多目标决策问题是管理与曰常生活中经常遇到的问题’而这些目标之间常常是相

互作用和矛盾的’平衡这些目标的决策过程十分复杂’决策者通常很难做出最终决策。

解决这类问题的建模方法就是多目标决策方法。事实上’早在1772年,富兰克林

（Franklin）就提出了多目标矛盾问题如何协调的问题° 1838年’古诺（Cournot）从经济

学角度提出了多曰标问题的模型。 1869年’帕累托（Pareto）首次从数学角度提出了多

目标最优决策问题。

在-些多目标决策问题中’决策者不仅要考虑多个目标’而且这些目标以“软约束”

的形式出现且有优先顺序’这时可以建立目标规划模型°

16·1多目标规划

16。1·1多巨标规划问题的墓本理论

多目标规划是多目标决策的重要内容之—,在进行多目标决策时’当希望每个目标都

尽可能的大（或尽可能的小）时’就形成了—个多目标规划问题’其一般形式为:

min′（x）＝［／l（x）’九（x）’…’九（x）］T’ （16.1）

.《｛:隅’殿二!:! α62）
式中:x为决策向量;／l（x）沈（x）’…＾（x）为目标函数°式（16.2）为约束条件°记

O＝｛X｜g‘（X）≤0’j＝1’2’…’p;b（X）＝0’j＝1,2’…’q｝ ’
称o为多目标规划的可行域（决策空间）’r（O）＝｛／（x） ｜x匡Q｝为多目标规划问题的像

集（目标空间）。式（16.1）和式（16.2）确定的多目标规划问题以下简称问题（MP）°

定义16·1设正巨O’若对于任意′＝1’2’…,m及任意x巨Q’均有

贞（元）鄂（x）, （16·3）

则称正为问题（MP）的绝对最优解’记问题（MP）的绝对最优解集为Q盅。

一般来说’多目标规划问题（MP）的绝对最优解是不常见的’当绝对最优解不存在

时’需要弓｜人新的“解”的概念°多目标规划中最常用的解为非劣解或有效解’也称为
Pareto最优解。

Pareto最优是一个经济学上的概念°意大利经济学家Pareto提出:当-个国家的资

源和产品是以这样一种方式配置’即没有-种重新配置’能够在不使-个其他人的生活恶

化的情况下改善任何人的生活时’可以说处于Pareto最优°从数学上来看,Pareto最优解

定义见定义16.2。

478

｜
｜

第 16章 多目标规划和目标规划

多目标决策问题是管理与日常生活中经常遇到的问题，而这些目标之间常常是相

互作用和矛盾的，平衡这些目标的决策过程十分复杂，决策者通常很难做出最终决策。

解决这类问题的建模方法就是多目标决策方法。事实上，早在 1772 年，富兰克林

（Franklin）就提出了多目标矛盾问题如何协调的问题。1838年.古诺（Courgot）从经济

学角度提出了多目标问题的模型。1869年，帕累托（Pareto）首次从数学角度提出了多
目标最优决策问题。

在一些多目标决策问题中，决策者不仅要考虑多个目标，而且这些目标以"软约束"
的形式出现且有优先顺序，这时可以建立目标规划模型。

16.1 多目标规划

16.1.1 多目标规划问题的基本理论

多目标规则是多目标决策的重要内容之一，在进行多目标决策时，当希望每个目标都 
尽可能的大（或尽可能的小）时，就形成了一个多目标规划问题，其一般形式为∶

(16.1)minf(x)= [(x),A(x),⋯,fM(x)T,
g(x)≤0,i=1,2,,P, (16.2)b.1.
(h(x)=0,j=1,2,⋯,g,

式中;x为决策向量;f（x）JA（x），⋯f（x）为目标函数。式（16.2）为约束条件。记
Ω={x|，（x）≤0，=1，2，⋯，p;h;（x）=0，j=1，2，⋯，ql，

称Ω为多目标规划的可行域（决策空间），f（Ω）={f（x）|r e Ω|为多目标规划问题的像
集（目标空间）。式（16.1）和式（16.2）确定的多目标规划问题以下简称问题（MP）。

定义16.1 设eΩ，若对于任意i=1，2，⋯，m及任意xeΩ，均有
(16.3)f（云）≤f（x），

则称示为问题（MP）的绝对最优解，记问题{ MP）的绝对最优解集为Q$。
一般来说，多目标规划问题（MP）的绝对最优解是不常见的，当绝对最优解不存在
时，需要引入新的"解"的概念。多目标规划中最常用的解为非劣解或有效解，也称为

Pareto 最优解。
Pameto 最优是一个经济学上的概念。意大利经济学家 Pareto 提出;当一个国家的资
源和产品是以这样一种方式配置，即没有一种重新配置，能够在不使一个其他人的生活恶
化的情况下改善任何人的生活时，可以说处于Pareto 最优。从数学上来看，Pareto最优解

定义见定义16.2。
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定义16·2考虑多曰标规划问题（MP）’设元匡o,若不存在x巨Q’使得

贞（x）≤贞（王）’ j＝1’2’…,加’

且至少有＿个

乃（x）劝（元）’

则称五为问题（MP）的有效解（或Pareto有效解）’／（正〉为有效点。
满意解的概念主要是从决策过程角度’根据决策者的偏好与要求而提出的。

设可行域为O’要求m个目标函数贞（j＝1’2’…’m）越小越好。有时决策者的期望较
低’给出了加个阐值α『’当元巨Q满足贞（元）≤α谬（j＝1’2’…’m）时,就认为元是可以接受
的、满意的。这样的王就称为-个满意解。

注16·1在多目标规划问题中’—般不提最优解的概念’只提满意解或有效解°

16.1.2求盲效解的几种常用万法

对绝大多数多目标决策实际问题’决策者最偏好的方案都是有效解’下面介绍几种常

用的求解问题（MP）的有效解的常用方法。

值得注意的是’在多目标规划中,除去目标函数-般是彼此冲突外’还有另一个特点:
目标函数的不可公度性。所以通常在求解前’先对目标函数进行预处理。预处理的内容

包括:

（1）无量纲化处理:每个目标函数的量纲通常是不一样的’在进行加权求解时由于量
纲的不可公度性’需要先进行无量纲化处理°

（2）数量级的归—化处理:当各个目标函数的数量级差异较大时,容易出现大数吃小
数现象’即数量级较大的目标在决策分析过程中容易占优’从而影响决策结果°

1。线性加权法

该方法的基本思想是根据目标的重要性确定一个权重’以目标函数的加权平均值为

评价函数’使其达到最优°该方法的基本步骤如下°

第-步:确定每个目标的权系数
m

0≤叫≤1’j＝1’2’…’m; ∑叫＝1.
j＝l

m

第二步:写出评价函数∑叫巧°
／＝l

第三步:求评价函数最优值

m

min∑测拢（x）’
l≡l

S.t.x巨O·

该方法应用的关键是要确定每个目标的权重,它反映不同目标在决策者心中的重要

程度’重要程度高的权重就大’重要程度低的权重就小。权重的确定-般由决策者给出’

因而具有较大的主观性’不同的决策者给的权重可能不同’从而会使计算的结果不同°

2·C约束法

根据决策者的偏好’选择一个主要关注的参考目标’例如贞（x）’而将其他加＝1个目

标函数放到约束条件中。具体地,有
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定义16.2 考虑多目标规划问题（MP），设∈Ω，若不存在xe，使得
f(x)≤f(E),i=1,2,⋯,m,

且至少有一个
fx）<f（元），

则称三为问题（MP）的有效解（或Pareto 有效解），f（E）为有效点。
满意解的概念主要是从决策过程角度，根据决策者的偏好与要求而提出的。

设可行城为Q，要求m 个目标函数f，（i=1，2，⋯，m）越小越好。有时决策者的期望较
低，给出了m个阔值α;，当eΩ满足f（）≤α，（i=1，2，⋯，m）时，就认为主是可以接受

的、满意的。这样的元就称为一个满意解。
注 16.1 在多且标规划问题中，一般不提最优解的概念，只提满意解或有效解。

16.1.2 求有效解的几种常用方法

对绝大多数多目标决策实际问题，决策者最偏好的方案都是有效解，下面介绍几种常
用的求解问题（ MIP）的有效解的常用方法。

值得注意的是。在多目标规划中、除去目标函数一般是彼此冲突外，还有另一个特点∶
目标函数的不可公度性。所以通常在求解前，先对目标函数进行预处理。预处理的内容

包括∶
（1）无量纲化处理∶每个目标函数的量纲通常是不一样的，在进行加权求解时由于量

纲的不可公度性，需要先进行无量纲化处理。
（2）数量级的归一化处理;当各个目标函数的数量级差异较大时，容易出现大数吃小

数现象，即数量级较大的目标在决策分析过程中容易占优，从而影响决策结果。
1.线性加权法

该方法的基本思想是根据目标的重要性确定一个权重，以目标函数的加权平均值为
评价函数，使其达到最优。该方法的基本步骤如下。

第一步;确定每个目标的权系数

0≤≤1,j=1,2,⋯,m; =1.
=1

2/第二步∶写出评价函数

第三步;求评价函数最优值

"43),min.: ？
1m1

8.t.xe Ω.
该方法应用的关键是要确定每个目标的权重，它反映不同目标在决策者心中的重要
程度，量要程度高的权量就大，重要程度低的权重就小。权重的确定一般由决策者给出，

因而具有较大的主观性，不筒的决策者给的权重可能不同，从而会使计算的结果不同。
2.旺约束法

根据决策者的偏好，选择一个主要关注的参考目标，例如人（x），而将其他 m-1个目
标函数放到约束条件中。具体地，有
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mjn九（x）’

.蚀隅＝″问,2,…,川,州,…,肌 （16·4）

其中参数E《’′＝1’2’…’k一1’∧＋1’…’m为决策者事先给定的。

S约束法也称主要目标法或参考目标法’参数c‘是决策者对第j个目标而言的容许
接受阑值°

e约束法有三个优点:

（1）在有效解元点处的库恩＿塔克（Kuhn＝Thcker）乘子可用来确定置换域’帮助决策
者寻找更合意的方案。

（2）保证了第k个重要目标的利益’同时又适当照顾了其他目标’这在许多实际决策
问题的求解中颇受决策者的偏爱°

（3）多目标规划问题（MP）的每-个Pareto有效解都可以通过适当地选择参数
S‘（j≡1’2’…’kˉ1’k＋1’…’加）’用e约束法求得°

在实际计算中’应注意参数c廖的确定问题。如果每个E《的值都很小’则问题（16.4）
很有可能无可行解;如果乌的值较大’则目标闪（“）的损失可能就更大°有-些方法可用

来处理这个问题’例如’给决策者提供／′＝min｛贞（x） ｜x匡O｝ （′＝1,2’…’m）和某个可行

解沁的目标值［／i（宝）咙（盂）’…内（宝）］T’然后决策者根据经验或要求确定S卤的值°
3.理想点法

该方法的基本思想是:以每个单目标最优值为该目标的理想值’使每个目标函数值与
理想值的差的加权平方和最小°该方法的基本步骤如下。

第一步’求出每个目标函数的理想值。以单个目标函数为目标构造单目标规划’求该
规划的最优值

／′＝?驴（x）, j＝1,2’…,m.
第二步’构造每个目标与理想值的差的加权平方和’作出评价函数

m

∑测』α（x〉ˉ／′）2’
t＝1

m

其中’权重通常进行归一化处理’即满足测』≥0’∑测』＝1°
t＝l

第三步’求评价函数的最优值
m

骤三”』α（x）ˉ／f）骂 （165）
该方法需要求解m＋1个单目标规划。

为了简化计算过程’式（16.5）可以改写为
m

鹏三（贞（x）＿／′）1 （16·6）

4·优先级法

该方法的基本思想是根据目标重要性分成不同优先级’先求优先级高的目标函数的

最优值’在确保优先级高的目标获得不低于最优值的条件下’再求优先级低的目标函数’

具体步骤如下°
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nminf(x),
f(x)≤e;i=1,2,⋯,k-1,k+1,⋯,m,。工 (16.4)xe-.

其中参数 e;，i=1，2，⋯，h-1，k+1，⋯，m为决策者事先给定的。
e 约束法也称主要目标法或参考目标法，鑫数e，是决策者对第i个目标而言的容许

接受阈值。
ε约柬法有三个优点;

（1）在有效解云点处的库恩—塔克（Kukn-Tucker>乘子可用来确定置换域，帮助决策
者寻找更合意的方案。

（2）保证了第λ个重要目标的利益，同时又适当照顾了其他目标，这在许多实际决策
问题的求解中颇受决策者的偏爱。

（3）多目标规划问题（MP）的每一个Pareto 有效解都可以通过适当地选择参数
8;（i=1，2，⋯，k-1，k+1，⋯，m），用ε约束法求得。

在实际计算中，应注意参数8;的确定间题。如果每个s;的值都很小，则问题（16.4）
很有可能无可行解;如果s;的值较大，则目标人《z）的损失可能就更大。有一些方法可用
来处理这个问题，例如，给决策者提供f;=min f（x）|xeΩ}（i=1，2，⋯，m）和某个可行

解策处的目标值【f（到）、A（≥），⋯f（刘）卫'，然后决策者根据经验或要求确定6;的值。
3.理想点法

该方法的基本思想是∶以每个单目标最优值为该目标的理想值，使每个且标函数值与
理想值的差的加权平方和最小。该方法的基本步骤如下。

第一步，求出每个目标函数的理想值。以单个目标函数为目标构造单目标规划，求该
规划的最优值

f:=minf(x),i=1,2,⋯,m.

第二步，构造每个目标与理想值的差的加权平方和，作出评价函数

讼当巳人心飞
u,=1。其中，权重通进行归一化处理，即满足w;≥0， ：“：

第三步，求评价函数的最优值

mia2明2（f（x）-f）. (16.5)
刷阐叶

该方法需要求解 m+1个单目标规划。
为了简化计算过程，式（16.5）可以改写为

U(x)-J:). (16.6)min
4.优先级法

该方法的基本思想是根据目标重要性分成不同优先级，先求优先级高的目标函数的
最优值，在确保优先级高的目标获得不低于最优值的条件下，再求优先级低的目标函数，

具体步骤如下。
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第一步’确定优先级。

第二步,求第-级单目标最优值／『＝耍驴（x）°
第三步,以第＿级单目标等于最优值为约束’求第二级曰标最优°即求解

min／i（x）’

.《侧→f,
记求得的最优解为x（2） ’目标函数对应的最优值为／f°

第四步’以第—、第二级单目标等于其最优值为约束’求第三级目标最优°依次递推
求解’直到不存在可行解为止或最后-级目标。

优先级解法也称为序贯解法°该方法适用于目标有明显轻重之分的问题’也就是

说’各目标的重要性差距比较大’首先确保最重要的目标’然后再考虑其他目标。在同
一等级的目标可能会有多个’这些目标的重要性没有明显的差距,可以用加权方法

求解°

例16·1某公司考虑生产两种光电太阳能电池:产品甲和产品乙°其生产过程会弓｜

起空气放射性污染°因此’公司经理有两个目标:极大化利润与极小化总的放射性污染°

已知在—个生产周期内,每单位产品的收益、放射性污染排放量、机器能力（小时）｀装配

能力（人时）和可用的原材料（单位）的限制如表16.1所示。假设市场需求无限制’两种
产品的产量和至少为10,则公司该如何安排-个生产周期内的生产°

表16.1 资源条件、利润及污染排放量

牙源｜』畏屋

累啊灌

艘洞『∏

模型建立

设ml’卯2分别表示甲乙两种产品在-个生产周期内的产量’记x＝［“l ’鳃2］T’则该问题
的目标函数为

利润极大化:max／l（X）＝2“!＋3“2’

及

污染极小化:min／i（x）＝zl＋2z2.

约束条件分如下4类°

（1）设备工时约束

0.5卯1＋0.25卯2≤8·

（2）工人工时约束

0.2卯l＋0·2卯2≤4。
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第一步，确定优先级。
第二步，求第一级单目标最优信ft=minf（x）。

第三步，以第一级单目标等于最优值为约束，求第二级目标最优。即求解
国寻吹岂：

((x)=/;,s.t: xeΩ.
记求得的最优解为 e（2），目标函数对应的最优值为 f。。

第四步，以第一、第二级单目标等于其最优值为约束，求第三级目标最优。依次递推
求解，直到不存在可行解为止或最后一级目标。

优先级解法也称为序贯解法。该方法适用于目标有明显轻重之分的问题，也就是
说，各目标的重要性差距比较大，首先确保最重要的目标，然后再考虑其他目标。在同

一等级的目标可能会有多个，这些目标的重要性没有明显的差距，可以用加权方法
求解。

例16.1 某公司考虑生产两种光电太阳能电油;产品甲和产品乙。其生产过程会引
起空气放射性污染。因此，公司经理有两个目标∶极大化利润与极小化总的放射性污染。
已知在一个生产周期内，每单位产品的收益、放射性污染排放量、机器能力（小时）、装配
能力（人时）和可用的原材料（单位）的限制如表 16.1所示。假设市场需求无限制，两种

产品的产量和至少为10，则公司该如何安排一个生产周期内的生产。

表16.1 资源条件、利润及污染排放量

单位Z产品 资源限量单位甲产品
昌0.35设备工时 0.25
40.2 0.2工人工时
7o1原材料

2利润 。一 e污染排放

模型建立
设x，22分别表示甲乙两种产品在一个生产周期内的产量，记x=【x，z2】"，则该问题

的目标函数为
利润极大化∶max拜（x》=2x;+3z2，

及
污染极小化minf，（x）= x，+2x2

约束条件分如下4类。
（1）设备工时约束

0.5x+0.25x,≤8.
（2）工人工时约束

0.2*+0.2x,≤4.
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（3）原材料约束

卯l＋5卯2≤72.

（4）产量约束

卯1＋卯2≥10.

综上所述,该问题的模型可描述为

min｛≡／l（x）沈（x） ｝ ’

,
S. t°

模型求解

下面使用三种方法求解模型。

1）线性加权法

两个目标函数的权重都取为0.5’把上述多目标规划问题归结为如下的线性规划
问题

min0.5（ˉ2勿1＝3卯2）＋0.5（则l＋2卯2）’

”
S.t°

利用Madab软件’求得上述线性规划问题的最优解为

卯l＝7’卯2＝13’

利润为53’污染物排放量为33。此时生产甲产品7件’乙产品13件’作为多目标规划的

满意解。

2）理想点法

分别求解线性规划问题

min＝2卯l-3卯2’

氢／
S.t.

得目标函数的最优值／『≡-53。

｝

｝

｜

｝

｜

min勿l＋2卯2’

｜
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（3）原材料约束
*5≤72.

（4）产量约束
3,t*2≥10.

综上所述，该问题的模型可描述为
mial-f(x),f(=)},
0.5x,+0.25z ≤8,
0.2x,+0.2x,≤4,

s.L x;+5≤72,
zx+*z≥10,
1in,z≥0.

横型求解
下面使用三种方法求解模型。

1）线性加权法
两个目标函数的权重都取为0.5，把上述多目标规划问题归结为如下的线性规划

问题
min 0.5(-2x-3z,)+0.5(x+2x2),

[0.5x,+0.25x,≤8,
0.2x,+0.2??4,

各名1+52，72，s.1.
x+年≥10，
r,x2≥0.

利用 Matlab 软件，求得上述线性规划问题的最优解为
乎门“出门。

利润为53.污染物排放量为33。此时生产甲产品7件，乙产品 13件，作为多目标规划的
满意解。

2）理想点法
分别求解线性规划问题

min -2.-3×,
(0.5x;+0.25x,≤8,
0.2x,+0.2x2≤4,

8t《?x2≤72,
于占曾古。
[41,2≥0,

得目标函数的最优值f=-53。
min 多+22，
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:
S.t.

得目标函数的最优值／j＝10°

构造每个目标与最优值的差的平方和’作为新的目标函数:

min／＝（ˉ2腮l-3狐2＋53）2＋（卯l＋2z2＝10）2’
求解如下二次规划问题:

min／＝（ˉ2“lˉ3“2＋53）2＋（卯!＋2财2ˉ10）2’

:
S·t°

得多目标规划的满意解为

卯1＝13.36’卯2＝5.28.

3）序贯解法

由理想点解知’第一个目标函数的最优值为ˉ53。
以第二个目标函数作为目标函数’问题的原始约束条件再加第一个曰标函数等于其

最优值的约束条件’构造如下的线性规划模型

min卯l＋2匆2,

25卯2≤8’

2卯2≤4’

72,

0’

1＝-53’

S.t.

求解得多目标规划的满意解为

卯1＝7’卯2＝13’

此时的利润为53’排放污染物为33°

c1c′c1e己r′pr◎b＝◎P七jmpr◎b1em′

x＝◎p亡土mvar（｜x‖′2′｜L◎werB◎und｜′0）;

c1＝［～2′-3］′c2＝［1′2］′

己＝［0.5′0·25′0.2′0.2;1′5》ˉ1′ˉ1］『

b＝［8′4;72;＝10］;

pr◎b。C◎ns七rajn仁s.c◎n1＝己＊x＜＝b

◎bj1＝0.5＊c1＊x＋0.5＊c2＊x

‖
｜
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0.5x;+0.25x2≤8,
0.2x;+0.2x。≤4,

。宁言的凸肉记。
如、+2≥10，
宇当夕

得目标函数的最优值f;=10。
构造每个目标与最优值的差的平方和，作为新的目标函数;
min f=(-2x1-3x2+53)*+(x,+2?10)3,

求解如下二次规划问题∶
minf=(-2x,-32+53)'+(x,+2xz-10))',

[0.5x,+0.25≤8,
0.2x,+0.2≤4,

s.t.名k1+5x，≤72，
亨占曾。
雪工占曾宁

得多目标规划的满意解为
x=13.36,z=5.28.

3）序贡解法
由理想点解知，第一个目标函数的最优值为-53。

以第二个目标函数作为目标函数，问题的原始约束条件再加第一个目标函数等于其
最优值的约柬条件，构造如下的线性规划模型

rmin x+2,
0.5x+0.25x2≤8,
|0.24+0.2*2≤4,

*+5x5≤72、
s.6 *+2≥10,

-21-3x =-53,
17in,x≥0.

求解得多目标规划的满意解为
烤=7，z=13，

此时的利润为 53，排放污染物为 33。
clc,clear,prob=optimproblem;
xoptimvar《x,2,LowerBound',0;

cl=[-2,-3];c2=[1,2];
a=[0.5,0.25:0.2,0.2;1.5;-1,-1];

b*[8;4; 72;-10]7
prob.Constraints.con1=a*x<=b

obj1=0.5*cl*x+0.5*c2*x
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pr◎b1＝pr◎b′pr◎b1.Ohjectjve＝◎bj1′

［s◎11′fva11］＝s◎1ve（pr◎b1）′sx≡s◎11·x

f1＝＝c1＊sx′ f2＝c2＊sx

pr◎b21＝pr◎b;pr◎h21.Objec亡jve＝c1＊x;

［s◎121′fv己121］＝s◎1ve（pr◎b21）′sx21＝s◎121.x

pr◎b22＝pr◎b;pr◎b22.Ohjec仁土ve＝c2＊x;

［s◎122′〔v己122］≡s◎1ve（pr◎b22）′sx22＝s◎122.x

pr◎b23≡pr◎b;

pr◎b23.Objec亡1ve＝（c1＊x＝fv己121）＾2＋（c2＊x＝fva122）＾2′

［s◎123′fv己123］＝s◎1ve（pr◎b23） ′sx23≡s◎123·x

pr◎h3＝pr◎b′pr◎b3.Ohjec亡土ve＝c2＊x;

pr◎b3°C◎nstr己土n亡s·c◎n2＝c1＊x＝＝fv己121′

［s◎13′fv己13］＝s◎1ve（pr◎b3）′sx3＝s◎13·x
｜

16·2 目标规划

美国经济学家查恩斯（A.Chames）和库柏（W.W.Cooper）在1961年出版的《管理模
型及线性规划的工业应用》一书中’首先提出目标规划（GoalProgramming）。

16·2·1巨标规划的数学模型

1·目标规划的概念

为了具体说明目标规划与线性规划在处理问题方法上的区别’先通过例子来介绍目
标规划的有关概念及数学模型°

例16·2某工厂生产I、∏两种产品’已知有关数据见表16.2’试求获利最大的生产
方案°

表16.2生产数据表

｜

｜

解这是-个单目标的规划问题°设生产产品I、∏的量分别为匆l和卯2时获利z最
大’建立如下线性规划模型:

maxz＝8卯1＋10卯2’

隅hS.t·

】
‖
△
■
■
■
■
■
■
Ⅺ
□
『
■
】
】
■
■
‖
■

｜
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prob1 = prob; prob1.Objective=objl;
[3ol1,fval1]=golve (prob1),ex=sol1.x

f1-c1 * gx,f2=c2* 8X

prob21=prob; prob21.Objective=c1*x;
[sol21,fval21]=solve fprob21),ax21=8o121,x

prob22*prob; prob22,Objective=c2 * x;
[so122,fva122]=solve (prob22),ax22=sol22.x

prob23=prob;
prob23.0bjective= (c1*x-fval21)~2+(c2*x-Eval22]~2;

[sol23,Eva123]=solve (prob23),sx23=gol23.x

prob3=prab; prob3.0bjective=c2 *x;
prob3.Constraints.con2=cl *X==fveal21;
{8ol3,fval3]=golve (prob3),sx3=8ol3.x

16.2 目标 规 划

美国经济学家查恩斯（A.Chames）和库柏（W.W.Cooper）在 1961年出版的《管理模
型及线性规划的工业应用》一书中，首先提出目标规划（Goal Programming）。

16.2.1 目标规划的数学模型

1.目标规划的概念
为了具体说明目标规划与线性规划在处理问题方法上的区别，先通过例子来介绍目

标规划的有关概念及数学模型。

例16.2 某工厂生产Ⅰ、Ⅱ两种产品，已知有关数据见表16.2，试求获利最大的生产
方案。

表16.2 生产数据表- Ⅱ 拥有量e职材料/Lg ： 心
102-设备/h

10利润/（万元/件） 。
解 这是一个单目标的规划问题。设生产产品I、Ⅱ的量分别为x、和x，时获利z最

大，建立如下线性规划模型∶

maK z= 8x +10x2,
（2x;+十纸2≤11，
s.L名，+2a2≤10

4:,",≥0.
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最优决策方案为嘶『＝4,狐j＝3’z＊＝62万元。

但实际上工厂在作决策方案时’要考虑市场等一系列其他条件。如:

（1）根据市场信息’产品I的销售量有下降的趋势’故考虑产品I的产量不大于产
品∏°

（2）超过计划供应的原材料’需要高价采购,这就使成本增加°

（3）应尽可能充分利用设备’但不希望加班。

（4）应尽可能达到并超过计划利润指标56万元。

这样在考虑产品决策时’便成为多目标决策问题°目标规划方法是解决这类决策问

题的方法之-。下面引人与建立目标规划数学模型有关的概念。

1）正、负偏差变量

设贞（i＝1’2’…’′）为第j个目标函数’它的正偏差变量dj＝max｛贞ˉd!’0｝表示决策值

超过目标值的部分’负偏差变量d『＝ˉmin｛贞ˉd!’0｝表示决策值未达到目标值的部分’这

里d!表示贞的目标值。因决策值不可能既超过目标值同时又未达到目标值’即恒有i;×

d『＝0°

2）绝对（刚性）约求和目标约束

绝对约束是指必须严格满足的等式约束和不等式约束’如线性规划问题的所有约束

条件’不能满足这些约束条件的解称为非可行解’所以它们是硬约束。目标约束是目标规
划特有的’可把约束右端项看作要追求的目标值°在达到此目标值时允许发生正或负偏

差’因此在这些约束中加人正、负偏差变量’它们是软约束。线性规划问题的目标函数’在
给定目标值和加人正、负偏差变量后可变换为目标约束。例如’例16.2的目标函数z＝

8“l＋10卯2可变换为曰标约束8卯l＋10“2＋d『ˉαt＝56。
3）优先因子（优先等级）与权系数

-个规划问题常常有若干个目标。但决策者在要求达到这些目标时’是有主次或轻重

缓急的°凡要求第一位达到的目标赋于优先因子Pl’次位的目标赋于优先因子P2’……’并

规定Pk＞Pk＋l’k＝1’2’…’q°表示Pk比Pk＋l有更大的优先权°以此类推’在区别具有相
同优先因子的两个目标的差别时’可分别赋于它们不同的权系数叫’这些都由决策者依
具体情况而定°

4）目标规划的目标函数

目标规划的目标函数（准则函数）是按各目标约束的正、负偏差变量和赋于相应的优

先因子而构造的°当每-目标值确定后’决策者的要求是尽可能缩小偏离目标值°因此

目标规划的目标函数只能是所有偏差变量的加权和。其基本形式有三种。

（1）第j个目标要求恰好达到目标值,即正、负偏差变量都要尽可能地小’这时

min测『d『＋川姆.

（2）第』个目标要求不超过目标值’即允许达不到目标值’就是正偏差变量要尽可能

地小’这时

minⅧ旷d;.

（3）第j个目标要求超过目标值’即超过量不限’但必须是负偏差变量要尽可能地

小’这时
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最优决策方案为x=4，x"=3，z"=62 万元。
但实际上工厂在作决策方案时、要考虑市场等一系列其他条件。如∶

（1）根据市场信息，产品Ⅰ的销售量有下降的趋势，故考虑产品I的产量不大于产
品Ⅱ。

（2）超过计划供应的原材料，需要高价采购，这就使成本增加。
（3）应尽可能充分利用设备，但不希望加班。

（4）应尽可能达到并超过计划利润指标56万元。
这样在考虑产品决策时，便成为多目标决策问题。目标规划方法是解决这类决策问

题的方法之一。下面引人与建立目标规划数学模型有关的概念。
1）正、负偏遵变量

设f（i=1，2，⋯，）为第i个目标函数，它的正偏差变量df=max{f-d2，0|表示决策值

超过目标值的部分，负偏差变量d;=-min{;-d;，0|表示决策值未达到目标值的部分，这
里 d表示f的目标值。因决策值不可能既超过目标值同时又未达到目标值，即恒有dx

d,=0。
2）绝对（刚性）约東和目标约束

绝对约束是指必须严格满足的等式约束和不等式约束，如线性规划问题的所有约束
条件，不能满足这些约束条件的解称为非可行解，所以它们是硬约束。目标约束是目标规
划特有的，可把约束右端项看作要追求的目标值。在达到此目标值时允许发生正或负偏
差，因此在这些约束中加人正、负偏差变量，它们是软约束。线性规划问题的目标函数，在
给定目标值和加人正、负偏差变量后可变换为目标约束。例如，例16.2的目标函数z=

8z，+10z，可变换为目标约束&x，+10x2+d-di=56。
3）优先因子（优先等级）与权系教

一个规划问题常常有若干个目标。但决策者在要求达到这些目标时，是有主次或轻重
缓急的。凡要求第一位达到的目标赋于忧先因子P，次位的目标赋于优先因子P。，⋯，并
规定P，≥P时，，k=1，2，，⋯，g。表示P、比PI有更大的优先权。以此类推，在区别具有相
同优先因子的两个目标的差别时，可分别赋于它们不同的权系数，这些都由决策者依

具体情况面定。
4）目桥规划的目标函数

目标规划的目标函数（准则函数）是按各目标约束的正、负偏差变量和赋于相应的优

先因子而构造的。当每一目标值确定后，决策者的要求是尽可能缩小偏离目标值。因此

目标规划的目标函数只能是所有偏差变量的加权和。其基本形式有三种。
（1）第i个目标要求恰好达到目标值，即正、负偏差变量都要尽可能地小，这时

min w;d;tw"d;。
（2）第∶个目标要求不超过目标值，即允许达不到目标值，就是正偏差变量要尽可能

地小，这时
mino wd2.

（3}第i个目标要求超过目标值，即超过量不限，但必须是负偏差变量要尽可能地
小，这时
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min测『d『.

对每＿个具体目标规划问题,可根据决策者的要求和赋于各目标的优先因子来构造

目标函数,以下用例子说明。

例16·3例16.2的决策者在原材料供应受严格限制的基础上考虑’首先是产品Ⅱ

的产量不低于产品I的产量;其次是充分利用设备有效台时,不加班;再次是利润额不小
于56万元°求决策方案。

解按决策者所要求的’分别赋于这三个曰标的优先因子为Pl ’P2’P3。这问题的数
学模型是

minPl〃↑＋P2（〃5＋鳃）十P3α5,

肪l-卯2＋dI-α『＝0’

赃l＋2则2＋dIˉ‘古＝1〔

3绷』＋10“2＋d】ˉdj二

γ, ˉ卯＾ˉd了ˉd寸≥0

S.t°
’

56’

j＝1’2,3.

2·目标规划的-般数学模型

设吗（j＝1’2’…’n）是目标规划的决策变量’共有m个约束是刚性约束,可能是

等式约束’也可能是不等式约束。设有′个柔性目标约束’其目标约束的偏差为d『’

α『（t＝1’2’…’′）°设有q个优先级别,分别为P1 ’P2’…’Pq°在同-个优先级P废
中’有不同的权重’分别记为峨’测厩（j≡1’2’…’′）。因此目标规划模型的＿般数学
表达式为

9 ′

minz＝∑P赡（∑测胸＋测测） ’
k＝1 i＝l

｛

（＝,≥）b』, t＝1’…,咖’

’
′

●
′

●●●

●
〃

∑
’

］ˉ
ˉ

●
■
∏
凹

’

∩
凹
°
【

‘ˉ
ˉ

＋
·
〖

α
＝
◆
】
◆ （16.7）S°t· ｜

＝1’2,…’∏’

’ i＝1,2’…’′.

吟≥0’ j

fˉ〃≥（

｝
（
｝
′
｜

建立目标规划的数学模型时’需要确定目标值、优先等级、权系数等’它们都具有一定

的主观性和模糊性’可以用专家评定法给以量化°

16·2.2求解巨标规戈‖的序贯算法

序贯算法是求解目标规划的—种早期算法’其核心是根据优先级的先后次序’将曰标

规划问题分解成一系列的单目标规划问题,然后再依次求解。

下面介绍求解目标规划的序贯算法°对于k＝1’2,…’q’求解单目标规划

minz＝∑（测府d厂＋测庶d广）’ （16·8）
t＝1
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min w2d..
对每一个具体目标规划问题，可根据决策者的要求和赋于各目标的优先因子来构造

目标函数，以下用例子说明。
例16.3 例16.2的决策者在原材料供应受严格限制的基础上考虑，首先是产品Ⅱ
的产量不低于产品Ⅰ的产量;其次是充分利用设备有效台时，不加班;再次是利润额不小

于56万元。求决策方案。
解 按决策者所要求的，分别赋于这三个目标的优先因子为P，P。，P。这问题的数

学模型是
min Pd+P, (d+d)+P,d4;,

2x;r,≤11,
×-*+d;-dj=0,

s.t，{1，+2za+42-d节=10，
8z+10x,+45-d3=56,

【即1，2，d;，4≥0，i=1，2，3.
2.目标规划的一般数学摸型

设?j=1，2，⋯，n）是目标规划的决策变量，共有 m个约束是刚性约束，可能是
等式约束，也可能是不等式约束。设有i个柔性目标约束，其目标约束的偏差为d，
d《i=1，2，⋯，b）。设有g个优先级别，分别为P，P2，⋯，P。在同一个优先级P。
中，有不同的权重，分别记为初t，v（i=1，2，⋯，i）。因此目标规划模型的一般数学

表达式为

吟沁昌兴：：喜”心
尔 三，≤（-，≥》， ⋯，

乙 cw,+d-d=d;,i= 12⋯,, (16.7)s.t
z,≥0,j=1,2,⋯,,

4;,d?≥0,i=1,2,⋯,l.
建立目标规划的数学模型时，需要确定目标值、优先等级、权系数等，它们都具有一定

的主观性和模糊性，可以用专家评定法给以量化。

16.2.2 求解目标规划的序贸算法

序贯算法是求解目标规划的一种早期算法，其核心是根据优先级的先后次序，将目标
规划问题分解成一系列的单目标规划问题，然后再依次求解。

下面介绍求解目标规划的序贯算法。对于k=1，2，⋯，，g，求解单目标规划

min=（心id'+w站d4） (16.8)
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其最优目标值为zf’当k＝1时’约束条件式（16.9）中的第3个约束为空约束°当内＝q

时’z;所对应的解x＊＝［鳃′’卵j’…’喀］T为目标规划的解。
注16.2也可能求解到k＝〃＜9时’解集就为空集,说明第k＊个目标是无法实现的°
例16.4某企业生产甲、乙两种产品’需要用到A’B,C三种设备’关于产品的赢利与

使用设备的工时及限制如表16.3所示.问该企业应如何安排生产’才能达到下列目标°

表16.3企业生产的有关数据

-
——Ⅲ■■■■■■
■■■■■

设备的生产能力／h

12

16

15

A／（h／件）

B／（h／件）

C／（h／件）

赢利／（元／件）

（1）力求使利润指标不低于1500元°

（2）考虑到市场需求’甲、乙两种产品的产量比应尽量保持1:2°

（3）设备A为贵重设备,严格禁止超时使用°

（4）设备C可以适当加班’但要控制;设备B既要求充分利用’又尽可能不加班。在
重要性上’设备B是设备C的3倍。

建立相应的目标规划模型并求解。

解设备A是刚性约束’其余是柔性约束。首先’最重要的指标是企业的利润,因

此’将它的优先级列为第一级;其次’甲、乙两种产品的产量保持1:2的比例’列为第二级;
再次,设备C’B的工作时间要有所控制’列为第三级。在第三级中’设备B的重要性是设

备C的3倍’因此,它们的权重不一样’设备B前的系数是设备C前系数的3倍。设生产

甲乙两种产品的件数分别为卯l ’匆2’相应的目标规划模型为

minz＝P｜d『＋P2（‘j＋dI）＋P3（3dj＋3d可＋dj）’

l＋2卯2≤12’

0狐!＋300卯2＋d『ˉd↑＝1500,

lˉ匆2Mi-‘1＝0’

lM;ˉ鳃＝16’

2＋dJˉ（jj＝15’

’鳃2’Ⅲ『’ij≥0’j≡1’2’3’4.

S.t
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2.a4,≤(=,≥)b,t=1,,m,

Cc5 *d-d'=d,i=12,,L,
(16.9)g.L (w;d4＋w;4')≤',3=1,2,⋯,k-1,

声曾宁“中了。
d7,4≥0,i=1,2,⋯,.

其最优目标值为z，当k=1时，约束条件式（16.9）中的第3个约束为空约束。当k=g
时，z。所对应的解x*=【xt，z2，，⋯，x°】为目标规划的解。

注16.2 也可能求解到k=?'<g 时，解集就为空集，说明第k"个目标是无法实现的。
例16.4 某企业生产甲、乙两种产品，需要用到A，B、C三种设备，关于产品的赢利与
使用设备的工时及限制如表16.3所示。问该企业应如何安排生产，才能达到下列目标。

表 16.3 企业生产的有关数据
晶 Z 设备的生产能力/h

2e 12A/（th件） ” 164B/（b/件） 50 15C/（k/件）
300200赢利/（元/件）

（1）力求使利润指标不低于1500元。
（2）考虑到市场需求，甲、乙两种产品的产量比应尽量保持1∶2。

（3）设备A为贵重设备，严格禁止超时使用。
（4）设备C可以适当加班，但要控制;设备B既要求充分利用，又尽可能不加班。在

重要性上，设备B是设备C的3倍。
建立相应的目标规划模型并求解。

解 设备A是刚性约束，其余是柔性约束。首先，最重要的指标是企业的利润，因
此，将它的优先级列为第一级;其次，甲、乙两种产品的产量保持1;2的比例，列为第二级;
再次，设备C、B的工作时间要有所控制，列为第三级。在第三级中，设备B的重要性是设
备C的3倍，因此，它们的权重不一样，设备B前的系数是设备C前系数的3倍。设生产

甲乙两种产品的件数分别为x，??相应的目标规划模型为
min z=F,d+P,(d2+d2)+P,(3d3+3d52+di),

2×,+2xz≤12,
200x,+300xz,+d-d*= 1500

2x,-r+d52-d4'=0,s.t. 4x;+di-43=16,
5+dg-d,=15,

民??，d≥0，汇=1，2，3，4.
487



序贯算法中每个单目标问题都是＿个线性规划问题,可以使用Madab软件进行
求解。

求第一级目标’即求解如下线性规划:

mjnd『’

『＝1500’200匆l＋300卯2＋创『ˉ

2mlˉ“2＋diˉd艺≡〔

4匆l＋dI＿dj＝16’

5勿2＋Ⅲ『ˉ〃j＝15’

陋, ˉ卯＾ˉd了ˉ〃≥0

S.t°

1,2’3’4

求得目标函数的最优值αI＝0’即第—级偏差为0°

求第二级目标’即求解如下线性规划:

minαi＋‘I’

｝≡1500’200”l＋300卯2＋‘丁ˉ

2匆lˉ鳃2MIˉdi＝〔

枷l＋d5—dj＝16’

5卯2＋d可ˉdj＝15’

『, ＾％＾ˉ〃了ˉ〃≥0＿

S°t。

1’2’3’4’

仙·＝（

求得目标函数的最优值为0’即第二级的偏差仍为0°

求第三级目标’即求解如下线性规划:

mjn3dj＋3d5＋d茹’

1＋2卯2≤12’

枷l＋300”2＋‘『-dt＝1500’

lˉ”2＋d页ˉ〃1≡0’

l＋《j5～dj＝16’

2MJˉdj＝15’

’嘶2’‘『’（j了≥0’j＝1’2’3’4,

＝0’di＋d页＝0.

S°t.

｜

求得目标函数的最优值为29’即第三级偏差为29。

分析计算结果’鳃l＝2’勿2＝4’d↑＝100’因此’目标规划的满意解为x＊＝［2’4］’最优利
润为1600°

计算的Mat1ab程序如下:

c1c′c1e己r

x＝◎pt1mv己r（『x‖′2′!L◎werB◎und｜ ′0）′
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序贯算法中每个单目标问题都是一个线性规划问题，可以使用 Marlab 软件进行

求解。
求第一级目标，即求解如下线性规划;

min d;,
2x;+2x ≤12,

200x,+300z+d,-d{= 1500
2x,-*2+42-4'=0,

B.L. 4x+dj-d' =16
5x,+dj-4;=15,

[i,*2,d;,d≥20,i=1,2,3,4.
求得目标函数的最优值d;=0，即第一级偏差为0。

求第二级目标，即求解如下线性规划∶
min 2+d2,

2x,+262≤12,
20x,+300x2+d7-d'=1500,

2x -w2+d2-42=0,
4x,+2-d3=16,st.
5x。+d2-d2=15,

所1，为a，d，4;≥0，i=1，2，3，4，
(4,=0.

求得目标函数的最优值为0，即第二级的偏差仍为0。
求第三级目标，即求解如下线性规划;

min 3d'+3dy+d;,
[2x,+2,≤12,

200x,+300x;+d7-?= 1500,
2x1-xz+d2-42=0,

8.t. {4z,+d3-d3=16,
5x2+dz-d]=15,

z,,2,d,d;≥0,i=1,2,3,4,
d,=0,d2+dz=0.

求得目标函数的最优值为29，即第三级偏差为 29。

分析计算结果，zx;=2，x，=4，武=100，因此，目标规划的满意解为x'=【2，4】，最优利
润为1600

计算的 Matlab程序如下;

clc, clear
X=optimvar ('x',2,'LowerBound',0);
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dp＝◎pt1mvar（!dp!′4′｜L◎werB◎und!′0）;

dm＝◎p亡imv己r（『dm0′4／L◎werB◎und｜ ′0）;

p＝◎ptjmpr◎b1em（｜Objec仁1veSense｜′｜m1n｜）′

p。C◎ns亡r己土n七s·◎◎n1＝2＊su∏l（x）＜＝12′

c◎n2≡［200＊x（1〉＋300＊x（2）＋dm（1）＝dp（1）＝＝1500

2＊x（1）-x（2）＋dm（2）ˉdp（2）≡＝0

4＊x（1）＋d∏l（3）＝dP（3）＝＝16

5＊x（2）＋dm（4）ˉdP（4）＝≡15］′

p·C◎ns℃r己土n仁s·c◎n2＝c◎n2;

g◎己1＝100000＊◎nes（3′1）′

m◎bj＝［dm（1）′dp（2）＋dm（2）;3＊dp（3）＋3＊dm（3）＋dp（4）］》

f◎rj＝1:3

p。C◎ns亡r己土n亡s。c◎ns3＝［m◎hj＜＝g◎己1］;

p.Ohjectjve＝m○bj（土）;

［sx′fva1］≡s◎1ve（P）;

fpr土n七f（‖第啥d级目标计算结果如下:＼n｜′土）

fv己1′xx≡sx·x′sd∏l＝sx。dm′sdP＝sx.dP

g◎己1（j）＝fv己1;

end

例16·5某计算机公司生产三种型号的笔记本电脑A、B、C°这三种笔记本电脑需

要在复杂的装配线上生产’生产1台A、B｀C型号的笔记本电脑分别需要5h、8h｀12h。公

司装配线正常的生产时间是每月1700h°公司营业部门估计A、B｀C三种笔记本电脑的利

润分别是每台1000元、1驯0元、2520元’而公司预测这个月生产的笔记本电脑能够全部

售出°公司经理考虑以下目标

第-目标:充分利用正常的生产能力’避免开工不足。

第二目标:优先满足老客户的需求’A、B、C三种型号的电脑分别为50台、50台、80

台’同时根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子°

第三目标:限制装配线加班时间’最好不要超过200h。

第四目标:满足各种型号电脑的销售目标’A｀B、C型号分别为100台、120台、100台’

再根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子。

第五目标:装配线的加班时间尽可能少°

请列出相应的目标规划模型,并用matlab软件求解。

解首先建立目标约束°

1）装配线正常生产

设生产A、B、C型号的电脑分别为“』 ’卯2,“3（台）’d丁为装配线正常生产时间未利用

数’d｝为装配线加班时间’希望装配线正常生产’避免开工不足’因此装配线目标约
束为

｜二‖里!u…←＂
2）销售目标

优先满足老客户的需求’并根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子’A｀B、C三
489

｜

dp=optimvar('dp',4,'LowerBound',0);
dm=optimvar"'am',4'LowerBound',0);

p=optimproblem(objectiveSense','min';
p,Consraints.con1*2*Bum(x)<=12;

con2=[200*x(1)+300*x(2)+am()-dp(}==150
2*x(1)-x(2)+dm(2)-ap (2)==0

4*x(1)+dm(3-dp 3)==16
5*x(2)+dm(4>-dp(4)= =15];

p，Congtraint总.con2=con2;
goal=100000 * oneg (3,1);

mobj=[dm(1); dp(2)+dm(2);3*dp(3)+3·am(3)+dp(4);
For i=1;3

p.Constraints.cona3= [mobj<=goal];
p.Objective=mobj(i;;
[sx,Eval]=golve p);

fprintf（第???目标计算结果如下;\n'，i）
fval,Xx=sX.x,sdm=gx.dm,sdp=gx.dp

goal(1)=fval;
ed

例16.5 某计算机公司生产三种型号的笔记本电脑 A、B、C。这三种笔记本电脑需

要在复杂的装配线上生产，生产1台A、B、C型号的笔记本电脑分别需要 5h、趾h、12h。公

司装配线正常的生产时间是每月1700b。公司营业部门估计A、B、C三种笔记本电脑的利
淘分别是每台1000元、1440元、2520元，而公司预测这个月生产的笔记本电脑紫够全部

售出。公司经理考虑以下目标
第一目标∶充分利用正常的生产能力，避免开工不足。

第二目标∶优先满足老客户的需求，A、B、C三种型号的电脑分别为50 台、50台、80
台，同时根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子。

第三目标;限制装配线加班时间，最好不要超过200h。
第四目标;满足各种型号电脑的销售目标，A、B、C型号分别为100台、120台、100台，

再根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子。
第五目标∶装配线的加班时间尽可能少。

璃列出相应的目标规划模型，并用 matlab 软件求解。
解 首先建立目标约束。

1）装配线正常生产
设生产A、B、C型号的电脑分别为z，z4，x，（台）），d为装配线正常生产时间未利用

数，d为装配线加斑时间，希望装配线正常生产，避免开工不足，因此装配线目标约
束为

(min'471,
5x,+8xa+12x3+d-di=1700

2）销售目标
优先满足老客户的需求，并根据三种电脑的纯利润分配不同的权因子，A、B、C三
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种型号的电脑每小时的利润分别是毕元半元器
约束为

＝三Q元,因此’老客户的销售目标

删］

类似上面的讨论,得到

;删‖
再考虑-般销售。

3）加班限制

首先是限制装配线加班时间,不允许超过200h’因此得到

｜至‖至」＝u……
其次装配线的加班时间尽可能少’即

｜翼二」＄n…『≡＂
写出目标规划的数学模型

minz＝PldI＋P2（20d5＋18《j5＋2MJ）＋P3d!＋P4（20d;＋18d百＋2M7）＋P5d『’

卵!＋8”2＋12卯3M『ˉ‘t＝1700,

l＋dIˉd1＝50’

2＋d可ˉdj＝50’

3＋d可ˉdj＝80’

l＋d;ˉd茁＝100’

2＋‘;—α;＝120’

3＋d7ˉd｝≡100’

狐l＋8鳃2＋12躯3＋d面-d茵＝1900,

!’”2,d『’d矿≥0,〔＝1’2’…’8.

S.t.

｜

利用Matlab软件求得则l＝100’“2＝55’绷3＝80。装配线生产时间为1900h’满足装配
线加班不超过200h的要求。能够满足老客户的需求’但未能达到销售目标。销售总利

润为

1000×100＋1440×55＋2520×80＝380800（元）.

490
10 140 2520:平元 元、!种型号的电脑每小时的利润分别是 元，因此，老客户的销售目标12、5

约束为
[min{20dz+18dz+21d!,

+d2-d2=50,
+ds-85=50,
r,+dg-d;=80.

再考虑一般销售。类似上面的讨论，得到

fmin20d5+18d8+21d |,

*+z-43=100,
z,+dg-d=120,
x,+4--d'=100.

3）加班限制
首先是限制装配线加班时间，不允许超过200h，因此得到

fminldi,
5x;+8x2+12xy+dg-d'=1900.

其次装配线的加班时间尽可能少，即
上乌：

5x,+8x,+12xy+d~d}=1700.
写出目标规划的数学模型

minz=P,d+P,(20z+18d3+21d)+P,d+Pa(20d+18dg+214)+P,d,
5* +8x2+12*3+di-d出;=1700，

平1+45-42=50，
*;+25-d2=50,
即，+d-d】=80，
你，+d;-4;=100欧配
*,+d-d'=120
*,td-4;=100

5x,+8z+12x,+dg-4g=1900
新;，2，d7，武'≥0，=1，2，⋯，8.

利用Matlab软件求得x，=100，如2=55，xz=80。装配线生产时间为1900h，满足装配
线加班不超过200h的要求。能够满足老客户的需求，但未能达到销售目标。销售总利

润为
1000×100+1440×55+2520×80=380800（元）.
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计算的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r

x＝◎p仁土mv己r（｀x0′3′!L◎werB◎und｜′0）′

dp＝◎p仁1mv己r（｜dp｜′8′｜L◎werB○und｜′0）′

dm＝◎p仁土mv己r（!dm‖′8′!L◎werB◎und｜′0）;

P≡○p亡土mpr◎b1em′ 8默认目标函数最小化

h＝［50′50′80′100′120′100］｜;

c◎n1＝［5＊x（1）＋8＊x（2）＋12＊x（3）＋dm（1）＝dp（1）＝＝1700

x（1:3）＋dm（2:4）＝dp（2:4）＝＝b（1:3）

x（1:3）＋dm（5:7）＝dp（5:7）＝≡b（4:6）

5＊x（1）＋8＊x（2）＋12＊x（3）＋dm（8）＝dP（8）＝＝1900］′

p。C◎ns仁r己1n仁s·c◎n1＝c◎n1;

g◎己1＝100000＊◎nes（5′1）;

m◎bj＝［dm（1）;20＊dm（2）＋18＊dm（3）＋21＊dm（4）;dp（8）

20＊dm（5）＋18＊dm（6）＋21＊dm（7）;dP（1）］;

f◎r1＝1:5

p·C◎ns亡r己土n亡s.c◎ns2＝［m◎bj＜＝g◎己1］;

P.Objec仁1ve＝m◎bj（1）′

［sx′fv己1］＝s◎1ve（p）;

fpmn亡f（｜第老d级目标计算结果如下:＼n｜′1）

fv己1′xx＝sx.x′sdm＝sx·dm′sdp＝sx.dp

g◎己1（j）＝fVa1『

end

c二 ［1000′1440′2520］＊xx 老计算总利润

习题16

16.1试求解多目标线性规划问题

maxzl＝3卯1＋勿2’

maxz2≡匆1＋2勿2’

S·t°

｜

16。2某学校规定’运筹学专业的学生毕业时必须至少学习过两门数学课｀三门运筹学课和两门计

算机课°这些课程的编号、名称｀学分、所属类别和先修课要求如表16.4所示°那么’毕业时学生最少

可以学习这些课程中的哪些课程?

如果某个学生既希望选修课程的数量少’又希望所获得的学分多’他可以选修哪些课程?

491
计算的Matlab程序如下;

clc, clear
x=optimvar ('x',3,'LowerBound',0);

dp=optimvar (ap',8,'LowerBound',0);
dm=optimvar(am',8,'LowverBound',0);

??认目标函数最小化p=optimproblem;
b[50,50,80,100,120,100]';

conl=[5*x()+8*x(2)+12*x3)+im()-dp()==1700
x(1;3)+dm{2:4)-dp (2:4}-=b(1;3)

x(1:3)+dm(5:7)-dp(5:7)==b(4:6)

5*x(1)+8*x((2)+12*x(3)+dm(8)-dp(8)==1900];
p.Constrainta.con1=conl;
goal=10000* ones (5,1);

mobj=【du（1）;20*如m（2）+18*am（3）+21*dm（4）;ap（8）

20*am（5）+1日*dm（6）+21*dm（7）;ap （）】;
for i=1:5

p.Constraints.cos2=[mobj<=goa];
p.Objective=mobj(i);
[sx,fval]=solve (p);

fprintf《'第d级目标计算结果如下∶\n'，i）

fva1,xx=8x.X,sdm=gx,dm,sdp=8X,dp
goal (i)=fval;

ens
c=【1000，1440，2520】*xx 舍计算总利润

习 题 16

16.1 试求解多目标缓性规划问题

maXZ =3x;十z;
max 为=年+272∶
于直肉
宁

s.1 45,
（41，年≥0.

16.2 某学校规定，运筹学专业的学生毕业时必须至少学习过两门数学课、三门运筹学课和两门计

算机课。这卖课程的编号、名称、学分、所属类别和先修课要求如般 16.4所示。那么.毕业时学生最少

可以学习这些课程中的哪些课程?

如果某个些生既希增选修课程的熬量少.又希望所获得的学分多，他可以选修哪些课程?
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表16.4课程情况

课程编号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

选修课要求

微积分’线性代数

计算机编程

微积分’线性代数

计算机编程

应用统计

微积分’线性代数

16·3一个小型的无线电广播台考虑如何最好地安排音乐、新闻和商业节目的时间·依据法律’该

台每天允许广播12h’其中商业节目用以赢利’每分钟可收入250美元’新闻节目每分钟需支出40美元’

音乐节目播放1min的费用为17.50美元°法律规定’正常情况下商业节目只能占广播时问的20％’每

小时至少安排5min新闻节目°问每天的广播节目该如何安排?优先级如下:

p｜ :满足法律规定的要求;

p2:每天的纯收入最大。

试建立该问题的目标规划模型°

16·4某工厂生产两种产品’每件产品I可获利10元’每件产品Ⅱ可获利8元°每生产一件产品

I ’需要3h;每生产一件产品Ⅱ’需要2.5h。每周总的有效时间为120h。若加班生产’则每件产品I的

利润降低1.5元;每件产品Ⅱ的利润降低1元。加班的时问限定每周不超过40h’决策者希望在允许的

工作及加班时问内取得最大利润’试建立该问题的目标规划模型并求解。

16·5某节能灯具厂接到了订购16000套A型和B型节能灯具的订货合同’合同中没有对这两种

灯具各自的数量做要求’但合同要求工厂在一周内完成生产任务并交货。根据该厂的生产能力’一周内

可以利用的生产时间为20000min’可利用的包装时间为36000min。生产和包装一套A型节能灯具均需

要2min;生产和包装一套B型节能灯具分别需要1min和3min。每套A型节能灯具成本为7元’销售价

为15元’即利润为8元;每套B型节能灯具成本为14元’销售价为20元’即利润为6元。厂长首先要求

必须要按合同完成订货任务’并且既不要有不足量’也不要有超过量。其次要求满意的销售额尽量达到

或接近275000元。最后要求在生产总时间和包装总时间上可以有所增加’但超过量尽量地小。同时注

意到增加生产时间要比增加包装时间困难得多°试为该节能灯具厂制订生产计划。
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表 16.4 课程情况

学 分课程 编号 所属类 别课 程名称 选修课要求一 数学缴积分 ？
2 线性代数 数学4el 4最优化方法 微积分，线性代教数学，运筹学
自 觉据结构 敷学，计算机 计算机编程”a 4应用统计 数学，运筹学 微积分，线性代数.6 3计算机模拟 计算机编程计算机，运簿学1 e计算机编程 计算机e尊 运筹学预测理论 应用统计“ 引数学实验 微积分，线性代数运筹学，计算机

16.3 一个小型的无线电广播台考虑如何最好地安排音乐、新闻和商业节目的时间。依据法律，该
台每天允许广播 12h，其中商业节目用以高利，每分钟可收入250 美元，新阐节目每分钟需支出40美元，
音乐节目播放 1ain 的费用为17，50美元。法律规定，正常情况下商业节目只能占广播时间的20??每

小时至少安排 Smin 新闻节目。间每天的广播节目该如何安排?优先级如下∶
P ∶满足法律规定的要求;

P2∶每天的纯收入最大。

试建立该问题的目标规划模型。

16，4 某工厂生产两种产品，每件产品Ⅰ可获利10元，每件产品Ⅱ可获利8元。每生产一件产品
Ⅰ，需要3h;每生产一件产品Ⅱ，膏要2.5h。每周越的有效时间为120h。若加班生产，则每件产品Ⅰ的
利润降低1.5元;每件产品Ⅱ的利润降低1元。加班的时间限定每周不超过40h，决策者希望在允许的

工作及加班时间内取得最大利制，试建立该间题的目标规划模型并求解。

16.5 某节能灯具厂接到了订购16000套A型和 B型节能灯具的订货合同，合筒中没有对这两种

灯具各自的数量做要求，但合同婴求工厂在一周内宪成生产任务并交货。根据该厂的生产能力，一周内
可以利用的生产时间为20000mim，可利用的包装时间为36000min。生产和包装一套A型节能灯具均霄

要2min;生产和包装一套B型节能灯具分别需要1min和3min。每套A型节能灯具成本为了元，销售价

为15元，即利海为8元;每案B型节能灯票崖本为14元，销售份为20元.即利洞为6元。厂长首先真求

必须要按合同完成订货任务，并且既不要有不足置、也不要有超过量。其次要求满意的销售朝尽量达到

或接近275000元。最后要求在生产总时间和包装总时间上可以意所增加，但摇过量层骨地小。同时洗

意到增加生产时间要比增如包装时间困难得多。试为该节能灯具厂制订生产计划。
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附录AMatlab软件入门
＝

A·1Matlab帮助的使用

1°help

he1p e1fun」 老关于基本函数的帮助信息

he1p exp」 老指数函数exp的详细信息

2· lookfOr指令

当要查找具有某种功能但又不知道准确名字的指令时,help的能力就不够了,lookfbr

可以根据用户提供的完整或不完整的关键词,去搜索出—组与之相关的指令°

1◎◎kf◎r 土n亡egr己L」 老查找有关积分的指令

1◎◎kf◎r f◎urjer」 啥查找能进行傅里叶变换的指令

3·超文本格式的“帮助”文件

在Madab中’关于一个函数的“帮助,,信息可以用doc命令以超文本的方式给出,如

d◎c」

d◎c d◎cg

d○c e1gg 老e1g求矩阵的特征值和特征向量

4·pdf“帮助’,文件

可从MathWorks网站上下载有关的pdf“帮助”文件。

A.2数据的输入

1·简单矩阵的输入

（1）要直接输人矩阵时’矩阵＿行中的元素用空格或逗号分隔;矩阵行与行之间用分

号“;”分隔’整个矩阵放在方括号“［ ］”中°

A＝［1′2′3;4′5′6′7′8′9］」

说明:指令执行后,矩阵A被保存在Matlab的工作间中’以备后用。如果用户不用

clear指令清除它’或对它进行重新赋值’那么该矩阵会-直保存在工作间中’直到本次指

令窗关闭为止°

（2）矩阵的分行输人:

A＝［1′2′3

4′5′6

7′8′9］

2·特殊变量

ans 嗜用于结果的默认变量名
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附录 A Matlab 软件入门

A.1 Matlab帮助的使用

1. help
help elfun -J 名关于基本函数的帮助信患

help ex. 名指数面数 exp的详细信良

2.lo0kfor 指令
当要查找具有某种功能但又不知道准确名字的指令时，help 的能力就不够了，lookfor

可以根据用户提供的完整或不完整的关键词，去搜索出一组与之相关的指令。

飞查找有关积分的指令lookfor integral
查找能进行傅里叶变换的指令lookfor fourier.

3.超文本格式的"帮助"文件

在 Matlab 中，关于一个函数的"帮助"信息可以用 do 命令以超文本的方式给出，如
de. 

do doc 
doc eig 号eig 求矩阵的特征值和特征向量

4.pdf"帮助"文件
可从MathWorks 网站上下载有关的 pdf"帮助"文件。

A.2 数据的输入

1.简单矩阵的输入
（1）要直接输人矩阵时，矩阵一行中的元豪用空格或逗号分隔;矩阵行与行之间用分

号";"分隔，整个矩阵放在方括号"】"中。

A=[1,2.3;4,5,6;7.8,9]
说明;指令执行后，矩阵 A 被保存在 Matlab 的工作间中，以备后用。如果用户不用

clear指令清除它，或对它进行重新赋值，那么该矩阵会一直保存在工作间中.直到本次指
令窗关闭为止。

（2）矩阵的分行输入∶
A=[1,2,3
4,5,6
7,8,9]

2.特殊变量
用于结果的默认变量名ans

493



p工 嗜圆周率

eps 堵浮点相对精度

工nf 老无穷大′如1／0

N己N 老不定量′如0／0

j（j） 号土＝j＝√可

n己rg工n 培所用函数的输入变量数目

n己rg◎u七 啥所用函数的输出变量数目

re己1m土n 墙最小可用正实数

re己1m己x 堵最大可用正实数

3.特殊向量和特殊矩阵

1）特殊向蚤

仁＝［0:0.1:10］

啥产生0～10的行向量′元素之问的间隔为0.1

仁＝1土nsp己ce（n1′n2′n）

号产生n1和n2之间线性均匀分布的n个数（默认n时′产生100个数）

亡≡1◎gsp己ce（n1′n2′n） （默认n时′产生50个数）

老在10n1和10n2之间按照对数距离等问距产生n个数

2）特殊矩阵

（1）单位矩阵:

eye（m）

eye（m′n） 老可得到一个可允许的最大单位矩阵而其余处补0

eye（sjze（己）） 老可以得到与矩阵己同样大小的单位矩阵

（2）所有元素为1的矩阵:

◎nes（n） ′◎nes（s土ze（己））′◎nes（m′n）

（3）所有元素为0的矩阵:

zer◎s（n） ′zer◎s（m′n） ·

（4）空矩阵是一个特殊矩阵’这在线性代数中是不存在的。例如

α≡［ ］ 老矩阵q在工作空间之中′但它的大小为0

通过空矩阵的办法可以删除矩阵的行与列。例如

己（:′3）＝［］ 老表示删除矩阵己的第3列

（5）随机数矩阵:

r己nd（m′n）

墙产生m×n矩阵′其中的元素是服从［0′1］上均匀分布的随机数

n◎r∏lrnd（∏［u′sjgma′m′n）

｜

｜

｜

堵产生m×n矩阵′其中的元素是服从均值为mu′标准差为s土gm己的正态分布的随机数

exprnd（mu′m′n）

啥产生m×n矩阵′其中的元素是服从均值为mu的指数分布的随机数

p○jssrnd（mu′m′n）

陷产生m×n矩阵′其中的元素是服从均值为mu的泊松（P◎土ss◎n）分布的随机数
un迁rnd（己′b′m′n）

堵产生m×n矩阵′其中的元素是服从区间［己′b］上均匀分布的随机数
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名圆周率pL

浮点相对精度epB
无穷大，如1/0inf
名不定量，如0/0NaN

鲁i=j=√-T叶”
margin 老所用函数劳输入变量数目

舍所用涵数的输出变量效目nargout
8最小可用正实数realnin
号最大可用正实数realmax

3。特殊向量和特殊矩阵
1）特殊向量
t= [0:0.1:101

8产生0~10的行向量，元素之同的间隔为0.1
t=linspace (nL,n2,n)

t产生nL和n2之阿线性均匀分布的n个数（默认n.时，产生100个般}
t=logspace{n1，n2，n）（默认n时，产生 50个数）
在10"和10"之间按照对数距高等间距产生 n个数

2）特珠矩阵
（1）单位矩阵∶

eye(m)
可得到一个可允许的最大单位矩阵而其余处补0eye m,n) 号

eye（size{但）） 可以得到与矩阵 a同样大小的单位矩阵
（2）所有元素为1的矩阵;

ones {n},ones {alze (a}),ones (m,n)
（3）所有元素为0的矩阵∶

zeroB (n),zeros (m,n).
（4）空矩阵是一个特殊矩阵，这在线性代数中是不存在的。例如

g=【】 ?矩阵q在工作空间之申，，但它的大小为0
通过空矩阵的办法可以删除矩阵的行与列。例如

a(:,3)= [1 【】g表示删除矩阵a的第3 列
（5）随机数矩阵;

rand(m,n)
名产生 m×n矩阵，其中的元素是服从【0，1】上均匀分布的随机数

nornd (mu,8igma,m,n)
号产生 mxn矩阵，其中的元素是服从均值为m，标准差为sigma 的正态分布的随机数

exprnd {ma,m,n)
名产生mxn矩阵，其中的元素是服从均值为mu的指数分布的随机数

pofssrnd (mu,m,n)
?产生mxn矩阵，其中的元素是服从均值为mu的泊检（Poieson）分布的随机数

unifrnd (a,b,m,n)
号 产生mxn矩阵，其中的元豪是服从区间 （a，b】上均匀分布的随机数
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（6）随机置换:

randperm（n）

perms（［1:n］）

老产生1～n的一个随机全排列

啥产生1～n的所有全排列

A·3绘图命令

A.3.1二维绘图命令

二维绘图的基本命令有plot、loglog、semⅡogx、semilogy和polarplot°它们的使用方法

基本相同’其不同特点是在不同的坐标中绘制图形。plot命令使用线性坐标空间绘制图
形;loglog命令在两个对数坐标空间中绘制图形;而semilogx（或semilogy）命令使用z轴
（或y轴）为对数刻度’另外-个轴为线性刻度的坐标空间绘制图形;polarplot使用极坐标
空间绘制图形。

二维绘图命令plot为了适应各种绘图需要’提供了用于控制线色、数据点和线型的3
组基本参数°它的使用格式如下:

p1◎亡（x′y′｜c◎1◎r卫◎土n仁」土nes仁y1e｜）

该命令是绘制y对应x的轨迹的命令。y与x均为向量’且具有相同的元素个数。用

字符串‘colorˉpoint-linestyle’完成上面3个参数的设置°线色（r-red’g-green’bˉblue’w-

white’k-black’mˉmagenta’cˉcyan’yˉyellow）｀数据点（. ’o’x’＋,＊’s’h’d’v’＾’＞’＜’p）与
线型（-’-. ’＝-’ :）都可以根据需要适当选择。

当plot（x’y）中的x和y均为m×n矩阵时’plot命令将绘制n条曲线°
plot（t’［x1’x2,x3］）在同一坐标轴内同时绘制三条曲线°
如果多重曲线对应不同的向量绘制’可使用命令

p1◎亡（t1′x1′℃2′x2′七3′x3）

其中’x1对应t1’x2对应t2等。在这种情况下’t1’t2和t3可以具有不同的元素个

数’但要求x1’x2和x3必须分别与t1’t2和t3具有相同的元素个数。

subplot命令使得在-个屏幕上可以分开显示n个不同的坐标系’且可分别在每-个
坐标系中绘制曲线°其命令格式如下:

SubP1◎亡（r′C′p）

该命令将屏幕分成r×c个子窗口’p表示激活第p个子窗口°窗口的排号是从左到右’自

上而下。

在图形绘制完毕后’执行如下命令可以再在图中加人标题、标号、说明和分格线等°

这些命令有Ude’xlabel’ylabel’text’gtext等。它们的命令格式如下:

亡让1e（T灯T让1e‖）′x1abe1（｜l叮X＝己x1sL己be1‖）′y1己be1（｜l叮Y＝己x土sL己be1‖）′

tex亡（x′Y／Tex仁f◎rann◎仁a亡土◎n‖）′

gtex七（｜Textf◎r己nn◎七己u◎n↑）′grjd

gtext命令是使用鼠标器定位的文字注释命令。当输人命令后’可以在屏幕上得

到一个光标’然后使用鼠标器控制它的位置°单击鼠标左键’即可确定文字设定的

位置°
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（6）随机置换∶
g产生1~n的一个随机全排列randlezm (n)

8产生1~n的所有全排列pezdB ([1:n])

A.3 绘图 命令

A.3.1 二维绘图命令

二维绘图的基本命令有 plot、loglog、semilogx、semilogy 和 polarplot。它们的使用方法
基本相同，其不同特点是在不同的坐标中绘制图形。plot 命令使用线性坐标空间绘制图
形;lglog命令在两个对数坐标空间中绘制图形;而 semilogx（或 eemilogy）命令使用x轴
（或y轴）为对数刻度，另外一个轴为线性刻度的坐标空间绘制图形;polarplot 使用极坐标

空间绘制图形。
二维绘图命令 plot为了适应各种绘图需要，提供了用于控制线色、数据点和线型的3

组基本参数。它的使用格式如下;
plot (x,y,'eolor_paint_l1nestyle'}

该命令是绘制y对应x的轨迹的命令。y与x均为向量，且具有相同的元索个数。用
字符串'oolor_point linestyle'完成上面3个参数的设置。线色（r-red，g-green，bh-blue，w-
white，k-black，m-magenta，c-cyan，y-yellow）、数据点（，0，x，+，*，s，h，d，v，，>，<，p）与

线型（一，-.，--，;）都可以根据需要适当选择。
当plot（x，y）中的x和y均为m×n矩阵时，plo 命令将绘制n条曲线。

plot（t，【x1，x2，x3】）在同一坐标轴内同时绘制三条曲线。
如果多重曲线对应不同的向量绘制，可使用命令

plot (t1,x_,t2,x2,E3,x3)
其中，x1对应t1，2对应 2等。在这种情况下，t，2和忆可以具有不同的元素个

数，但要求x1，x2和x3必须分别与t1，2和 t3具有相同的元素个数。
s山bplot命令使得在一个屏幕上可以分开显示n个不同的坐标系，且可分别在每一个

坐标系中绘制曲线。其命令格式如下;

subplot (r,c,p)
该命令将屏幕分成rxc个子窗口，p表示激活第p个子窗口。窗口的排号是从左到右，自

上而下。
在图形绘制完毕后，执行如下命令可以再在图中加入标题、标号、说明和分格线等。

这些命令有 title，xlabel，ylabel，text，gtext 等。它们的命令格式如下∶

Eitle(My Title'),xlabel《My X-axis Label'),ylabel'My Y-axis Label'),

text (x,y,'Text for annotation'),
gtext ('Text for annotation'),grid

gtext命令是使用鼠标器定位的文字注释命令。当输人命令后，可以在屏幕上得
到一个光标，然后使用鼠标器控制它的位置。单击鼠标左键，即可确定文字设定的

位置。
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holdon是图形保持命令,可以把当前图形保持在屏幕上不变’同时在这个坐标系内

绘制另外＿个图形°hold命令是-个交替转换命令’即执行一次’转变-个状态（相当于
holdon、holdoH）。

A.3.2显函数’符号函数或隐函数的绘图

fPlot（hm,lims）绘制由字符串hm指定函数名的函数在x轴区间为lims＝［xmin’
◎制限被也轴γ则］皿皿γ√∏

●
■
■
＝皿γ皿ⅢⅨ∏ⅢⅨ［＿

＝吕皿］若◎图数函的］虹皿Ⅸ

健≡≡的毗例A·1画火卯）＝

解 （1）使用函数时’编写程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11

［p1◎仁（eAfun1′ ［-3′3］）

func亡j○nY＝Afun1（x）′

y＝（x＋1） .＊（x＜1）＋（1＋1.／x） ·＊（x＞＝1）′

end

注:在新版Matlab中,函数和调用语句可以写在＿个文件中°

（2）这里也可以使用匿名函数’编写程序如下:

Afun2＝6（x） （x＋1）＊ （x＜1）＋（1＋1／x）＊ （x＞＝1）′

fp1◎亡（Afun2′ ［-3′3］）

例A·2画出函数γ＝tan卯的图形。

解fPlot（6（x）tan（x））

fplot也可以绘制参数方程的图形。
2

例A.3画出椭圆绷敷＋昔＝l的图形.
解（1）使用参数方程画图:

xt＝C（t）c◎s（t）′y亡＝0（亡）2＊s土n（亡）′

fP1◎t（x七′y℃）

（2）使用隐函数画图:

fj∏lpUc让（6（x′y）x。＾2＋y·＾2／4＝1）

｜

形图维
一
＿
＿ββ▲

在实际工程计算中’最常用的三维绘图是三维曲线图｀三维网格图和三维表面图3种

基本类型。与此对应’Madab也提供了-些三维基本绘图命令’如三维曲线命令plot3和

fPlot3,三维网格图命令mesh和hnesh’三维表面图命令suIf和fSuIf°其中的fPlot3’fmesh

和企uIf是使用函数进行绘图’比较方便’也容易使用。此外’还有三维隐函数画图命令

hmplicit3。下面给出这些函数的用法示例。

1.三维曲线

plot3（x’y’z）通过描点连线画出曲线’这里x’y’z都是n维向量’分别表示该曲线上
点集的横坐标｀纵坐标｀竖坐标°
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｜

｜

hold on 是图形保持命令，可以把当前图形保持在屏幕上不变，同时在这个坐标系内
绘制另外一个图形。hold 命令是一个交替转换命令，即执行一次，转变一个状态（相当于

hold on、hold off)。

A.3.2 显函数，符号函数或隐函数的绘图

fplot（fun，lims）绘制由字符串 fun 指定函数名的函数在 x轴区间为 lirms=【xmin，
xmex】的菌数图。若lims=【xmin，xmnax，ymin，ymax】，则y轴也被限制。

下。 *<1例A.1 画（x）= ，的图形。；1- t≥1·
解 （1）使用函数时，编写程序如下∶

clc, clear, clo8e all
fplot(8Afun1, [-3,3])
function y=Afun1 (x)r.

y= (x+1).*(x<1)*(+1./x}.·(x>=1);
end

注;在新版 Matlab中，函数和调用语句可以写在一个文件中。
（2）这里也可以使用匿名函数，编写程序如下;
AEun2=@(x)(x+1)*(x<1)+(+1/x)* (x>=1);

fplot (Afun2, [-3,3J)

例A.2 画出函数y=tans 的图形。
解 fplot（@（x）tan（x）}

fplot 也可以绘制参数方程的图形。 2 =1的图形。例A.3 画出椭圆元.2

解 （1）使用参数方程画图∶

xt=@（tyco8 （E）;yt=@（E）2*sin代t）;
fplot (xt,yt)

（2）使用隐函数画图∶

fimplicit( (x,y)x.^2+y,"2/4-1)

A.3.3 三维图形

在实际工程计算中，最常用的三维绘图是三维曲缓图、三维网格图和三维表面图3种

基本类型。与此对应，Matiab 也提供了一些三维基本绘图命令，如三维曲线命令 plot3 和

flot3，三维网格图命令mesh 和 fmeah，三维表面图命令suf 和 fouf。其中的 flot3，fmesh
和 furf 是使用函数进行绘图，比较方便，也容易使用。此外，还有三维隐函数画图命令

fimplicit3。下面给出这些函数的用法示例。
1.三维曲线

plot3（x，y，z）通过描点连线画出曲线，这里x，y，z都是n维向量，分别表示该曲线上
点集的横坐标、纵坐标、竖坐标。
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例A.4在区间［0’10∏］画出参数曲线匆＝Sin（t）’γ＝cos（t）’z＝t。

仁＝0:p土／50:10＊p1;

subp1◎亡（121）′p1◎仁3（s土n（仁） ′c◎s（℃） ′亡）

subp1◎七（122）′fp1◎七3（6（仁〉s土n（七）′@（仁）c○s（℃）′0（七）仁′ ［0′10＊p土］）

2·网格图

命令mesh（x’y’z）画网格曲面°这里x’y’z是三个同维数的数据矩阵’分别表示
数据点的横坐标、纵坐标、竖坐标,命令mesh（x’y’z）将该数据点在空间中描出’并连成

网格°

例A·5绘制二元函数

sin（勿y）
z≡—

则y

的三维网格图°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

x＝-5:0.2:5; ［x′y］＝meshg］rjd（x）′ 8生成网格数据

z＝（s土n（x.＊y）＋eps） .／（x.＊y＋eps）『 墙为避免0／0′分子分母都加eps

subp1◎仁（121）′mesh（x′y′z）

su］op1◎仁（122） ′fmesh（0（x′y）s1n（x.＊y）.／（x.＊y））

3·表面图

命令suIf（x’y’z）画三维表面图’这里x’y’z是三个同维数的数据矩阵,分别表示数据
点的横坐标、纵坐标、竖坐标。

例A·6绘制二元函数

sin（叫）
z＝

勿y

的三维表面图°

c1c′c1e己r′c1◎se己11

x＝＝5:0·2:5; ［x′y］＝meshgmd（x）》

z＝（s土n（x·＊y）＋eps）.／（x·＊y＋ePs）′

suhp1◎七（121）′surf（x′y′z）

subp1◎℃（122）′fsurf（C（x′Y）sjn（x·＊y） .／（x.＊y））

4·旋转曲面

例A·7画出“2＋（y-5）2＝16绕卯轴旋转-周所形成的旋转曲面。

解卯2＋（y＝5）2＝16绕卿轴旋转-周所形成的旋转曲面为

绷2＋（｀／7勇工云霄ˉ5）2＝16’
这里的函数是隐函数’可以直接使用隐函数画图命令fimplicit3画图;还可以先把旋转曲

面化成参数方程:

卯＝4cosu’

y＝（5＋4sinu）cos″’

z＝（5＋4sinu）sim′’

其中α’β巨［0’2∏］’使用命令finesh画图。画图的Matlab程序如下:

c1c′c1e己r′c1◎se己11
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例A.4 在区间【0，10m】画出参数曲线x=sin（t），y=coe（t），z=t。
t=0:p1/50:10*pi;

subplot (121), plot3 (sin {t},cos (t),t}
aubplot（22），fplot3（t〉sint），a（t）cos化}，t）t，【0，10*pi

2.网格图
命令mesh（xy，z）画网格曲面。这里x，y，z是三个同维数的数据矩阵，分别表示
数据点的横坐标、纵坐标、竖坐标，命令meab（x，y，z）将该数据点在空间中描出，并连成

网格。
例A.5 绘制二元函数

asin(zy)z=: 战
的三维网格图。

clc, celear, close all
8生成网格数据x=-5:0,2:5;[x,y]=meahgrid(x);

为避免0/0，分子分母都加epsz= (in(x、 *y)+epg),/(x.*y+eps);
aubplat (121),meeh (x,Y,z)

aubplot(122},Emesh(x,yisin(x.*y)、/(x.*y)}
3、表面图

命令suf（x，y，z）画三维表面图，这里x，y，z是三个同维数的数据矩阵，分别表示数据
点的横坐标、纵坐标、竖坐标。

例A.6 绘制二元函数
_sin(4)z=- y

的三维表面图。
clc, clear, close al1

x=-5;0.2:5;[x,y]=meshgrid x);
z=(8in(x、*y)+eps)./ (x.*y+eps);

subplot (121),Burf (x,y,z)
gubplot (122),fEurE(e (x.y)sintx.*y)./(x.*y)

4.旋转曲面
例A.7 画出x2+（y-5）2=16绕x轴旋转一周所形成的旋转曲面。

解 z2+<y-5）2=16绕x轴旋转一周所形成的旋转曲面为
z2+（√于+-s）*=16，

这里的函数是隐函数，可以直接使用隐函数画图命令 fimplicit3 画图;还可以先把旋转曲
面化成参数方程∶

名=4cosu，
y=(5+4einu)co6y,
z=(5+4sinu)sins,

其中α，βe【0，2r】，使用命令fmesh画图。画图的Matlab程序如下∶

cle, clear, clobe all
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f＝@（x′y′z）x.＾2＋（sαrt（y.＾2＋z·＾2）ˉ5）·＾2＝16

subp1◎仁（121）′且mp1jc让3（f′［ˉ4′4′＝9′9′＝9′9］）

x＝6（u′v）4＊c◎s（u）′

y＝0（u′v） （5＋4＊s土n（u） ） .＊c◎s（v）′

z＝6（u′v） （5＋4＊s土n（u） ） ·＊sin（v）;

subp1◎仁（122）′fsurf（x′y′z）

5·二次曲面图形

Matlab中使用绘图命令fmesh或fSuIf’画显函数或参数方程表示的二次曲面很方便’
或者直接使用hmlicit3画隐函数表示的二次曲面。

例A·8画出下列二次曲面的图形。

（l）单页双曲面耗ˉ吾≡!.
参数方程为

｝ …』≤…针＂
f＝0（x′y′z）x.＾2／4＋y·＾2／10-z·＾2／8一1′

subp1◎七（121）′f土mp1土c让3（f′ ［＝20′20′＝20′20′ˉ15′15］）

x＝0（u′v）2＊c◎sh（v） 。＊c◎s（u）『

y＝0（u′v）sqr七（10）＊c◎sh（v） .＊s土n（u）′

z＝C（u′v）2＊sqr℃（2）＊s1nh（v）′

subP1◎仁（122） ′fmesh（x′y′z′ ［0′2＊p土′-pj′p1］）

（2）双叶双曲面吾ˉ吾＝句.
f＝6（x′y′z）x·＾2／9＝y.＾2／4ˉz.＾2-1;

f土mp11c让3（f）

（3）抛物柱面y2＝卯°

fsurf（C（y′z）y.＾2）
2 2

（4）椭圆锥面÷＋÷≡恿2.
参数方程为

僵静删｝ ˉ晋似苦D≤侧∏
subp1◎亡（121）

且mp1土c让3（e（x′y′z）x.＾2／9＋y·＾2／4＝z。＾2′［-6′6′ˉ4′4′-2′2］）

subp1◎亡（122）′x＝0（s′℃）3＊仁己n（s）·＊c◎s（仁）′

y＝@（s′t）2＊七己n（s）·＊s1n（七）;z≡C（s′仁）仁己n（s）;

fsurf（x′y′z′ ［-1′1′0′2＊p土］）
2 2 2

（5）椭球面÷带÷＋÷二l。

｜

｜
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f =e(x,y,z)x.^2+(3qrt t.^2+z.~2)-5)."2-16
subplot (121),fimplicit3{f,{-4,4,-9,9,-9,9]}

x=@ (u,V)4*cos (u);
y=@ (u,V)(5+4* sin (u)l.* cos ty);
z=8 (u,V)(5+4* gin tu))、*ein{v);

subplot(122),fpur (x,Y,z}
5.二次曲面图形

Matlab 中使用绘图命令 fmesh 或 feurf，画显函数或参数方程表示的二次曲面很方便，
或者直接使用 fimlicit3 画隐函数表示的二次曲面。

例A.8 画出下列二次曲面的图形。 -1。
（1）单页双曲面

10 8
参数方程为

(x= 2coshbCO84

y=√1coshvinu,0≤u≤2π,-0 <p<+*,
可川少命图字

f=留（x，，z）x.^2/4*."2/10-2.^2/8-1;
subpglot(121),Eimplicit3{f,{-20,20,-20,20,-15,15])

x=8 《u,v)2* cOsh {v).*coB (u);
y=8 (u,v)sgrt (L0)*co8h(v).*ain(u);

z=@ (u,v)2* sqrt (2)*sinh (v);
subplot(122),fmeshkx,y,z,[0.2*pi,-pi,pi])

刊“（2）双叶双曲面， ?
9

f=@ kx,y,z}x."2/9-y.^2/4-z,"2-1;
fimplicit3(f)

（3）抛物柱面产=x。
fsurf(8 ty,z)y.~2) " f=。（（4）椭圆锥面 4la

参数方程为
x=3tanC03, am ，0≤0≤2可，y=2tanzugiat, <ueT,仰

z=tn.
subplot (121)

fimplicit3(xy,z)x."2/9+.~2/4-z.2,[-6,6,-4,4,-2,2)}
subplot(122),x=@(s,t)3*tan{).*cos(t);

y=e(,t)2*tan(9).*8int};z=e(s,t)tan[s);
Fsurf(x,Y,2,[-1/1,0.2*pi)) 上c1。“。（5）椭球面 ?

食a 6
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可以直接调用画椭球面的函数ellipsoid直接画图。

subp1◎亡（121）′fimp11c让3（e（x′y′z）x。＾2／9＋y·＾2／4＋z.＾2／6ˉ1）

subp1◎℃（122） ′e11jps◎jd（0′0′0′3′2′sqr亡（6））

（6）马鞍面z＝渺°

fsurf（e（x′y）x·＊y）

（7）椭圆柱面吾苦二』.
subP1◎七（121）′且mp1土c让3（e（x′y′z）x·＾2／9＋y。＾2／4-1）

x＝6（u′v）3＊c◎s（u）′y＝C（u′v）2＊s1n（u）′z＝0（u′v）v′

subp1◎亡（122）′fsu工f（x′y′z）

6·其他曲面图形

例A·9绘制三维网格图或表面图。

（1）绘制如下参数方程的网格图

｝繁｛｛｜窒｛｝｛‖
其中厂＝2＋sin（7s＋5t）,0＜s＜2∏,0＜t＜而。使用a1pha设置网格部分透明°

r＝C（s′亡）2＋sjn（7＊s＋5＊仁）′

x＝C（s′七）r（s′七） 。＊c◎s（s） .＊s土n（七）′

y＝6（s′t）r（s′亡）.＊s土n（s） . ＊s工n（t）;

Z≡c（S′亡）r（S′亡） .＊C◎S（亡）;

fmesh（x′y′z′［0′2＊pj′0′p1］） ′己1ph己（0.8）

（2）绘制如下分段函数的网格图:

帅,’）≡｛删藤｛｝｝! ∏i二;9, ＿5≤γ≤3
fmesh（0（x′y）erf（x）＋c◎s（y） ′ ［-5′0′＝5′5］）′h◎1d◎n

fmesh（巳（x′y）s土n（x）＋c◎s（y）′ ［0′5′一5′5］） ′h◎1d◎ff

（3）使用不同的线型为不同的″值绘制参数方程表示的曲面

僵二删
式中:-5＜皿＜5;一5＜拟＜2。

对于＝5＜似＜＝2’使用绿色虚线绘制曲面边°对于＝2＜o＜2’通过将EdgeColor属性设置

为｜none｜来关闭边°

x＝0（u′v）u。＊sjn（v）′

Y＝6（u′v）ˉu·＊c◎s（v）′z＝0（u′v）v;

fsurf（x′y′z′ ［＝55ˉ5＝2］′｜—『′｜EdgeC◎1◎r｜′‖g｜）;h◎1d◎n

fsurf（x′y′z′ ［＝55-22］′｜EdgeC◎1◎r｜′｜n◎ne′）′h◎1d◎ff
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可以直接调用画椭球面的函数 ellipsoid 直接画图。
subplot（21），fimplicit3（e（x，y，2）x.~2/9村，~2/4+z.~2/6-1）

subplot {122), ellipsoid(0.0,0,3,2,8grt(6)}
（6）马鞍面x=对。

Eaurf(0(x,y)x.*y) '.（7）椭圆柱面? 等斗 矿9 么
aubplot（21），Eimplicit3（旧（x，y，z）x.~2/9+y."2/4-1}
xme(u,v13*cos (u)iy=@fu,v)2*ein(u);Z=8(u,v)v;

subplot (122),Esurf tx,y,z)
6.其他曲面图形

例 A.9 绘制三维网格图或表面图。
（1）绘制如下参数方程的网格图

fx=rcos(s)sin(t),
y=rsin(s)sin(t),

z=rco(t).
其中r=2+sin（78+5t），0<3<2π，0<i<T。使用alpha设置网格部分透明。

工 = 0（8，t）2+sin（7*s＋5*t）;
x= 0{8,t)r(s,t).*coB{B),*sin (t);
y= @{8,t)r(B,E).*gin(3).·8in(t);

z = 0（a，七）r（，t）.*cos（t）;
fmesh(x,y,z,[0,2*pi,0,pi]), alpha{0.8)

（2）绘制如下分段函数的网格图∶
 erf(x)+cos(yr),-5<x<0,Kx p)-[ -5S<y<5.
ein(x)+con(y),0<x<5.

fmesh(e(x,y)erf x}+costy),[-5,0,~5,5])},hold on
fmesh(e(x,y)ein《x)+cos ty),[0,5,-5,5]),hold of

（3）使用不同的线型为不同的s值绘制参数方程表示的曲面
x=8sin(v),

y=-uo（护）， z=v.
式中;-5<u<5;-5<p<2。

对于-5<p<-2，使用绿色虚线绘制曲面边。对于-2<y<2，通过将 EdgeColor属性设置
为'none'来关闭边。

x=e(u,v} u.*Bin(v);
Y= [u,v)-u,*co8 (v);z =@ (u,v)v;

fsurf(x,y,z,[-S5-5-2],'-"',BdgeColor','g);hold on
fgurf(x,y,z,[-55-2 2],'BdgeColor,'none'), hold off
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（4）绘制参数方程表示的曲面

僵脱塞｛:｜｜｜｝（
x＝C（u′v）e×p（-己bs（u）／10） .＊s1n（5＊己bs（v））′

y≡C（u′v）exp（＝己bs（u）／10） 。 ＊c◎s（5＊己bs（v））′

Z＝0（u′V）u′ fsurf（x′y′z）

A.3.4四维数据可视化图形

例A.10Matlab帮助中的＿个例子。

［x′Y′z′v］≡f1◎w′

1s◎surf己ce（x′y′z′v）

例A.11画出″＝卯2γ（z＋1）的示意图°

x＝1:20′y＝1:10;z≡-10:10;

［x′y′z］≡Ⅲeshgnd（x′y′z）′

v＝x。＾2.＊y.＊ （z＋1）′土s◎surf己ce（x′y′z′v）

A.4Matlab在高等数学中应用

A.4。1求极限

Matlab求极限的命令为

11m让（exPr′x′己）

Um让（exPr′己）

1土m让（e》申r）

11m土亡（expr′x′己′ ｜1ef仁｜）

1土m让（exPr′×′己′ ｜r土gh仁｜）

其中:limit（expr’x,a）表示求解其中:limit（expr’x’a）表示求符

｜

｜

号表达式expr关于符号变量x趋近于a时的极限’limit
（expr）求默认变量趋近于0时的极限°

例A.12求下列表达式的极限:

（l）甥罕雾二u;（2）鳃（l刽. ｜
｜
｜
｜
｜
｜

解求得

●

α

巳
＝
ˉ

勿

刽＋］（恤……

c1c′c1e己r′symsx己

b1＝1土m让（（sqr七（1＋x＾2）＝1）／（1＝c◎s（x）））

b2≡1土m让（（1＋己／x）＾x′x′1nf）
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｜

（4）绘制参数方程表示的曲面

x=e'l/1iain(5|pl),
y=e-la/1oos(5ll),

z=u.
x=e(,v) exP(-abetu)/10).*sin(5*abs());
y=8(u,v)ep{-abs ()/10).*coa(5* abs(v));

z=@(u,v)u; Eeurf (x,y,z)

A.3.4 四维数据可视化图形

例 A.10 Matlab帮助中的一个例子。
[X,Y,2,v]= flow;

isosurface (x,y,2,v)
例A.11 画出v=xy（z+1）的示意图。

x=1:20;y=1:10;z=-10:10;
[Xx,y,2]=meshgrid (x,y,2》;

V=x."2、*y.*{亿+1）;isosurfacefx，y，z，v）

A.4 Matlab在高等数学中应用

A.4.1 求极限

Matlab 求极限的命令为

limit expDr, x,a)

LLmt(expr,a)
11mlt {expr)

limit (expr,x,a, '1eft')

limit (expr,x, a,'right')

其中∶limit（expr，x，a）表示求符号表达式expr关于符号变量x趋近于a时的极限，limit
（expr）求默认变量趋近于0时的极限。
例A.12 求下列表达式的极限;

/1+22 (2) (19):(1)limr lim1-cO8
解 求得

礼‘。 a "e.皆1+=1,lim- 刻1-co8k-J
clc,clear,syme x a

b1=limit((sqrt(*x"2>-1)/(1-cos(x)}
b2= limit((+8/x)x, x,inf)
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A.4.2求导数

Matlab的求导数命令为

djff（F）

d1迁（F′v己r）

d土ff（F′n）

d土ff（F′v己r′n）

d土ff（F′v己r1′ . · . ′v己rN）

其中:diH（F）表示求F关于由symvar（F,1）确定的变量的1阶导数;diH（F’var〉求F关于
变量var的1阶导数;diff（F’n）求F关于由symvar（F’1）确定的变量的n阶导数;diH（F’

var’n）求F关于变量var的n阶导数;diff（F’var1’…’varN）求关于变量var1’…’varN
的N阶偏导数。

例A13 （l）求函数γ二ln吾的三阶导数;
（2）求向量α＝［0 0.5 2 4］的＿阶差分°
解求得三阶导数

′儿ˉl糕著｛二
α的＿阶差分为［0.5 15 2］°

c1c′c1e己r′ sYmsx

dy＝d土ff（1◎g（（x＋2）／（1＝x） ） ′x′3）

dy＝s土mp1土fy（dy） 啮对符号函数进行化简

己＝［0′0.5′2′4］′d己＝d土迁（己）

A.4.3求极值

例A.14求函数∧鳃）＝鳃3＋6鳃2＋8卵ˉ1的极值点’并画出函数的图形°

解对帅）求导｀然后令乎～0,解方程则可求得函数帅）的极值点ˉ2圭孪.
c1c′c1e己r′symsx′y＝x＾3＋6＊x＾2＋8＊x-1;

dy＝d1迁（y） ′xx＝s◎1ve（dy） ′ fp1◎亡（y） 老符号函数画图

A·4.4求积分

1·求不定积分

Matlab求符号函数不定积分的命令为

土n亡（exPr）

jn亡（expr′V）

例A.15求不定积分

｜｜÷六二亏血
501

A.4.2 求导数

Matlab的求导数命令为

diff (E)
diff (P,var)
diEE(P,n)

diff(P,var,n)
diEE (F,var1,...,varN)

其中∶dif（F）表示求F关于由 symvar（F，1）确定的变量的1阶导数;di（F，var）求F关于
变量var的1阶导数;diff（F，n）求F关于由 symvar（F，1）确定的变量的n阶导数;d（F，
var，n）求F关于变量var的n阶导数;diff（F，varl⋯⋯，varN）求关于变量var1l⋯.，varN

的N阶偏导数。

的三阶导数;例A.13 （1）求函数 y=ln午二白
（2）求向量a=【0 0.5 2 4】的一阶差分。

解 求得三阶导数
18(z'*z*1)飞”’ ‘心”

a的一阶差分为【0.5 1.5 2】。
clc,clear,sym3 x

dy =diff(log((x+2)/(1-x)),x,3)
名对将号函数进行化简dy =aimplify (dy 

a= [0,0.5,2.4];da=diff (a)

A.4.3 求极值

例A.14 求函数fx）=x>+6x2+8x-1的极值点，并画出函数的图形。 ,2.E。sd/Lz) =0，解方程则可求得函数f（z）的极值点-2±解 对f（z）求导，然后令! 3 dx
clc,clear,syms x,y=x^3+6*x^2+8*x-1;

鲁符号函数画图dy=diff ty); xx=solve(dy),fplot()

A.4.4 求积分

1.求不定积分
Matlab 求符号函数不定积分的命令为

int (expr)
int (expr,V)

例A. 15 求不定积分 人 d.1+√1 /1-x
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解求得｜!÷六≡云毗≡…m（蕴）二√T了ˉ1
symsx′工＝1n℃（1／（1＋sqr亡（1＝x＾2） ））

2·求定积分

（1）求定积分的符号解°

Matlab求符号函数的定积分命令为

土n亡（expr′己′b）

1n亡（e】咀r′v′己′b）

例A·16求定积分
订

厄c°…2咖
∏

解′三co…2毗＝三3
2

symsx′ 工＝jn仁（c◎s（x）＊c◎s（2＊x）′-p1／2′p1／2）

（2）求定积分的数值解°

例A.17求下列积分的数值解

d卯

（l）r”;′愿霄＝丽∏》
（2）Ⅱ｀／Iˉ＝了ˉ＝歹了d.,D＝｛（题′γ） ｜缆2＋γ2≤鳃｝ ;

D

（3）『:等≤舞兰!）d舰,O二｜（露.″） ｜0≤‘≤√『≡了＝W.
d″

解（l）｜!.″;′7二丽丁百≡L439O
（2）把二重积分化成累次积分’得

Ⅱ√Iˉ＝了了d。＝｜｜山｜二√丙置ˉ二了霄叮三O‘023
D

（3）把三重积分化成累次积分’得

z2ln（勿2＋γ2＋z2＋1）J＿「l ］ˉ「√T＝歹〗 「√T＝熏＝了页z2ln（卯2＋γ2＋z2＋1）｀

‖
‖
‖
｜
‖
｜
‖
｜
‖
｜
‖
』
‖
『
↓
｜
｜
｜
‖
［
‖
｜
‖
‖
｜
｜
‖
｜
｜
｜
‖
△
■
〗
‖
‖
‖
〗
‖
｜
｝
｜
』
】
】
〗
〗
‖
‖
‖
『
』
■
】
】
『
卜
‖
‖
‖
『
‖
『
』
■
■
】
〖
〗
‖
〗
‖
｜
■
■
■
■
‖
■
【
■
■
■
·
■
∏
】
□
’
巳
｜
｜
■
〗
『
｜

Ⅲ川绷ˉ＋y斗仆』）曲＝｜M启叮｜《…丫m（露斗γ咐训）山≡Q 卯2＋γ2＋z2＋1 卯2＋γ2＋z2＋1
c1c′c1e己r

工1＝1n七egr己1（0（x）1·／（x. ＊ （x.＾2＝3＊x＋2） .＾（1／3））′2′工nf）

f2＝0（x′y）sqr仁（1＝x。＾2＝y·＾2）′

ymax2＝C（x）sqr仁（x-x.＾2）;ym土n2＝C（x）＝ym己x2（x）′

工2≡土n仁egr己12（f2′0′1′Ym1n2′ymax2）

f3＝0（x′y′z） z·＾2.＊1◎g（x·＾2＋y·＾2＋z·＾2＋1） .／（x·＾2＋y·＾2＋z.＾2＋1）′

y∏l己x3＝6（x）sqr仁（1ˉx·＾2）;y∏l土n3＝6（x）≡y∏l己x3（x）;

zm己x3≡0（x′y）sαr仁（1＝x.＾2一y·＾2）′

工3＝jn℃egra13（f3′＝1′1′ym1n3′y∏l己x3′0′zmax3）
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0.1刀3。

searesin（x）+ √1文～1解 求得 一-dx=:
械，仪

syms x,I=int(/(+sqrt(-x"2)))
2.求定积分

（1）求定积分的符号解。
Matlab 求符号函数的定积分命令为

int (expr, a, b)
int(expr,v,a,b)
例A. 16 求定积分 /。

。coaxcos2xdx.elwe 喜号叫解eie
aymsx，I=int（cos（x）*cos亿2*x），-pi/2，pi/2）

（2）求定积分的数值解。
例A.17 求下列积分的数值解 （0）jx一t' _dx

、-=-Fa，D={（x，7）|1*+产≤对;(2)
中ln（G+r++1a，A=（x，y，）10≤∶<人--了。(3)

“十化十“十”。
dz解 1）; = 1.4396..V-3+

（2）把二重积分化成累次积分，得
合己心““昏 √1--Fdy=0.6028.一针

（3）把三重积分化成累次积分，得
a zin(xty+2+1)fin(d+y+2+1) -货：dm= &= 0.13.dxe它+2+1 乱；飞；”十”礼十化 e

clc, clear
I1 = integral（{x）1./保.（x.^2-3*x+2）.仅/3）），2，inf）

f2÷8(x,y]sqrt (1-x.^2-y.^2);

ymax2=自（x）8qrt（x-x.^2）;ymein2=e（x）-ymax2 （x|;

I2 =integral2 {f2,0,1,ymin2,ymax2}
f=ex，，z）z，~2、*1og（x.~2号.~2+.~2+1）、/（x."2+y."2+z.~2+1）;

ymax3=6x]sqzt(1-x.~2); ymin3=@(x)-ymax3(x);
zmax3=e（x，y）8qrt任-x."2-y.^2};

I3=integral3 {f3,-1,1,ymin3,ymax3,0,2max3)
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A.4.5级数求利

Matlab级数求和的命令为

r＝symsum（eXpr′v′己′b）

其中:expr为级数的通项表达式;v为求和变量;a和b分别为求和变量的起始点和终
止点。

例A.18求如下级数的和:

切 1

（1）二罕; （2）∑丁.n≡l∏

解（1）兰2!l二1二3;
厕＝1 2n

（2）二÷二吾
c1c′c1e己r′ symsn

f1＝（2＊n＝1）／2＾n》s1＝symsum（f1′n′1′土nf）

f2＝1／n＾2′s2＝symsum（f2′n′1′土nf）

A.SMatlab在线性代数中的应用

A.5·1向量组的线性相关｜｜生

求列向量组A的一个最大线性无关组可用命令rref（A）将A化成行最简形’其中单

位向量对应的列向量即为最大线性无关组所含向量,其他列向量的坐标即为其对应向量
用最大线性无关组线性表示的系数。

例A。19求下列矩阵列向量组的一个最大无关组°

｜A＝

解记矩阵A的五个列向量依次为αl ’α2’α3’α4’α5’则αl’α2’α4是列向量组的-个

最大无关组。且有

1 2 16 1 1

α3＝丁αl＋丁α2’α5＝丁αlˉ百α2ˉ丁α4.

a≡sym（［1′-2′-1′0′2;-2′4′2′6′-6′2′-1′0′2′3;3′3′3′3′4］）;

b＝rref（己） 老化成行最简形

｛jj｝｜…卜｜』j｜例A。20设A＝［αl’α2,α3］≡

是R3的-个基’并把bl ’b2用这个基线性表示°

,验证αl ’α2,α3

503
A.4.5 级数求和

Matlab 级数求和的命令为
r =symsum lexDr,V,a,b)

其中∶expr为级数的通项表达式;v为求和变量;a和b分别为求和变量的起始点和终
止点。

例A.18 求如下级数的和∶
2n ~-1 少已响它” 下 2"

2n -1,解 （1）∶ =3;2°-1(2) "e
clc,clear, syns n

f1={2*n-1)/2^n;s1=symsum(f1,n,1,inf)
f2=1/n"2;32=Bymsum(f2,n,1.,inf)

A，5 Matlab 在线性代数中的应用

A.5.1 向重组的线性相关性
求列向量组 A的一个最大线性无关组可用命令mef（A）将A化成行最简形，其中单
位向最对应的列向量即为最大线性无关组所含向量，其他列向量的坐标即为其对应向量

用最大线性无关组线性表示的系数。
例A.19 求下列矩阵列向量组的一个最大无关组。

志沁
多
4

解 记矩阵A的五个列向量依次为α;，α，αy，α，α;，则α，a2，α。是列向量组的一个
最大无关组。且有 1.-[ 16。 -eV乎“ 刃飞’",Q= 501-3叫‘晶 3‘

a=sym([1,-2,-1,0,2;-2,4.2,6,-6;,-1.0,233,3.3,3,4];
鲁 化成行最简形b=rref (a) 了曼占己心心 4

，验证a;，2-2，12，
乙置。

是R3的一个基，并把b，b2用这个基线性表示。
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解求得矩阵［A’B］的行最简形为

｜‖ ｛ ｛郸｜
说明…·』是R』的＿个基,且有b尸÷·厂÷°厂°’,6尸÷α!附丁°』.

2

己＝sym（［2′2′＝1′2′-1′2;＝1′2′2］）′

b＝sym（［1′4′0′3;-4′2］）′c≡rref（［己′］o］）

A·5.2齐灰线性方程组

在Matlab中’函数null用来求解零空间’即AX＝0的解空间’实际上是求出解空间的
-组基（基础解系）°格式如下:

z＝nu11（A）

当A为数值矩阵时’返回值z的列向量为方程组的正交规范基’满足ZTZ＝E。当A为
符号矩阵时’z的列向量为方程组的符号基础解系°
例A.21求方程组的通解

｝ 登
解求得基础解系为

［2’ˉ2’1’0］T’［5／3’ˉ4／3’0,1］T.

通解为片l［2’-2’1’0］T＋k2［5／3’ˉ4／3’0’1］T’八l ’k2巨R。
己≡sym（［1′2′2′1′2′1′＝2′＝2′1′ˉ1′ˉ4′＝3］）′

b＝nuU（己） 啥求符号基础解系
□
』
】
】
【
】
日
‖
‖
‖
‖
■
■
』
■
·
『
（
■
■
■
■
】
■
】
‖
‖
‖
‖

A.5.3非齐灰线性万程组

Matlab中解非齐次线性方程组可以使用‘‘＼”。虽然表面上只是＿个简单的符号’但
是它的内部却包含许多自适应算法,如对超定方程（无解）用最小二乘法,对欠定方程（多
解）给出范数最小的-个解。

另外’求解欠定方程组（多解）可以使用求矩阵A的行最简形命令ITef（A）’求出所有
的基础解系。

例A.22求超定方程组

的数值解。

解求得最小二乘解为匆＝［3.0403’1.2418］T°
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｜

｜

｜

｜
｜
｜

解 求得矩阵【A，B】的行最简形为
1 0 0 2 8:

2/3]0 0 92 四上亏世己加说明a;，42，西是R2的一个基，且有b1= 比501"
a=sym((2,2,-1;2,-1,2;-1,2,2];

b=sym([1,4;0,3;-4,2];c=rref ([a,b])

A.5.2 齐次线性方程组

在 Matlab中，函数null用来求解零空间，即 Ar=0的解空间，实际上是求出解空间的
一组基（基础解系）。格式如下∶

2=mul1{A)
当A为数值矩阵时，返回值z的列向量为方程组的正交规范基，满足zz=E。当A为

符号矩阵时，z 的列向量为方程组的符号基础解系。
例A.21 求方程组的通解

[x1+2x2+2xy+。=0,
2?x2-2xs-2,=0,
*i-*2-4z;~3x,=0.

解 求得基础解系为
【2，-2，1，0】下，【5/3，-4/3，0，1】T.
通解为k;【2，-21，0】"+，【5/3，-4/3，0，1】，k，k eR。

a=sym([,2,2.1;2,1,-2,-2;1,-1,-4,-31;
b=nul1(a)  求符号基础解系

A.5.3 非齐次线性方程组

Maulab 中解非齐次线性方程组可以使用"\"。虽然表面上只是一个简单的符号，但
是它的内部却包含许多自适应算法，如对超定方程（无解）用最小二乘法，对欠定方程（多

解）给出范数最小的一个解。
另外，求解欠定方程组（多解）可以使用求矩阵A的行最简形命令meof（A），求出所有

的基础解系。
例A.22 求超定方程组

2*+4x2=11,
3x,-5z2=3,
*+2n=6, 2,*z,=7

的数值解。
解 求得最小二乘解为x=【3.0403，1.2418】"。

504



己＝［2′4》3′一5;1′2;2′1］′

b＝［11;3;6;7］;s≡己＼］o

上面解超定方程组的“＼,’可以用伪逆命令pinv代替’且pinv的使用范围比‘‘＼,,更加

广泛’pinv也给出最小二乘解或最小范数解。只有a列满秩时,才能使用命令a＼b’否则
只能使用命令pinv（a）＊b°

例A·23求下列方程组的最小二乘符号解°

1
解求得最小二乘解为

17 13 2

则l＝了’“2＝ˉ了’卯3＝ˉ—3

a≡sym（［1′1′0;1′0′1『1′1′1『1′2′-1］）;

b＝sYm（［1;2;0;＝1］）′x＝p土nv（己）＊b

例A.叫求解方程组

‖｜王 α
解求得增广矩阵的行最简形为

‖｝｝子｝｛;｜
故方程组有解’得到等价的方程组

仁二
因而方程组的通解为

｜ ｝｜｜ ｜ ’k1’k2匡R
己＝sym（［1′ˉ1′-1′1′0;1′＝1′1′＝3′1;1′一1′＝2′3′＝1／2］）′

b＝rref（己） 老求增广矩阵的行最简形

A.5.4相似矩阵及二灰型
≡＝

例A·25求-个正交变换x＝″’把二次型

505
a=[2.4:3,-5;1,2;2,1];
b■[l1;3;6;7];s*a\b

上面解超定方程组的"\"可以用伪逆命令 piny 代替，且 pim 的使用范围比"\"更加
广泛，pinv也给出最小二乘解或最小范数解。只有 a列满秩时，才能使用命令a\b，否则

只能使用命令 pinv（a）* b。
例A.23 求下列方程组的最小二乘符号解。
x1+z,=1.
言直“少。

前1+2+*=0，
π,+2-*,=-1.

解 求得最小二乘解为 13 2,=- 3·6
专!， “凸人

a=sym(f1,0;,0,11,1,1;1,2,-1]);
b=sym([;2;0;-1]);x=pinv(a)*b

例 A，24 求解方程组
f*，-好2-xz+x。=0，
《*-*2+x3-3x,=1,

(r1-w2-2x;+3x.=-1/2.
解 求得增广矩阵的行最简形为 ∶母 

”
故方程组有解，得到等价的方程组 i号，

宁身心
因而方程组的通解为 A自-县倒一-

a=sym([,-1,-1,1,0;,-1,1,-3,1;l,-1,-2,3,-1/2]);
舍求增广矩阵的行最筒形b=Fref (a]

A. 5.4 相似矩阵及二次型

例A.25 求一个正交变换x=Py，把二次型
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f＝2匆l“2＋2卯1匆3ˉ2鳃l卯4-2卯2“3＋2卯2卯4＋2勿3卯4

化为标准形°

解二次型的矩阵为

‖ ｜A＝

求得正交矩阵

佰
＿
β
俯
＿
β
佰
～
〕

徊
—
∑
徊
～
∑
β

］
—
∑
】
～
∑
］
～
∑

何
了
何
～
β
何
＿
β
何
＿
∑

P＝
’

1
■■■■■■■■‖■

2
0 0

做正交变换’把二次型／化为标准型g＝ˉ3y衬;＋y;＋γ;。
A≡sym（［0′1′1′ˉ1′1′0′-1′1′1′≡1′0′1;ˉ1′1′1′0］）′

［P1′D］＝e土g（A） 啥把矩阵进行相似对角化

P2二◎rth（P1） 墙把矩阵正交规范化

例A.26判别二次型户2匆↑＋枷;＋5绷;ˉ咖l“2的正定性°

解二次型／对应矩阵的特征值都是正的’所以／是正定的°
己＝ ［2＝20′＝240『005］;

b＝e1g（己） 老求矩阵己的特征值

土f己11（b＞0）

fpmn仁f（｜二次型正定＼n｜）

e1se

fprjn七f（｜二次型非正定＼n｜）

end

A·6数据处理

A·6·1Matlab中的默认数据文件Ⅲat文件

例A·27 把Matlab工作空间中的数据矩阵a’b’c保存到数据文件dataA

27.mat中°

s己ved己t己A27·m己t 己b c

注:Mat1ab中的默认数据文件mat文件可以省略后缀名°

例A·28把例A。27生成的dataA27·mat中的所有数据加载到Madab工作空间中。
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f=26街+2x*-2x-2n1*+2ra*+2r3驾

化为标准形。
解 二次型的矩阵为 志

求得正交矩阵 elele eleql飞钩。
寻’ e|e tsyl一l 二乞 一艺P= 看言-l 。fo
八

0e 0e
做正交变换，把二次型f化为标准型g=-3y十+y2+y3+y2。
A=sym（【0，11，-1;，0，-1，1注，-1，0，;-1，1，1，0;

[P1,D]=eig(A) 号把矩阵进行相似对角化
P2=orth(PL) 把矩阵正交舰范化

例A.26 判别二次型f=2x3+4好z+5z-4xz，的正定性。
解 二次型/对应矩阵的特征值都是正的，所以f是正定的。

a =[2-20;-2 40;005];
b =eig(a) 号求矩阵a的特征值

if al1 (b>0)
fprintf（'二次型正定\n'}

elae
fprintf（二次型非正定\n'）

end

A.6 数据处 理

A，6.1 Matlab 中的默认数据文件mat 文件

例A.27 把 Matlab 工作空间中的数据矩阵 a，b，c保存到数据文件 dataA

27.mat中。
Bave dataA_27.Tat a b b c

注∶Matlab中的默认数据文件mat 文件可以省略后缀名。
例A.28 把例A.27生成的 dataA_27.mat 中的所有数据加载到 Matab 工作空间中。
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1◎己d（｜d己亡aA-27.m己亡｜）

A.6·2纯文本文件

可以把word文档中整行整列的数据粘贴到纯文本文件’然后调人Madab工作空间°

例A·29把纯文本文件dataA29.txt加载到工作空间°

己＝1◎己d（｜d己七己A＝29·亡xt｜）;

或者

b＝re己dm己七nx（‖d己七己A＝29·亡x仁｜）;

例A·30使用writematrix命令把矩阵b保存到纯文本文件dataA一30.txt。

b＝r己nd土（［0′10］′3） 老生成3阶随机整数矩阵

wr让ema仁r1x（b′｜da仁己A～30上x七｜）

例A.31生成服从标准正态分布随机数的100×200矩阵’再保存到Excel文件

dataA31.xlsx°

c1c′c1e己r′己≡n◎rmrnd（0′1′100′200）;

wr让ema七r土x（己′ ｜d己七己Aˉ31·x1sx｜）

A·6.3ExCel文件

例A·32把一个5×10矩阵写到Excel文件dataA一32.x1sx表单Sheet2中B2开始的

域中°

a＝r己nd（5′10）;w己rn土ng（｜◎ff↑）

wr土仁e∏l己亡mx（己′ ′d己亡己A32.x1sx0′ ｜Shee亡′′2′ ｜R己nge｜′ ｜B2｜）

例A.33把例A.32生成的Excel文件dataA-32.xlsx中表单Sheet2的域‘‘C3:F6’’中

的数据赋给b。

h≡readm己仁r1x（0d己仁己A-32·x1sx‖／Shee仁‖′2／R己nge‖′℃3:F6!）

A·6·4字符串数据

例A.34统计下列五行字符串中字符a’c’g’t出现的频数°

1. aggcacggaaaaacgggaataacggaggaggacttggcacggcattacacggagg

2. cggaggacaaacgggatggcggtattggaggtggcggactgttcgggga

3. gggacggatacggattctggccacggacggaaaggaggacacggcggacataca

4. atggataacggaaacaaaccagacaaacttcggtagaaatacagaagctta

5. cggctggcggacaacggactggcggattccaaaaacggaggaggcggacggaggc

解把上述五行复制到一个纯文本数据文件dataA-34ˉ1.txt中’编写如下程序:

c1c′c1e己r′f＝f◎Pen（｜d己仁aA乌4」·七x仁｜）′1＝1;

Wh土1e（～fe◎f（f））

d≡fge仁1（f）′己＝sum（d＝≡97）》c＝sum（d＝＝99）;

g＝sum（d＝＝103）;亡＝sum（d＝＝116）′

n＝sum（d＞＝97＆d＜＝122）;墙检验26个小写字符的个数

s（土′:）＝［己′c′g′亡′n′己＋c＋g＋亡］′

土＝土＋1′
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load tdataA_27,mat')

A.6.2 纯文本文件

可以把 word 文档中整行整列的数据粘贴到纯文本文件，然后调入 Matlab 工作空间。
例A.29 把纯文本文件 dataA_29.txt加载到工作空间。

a=load {'dataN_29.txt');
或者

b=readmatrix("dataA_29.xt');

例A.30 使用witematrix命令把矩阵b保存到纯文本文件 dataA_30.brt。

b=randi {[0,10],3) 8生成 3阶随机整数矩阵
writematrix(b,'dataA_30.txt')

例A.31 生成服从标准正态分布随机数的100×200 矩阵，再保存到 Excel 文件
dataA31. lkx。

clc,clear, a=nornrnd {0,1,100,200};
writematrix(a,'dataA_31.Xxlsx')

A.6.3 Excel文件

例A.32 把一个5×10矩阵写到 Excel文件 dataA_32.x对x表单 Sheet2中 B2开始的
域中。

a=rand (5,10); warning(off')
writematrix(a,'dataA.32,xlgx','Sheet',2,'Range','B2')

例A.33 把例A.32生成的Excel文件 dataA_32.xsx中表单 Sheet2的城"C3;F6"中
的数据赋给b。

b=zeadnatrix'datan_32,xlgx','Sheet',2,'Range','C3:P6')

A.6.4 字符串数据

例 A.34 统计下列五行字符串中字符a，心c，g，t出现的频数。
1aggcacggnAaaaCgggantaACgg电gg年ggacttgcacggcatAcaCggAgg

2. cgg电ggAcaaCggBatggCgtatgg8gggEgBactgttegBg
3.其gaCgataCggattctECcacggCga8名部油ggBC部CggscggacataCa

4. atggataaggAAACaAAccagaC&aActtcgg调gaataCAggct

5. CggctggCggBcaaCgeactggCggatccaAnACgggggCggacg84gC
解 把上述五行复制到一个纯文本数据文件 dataA 34_1.bxt中，编写如下程序;

clc, clear,F=fopen 'dataA 341.txt');i=1;
while(~feof (E})

d=fgetl(f);a=gum(d==97);c-sum(==99);
g=aum（d==103）;七=Bum（==116）;

n=8um（d>=97&dk=122）;检验 26个小写字符的个数
s(i,;)=[a,C,g,t,n,a*c+g+t];

i=i+1;
507



end

s′he＝sum（s）

wr让em己七工土x（s′‖d己亡己A乌4ˉ2上x仁｜）

其他的字符串处理命令有shcmp’stIhnd等°

A·6.5图像文件

例A·35把—个比较大的bmp图像文件dataA-35-1.bmp’转化成比较小的jpg文
件’命名成dataA35ˉ2.jpg’并显示°

己＝土mre己d（｜d己t己A＝35ˉ1·n【P!）′subp1◎仁（121）′jmsh◎w（己）

jmwr止e（己′｜d己仁己Aˉ旦52.jPg!）;

suhp1◎亡（122）′土msh◎w（!d己七己A一352.jpg｜ ）

例A·36生成10幅彩色jpg文件’依次命名为A-36-1.jpg’A-36-2.jpg’…’Aˉ36-

10·jpg°

c1c′c1e己r

f◎rj＝1:10

s仁r＝［!A-36二′1n仁2s仁r（1）′｜ .jpg0］′

己（:′:′1）＝rand（500）′己（:′ :′2）＝r己nd（500）＋100′己（:′ : ′3）＝r己nd（500）＋200′

土mwr让e（己′s仁r）′

end

｜

A·6.6数据的批处理

例A·37现有数据文件Aˉ37-1.xlsx’Aˉ372.xlsx’…’A-37-5.xlsx’用命令importdata
读人数据。

c1c′c1e己工

∏Ⅳd己七己＝ce11（1′5）′ 老初始化存放各个文件数据的细胞数组

f◎rk≡1:5

且1en己me＝spmn亡f（｜A＝37岛d.x1sx‖′k）; 老构造文件名的格式化字符串

∏Ⅳd己亡己｛k｝＝土mp◎r七d己仁己（且1en己me）′ 老从文件导入数据

end

ce11d1sp（I［Ⅳda℃己） ;显示细胞数组的数据

例A.38现有数据文件A-38」1.xlsx’Aˉ38」2.xlsx’…’A-38」5.xlsx’读人各Excel

文件的第2个表单（Sheet2）的域‘‘A1:C3,’的数据°

c1c′c1e己r′d＝ce11（1′5）′ 老初始化

f◎rk≡1:5

f土1eN己me＝spr土ntf（↑A旦8岛02d.x1sx′′k）′

d｛k｝≡re己dm己亡r土x（且1eN己me′‖Sheet｜ ′2′｜R己nge｜ ′｜A1:C3｜）;

end

ce11djsp（d） 老显示细胞数组的数据

例A·39读人当前目录下所有后缀名为x1sx的Excel文件的数据°

c1c′c1e己r

且＝djr（｜＊.x1sx｜） 啥提出Exce1文件的信息′返回值是结构数组
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｜
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｝
｜

end
S,he =sum (s)

ritematrix(a,'dataA34_2.txt'}
其他的字符串处理命令有 strcmp，8tufind 等。

A.6.5 图像文件

例A.3 把一个比较大的bmp 图像文件 dataA35_1.bmp，转化成比较小的jpg文
件，命名成 dataA35_2. jpg，并显示。

a=imread{'dataA_35_1.bmp');aubplot (121),inshow(a>
irrwrite (a,'dataA 35_2.jpg');

subplot (122},imshow("'dataA_35_2.jpg')
例A.36 生成10幅彩色jpg文件，依次命名为A_36_1.jpg，A_36_2.jpg，⋯，A36_

10 jg。
clc, clear
for i=1:10

str= [A_36_,int2gtr{i),'.Jpg'];
at::,1)=rand(500);a(:,,2)=rand500)+100;a{:;,3)=rand(500)+200;

immrite(a,str);
end

A.6.6 数据的批处理

例A.37 现有数据文件A_37_1.xlax，A_37_2. xax，⋯，A_37_5.xdsx，用命令impordata
读人数据。

cle, clear
初始化存放各个文件数据的细胞数埋mydata=cel1(1,5);

for k=1:5
filaname=sprintF{A37_8d.xlsx'，k）; $构造文件名的格式化字符串

告从文件导入数据mydata{k}=importdata(filename};

台nd
·鲁显示细胞数组的数据celldiap {mydata)

例A.38 现有数据文件A_38_01.xlx，A_38_02.xlax，⋯，A38_05.xlsx，读入各Excel
文件的第2个表单（Sheet2）的域"A1∶C3"的数据。

号 初始化clc, clear, d=cell (1,5);
for k=1:5

fileName=sprintf {'A_38_6 02d.xLsx',k};

d{k]=reacmatrix(EileName,'sheet',2,'Range','A1;C3');

ed
celldisp (d) 8显示细胞数组的数据

例A.39 读入当前目录下所有后缀名为xlsx 的 Excel文件的数据。
clc, clear

提出 Exccel文件的馆息，返回值是结构数组fi=dir{*.xlsx')
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墙计算Exce1文件的个数n＝1eng℃h（且）′

d＝ce11（1′n）′ 老初始化

f○rk＝1:n

d｛k｝＝土Inp◎r仁d己℃己（fj（k） .naIne） ;

end

ce11djsP（d） 墙显示细胞数组的数据

A·6·7肘间序歹‖数据

例A·40时间序列数据的处理°

C1C′C1e己r

rng（‖shuff1e0） 墙根据当前时间为随机数生成器提供种子
堵生成服从标准正态分布的伪随机数己≡r己ndn（6′1）′

］O＝［七◎d己y:亡◎d己y＋5］｜ 嗜从今天到后面5天

c≡d己℃e℃土me（b′｜C◎nver仁Fr◎m｜ ′｜d己亡enum｜）

T＝己工r己y2亡jme亡己b1e（己′‖R○wT土mes｜′c） 墙生成时间序列数据
老将第3个数据变为缺失值N己NT.己（3）＝N己N′

newT＝且11m1ss1ng（T′‖11ne己r｜） 啥用线性插值填补时问序列中的缺失数据

d己仁a＝亡己］O1e2己rray（newT） 老时问序列数据转成普通数据

A.6.8曰期利时间

Matlab曰期和时间的函数有datenum’now’clock’date’calendar’eomday’weekday’adˉ

dtodate’etime等,这里就不一-说明各个函数的用法了’下面举一个小例子说明有关函数
的使用°

例A·41统计1601年1月到2000年12月’每月的13曰分别出现在星期曰｀星期

＿、星期二’……’星期六的频数’并画出对应的柱状图°

注:Matlab中weekday的1对应‘‘星期曰”’2对应“星期一’’ ’……’7对应“星期六”。
解所画出的柱状图见图A. 1’Madab程序如下:

｝
图A.1频数分布的柱状图

c1c′c1e己r′c＝zer◎s（1′7）′

f◎ry＝1601:2000
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号计算 Bxcel文件的个散n=length{f1);

号初始化d=ce11 (1,m);
for k=1:n

d征}=importdata（Fi（k）.name）;
end

8显示细胞数组的数据celldisp(d)

A.6.7 时间序列数据

例A.40 时间序列数据的处理。
clc, clear

8根据当前时间为随机数生成器提供种子rng 'ehuffle')
$生成服从标准正态分布的伪随机数a=randn (6,1);

8从今天到后面5天b=[today:today+5 J'
c =datetime (b,'"ConvertFrom','datenum')

T"array2timetable （a，'RowTimes'，c） 名生成时间序列数据
;将第3个数据变为缺失值NaNJT.a(3)=NaN;

鲁用 级性插值填补时问序列中的颌失数据newI=f11lmnisging (r,'linear')
8时间序列敷据转成普通数据data=table2array (newP)

A.6.8 日期和时间
Matlab日期和时间的函数有 datenum，now，clock，date，calendar，eomday，weekday，ad-
dtodate，etime 等，这里就不—一说明各个函数的用法了，下面举一个小例子说明有关函数

的使用。
例A.41 统计1601年1月到2000年 12 月，每月的13日分别出现在星期日、星期

一、星期二，⋯⋯，星期六的频数，并画出对应的柱状图。
注;Matlab中weekday的1对应"星期日"，2对应"星期一"⋯⋯，7对应"星期六"。

解 所画出的柱状图见图 A.1，Matlab程序如下;

690 嘎
688
687
6B6
685 葱密艺家
680 SuMTuw SA

眼A.1 须数分布的柱状图

clc, clear, c=zeros (1,7);
for y=1601:2000
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f○rm＝1:12.

d＝d己亡e℃土me（y′m′13）′

w＝weekd己y（d）》

C（w）≡C（w）＋1′

end

end

C′b己r（C） 老显示频数并画出频数的柱状图

己x土s（［08680690］）

1土ne（［0′8］′ ［4800／7′4800／7］′｜1jnew土d仁h｜ ′4′｜c◎1◎r｜ ′′k｜）

se亡（gc己／x口ck1abe1｜′｛｜Su｜′‖M｜′｜Tu｜′｜W｜ ′!Th｜／F｜／S己｜｝）

A.6.9视频文件

Matlab除了支持各种图像文件的读写等操作’还支持视频文件的相应处理。实际上’
视频文件本质上是由多帧具有一定大小｀顺序、格式的图像组成的’只是＿般的图像是静

止的’而视频可以将多帧静止的图像进行连续显示’从而达到动态效果。

例A。42读取一个视频文件test.avi’并把视频中的每＿帧保存成jpg文件°
c1c′c1e己r

◎b≡Vjde◎Re己der（‖亡es亡.己vj‖） 老读取视频文件对象

n＝◎］o.NuⅢFr己mes′ 8获取视频的总帧数

f◎r土＝1:n

己＝read（◎］O′土）; 老读取视频对象的第土帧

土msh◎w（己） 嗜显示第1帧图像

s℃r＝［｜p土c＼!′土n亡2s七r（j）′｜ .jpg｜］′ 忌构造文件名的字符串′目录pjc要提前建好

土mwr让e（己′s七r）′ 老把第土帧保存到jpg文件

end

拓展阅读材料

薛定宇’陈阳泉.高等应用数学问题的MAILAB求解.北京:清华大学出版社’2004.
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form=1L:12
d=datetime ty,m,13)

w=weekday (d):
c(w)=c tw)+1;

end
end

c. bar ((c) 象显示频数并画出频教的柱状图
axis([0 8680 690])

line([0,8],[[4800/7,4800/7],'linewidth',4,'tcolor','k'
set(gca,'xticklabel',('Su','M','Tu','W,'Th','p','sa')

A.6.9 视频文件

Matlab 除了支持各种图像文件的读写等操作，还支持视频文件的相应处理。实际上，
视频文件本质上是由多具有一定大小、顺序、格式的图像组成的，只是一般的图像是静

止的，而视频可以将多帧静止的图像进行连续显示，从而达到动态效果。
例A.42 读取一个视频文件 test.avi，并把视频中的每一帧保存成jpg 文件。

cle,clear
ob=VideaReader(test.avi') 8读取视频文件对象

n =ob.NumFrareB; ，获取视频的总帧数
for i=1:n

a=read(ob,1); 号读取视频对象的第i帧
imghow (a) 8显示第 1帧图像

str=[pic\',1nt2atr(),'.jpg'l; 告构造文件名的字符串，目录pic要提前建好
舍把第i帧保存到jpg文件inrwrite(a,atr);

end
拓展阅读材料

薛定宇，陈阳桌.高等应用数学问题的 MATLAB 求解、北京∶清华大学出版社，2004.
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附录B Lingo软件的使用

B.1 Lingo软件的基本语法

B·L1鬃台

集合部分的语法为

se七s:

集合名称1／成员列表1／:属性1-1′属性1ˉ2′..》属性1」1′

集合名称2／成员列表2／:属性2」′属性2-2′..》属性2卫2》

派生集合名称（集合名称1′集合名称2） :属性3」′..》属性3-n3;

endse七s

例B·1

se亡s:

pr◎duc仁／AB／;

m己ch土ne／MN／;

week／1· °2／′

a11◎wed（pr◎duc七′m己ch土ne′week） :x;

endse仁s

B·1·2数据

数据部分的语法为

d己亡a:

属性1＝数据列表;

属性2＝数据列表;

enddat己

B·1.3数据计算段

数据计算段部分不能含有变量’必须是已知数据的运算。

C己1C:

b＝0′

己＝a＋1;

endc己1c

B.1。4变量的初始化

变量初始化主要用于非线性问题赋初始值°
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附录 B Lingo软件的使用

B.1 Lingo 软件的基本语法

B.1.1 集合

集合部分的语法为

8etg;
集合名称1/成员列表1/∶属性11，属性12，⋯属性1_n1;
集合名称2/成员列表2/∶耦性21，黑性2_2，⋯属性2_n2;

派生集合名称（集合名称1，集合名称2）∶属性31，⋯属性3.n3;

enigeB
例B.1

曲南行圆叶
product/A B/;
machine /M N/;
week/1..2/;

allowed fprcduct,meachine,week):x;

endsetg

B.1.2 数据

数据部分的语法为

dat我∶
属性1-数据列表;

属性2=数据列表;

enddate
B.1.3 数据计算段

数据计算段部分不能含有变量，必须是已知数据的运算。

calg;
b=0;

a=a+1;
endcalc

B，1.4 变量的初始化

变量初始化主要用于非线性问题赋初始值。
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例B·2

1n土仁:

X′Y＝0′ 。1′

end1nj亡

Y＝01◎g（X）;

X＾2＋Y＾2＜＝1′

好的初始点会减少模型的求解时间。

B。1.5模型的巨标函数利约束条件

这里就不具体介绍’而是通过下面具体例子给出。

B.1·6实0寸数据处理

例B·3

d己亡己:

土n七eres亡孪己℃e′土n且己七土◎nr己七e＝ 。085 ?;

endda亡己

注:（1）Lingo中是不区分大小写字符的°

（2）Lingo中数据部分不能使用分式’例如数据部分不能使用1／3。

（3）Lingo中的注释是使用“!’’弓｜导的。

（4）Ljngo中默认所有的变量都是非负的。

（5）Lingo中矩阵数据是逐行存储的’Matlab中数据是逐列存储的。

｜

数函●冗
活

∏
●
≡
■
旦几∑●∏

B·2·1算术运算符

＾乘方

＊乘

／除

＋ 加

ˉ 减

B.2.2逻辑运算符

在Lingo中’逻辑运算符主要用于集循环函数的条件表达式中’来控制在函数中哪些

集成员被包含’哪些被排斥°在创建稀疏集时用在成员资格过滤器中°

Lingo具有9种逻辑运算符:
＃not＃否定该操作数的逻辑值’＃not＃是-个-元运算符°

＃eq＃若两个运算数相等’则为true’否则为false。
＃ne＃若两个运算数不相等,则为true’否则为false°
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例B.2
ini:

x,Y=0,.1;
endinit

Y=@log(X);
X~2+Y^2<=1;

好的初始点会减少模型的求解时间。

B.1.5 模型的目标函数和约荣条件

这里就不具体介绍，而是通过下面具体例子给出。

B.1.6 实时数据处理

例B.3
data:

interest_rate,inflation_rate =.085 ?;
enddata

注;（1）Lingo中是不区分大小写字符的。
（2）Lingo 中数据部分不能使用分式，例如数据部分不能使用1/3。

（3）Lingo中的注释是使用"!"引导的。
（4）Lingo 中默认所有的变量都是非负的。

（5）Lingo 中矩阵数据是逐行存储的，Matlab 中数据是逐列存储的。

B.2 Lingo 函数

B.2.1 算术运算符

· 乘方
* 乘
/ 除
+加
减

B.2.2 逻辑运算符

在 Lingo 中，逻辑运算符主要用于集循环函数的条件表达式中，来控制在函数中哪些
集成员被包含，哪些被排斥。在创建稀疏集时用在成员资格过滤器中。

Lingo 具有9种逻辑运算符∶
#hnot# 否定该操作数的逻辑值，#pyot#是一个一元运算符。

#eg# 若两个运算数相等，则为 true，否则为 falese。
#ne# 若两个运算数不相等，则为 true，否则为false。
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＃gt＃ 若左边的运算数严格大于右边的运算数’则为true’否则为false°
＃ge＃若左边的运算数大于或等于右边的运算数’则为tme’否则为false°
＃lt＃ 若左边的运算数严格小于右边的运算数’则为tme’否则为false。

＃le＃ 若左边的运算数小于或等于右边的运算数’则为true’否则为false°

＃and＃仅当两个参数都为tme时’结果为tme,否则为趾se°

＃or＃仅当两个参数都为false时’结果为false’否则为true。

B.2.3关系运算符

在Lingo中’关系运算符主要用在模型中来指定一个表达式的左边是否等于、小于等
于或者大于等于右边’形成模型的-个约束条件°关系运算符与逻辑运算符＃eq＃、＃le＃｀

＃ge＃截然不同’逻辑运算符仅仅判断一个关系是否被满足’满足为真’不满足为假°
Lingo有三种关系运算符:“＝”、“＜＝”和“＞＝”。Lingo中还能用“＜”表示小于等于关

系’“＞,’表示大于等于关系°Lingo并不支持严格小于和严格大于关系运算符。

B.2.4数学函数

Lingo提供了大量的标准数学函数:
@abs（x）返回x的绝对值°

@sin（x）返回x的正弦值’x采用弧度制。

@coS（x）返回x的余弦值。

@tan（x）返回x的正切值。

@exp（x）返回常数e的x次幂。

@log（x）返回x的自然对数。

@lgm（x）返回x的gamma函数的自然对数°

@mod（x’y）返回x除以y的余数°

@sign（x）如果x＜0返回ˉ1;如果x＞0返回1;如果x＝0返回0°

@Ⅱoor（x）返回x的整数部分°当x＞＝0时,返回不超过x的最大整数;当x＜0时’返

回不低于x的最小整数°

@smax（x1’x2’…,xn）返回x1’x2’…’xn中的最大值°

@smin（x1’x2’…,xn）返回x1’x2’…’xn中的最小值。

B.2.5变量界定函数

变量界定函数实现对变量取值范围的附加限制’共4种:

@bin（x）限制x为0或1。

@bnd（L’x’U）限制L≤x≤U。

@fi℃e（x）取消对变量x的默认下界为0的限制,即x可以取任意实数。

@gin（x）限制x为整数。

在默认情况下’Lingo规定变量是非负的’也就是说下界为0’上界为＋四°@1ree取消

了默认的下界为0的限制,使变量也可以取负值°@bnd用于设定-个变量的上下界’它
也可以取消默认下界为0的约束°
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#gt# 若左边的运算数严格大于右边的运算数，则为 true，否则为 false。

#ge# 若左边的运算数大于或等于右边的运算数，则为 trua，否则为 flse。
#lt# 若左边的运算数严格小于右边的运算数，则为true，否则为false。

#le# 若左边的运算数小于或等于右边的运算数，则为 true，否则为 falge。
#and# 仅当两个参数都为true 时，结果为 true，否则为 flse。
#or# 仅当两个参数都为 falae时，结果为 false，否则为true。

B.2.3 关系运算符

在 Lingo中，关系运算符主要用在模型中来指定一个表达式的左边是否等于、小于等
于或者大于等于右边，形成模型的一个约束条件。关系运算符与逻辑运算符#eq#、#e#、

fge#截然不同，逻辑运算符仅仅判断一个关系是否被满足，满足为真，不满足为假。
Lingo有三种关系运算符∶"="、"<="和">="。Lingo中还能用"<"表示小于等于关

系，">"表示大于等于关系。Lingo并不支持严格小于和严格大于关系运算符。

B.2.4 数学函数

Lingo 提供了大量的标准数学函数∶
@ abe（x）返回x的绝对值。

@ sin（x）返回x的正弦值，x采用弧度制。
@cos（x）返回x的余弦值。
@tan（x）返回x的正切值。

@exp（x）返回常数e的x次幂。
@log（x）返回x的自然对数。

@lIgm（x）返回x的 gmma 函数的自然对数。
@ mod（x，y）返回x 除以 y 的余数。

@ sign（x）如果x<0返回-1;如果x>0返回1;如果x=0返回0。
@floor（x）返回x的整数部分。当x>=0时，返回不超过x的最大整数;当x<0时，返

回不低于x的最小整数。
@ amax（x1，x2，⋯，xn）返回x1，x2，⋯，m中的最大值。
@smin（x1，x2，⋯，xn）返回x1，x2，⋯，xn中的最小值。

B.2.5 变量界定函数

变量界定函数实现对变量取值范围的附加限制，共4种;

@ bin（x）限制x为0或1。
②bnd（L，x，U）限制L≤x≤U。

@ fre（x）取消对变量x的默认下界为0的限制，即x可以取任意实数。
@ gin（x）限制x为整数。

在默认情况下，Lingo 规定变量是非负的，也就是说下界为0，上界为+o。@ free 取消
了默认的下界为0的限制，使变量也可以取负值。@ bnd用于设定一个变量的上下界，它

也可以取消默认下界为0的约束。
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B·2·6集循环函数

@for:该函数用来产生对集成员的约束°

@sum:该函数返回遍历指定的集成员的-个表达式的和°

@min和@max:返回指定的集成员的一个表达式的最小值和最大值°

例B.4求向量［5,1’3’4,6,10］前5个数的最小值,后3个数的最大值°
m◎de18

d己七己8

N＝6『

endd己七己

se仁s:

number／1· 。N／:x′

endse亡s

d己亡己:

x＝5134610′

endd己亡己

m土nv＝0mjn（number（工） ｜ 工＃1e＃5:x）;

m己xv＝6m己x（nu∏lher（工） ｜工＃ge＃N-2:x）′

end

B·2。7概率函数

1·@pbn（p,n,x）

二项分布的累积分布函数°当n和（或）x不是整数时’用线性插值法进行计算°

2·@pcx（n,x）

自由度为n的x2分布的累积分布函数°

3·@peb（a,x）

当到达负荷为a’服务系统有x个服务器且允许无穷排队时的Edang繁忙概率°

4·@pel（a,x）

当到达负荷为a’服务系统有x个服务器且不允许排队时的Edang繁忙概率。

5.@pfd（n,d,x）

自由度为n和d的F分布的累积分布函数°

6.@pfS（a,x,c）

当负荷上限为a’顾客数为c’平行服务器数量为x时’有限源的Poisson服务系统的

等待或返修顾客数的期望值。a是顾客数乘以平均服务时间’再除以平均返修时间°当c

和（或）x不是整数时’采用线性插值进行计算°

7·@phg（pop,g,n,x）

超几何（Hypergeometric）分布的累积分布函数。pop表示产品总数’g是正品数°从
所有产品中任意取出n（n≤pop）件。pop、g、n和x都可以是非整数’这时采用线性插值进

行计算。
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B.2.6 集循环函数

@ for;该函数用来产生对集成员的约束。
@ sum;该函数返回遍历指定的集成员的一个表达式的和。

@min 和@max∶返回指定的集成员的一个表达式的最小值和最大值。
例B.4 求向量【5，1，3，4，6，10】前5个数的最小值，后3个数的最大值。

nodel:
data:

N=6;
enaldata
Bet8:

number/1..N/:x;

endsets
data:

x= 5134610;
enddata

minvz8min （number（}|I #le象5∶x）;

maxV=Gmax （number （工）II Nge教 N-2; x）;

end
B.2.7 概率函数

1. ②pbn(p,n,x)
二项分布的累积分布函数。当n和（或）x 不是整数时，用线性插值法进行计算。

2.@pCx(m,x)
自由度为n 的X分布的累积分布函数。

3.@peb(a,x]
当到达负荷为 a，服务系统有x个服务器且允许无穷排队时的 Erlang繁忙概率。

4.@pel(B,x)
当到达负荷为a，服务系统有x个服务器且不允许排队时的 Erlang 繁忙概率。

5.@prid(n,d,,x)
自由度为n和d 的F分布的累积分布函数。

6.@pfs(a,,X,c)
当负荷上限为±，顾客数为c.平行服务器数量为x时，有限源的 Poiegon 服务系统的

等待或返修顾客数的期望值。a是顾客数乘以平均服务时间，再除以平均返修时间。当c

和〈或）x不是整数时，采用线性插值进行计算。

7.@pg(pop,g,n,z}
超几何（Hypergeometric）分布的累积分布函数。pop表示产品总数，g是正品数。从
所有产品中任意取出n（n≤pop）件。popg、n和x都可以是非整数，这时采用线性插值进

行计算。
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8·@ppl（a,x）

Poisson分布的线性损失函数’即返回max（0’zˉx）的期望值,其中随机变量z服从均

值为a的Poisson分布。

9·@pps（a,x）

均值为a的Poisson分布的累积分布函数。当x不是整数时’采用线性插值进行

计算°

10·@pSl（x）

单位正态线性损失函数’即返回max（0’zˉx）的期望值,其中随机变量z服从标准正

态分布°

11.@psn（x）

标准正态分布的累积分布函数。

12·@ptd（n,x）

自由度为n的t分布的累积分布函数。

13.@qrand（seed）

产生服从（0’1）区间的伪随机数。@qrand只允许在模型的数据部分使甩它将用伪
随机数填满集属性。通常’声明一个m×n的二维表’m表示运行实验的次数’n表示每次

实验所需的随机数的个数。在行内’随机数是独立分布的;在行间,随机数是非常均匀的°

这些随机数是用“分层取样”的方法产生的°

例B·5

m◎de1:

d己亡己:

M＝4;N＝2′seed≡1234567′

endd己t己

se亡s:

r◎ws／1· ·M／′

c◎1s／1· ·N／′

七己b1e（r◎ws′c◎1s） :X;

endse亡s

da亡己:

X＝Cαr己nd（seed）′

endda仁己

end

如果没有为函数指定种子seed’那么Lingo将用系统时间构造种子°

14·@rand（seed）

返回0和1间的伪随机数’依赖于指定的种子seed。典型用法是U（I＋1）＝@rand

（U（I））。注意:如果seed不变’那么产生的随机数也不变°

例B.6利用@rand产生15个标准正态分布的随机数和自由度为2的t分布的随

机数。

m◎de1:

!产生一列正态分布和亡分布的随机数′
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8.②pl(8,,x)
Poisson分布的线性损失函数，即返回 mnex（0，z-x）的期望值，其中随机变量z服从均

值为a 的Poison分布。
9.②pp6(a,x)

均值为a的Poisson 分布的累积分布函数。当x不是整数时，采用线性插值进行
计算。

10。@ps(x)
单位正态线性损失函数，即返回 max（0，z-x）的期望值，其中随机变量z服从标准正

态分布。
11.@psm(x)

标准正态分布的黑积分布函数。
12. @ptd(n,x)

自由度为n的t分布的累积分布函数。
13.@qrand(seed)

产生服从（0，1）区间闻的伪随机数。@ grand 只允许在模型的数据部分使用，它将用伪
随机数填满集属性。通常，声明一个m×n 的二维表，m 表示运行实验的次数，n表示每次
实验所需的随机数的个数。在行内，随机数是独立分布的;在行间，随机数是非常均匀的。

这些随机数是用"分层取样"的方法产生的。

例B，5
model:
data:

M=4;N=2: seed=1234567i
enddaEa
8ets:

rows/..M/;
cols/1..N/;

table (rowB,cols);X;

endsat总

data:
X=Qqrand (seed):

enddata
 end

如果没有为函数指定种子 seed，那么 Lingo 将用系统时间构造种子。
14.,@ rand( seed)

返回0和1间的伪随机数，依赖于指定的种子 seed。典型用法是U（I+1）=@rand
（U（I））。注意∶如果 seed不变，那么产生的随机数也不变。

例B.6 利用@ rand产生15个标准正态分布的随机数和自由度为2的t分布的随
机数。

model:
1产生一列正态分布和t分布的随机数;
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se亡s:

ser1es／1. ·15／:u′zn◎rm′z七;

endse仁s

!第一个均匀分布随机数是任意的;

u（1） ＝6r己nd（.1234）′

!产生其余的均匀分布的随机数;

0f◎r（serjes（工） ｜工＃GT＃1:u（工）≡Cr己nd（u（工ˉ1）））′

Cf◎r（semes（工）:

!正态分布随机数;

Cpsn（zn◎rm（工））＝u（工）;

!和自由度为2的亡分布随机数′

0p亡d（2′z仁（工））≡u（工）′

!zn◎rm和z亡可以是负数;

0free（zn◎工m（工））′0free（z亡（工）））′

end

｜

B·∑.8集操｛乍函数

∏ngo提供了几个函数帮助处理集。

1·@in（set-I1ame,primitive-index-1［,primitive-index2,…］）

如果元素在指定集中’返回1,否则返回0°

例B·7全集为I’B是I的—个子集’C是B的补集。
se℃s:

工／x1· ·x4／:x;

B（工）／x2／:y;

C（工） ｜枷◎t扑01n（B′＆1） :z′

endse仁s

2·@index（［set-name,］primitivesetelement）

该函数返回在集set-name中原始集成员prjmitive set element该函数返凹在集set-name中原始集成员prjmitive set element的索弓｜°如果set-

name被忽略,那么Lingo将返回与primitiveset element匹配的第一个原始集成员的索

弓｜°如果找不到,则产生-个错误。

例B·8如何确定集成员（B’Y）属于派生集S3。
se仁s:

S1／ABC／′

S2／XYZ／;

S3（S1′S2）／AX′AZ′BY′CX／′

endse仁s

L＝6土n（S3′6土ndex（S1′B）′巳土ndex（S2′Y））;

看下面的例子’表明有时为@index指定集是必要的°

例B·9

se仁s:

g1r1s／debb1e′sue′己1jce／》
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8ets:
gerie8/1.15/:u,znorm,zt;

endsetB
1第一个均匀分布随机数是任意的;

u{1)= Qrandt.1234};

!产生其余的均勾分布的随机数;
@for（seriee（）江 养GT带1∶u红）=@rand（u（T-1）}）;

自for（8eries （I）∶
正态分布随机敷;

epsn [znorm {I))=u ();
!和自由度为2的t 分布随机数;

@ptd (2,zt(I))=u(I);

!znorm 和 zt可以是负数;
free(znorm(I));③free(zt());

end

B.2.8 集操作函数

Lingo 提供了几个函数帮助处理集。
1、@fn(set_name,prmitve_tndex_1[,prhmltve_index_2,])

如果元索在指定集中，返回1，否则返回0。
例B.7 全集为I，B是Ⅰ的一个子集，C是B的补集。

aetB:
I/kl..x4/:X;
B(I)/x2/Yy:

C（工）1not=in （B，E1）∶z;
endsets

2. @index{[set_namne,] primitlve_set_element)
该函数返回在集 set_name 中原始集成员 primitive_set_element 的索引。如果 set_
name被忽略，那么 Lingo 将返回与 primitive_set_element 匹配的第一个原始集成员的索

引。如果找不到，则产生一个错误。
例B.8 如何确定集成员（B，Y）属于派生集 S3。

setg:
S1/A BC/:
S2/XY z/;

83(S1,s2)/AX,AZ,BY,CX/;

endsets
L=@in(s3,8index[S1,B),8index(S2,Y))

看下面的例子，表明有时为@index指定集是必要的。

例B.9
sets:

girls/debble,sue,alice/;
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b◎ys／b◎b′j◎e′sue′fred／;

endse亡s

工1＝6土ndex（sue）′

工2＝Cjndex（b◎ys′sue）;

I1的值是2’I2的值是3。建议在使用@index函数时最好指定集°
3.@wrap（index,limit）

该函数返回j＝indexˉk＊limit’其中k是-个整数’取适当值保证j落在区间［1’
hmit］内°该函数在循环、多阶段计划编制中特别有用。

4.@size（set一name）

该函数返回集set-name的成员个数°在模型中明确给出集大小时最好使用该函数。
它的使用使模型更加数据独立’集大小改变时也更易维护。

B.3数学规划模型举例

B3·1数据直接放在Lingo程序

例B·10使用Ijngo软件计算6个产地8个销地的最小费用运输问题°单位商品运
价如表B1所列。

表B.1 单位商品运价表
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

—
＂
—
弱
—
刨
＿
明
—
驯
—
犯
＿
—

解设则旷（j＝1’2’…6却≡1’2’…’8）表示产地A‘运到销地马的量’c『表示产地A‘到
销地B〉的单位运价’吗表示销地E′的需求量’e‘表示产地A!的产量’建立如下线性规划
模型:

6 8

min∑∑c州’
‘＝1 ／＝l

6

蔗三／‖s.t.
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B l
B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

6 2 6 7 4 2 5 9

4 9 5 3 8 5 8 2

5 2 1 9 7 4 3 3

7 6 7 3 9 2 7 1

2 3 9 5 7 2 6 5

5 5 2 2 8 1 4 3

35 37 22 32 41 32 43 38

boys/bob,joe,sue,fred/;
endet8

I1=0index(sue);
I2 =@index(boys,sue);

I1 的值是2，12的值是3。建议在使用@index 函数时最好指定集。
3.@wrap( index,timlt)

该函数返回j=index-k*limit，其中k是一个整数，取适当值保证j落在区间【1，
limit】内。该函数在循环、多阶段计划编制中特别有用。

4. @②stze se_name)
该函数返回集 setnamme 的成员个数。在模型中明确给出集大小时最好使用该函数。

它的使用使模型更加数据独立，集大小改变时也更易维护。

B.3 数学规划模型举例

B.3.1 数据直接放在Lingo 程序

例B.10 使用Lingo 软件计算6个产地8个销地的最小费用运输问题。单位商品运
价如表B.1所列。

表B.1 单位商品运价表 ，。B。，岛。销地 产量单位运价 B。B2多
产继 1 夕，。eA 6 含Q

置售多 奶骨售 55有、“ “3*？9-的 52似 包 ”？e产 oe？？ 43a
计 e？w 占o 4])，包

3夕 .多 52乙差 。A。
2 3843馆量 324335 37

解 设x（i=1，2，⋯6;i=1，2，⋯，8）表示产地A，运到销地B;的量，co表示产地A;到
销地 B;的单位运价，d表示销地B;的需求量，e;表示产地A;的产量，建立如下线性规划

模型∶

min “义

子日处”一口中了匈

8.L  ≤e;求i=1，⋯，6，

zxg≥0,i=1,2,⋯,6;=1,2,⋯,8.
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使用Lingo软件’编制程序如下:
In◎de1:

!6产地8销地运输问题′

se七s:

w己reh◎uses／wh1。 .wh6／:c己p己c让y;

vend◎rs／v1· ·v8／:dem己nd;

1土nks（w己reh◎uses′vend◎rs） :c◎s仁′v◎1ume;

endse仁s

!目标函数;

m土n≡0sum（1jnks:c◎s亡＊v◎1ume）;

!需求约束′

Cf◎r（vend◎rs（J）:6sum（w己reh◎uses（工）:v◎11

!产量约束′

6f◎r（w己reh◎uses（工）:0sum（vend◎rs（□）:v◎11

!下面是数据′

d己t己:

c己p己c让Y＝605551434152; ˉ

dem己nd＝3537223241324338′

c◎s仁＝62674295

49538582

52197433

76739271

23957265

55228143;

endd己亡己

end

v◎1u

v◎1u

me（工′J））＝dem己nd（∏）） ′

me（工′J））＜＝c己p己c让y（I））;

B·3.2使用纯文本文件传递数据

使用Ijngo函数@hle、@text进行纯文本文件数据的输人和输出。
· （

注:执行-次@hle’输人1个记录’记录之间的分隔符为“～’, ／°

例B·11（续例B.10） 通过纯文本文件传递数据。

Lingo程序如下:
m◎de1:

se℃s:

wareh◎uses／Wh1· ·Wh6／:c己pac让y′

vend◎rs／v1° °v8／:dem己nd′

1土nks（w己reh◎uses′vend◎rs） :c◎s亡′v◎1ume′

endse七s

m土n＝0sum（1土nks:c◎s亡＊v◎1ume）;

0f◎r（vend◎rs（∏） :Csum（w己reh◎uses（工）:v◎1ume（工′J））≡dem己nd（J））;

0f◎r（w己reh◎uses（工） :6sum（vend◎rs（∏） :v◎1ume（工′J））＜＝c己p己c让y（I））》

d己仁己:
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使用 Lingo 软件，编制程序如下;

mode1:
!6产地B销地运输问题;

9ets;
warehouges /wh1..wh6/: capaclty;

vendora/v1.,v8/: demand;
links (warehouBes,vendor8): cost,volume;

endeets
!自标函数;

min=6eum (1inks: cost * volume);
!需求约束;

@for(vendors(J):0sum twarehoues(I);volume (I,J))=demand()l;
!I产量约束∶

efor (warehouses(I):sum(vendors (T): volume(,J)]<=capacity(T));
1下面是数据;

data:
c&pacity=60 55 51 43 41 52;

demandx35 37 22 32 41 32 43 38;
coBt=6 2 674 2 9 5
4953.8 582
52197433
767 3 9 271
239 5 7265
5 52 28143;

enddat.a
end

B.3.2 使用纯文本文件传递数据

使用Ling 函数@fle、@ text 进行纯文本文件数据的输入和输出。
注;执行一次@ file，输入1个记录，记录之间的分隔符为"~"。

例B.11（续例B.10} 通过纯文本文件传递数据。
Lingo程序如下∶

model:
set.9:

warehouses/wh1..wh6/: capacity:
vendor8 /v1.,vB /; demnand;

linke (warehou8e,vendors); cost,volume;
endRet名

min=@sum（link各;cO就t*volumne）;

@for (vendorg():sum(warehouseg (I);volune (I,J))=demand(J);
@for fwarehouses():9sum(vendorg(J);volume (,J))<=capacity()l;

at盘;
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caP己c让y＝0f土1e（d己t己B」1.℃x七）′

dem己nd＝0且1e（d己仁己Bˉ11.仁x亡）′

c◎s仁＝0f」1e（d己℃己B」1.tx七）;

endd己℃己

end

其中:纯文本数据文件dataBˉ11.txt中的数据格式如下:

60 55 51 43 41 52～ !〃～″是记录分割符′该第一个记录是产量;

35 37 22 32 41 32 43 38～ !该第二个记录是需求量;

6 2 6 7 4 2 9 5

4 9 5 3 8 5 8 2

5 2 1 9 7 4 3 3

7 6 7 3 9 2 7 1

2 3 9 5 7 2 6 5

5 5 2 2 8 1 4 3 !最后一个记录是单位运价;

B·3.3使用Excel文件传递数据

Lingo通过@OⅢ函数实现与Excel文件传递数据’使用@OLE函数既可以从Excel
文件中导人数据’也能把计算结果写人Excel文件°

@OLE函数只能用在模型的集合定义段、数据段和初始段°从Excel文件中导人数

据的使用格式可以分成以下几种类型:

（1）变量名1’变量名2＝@OⅢ（｜文件名｜’数据块名称1｜’｜数据块名称2｛）;
若变量是初始集合的属性’则对应的数据块应当是一列数据’若变量是二维派生集

合的属性’则对应数据块应当是二维矩形数据区域。@OLE函数无法读取三维数据
区域。

（2）变量名1’变量名2＝@OIE（｜文件名｜’｜数据块名称‖）;
左边的两个变量必须定义在同—个集合中’@OLE的参数仅指定一个数据块名

称’该数据块应当包含类型相同的两列数据’第—列赋值给变量1,第二列赋值给变
量2。

（3）变量名1’变量名2＝@OⅢ（｜文件名!）;
没有指定数据块名称’默认使用Excel文件中与属性同名的数据块°

使用@OLE函数也能把计算结果写人Excel文件’使用格式有以下三种:

（1）@OⅢ（0文件名｜’数据块名称1‖’｜数据块名称2｜）＝变量名1’变量名2;
将两个变量的内容分别写人指定文件的两个预先已经定义了名称的数据块’数据块

的长度（大小）不应小于变量所包含的数据’如果数据块原来有数据’则@OLE写人语句
运行后原来的数据将被新的数据覆盖°

（2）@OⅢ（｜文件名｜’｜数据块名称｜）＝变量名1’变量名2;
两个变量的数据写人同-数据块（不止1列）’先写变量1’变量2写人另外1列。

（3）@OⅢ（｜文件名｜）＝变量名1’变量名2;

不指定数据块的名称’默认使用Excel文件中与变量同名的数据块°

例B.12（续例B.10） 通过Excel文件传递数据。
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capacity=@file(dataB_11,txt);
demand=0file (dataB_11.txt);
cogt=2f1le {dataB 11.txt);

enddata
end

其中;纯文本数据文件 dataB_11.tkt中的数据格式如下;
!"~"是记录分割符，该第一个记录是产量;43 41 52~60 55 51

!该第二个记录是需求量;41 32 43 38~35 37

，6 2 6

，，

7 6 7

2 3 9 2 66
!最后一个记录是单位运价;5 5 2 毕

B.3.3 使用Excel 文件传递数据

Lingo 通过@ OLE 函数实现与 Excal 文件传递数据，使用@ OLE 函数既可以从 Excel
文件中导人数据，也能把计算结果写人Excel文件。

@ OLE 函数只能用在模型的集合定义段、数据段和初始段。从 Excel文件中导入数
据的使用格式可以分成以下几种类型∶

（1）变量名1，变量名2=@ OLE（'文件名'，'数据块名称1'，'数据块名称2'）;
若变量是初始集合的属性，则对应的数据块应当是一列数据，若变量是二维派生集
合的属性，则对应数据块应当是二维矩形数据区域。② 0LE 函数无法读取三维数据

区域。
（2）变量名1，变量名2=@OLE（'文件名'，'数据块名称'）;

左边的两个变量必须定义在同一个集合中，@ 0LE 的参数仅指定一个数据块名
称，该数据块应当包含类型相同的两列数据，第一列赋值给变量1，第二列赋值给变

量2。
（3）变量名1，变量名2=@OLE（'文件名!>;

没有指定数据块名称，默认使用 Excel文件中与属性同名的数据块。
使用@OLE 函数也能把计算结果写人 Excel文件，使用格式有以下三种∶

（1）@OLE（'文件名'，'数据块名称1'，'数据块名称2'）=变量名1，变量名2;
将两个变量的内容分别写人指定文件的两个预先已经定义了名称的数据块，数据块
的长度（大小）不应小于变量所包含的数据，如果数据块原来有数据，则@ OLE 写人语句

运行后原来的数据将被新的数据覆盖。
（2）@QLE（'文件名'，数据块名称'）=变量名1，变量名2;

两个变量的数据写入同一数据块（不止 1列），先写变量1，变量2写入另外1列。
（3）@OLE<'文件名'）=变量名1，变量名2;

不指定数据块的名称，默认使用 Excel文件中与变量同名的数据块。
例B.12（续例B.10） 通过Excel 文件传递数据。

519



Ijngo程序如下:
m◎de1:

se亡s:

w己reh◎uses／wh1. .wh6／:c己p己c让y;

vend◎rs／v1。 .v8／:dem己nd;

1土nks（w己reh◎uses′vend◎rs） :c◎s亡′v○1ume′

endse仁s

mjn≡Csu∏l（1土nks:c◎s亡＊v◎1ume）;

0f◎r（vend◎rs（J） :6sum（w己reh◎uses（工） :v◎1ume（工′J） ）＝dem己nd（J） ）′

6f◎r（w己reh◎uses（工） :Csum（vend◎rs（∏） :v◎1ume（工′J））＜＝c己p己c让y（工））;

d己七己:

c己p己c让y＝0◎1e（.＼d己七己B12.x1sx）′

dem己nd＝C◎1e（.＼d己仁己B」2.x1sx）;

c◎s仁＝6◎1e（.＼d己亡己B12。x1sx）′

0◎1e（·＼d己仁己B斗2·x1sx）＝v◎1ume;

endd己t己

end

注:（1）Excel中数据块的命名’具体做法是先用鼠标选中数据区域’从菜单上选择

“插人’’→“名称”→“定义,,命令,弹出“定义名称”对话框,输人适当的名称,然后单击‘‘确
定,’按钮°

（2）建议把所有的数据文件和程序文件放在同—个目录下’如果运行时找不到要打

开的文件’则应核对文件名是否正确°如果文件名无误’仍然找不到文件’则是由于没有
用Excel打开所操作的数据文件。

（3）在新版OⅡice下’必须指明Excel文件的路径’程序中的‘‘. ’’表示当前路径’必须
指明’否则找不到Excel文件。

B.3·4Lingo与数据库的接□

数据库管理系统（DataBaseManagementSystem,DBMS）用于在数据库建立、运行和维

护时对数据库进行统一控制’以保证数据的完整性｀安全性,并在多用户同时使用数据库

时进行并发控制,在故障发生后对系统进行恢复°它是处理大规模数据的最好工具’许多

部门的业务数据大多保存在数据库中°开放式数据库连接（OpenDataBaseConnecnvity’

ODBC）为DBMS定义了一个标准化接口’其他软件可以通过这个接口访问任何ODBC支

持的数据库°Lingo为Access、dBase｀Excel、FoxPm、Oracle、Paradox、SQLServer和Text

Files安装了驱动程序’能与这些类型的数据库文件交换数据°

Lingo提供的@ODBC函数能够从ODBC数据源导出数据或将计算结果导人ODBC

数据源中°

为了使Lingo模型在运行时能够自动找到ODBC数据源并正确赋值’必须满足以下

三个条件:

（1）将数据源文件在Windows的ODBC数据源管理器中进行注册。

（2）注册的用户数据源名称与Lingo模型的标题相同。
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Lingo程序如下∶

model:
Bet8:

warehouges/wh1..wh6/; capacity;
vendor8/v1.,v8 /;demand;

linkg {warehouses,vendors):cost,volume;
end8et名

m1n=?sum{links∶ cast * volume）;
号for {vendors （）∶3sum（warehouses（）∶volume（，J））=demand（J）l;

2for（warahouse（I）∶尽sum（vendors（）∶ volume（I，J））<=capacity（I））;
data:

capacity=Gole{. \dataB_12.xlsx);
demand=良ole（.\dataB_12.xlsx）;

cost=6ole(.\dataB_12.xlsx);
0ole(.\dataB_12.xlsx}=volume;

enddata
end

注;（1）Excel中数据块的命名，具体做法是先用鼠标选中数据区域，从菜单上选择
"插人"一"名称"→"定义"命令，弹出"定义名称"对活框，输入适当的名称，然后单击"确

定"按钮。
（2）建议把所有的数据文件和程序文件放在同一个目录下，如果运行时找不到要打
开的文件，则应核对文件名是否正确。如果文件名无误，仍然找不到文件.则是由于没有

用 Excel 打开所操作的数据文件。
（3）在新版 Ofice下，必须指明 Excel文件的路径，程序中的"."表示当前路径.必须

指明，否则找不到Excel文件。

B.3.4 Lingo与数据库的接口

数据库管理系统（Data Base Management System，DBMS）用于在数据库建立、运行和维

护时对数据库进行统一控制，以保证数据的完整性、安全性，并在多用户同时使用数据库

时进行并发控制，在故障发生后对系统进行恢复。它是处理大规模数据的最好工具，许多
部门的业务数据大多保存在数据库中。开放式数据库连接（Open Data Bese Corunectivity，
ODBC）为DBMS 定义了一个标准化接口，其他软件可以通过这个接口访问任何 ODBC支

持的数据库。Lingo 为 Acces8、dBase、Excel、FoxPro、Oracle、Paradox、SQL Server 和 Text
Files安装了驱动程序，能与这些类型的数据库文件交换数据。

Lingo 提供的@ODBC函数能够从 ODBC 数据源导出数据或将计算结果导人 ODBC
数据源中。

为了使 Ling 模型在运行时能够自动找到 ODBC 数据源并正确戴值，必须满足以下
三个条件∶

（1）将数据源文件在 Windows 的 ODBC 数据源管理器中进行注册。
（2）注册的用户数据源名称与Lingo模型的标题相同。
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（3）对于模型中的每一条@ODBC语句,数据源文件中存在与之相对应的表项°

B·3·5钢营运输问题的Lingo求解

例B.13用Lingo软件求解第4章的钢管订购和运输问题°

使用Lingo求解时’需要对非线性约束条件（427）进行处理°弓｜进0ˉ1变量

｛左船憋》庐｜,2,…,2′〖＝

把约束条件（4.27）转化为线性约束
15

500′』≤∑鳃,≤叭’′＝1’2’…’7.
j＝1

利用Lingo软件求得总费用的最小值为127.8632亿。Lingo程序如下:
m◎de1:

se亡s:

!n◎des表示节点集合;

n○des／S1′S2′S3′S4′S5′S6′S7′A1′A2′A3′A4′A5′A6′A7′A8′A9′A10′A11′A12′A13′

A14′A15′B1′B2′B3′B4′B5′B6′B7′B8′B9′B10′B11′B12′B13′B14′B15′B16′B17／′

!c1（j′j）表示节点1到j铁路运输的最小运价（万元）′c2（j′j）表示节点1到j公路运输的费
用邻接矩阵′c（土′j）表示节点j到j的最小运价′p己仁h标志最短路径上走过的顶点;

1jnk（n◎des′n◎des） :w′c1′c2′c′p己℃h1′p己亡h′

supp1y／S1· 。S7／:S′P′f′

need／A1. .A15／:b′y′z′ !y表示每一点往左铺的量′z表示往右铺的量′

1inkf（supp1y′need） :cf′X′

endse七s

dat己:

S＝80080010002000200020003000′

P＝160155 155 160 155 150 160′

b＝104′301′750′606′194′205′201′680′480′300′220′210′420′500′0;

p己th1＝0′p己th＝0;w＝0;c2＝0′

!以下是格式化输出计算的中间结果和最终结果′

0tex亡（M土dd1eC◎st.℃x亡）≡0wr让ef◎r（supp1y（土） :0wr让ef◎r（need（j） :0f◎rm己仁（cf

（土′j）′｜6.1f｜ ））′Cnew1土ne（1））′

巳七ex仁（Tr己土n-p己亡h.亡x亡）＝6wr让ef○r（n◎des（1） :0wr让ef◎r（n◎des（j） :0f◎rm己仁

（p己仁h1（j′j）′｜5.0f｜））′6new1jne（1））;

0亡ex七（F土n己1工己仁h.七×亡）≡@wr土仁ef◎r（n◎des（工） :Cwrjtef◎r（n◎des（j） :0f◎rm己仁（p己仁h

（土′j）′｜5.0f｜））′0new1土ne（1））;

@七ex仁（F土n己1Resu1亡·仁x亡）＝ewr止ef◎r（supp1y（1） :0wr让ef○r（need（j） :0f◎〕m己仁

（x（±′j）′｜5.0f!））′0new1土ne（1） ）》

6仁ex仁（F土n己1Resu1亡·七x仁）≡Cwr让e（0newUne（1））′

0亡ex仁（F1n己1Resu1仁·亡xt）＝6wr让ef◎r（need:6f◎rm己仁（y′｜5.0f｜） ）′

e亡ex亡（F土n己1Resu1仁·仁x℃）≡6wr让e（enew1土ne（2））′

e亡ex亡（F土n己1Resu1仁·仁x仁）＝ewr让ef◎r（need:Cf◎rm己七（z′｜5·0f｜） ）′

endd己亡a
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（3）对于模型中的每一条@ODBC语句，数据源文件中存在与之相对应的表项。

B.3.5 钢管运输问题的 Lingo 求解

例B.13 用Lingo软件求解第4 章的钢管订购和运输问题。
使用Lingo 求解时，需要对非线性约束条件（4.27）进行处理。引进0-1变量

1，钢厂i生产， i=12,⋯,.工”
（0，钢厂i不生产，

把约束条件（4.27）转化为线性约束
仍500 勾≤8，=12，⋯.，7.

利用 Lingo 软件求得总费用的最小值为127.8632亿。Lingo 程序如下∶
model:
selS:

!nodes表示节点集合;
nodes /31,$2,s3,S4,S5,S6,37,A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8,A9,A10,A11,A2,A13,

A14,A15,B1,B2,B3,B4,B5,B6,B7,B8,B9,B10,B11,B12,B13.B14,B15,B16,B17;
lIc1（1，）表示节点i到j铁路运辅的最小运价〈万元），c2{i，j表示节点i到j公路运输的费

用邻接矩阵，c（i，j）表示节点1到j的最小运价，path标志最短路径上走过的顶点;
link (nodes, nodes): w,c1,c2,c,path1,path;

supply/81..S7 /:S,P,f;
need/A1..A15/∶b，y，z;ly 表示每一点往左铺的量，z 表示往右铺的量;

linkf (supp1y,need) :cf,X;

endset妇

data:
S=800 600 1000 2000 2000 2000 3000;
P=160155 155 160 155 150 160;

b=104,301,750,606,194,205,201,680,480,300,220,210,420,500,0;
path1=0; path=0; w=0; c2=0;

!以下是格式化输出计算的中间结果和最终结果;
@text (MiddleCost.txt)=8writefor(upply(i);ewritefor (need(j);format {cf

(i,3),'6.1f')),Qnewline(1));
@text（Train_path.txt）=目witefor（nodes（i）;民writefor（nodes（j）∶e format

path1(1,j),"5.0f')},8new1ine (1));
@text (Final_path.txt)=8wricefor(nodea(i):@writefor (nodes《):format path

(.,j),"5.0f')),enewline(1));
安text（FinalResult，txt）=@writefor（supply（i）∶@writefor（need （j）∶8format

(x(1,j),'5.0f')),Qnewline (1));

text (PinalResult.txt)=8write{newline (1)};

Gtext(PinalResult.txt)=0writefor(need:@format (y,5,0f'});
gtext (FinalResult.txt)=ewrite (newline (2));

etext (FinalResult,txct)=ewrritefor (need:0 Eormat(z,'5.0f'));
enddata
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◎己1C:

!输入铁路距离邻接矩阵的上三角元素′

w（1′29）＝20;w（1′30）＝202′w（2′30）＝1200′w（3′31）＝690′w（4′34）＝690′w（5′33）＝462;

w（6′38）＝70;w（7′39）＝30;w（23′25）＝450′w（24′25）＝80》w（25′27）＝1150′w（26′28）＝306;

w（27′30）＝1100;w（28′29）＝195;w（30′31）＝720》w（31′32）＝520;w（32′34）＝170′w（33′34）＝88′

w（34′36）＝160;w（35′36）＝70;w（36′37）≡320′w（37′38）＝160′w（38′39）＝290′

0f◎r（11nk（土′j） :w（j′j） ＝ w（1′ j）＋w（j′土） ）; !输入铁路距离邻接矩阵的下三角元素′

0f◎r（1土nk（j′j） ｜j枷e朴j:w（j′j）＝C土f（w（j′j） ＃eα＃0′20000′w（j′j）））′

!无铁路连接′元素为充分大的数》

!以下就是最短路计算公式（F1◎yd-W己rshaU算法）′

0f◎r（n◎des（k）:0f◎r（n◎des（±） :Cf◎r（n◎des（j） :仁m＝0sm土n（w（土′j）′w（土′k）＋w（k′j））′

p己th1（1′j）＝0土f（w（1′j）＃g仁＃亡m′k′p己仁h1（1′j））′w（1′j）＝亡m）））》

!以下就是按最短路w查找相应运费C1的计算公式『

@f◎r（1土nk｜w＃eq＃0:C1≡0）′

Cf◎r（1土nk｜w扣仁＃0 ＃and＃w＃1e＃300:C1＝20）′

ef◎r（11nk｜w扣仁＃300＃己nd＃w＃1e＃350:C1＝23）′

0f◎r（Unk｜w扣仁＃350＃己nd＃w＃1e＃400:C1＝26）′

0f◎r（11nk｜w＃g七＃400＃己nd＃w＃1e＃450:C1＝29）′

0f◎r（1jnk｜w＃gt＃450＃己nd＃w＃1e＃500:C1＝32）′

Cf◎r（1土nk｜w＃gt＃500＃己nd＃w＃1e＃600:C1＝37）′

0f◎r（1土nk｜w抛七＃600＃and＃w＃1e＃700:C1＝44）′

0f◎r（1jnk｜w＃g七＃700拓nd＃w＃1e＃800:C1＝50）;

Cf◎r（11nk｜w＃gt＃800＃己nd＃w＃1e＃900:C1＝55）;

6f◎r（1jnk｜w＃g七＃900＃己nd＃w＃1e＃1000:C1＝60）;

Cf◎r（1土nk恤抛仁＃1000:C1＝60＋5＊Cf1◎◎r（w／100-10）＋C1f（0m◎d（w′100）＃eα拥′0′5） ）;

!输入公路距离邻接矩阵的上三角元素′

c2（1′14）＝31;c2（6′21）＝110′c2（7′22）＝20′c2（8′9）≡104′c2（9′10）＝301′c2（9′23）＝3′

c2（10′11）＝750;c2（10′24）＝2;c2（11′12）＝606;c2（11′27）＝600′c2（12′13）＝194′c2（12′26）＝10′

c2（13′14）＝205;c2（13′28）＝5′c2（14′15）＝201;c2（14′29）≡10′c2（15′16）＝680′c2（15′30）＝12;

c2（16′17）＝480′c2（16′31）＝42;c2（17′18）＝300′c2（17′32）＝70′c2（18′19）＝220;c2（18′33）＝10′

c2（19′20）＝210;c2（19′35）＝10;c2（20′21）＝420;c2（20′37）＝62;c2（21′22）＝500;c2（21′38）＝30『

c2（22′39）≡20;

0f◎r（1土nk（土′j） :c2（1′j） ＝c2（j′j）＋c2（j′土））;!输入公路距离邻接矩阵的下三角元素;

0f◎r（11nk（j′j） :c2（土′j）＝0.1＊c2（j′j））; !距离转化成费用;

0f◎r（1jnk（j′j） ｜j枷e＃j:c2（j′j） ＝e土f（c2（土′j）＃eq＃0′10000′c2（土′j） ））′

!无公路连接′元素为充分大的数′

Cf◎r（1jnk:C＝6sm土n（C1′C2））; !C1和C2矩阵对应元素取最小′

0f◎r（n◎des（k） :6f◎r（n◎des（j）:0f◎r（n◎des（j） :tm＝0sInjn（C（j′j）′C（土′k）＋C（k′j））′

path（1′j）≡6迁（C（」′j）＃g亡件tm′k′p己th（1′j））′C（1′j）＝仁m）））′

6f◎r（1jnk（土′j） ｜土＃1e＃7＃己nd＃j＃ge＃8＃己nd＃j＃1e＃22:cf（土′jˉ7）≡c（j′j））′

!提取下面二次规划模型需要的7×15矩阵′

endc己1c

［◎］oj］m1n＝0sum（1土nkf（土′j） : （cf（土′j）＋p（j））＊x（土′j））＋0.05＊Csum（need（j） :y（j）＾2
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calc;
!输入铁路距离邻接矩阵的上三角元素;

w（，29）=20;w（1，30）-202∶亿，30=1200∶w（3，31）-690;w（4.34）=690∶（5，33）=462;
w(6,38)=70:w(7,39)=30;w[23,25)=450;w(24,25)=80;w25,27)=1150;w(26,28)=306;
w(27,30)=1100:(28,29)=195;(30,31)=720;:(31,32}=520:(32,34)=170w(3,34)=88;

w34，36）=160;w35，36）=70;w（36，37）=320;w侈37，38）=160;w臼38，39）=290;
日for且ink住i，j）∶w（i，j}= w（i，3）+（j，i））;I输入铁路距离邻接矩牌的下三角元素;

@for（link（i，j）注物na街∶w（i，j）=@if（w（i，j）#eqt0，20000，w（1，j）））;
!无铁路连接，元素为充分大的数;

!以下就是最短路计算公式{F1oyd-warshal1算法）;
for(nodes(k):for(nodes(i):8fortnodes():tm=esmin fw(i,j),w(i,k)w(k,j));

path1（1，j）=8if （w（1.3）Wgt择tm，k，path1{i，j））;w（i.j）=tm）}）;
!以下就是按最短路w查找相应运费C1的计算公式;

Qfor （1ink lw排eg#O; CL=0）;
③for （lAnk p#gt#O Mandtw#le都300∶C1=20）;
②for （ink Mtgt龄00 待and番 w#le被350∶ C1=23）;
efor（link wtgt#350 #and当 w参le#400∶ C1=26）;
@for{link hwigt科400 #andt w氰le制450; C1=29）;

efor（link wfgt暂450#and普 w得le影500∶CL=32）;
每for（1ink Migt影500 #and餐 w#lel600∶ C1=37）;
efor （1ink wagt600 称and善w件le部700∶ C1=44）;

@for （link 1w种gt影700 tand静w种le粕800∶ C1=50}?
居for（link hwigt格800 fand特 w染le#900∶ C1=55};

器for （link hwngt鸭900 and带 w#le#1000∶Cl=60）;

·for（link Mit机000∶C1=50+5*aflcor（w/100-10）+@iE（emod （w，100）eg#，0，5））;

!输入公路距离邻接矩阵的上三角元素;

c2(,14)=31;c26,21)=110;c21,22)=20;c2(8,9)=104;c29,10}=301;c29,23)=3;
c210，11）=750;c2a0，24）=2;c211，12）=606;c2（1，27）=600;c2在2，13）=194;c2（12，26）=10;
c2 13,14)=205;e2a3,28)=5;c214,15)=201;c2(4,29)=10;c2(15,16)=680;c215,30)=12;
c2糕6，17）=480;c216，31）=42;c217，18）=300;c2Q7，32）=70;c2（8，19）=220;c218，33）=10;
c219,20)=210;c219.35)=10;c2 20,21)=420;c220,37)=62;c221,22)=500;c221,30)=30;

c2(22,39}=20:
Qfor（1ink住.∶c2（L，j}=c2（1，31+c2（，i））;!输入公路距离邻接矩库的下三角元素;

1距离转化成费用∶白for{link（，j）∶c2（i，j）=0.1*e2{，j）l;

Qfor（link（i，j）新ne带;c2（i，）=嗓if{c2{，3）#eq#，10000，c2（，j）））;
!无公路连接，元素为充分大的数;
1C1和 C2 矩阵对应元素取最小;@for(link;C= 8smin{C1,C2));

eforinodes(k);@for(nodes():0for((nodes(j);tm=esminC(i,j),C(i,k)+C(k,j)l;
path（i，j）=eif C（i，j）t兼 tm，k，path（i，j）;C《，J）=tm）））;

efor（link（i，j）I#e#7构ana#j钢ge貌8 ana择j银le 22∶ef（i，j-7）=cli，j））;
1提取下面二次规划模型需要的?×15矩阵;

endcalc
[obj]min=esum(linkf(i,j):(cf(.j)+p(i))*x(L,j))+0.05*@Bum(need():y()~2
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＋y（j）＋z（j）＾2＋z（j））′

!约束;

6f◎r（supp1y（土） :［c◎n1］6sum（need（j） :x（土′j））＜＝S（j）＊f（j））;

6f◎r（supp1y（jˉ） :［◎◎n2］6sum（need（j） :x（j′j））＞＝500＊f（jˉ））′

ef◎r（need（j） :［c◎n3］esum（supp1y（土） :x（j′j））＝y（j）＋z（j））;

Z（j）＋y（j＋1）＝b（j））;｜j棚E＃15:［c◎n4］6f◎r（need（j） ｜j＃NE＃15: ［

y（1）＝0′z（15）＝0′

6f◎r（supp1y:6b土n（f））′

0f◎r（need:cgjˉn（Y））『

end
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0」

+y(j)+z(j)^2★z(j)J;
1约束;

@for(supply(i);[con1]eum(need(j);x(L,j))<=S(i)*f());
efor（eupply【i};【con2】8sum（need{）∶x（1，j））>= 500*王任））;
for(need():tcon3]0eum(8upply(i):x(i,j))=y()+z(j);

for（need（）l融NE粮5∶【con4】z（）y（+1）=b（）l;
y(1)=0;z(15)=0;

④for (supply;ebin (f)>;

9for (need:@gLn ty));
end
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）本书所选案例三有代表性’从不同侧面反映数学思想在实际问题中的灵

活应用是参加数学建模竞赛人员的必备参考°

）本书所有例题均配有Mat｜ab或［｜∩go源程序》程序设计简单精炼》思路洁

晰’注释详尽』灵活应用Mat｜ab工旦箱’有利于没有编柱基础的买者快

速入门。

）本书配有丰富的课件资源’包括教师授课尸尸丁课件′主敦材的程序和数

据’拓展阅读材料等° ｜

）本书第｜｀ 2版被近百所学校选作数学建模课程禾日数学建模竞赛教材,-

直高居各网店数学建模类图书销售榜前列’在数学建模界被誉为‘｜数学

建模黄皮书』’ °

～
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